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Introduction

0.1 Objectifs et présentation du probleme

L’objectif principal de cette these est de développer un modele numérique capable
de proposer une représentation fine des phénomeénes de fissuration pour les matériaux
quasi-fragiles a matrice cimentaire. Dans ce sens, ’échelle pertinente retenue est 1’échelle
mesoscopique. L’échelle mesoscopique est ici de 'ordre du centimetre et le matériau peut
étre considéré comme bi-phasique (agrégats inclus dans un mortier, contenant lui méme
des inclusions de taille inférieure). Par ailleurs, de part la diversité des phénomenes de
fissuration pour les matériaux quasi-fragiles comme le béton, il est nécessaire de mettre en
place un modele capable de représenter explicitement les fissures a Uinterface agrégats/-
mortier et/ou dans n’importe quelles des deux phases (agrégats et mortier).

La modélisation numérique des phénomenes de fissuration proposée s’inscrit, ici, dans
le cadre de la méthode des Eléments Finis & discontinuité forte. Plus précisément, la
fissure est ici définie comme 'apparition d’'une discontinuité de déplacements ou encore
d’une zone d’épaisseur nulle dans laquelle toutes les déformations sont localisées. Elle
correspond au cas extréme des bandes de localisation observées dans les sols ou les roches
avec une largeur des bandes tendant vers zéro. Par ailleurs, le modele proposé intégre aussi
une discontinuité faible (discontinuité de déformations) afin de capturer les hétérogénéités
sans que le maillage soit contraint.

Finalement le but est d’intégrer ce meso-modele dans le cadre d’une approche multi-
échelle séquencée permettant le transfert des informations du niveau mesoscopique vers le
niveau macroscopique ou au moins sa borne inférieure, le Volume Elémentaire Représenta-
tif. Cette approche séquencée permet, par exemple, de déterminer une surface de rupture
macroscopique (dans ’esprit d’une fonction seuil) intégrant les principales caractéristiques
des matériaux cimentaires.

0.2 Motivation

Tout d’abord, nous allons revenir sur notre motivation quant a la prise en compte
des hétérogénéités. Le niveau d’hétérogénéité d’un matériau a matrice cimentaire comme
le béton est intimement lié & son échelle d’observation. Pour illustrer ce propos consi-
dérons les trois échelles (microscopique, mesoscopique et macroscopique) de la figure 1
et leur dimension. Plagons nous tout d’abord a 1’échelle microscopique (en dessous de
10~* m). La photo (Fig. 2) obtenue & ’aide d’un microscope optique permet de se rendre
compte de la complexité des formes des différentes phases et aussi de leur nombre im-
portant (plaquettes de Ca(OH )z, gel de CSH ((CaO)s — (Si0O2)2 — (H20)3) et ettringite
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((Ca0)g — (Als03) — (SO3)3 — (H3032))). A Déchelle mesoscopique (1072 m), les hétérogé-
néités sont moins marquées. Sont observées ainsi deux ou trois phases (granulats, pate de
ciment, vides) (Fig. 3) avec des formes moins complexes et moins diverses. Finalement &
I’échelle macroscopique (du VER a ’échelle d’une structure (Fig. 4)), le matériau est consi-
déré comme homogene et une seule phase est habituellement retenue. A cette échelle les mo-
deles phénoménologiques reposant sur des quantités macroscopiques comme les contraintes
et les déformations et des lois macroscopiques dérivant d’un cadre thermodynamique sont
couramment utilisés. Notons ainsi, pour le béton, des modeles fondés sur la théorie de la
plasticité [Lubliner, 1990] ou de 'endommagement [Lemaitre and Chaboche, 2004], poten-
tiellement couplés, ainsi que des surfaces seuils et des lois d’évolution adaptées & différents
trajets de chargement statiques ou dynamiques. De nombreux exemples peuvent étre trou-
vés dans [G. Pijaudier-Cabot and Torrenti, 2009].

Micro-scale Meso-scale Macro-scale

1078 1078 107 1072 1010 1012

Fic. 1 — Echelles d’observation

FiG. 2 — Echelle microscopique : plaquettes de Ca(OH )2, gel de CSH et ettringite (d’apres
[Stutzmann, |)

Néanmoins de part leur caractere macroscopique, ces modeles sont peu capables de
décrire correctement les mécanismes physiques (mécanismes de rupture, de dégradation
ou de transport) aux échelles fines a l'origine des observations macroscopiques. Ceci s’ex-
plique par I'absence de représentation explicite des hétérogénéités (formes, distribution,
tailles et comportement) présentes aux échelles fines (Fig. 2 et 3 ) et jouant un réle fonda-
mental [Yaman et al., 2002] dans la plupart des phénomeénes physiques observés a I’échelle
macroscopique. Cet inconvénient majeur a ainsi conduit a développer des techniques de
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Fic. 3 — Echelle mesoscopique : pate de ciment, mortier et béton

(a) éprouvette 16%32 (b) viaduc de Millau

Fic. 4 — Echelle macroscopique : du VER a la structure
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changement d’échelles permettant de fournir des outils pour répondre a la question : com-
ment transférer des informations détaillées concues aux échelles fines vers I’échelle macro-
scopique pour un matériau soumis a une sollicitation donnée ? Ces outils sont référencés
sous le terme d’homogénéisation dans la littérature. Dans ce travail de these, le choix de
se tourner vers ’homogénéisation dite “ numérique ”, qui a connu un intérét croissant ces
dernieres années grace au développement des outils et de la puissance informatique, a été
fait.

L’homogénéisation numérique, en suivant 'idée de [Feyel and Chaboche, 2001], peut
étre scindée en deux approches : une approche dite “ séquencée ” et une dite “ intégrée
7. L’approche séquencée repose sur une séquence de calculs (analytiques ou numériques
(éléments finis)) menés a I’échelle fine permettant de fournir soit des réponses constitu-
tives du matériau étudié a partir desquelles des modeles macroscopiques vont étre iden-
tifiés a posteriori, modeles qui permettront ensuite de mener une analyse éléments finis
a Péchelle structurelle [Colliat et al., 2007] soit des informations de type morphologique
(détermination de la taille d'un VER [Kanit et al., 2003]).

D’un autre c6té, l'approche intégrée, par l'analyse numérique (éléments finis) des

échelles fines, fournit in situ et en temps réel les réponses macroscopiques; il n’y a
plus besoin d’un modele macroscopique. La communication entre les échelles fines et
I’échelle macroscopique peut se faire de plusieurs facons : au niveau des points de Gauss
[Feyel and Chaboche, 2000], par des zones de collage [Ben Dhia, 1998] ou par des multi-
plicateurs de Lagrange [Ibrahimbegovi¢ and Markovi¢, 2003],
[Markovi¢ and Ibrahimbegovié, 2004] et [Hautefeuille, 2009]. Au final, quelle que soit ’ap-
proche utilisée, un modele a 1’échelle fine est nécessaire; c’est ce qui a motivé ce travail.
L’utilisation de meso-modeles a été illustrée récemment par d’autres groupes de recherches
[Wriggers and Moftah, 2006] pour le béton ou bien [Borja and Andrade, 2006] pour les
sols.

0.3 Méthodologie

D’un point de vue numérique, le meso-modele développé repose sur la méthode des
Eléments Finis [Zienkiewicz and Taylor, 2001]. Nous avons choisi de travailler avec un
treillis spatial dont la géométrie est obtenue par une triangulation de Delaunay. Nous
avons également exploré une autre possibilité fondée sur un assemblage de poutres de
Timoshenko.

Les hétérogénéités sont explicitement représentées par des inclusions sphériques. Le
processus de maillage retenu pour tenir compte de ces inclusions est fondé sur un maillage
non adapté aux interfaces [Belytschko et al., 2003], [Hautefeuille et al., 2009], c’est-a-dire
non contraint a suivre la position géométrique des interfaces; certains éléments sont alors
coupés en deux parties, chacune d’entre elles ayant des propriétés différentes. Une discon-
tinuité faible (saut fini dans le champ de déformations) [Ortiz et al., 1987],

[Belytschko et al., 1988] est donc introduite dans chaque élément afin de prendre en compte
cette cinématique particuliere. Ceci conduit a un processus de maillage qui ne dépend pas
de la position et de la forme des inclusions. Considérons un matériau bi-phasique (agrégats
et mortier), trois types d’éléments apparaissent : ceux entierement inclus dans le mortier
(discontinuité faible non activée), ceux entierement inclus dans les agrégats (discontinuité
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faible non activée) et ceux coupés en deux par l'interface agrégats/mortier pour lesquelles
la discontinuité faible est activée.

La fissuration et le comportement adoucissant observés pour des matériaux quasi-
fragiles comme le béton sont introduits au moyen de discontinuités fortes (saut fini dans le
champ de déplacements) [Simo et al., 1993], [Oliver, 1996] au sein de chaque élément. Ces
discontinuités représentent la micro-fissuration qui peut apparaitre dans n’importe quelle
phase (agrégats ou mortier) ainsi que le décohésion aux interfaces entre les deux phases.
Finalement, parmi toutes les méthodes existantes pour introduire les deux discontinui-
tés au sein de 1’élément, la méthode des Modes Incompatibles [Simo and Rifai, 1990],
[Ibrahimbegovic and Wilson, 1991] a été choisie avec comme cadre mathématique sous-
jacent la formulation variationnelle a trois champs indépendants de Hu-Washizu
[Washizu, 1982].

Ce modele a été implanté dans le code Eléments Finis coFEAP [Taylor, 2008,
[Kassiotis and Hautefeuille, 2008] afin de simuler des réponses sous divers types de charge-
ment. Nous montrons comment l'introduction de mécanismes de dégradation locaux tres
simples (rupture en extension ou traction et ouverture en mode I) conduisent a des réponses
macroscopiques beaucoup plus “ riches ”. Des applications de la méthodologie développée
dans ce travail ont été réalisées. Premierement, une surface de limite ultime a été fabriquée ;
celle-ci pourrait, ainsi, étre utilisée pour le calcul mono-échelle reposant sur des modeles
phénoménologiques capables de représenter le comportement limite ultime d’une structure
complexe ([Brancherie and Ibrahimbegovic, 2009] et [Ibrahimbegovic, 2006]). Deuxiéme-
ment, des applications de type multi-physiques ont aussi été traitées, notamment avec
le calcul de tenseurs de perméabilité dans le cas de transfert de masse dans les milieux
poreux.

0.4 Plan de la dissertation

Cette these s’articule de la fagon suivante. Dans le premier chapitre, la stratégie de
maillage retenue pour modéliser des microstructures hétérogenes est présentée. Nous re-
venons ainsi sur la notion de maillage adapté et non adapté. L’utilisation d’un maillage
non adapté nécessitant un enrichissement cinématique de la base élément fini, différentes
méthodes d’enrichissement cinématique sont présentées. Puis, dans un premier temps le
cadre mathématique permettant d’introduire la méthode d’enrichissement choisie dans un
probleme éléments finis est présenté : la formulation variationnelle de Hu-Washizu est alors
introduite. Dans un second temps, la méthode de discrétisation des champs du probleme,
reposant sur la méthode des Modes Incompatibles, est exposée. Ensuite, le processus de gé-
nération du maillage treillis trois dimensions et de placement des agégats est expliqué. Une
méthode permettant d’obtenir des agrégats de forme aléatoire reposant sur le seuillage de
champs Gaussiens corrélés est évoquée brievement. La méthode des Modes Incompatibles
est ensuite appliquée a un élément barre, lui faisant ainsi hériter du caractere bi-phasique,
et le systeme éléments finis a résoudre est exposé. Enfin, des validations numériques sont
présentées aussi bien & ’échelle d’une barre que d’une meso-structure (convergence du
maillage et homogénéisation).

Dans le deuxieme chapitre, la rupture quasi-fragile est intégrée au sein de chaque élé-
ment barre bi-phasique. La méthode retenue repose sur I'introduction d’une discontinuité
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forte (discontinuité dans le champ de déplacements). Cette discontinuité permet de mo-
déliser la micro-fissuration qui peut apparaitre dans n’importe quelle phase (agrégats ou
mortier) ainsi que le décohésion aux interfaces entre les deux phases; par ailleurs, elle joue
aussi le role de limiteur de localisation. Ainsi, dans un premier temps, une bibliographie sur
les limiteurs de localisation est présentée puis les points-clés des modeles a discontinuité
forte sont rappelés. D’un point de vue numérique, la flexibilité de la méthode des Modes
Incompatibles est exploitée afin d’introduire la discontinuité forte au sein de 1’élément
barre. Finalement, le systéme éléments finis tenant compte des deux discontinuités (faible
et forte) est obtenu et l’algorithme de résolution est présenté. Des validations concernant
I'objectivité du maillage sont, tout d’abord, exposées et des réponses sous divers charge-
ments sont ensuite présentées.

Dans le troisieme chapitre, une alternative a 'utilisation des éléments barres du treillis
est présentée : elle repose sur des éléments poutres de Timoshenko. Ces dernieres intégrent
la cinématique de cisaillement qui manque a un élément barre. La cinématique et l'inter-
polation éléments finis d’une poutre de Timoshenko sont tout d’abord rappelées. Puis, la
méthode des Modes Incompatibles est appliquée, en suivant la méme technique que pour
une barre, a une poutre : une poutre bi-phasique est ainsi obtenue. Finalement, des vali-
dations concernant la convergence du maillage en élasticité homogene et hétérogene sont
exposées.

Dans le dernier chapitre, deux applications concernant 1’approche multi-échelle sé-
quencée sont présentées. La premiere traite du développement d’une surface de rupture
macroscopique en deux dimensions. La seconde s’inscrit dans le cadre de problemes multi-
physiques, a savoir le transfert de masse dans un milieux poreux et concerne I'obtention
d’un tenseur de perméabilité macroscopique.



Chapitre 1

Modélisation du caractere
hétérogene : enrichissements
cinématiques éléments finis
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Comme il a été évoqué en introduction, les matériaux hétérogenes comme le béton pré-
sentent une hétérogénéité qui varie selon I’échelle d’observation. A léchelle macroscopique,
le béton peut étre modélisé comme un matériau homogene alors qu’a 1’échelle mesosco-
pique, il peut étre traité comme un mortier contenant des inclusions de taille millimétrique
ou centimétrique. Il est possible d’aller encore plus loin dans la modélisation en considé-
rant le mortier comme de la pate de ciment durcie contenant les inclusions les plus fines et
des pores. Des détails sur les échelles d’observation peuvent étre trouvés dans [Huet, 1993]
et [Garboczi, 1993]. L’approche fondée sur des modeles a 1’échelle mesoscopique est cer-
tainement celle qui a la plus grande faisabilité et utilité pour I’étude de I'influence de la
composition du béton sur les propriétés macroscopiques [Wang et al., 1999] et pour la prise
en compte de 'origine et de la nature de la non-linéarité observée dans le comportement
du béton. En effet, contrairement aux modeles phénoménologiques utilisés couramment a
I’échelle macroscopique qui sont incapables d’intégrer les hétérogénéités (taille, forme et
distribution des inclusions) et les phénomenes physiques a 1’origine du comportement ma-
croscopique observé, les modeles a 1’échelle mesoscopique considérant le béton comme un
matériau multi-phasique ou la microstructure est simulée de fagon explicite et réaliste sont
capables d’intégrer par une analyse multi-échelle tous ces détails relatifs au comportement
a I’échelle macroscopique.

Lors de la simulation numérique du béton a I’échelle mesoscopique, la taille, la forme et
la distribution spatiale des inclusions au sein du mortier vont jouer un réle significatif sur le
comportement mécanique du béton. Un des objectifs du premier chapitre de cette these est
donc de générer des modeles de microstructure aléatoire a 1’échelle mesoscopique reposant
sur des parametres donnés (rayon minimum, rayon maximum des inclusions et intensité)
et des probabilités de distribution des tailles et des coordonnées des inclusions. L’outil
d’analyse numérique retenu étant la méthode des Eléments Finis, la stratégie de maillage
des domaines d’étude et des inclusions est aussi présentée dans ce premier chapitre.

Au regard de la simulation de la distribution spatiale des agrégats, différentes tech-

niques ont été développées afin de générer une structure mesoscopique ressemblant a un
béton réel. [Bazant et al., 1990], [Schlangen and van Mier, 1992], [Wittmann et al., 1984]
et [Wang et al., 1999] ont choisi la “take-and-place method” pour générer des fractions
volumiques d’inclusions faibles. [De Schutter and Taerwe, 1993] ont utilisé une autre ap-
proche fondée sur la “ divide-and-fill method ”. Un algorithme stochastique a été développé
par [Leite et al., 2004] pour réaliser des simulations trois dimensions d’un béton. Afin de
prendre en compte des fractions volumiques d’inclusions tres élevées,
[van Mier and van Vliet, 2003] ont choisi de travailler avec la “ random particle drop me-
thod 7 et [Wriggers and Moftah, 2006] avec la “ divide-and-fill method ” couplée & un
algorithme de régénération pour placer les plus petites inclusions. Une derniere approche
appelée la “ distinct element method ” a été appliquée par [Cundall, 1979] pour simuler le
comportement de géomatériaux comme le sable.

La forme des agrégats a une influence significative sur la distribution des contraintes
dans le matériau et donc sur l'initiation de la fissuration jusqu’a la ruine du matériau.
[Wang et al., 1999] et [Wittmann et al., 1984] ont ainsi généré des inclusions de forme
arrondie en suivant les lois morphologiques développées par [Beddow and Meloy, 1980)].
Pour des agrégats de forme anguleuse, [Wang et al., 1999] ont choisi d’ajuster les formes
de polygones aléatoirement distribués afin d’avoir des taux d’élongation imposés. Néan-
moins pour des modeles trois dimensions, [Bazant et al., 1990], [Guidoum and Navi, 1993],
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[Schlangen and van Mier, 1992], [Schorn and Rode, 1991] et [Wriggers and Moftah, 2006]
ont travaillé avec des inclusions de forme sphérique. Plus récemment [Héfner et al., 2003],
[Leite et al., 2004] et [Zohdi, 2001] ont utilisé des fonctions éllipsoides avec des parametres
permettant de faire varier la forme des inclusions.

La distribution de la taille des agrégats joue un role essentiel dans la conception et
Poptimisation du mélange mortier/inclusions. Une sélection correcte de la distribution de
la taille des agrégats affecte directement les principales propriétés du béton telles que la
résistance mécanique, la perméabilité et la durabilité.

L’analyse numérique des matériaux hétérogenes utilisant la méthode des Eléments
Finis requiert la discrétisation du modele mesoscopique créé. Différentes techniques de
maillage peuvent étre utilisées afin de mailler la microstructure; nous pouvons les clas-
ser en deux catégories : les maillages adaptés aux interfaces [Jean, 2009] et les maillages
non adaptés aux interfaces [Moés et al., 2003]. Par le terme non adaptés, nous entendons
que les interfaces entre les inclusions et le mortier ne sont pas explicitement maillées.
Le principal avantage de cette méthode est qu’a chaque fois que ’on change de micro-
structure, toutes les interfaces inclusions/mortier n’ont pas a étre remaillées. Cependant,
cette méthode implique que certains éléments se retrouvent coupés au niveau de l'inter-
face inclusions/mortier en deux parties ayant des propriétés matérielles différentes; de ce
fait, un traitement numérique spécial est nécessaire pour prendre en compte cette cinéma-
tique particuliere au sein de 1’élément coupé. Ce traitement numérique spécial est appelé
enrichissement cinématique.

De nombreux meso-modeéles ont déja été développés dans la littérature
[Bazant et al., 1990], [Schorn and Rode, 1991], [Schlangen and van Mier, 1992],
[Wang et al., 1999] et [Wriggers and Moftah, 2006]. Parmi eux, nombreux sont ceux issus
d’une approche fondée sur des modeles treillis ou poutres. Ces approches ont connu un
intéret croissant avec I'augmentation de la puissance de calcul. Ce type de modélisation
remonte aux travaux de [Hrennikoff, 1941]. Plus récemment, différents modeles treillis ont
été utilisés pour étudier la rupture de différents types de matériaux
[Herrmann and Roux, 1990], [Jirdsek and Bazant, 1995b] (pour de la glace),
[Schlangen and van Mier, 1992], [Schlangen and Garboczi, 1997],
[Lilliu and van Mier, 2003] et [Man and van Mier, 2007] (pour du béton) ou le calcul de
propriétés effectives [Lachihab and Sab, 2005]. Ces modeles ont en général 'avantage de
dépendre de peu de parametres et de présenter un comportement mécanique simple. Par
ailleurs, leur caractere discret en fait des outils pratiques pour représenter la fissuration.
Le choix retenu dans cette these pour la discrétisation éléments finis repose aussi sur un
modele treillis en trois dimensions.

Ce chapitre s’articule de la facon suivante : apres avoir, dans la premiere partie, présenté
la stratégie adoptée pour le maillage de microstructures, nous aborderons le cadre mathé-
matique et numérique (parties deux et trois) de cette stratégie. Dans la partie quatre, nous
expliquerons la méthode retenue pour la génération d’un maillage treillis trois dimensions.
La partie cinq présentera ’enrichissement cinématique des éléments finis barres du treillis.
Finalement dans la partie six, des validations du meso-modele en élasticité hétérogene
seront étudiées.
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1.1 Notion de maillage non adapté et lien avec les enrichis-
sements

Lorsque des matériaux hétérogenes sont étudiés, il est nécessaire de pouvoir faire va-

rier la microstructure (nombre d’inclusions, fractions volumiques et formes) sans que ces
changements entrainent un cott prohibitif du processus de remaillage.
La premiere méthode de maillage de matériaux hétérogenes consiste a utiliser un maillage
adapté aux interfaces, c’est-a-dire contraint a suivre la position géométrique des interfaces
(par exemple interfaces agrégats/mortier pour un béton). Cette approche nécessite souvent
des processus de maillage sophistiqués. En général, ce type d’approche peut étre décom-
posé en trois étapes majeures. Une premiere étape consiste a représenter la géométrie en
construisant 'interface, soit en utilisant des outils de CAO, soit a partir d’algorithmes dits
de Marching-Cubes [Lorensen and Cline, 1987]. Une deuxiéme étape consiste a générer un
maillage surfacique de cette interface (avec par exemple un maillage composé de triangles
sous formes d’éléments coques [Jean, 2009]). Enfin, dans une troisieme étape le domaine
d’étude est rempli par un maillage volumique. Deux méthodes sont couramment utilisées, la
triangulation de Delaunay [Georges and Borouchaki, 1997] ou les méthodes dites de front
[Lohnert, 2004]. Un exemple de ces trois étapes concernant le maillage de microstructures
d’élastomeres chargés est proposé dans [Jean, 2009]. Le principaux désavantages de cette
approche sont les suivants. Tout d’abord, la modélisation du comportement a 'interface,
comme le décollement, requiert un effort important du fait de la complexité des algorithmes
de Marching-Cubes. Il arrive, ensuite, que les éléments a 'interface soient distordus ce qui
entraine des problemes de conditionnement et donc de convergence. Enfin, a chaque fois
que l'on change la microstructure, cela oblige a remailler a la fois tout le domaine, toute
la microstructure et toutes les interfaces.

Ce dernier point est certainement celui qui a motivé une approche différente, a savoir
I'utilisation d’un maillage non adapté aux interfaces, c¢’est-a-dire non contraint a suivre
la position géométrique des interfaces. De ce fait, certains éléments se retrouvent coupés
au niveau de 'interface en deux parties ayant des propriétés différentes : leurs champs de
déformations présentent alors un saut fini au niveau de l'interface (discontinuité dans le
champ de déformations), cela est appelé dans la littérature une discontinuité faible. Ainsi,
I'information géométrique et matérielle est directement intégrée au sein de I’'élément. Un
exemple d’utilisation de discontinuité faible est présent dans [Ortiz et al., 1987] ou la prise
en compte de bandes de cisaillement avec des éléments finis de type Q4 est expliquée :
dans cette approche, seule une discontinuité faible peut étre présente au sein d’un élément,
et donc une autre discontinuité faible est nécessaire dans 1I’élément voisin pour modéliser
la bande de localisation entiere (Fig. 1.1). L’inconvénient de la méthode réside dans le fait
qu’une seule discontinuité faible est introduite dans I’élément. L’apparition de la bande de
localisation est donc dépendante, dans une certaine mesure, de la taille de I’élément. Cette
idée a ensuite été développée et améliorée par [Belytschko et al., 1988]. Les auteurs ont
proposé de mettre directement dans I’élément une zone de localisation, c¢’est-a-dire qu’un
élément peut contenir une bande de déformation localisée bornée par deux discontinuités
faibles paralleles (Fig. 1.2). La bande de localisation devient ainsi indépendante de la taille
de I'élément et peut étre considérée comme un parametre matériel. Cependant la taille mi-
nimale des éléments doit étre imposée. En effet, I’épaisseur de la bande de localisation
doit rester inférieure & la taille d’un élément. Notre approche s’inscrit dans les travaux de
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[Ortiz et al., 1987]; une seule discontinuité faible est en effet nécéssaire au sein de chaque
élément car nous ne cherchons pas a modéliser une bande de localisation mais seulement
un saut fini dans le champ de déformations d’un élément coupé en deux.

F1G. 1.1 - Eléments avec une discontinuité faible (lignes rouges) [Jirdsek, 2000]

FIG. 1.2~ Elément avec deux discontinuités faibles paralléles (lignes rouges) [Jirdsek, 2000]

Apres avoir présenté dans cette partie la stratégie de maillage retenue (maillage non
adapté) et la conséquence sur le champ de déformations des éléments coupés en deux (saut
fini dans le champ de déformations : discontinuité faible), nous allons introduire, dans la
partie suivante, les méthodes permettant de prendre en compte de fagon numérique cette
discontinuité faible. Elles reposent toutes sur un enrichissement cinématique de la base
Eléments Finis classique.

1.2 Méthodes d’enrichissement de la cinématique d’un élé-
ment fini

La littérature fournit de nombreuses méthodes d’enrichissement cinématique de la base
éléments finis classique permettant d’introduire une discontinuité faible avec des maillages
non adaptés. Cette discontinuité faible permet de capturer entre autres la présence de
vides ou d’inclusions.

1.2.1 Generalized Finite-Element Method : G-FEM

Notons, tout d’abord, la Generalized Finite-Element Method (G-FEM)
[Strouboulis et al., 2000a] qui permet aux auteurs [Strouboulis et al., 2000b] de modéliser
des vides. La G-FEM repose sur une combinaison de la méthode des Eléments Finis clas-
sique et de la méthode de la Partition de I’Unité [Babuska and Melenk, 1997]. Les espaces
éléments finis classiques sont enrichis par ’ajout de fonctions spéciales prenant en compte



1.2. METHODES D’ENRICHISSEMENT DE LA CINE’MATIQUE 13

des informations connues au sujet des conditions aux limites et des données d’entrée. Ces
fonctions spéciales sont multipliées par la partition de I'unité correspondant aux fonctions
de forme élément fini linéaire standard valant 1 en un sommet V; donné et 0 ailleurs. Elles
sont ensuite sommées avec la base élément fini existante pour construire un espace élément
fini continu enrichi.

La partition de 'unité peut se définir, dans le cas de la G-FEM, de la fagon suivante : étant
donné un ensemble de sous-domaines se chevauchant appelés patch {€2;} et un ensemble
de fonctions ¥; = {wj(»l) \w](-l) C HY(Q)} ayant les propriétés d’approximations souhaitées
associées a chaque patch , la solution en terme de partition de 'unité sur un domaine {2

se définit comme o
upun =y 6i(D ag-z)wﬁ-”), (1.1)
i J

ol @sz(i) (z,y) est une fonction spéciale de I'ensemble ¥; (Fig. 1.3). L’espace U; sera appelé
I’espace patch. Les ag-i) sont des coefficients constants. La séquence de fonctions ¢; (une

pour chaque patch de l'ensemble {€2;}) est une partition de I'unité C° sur et sert a
imposer la continuité. Cette version de la partition de I'unité inclut ’espace des fonctions
linéaires éléments finis usuelles, mais rien n’interdit d’ajouter ’espace des fonctions de
forme élément fini d’ordre plus élevé, gzgk Finalement 'approximation élément fini type
G-FEM s’écrit :

Nyert

U . . NFEM -
u_grem = »_ 6i(> a§%§’)) + ) bidr, (1.2)
i j !

OlU Nyert €St le nombre de fonctions ¢;, n; est le nombre de fonctions spéciales dans ’espace
patch W; associé a un sommet V; et npgys est le nombre d’éléments finis d’ordre plus élevé.

roduct ¢ ' (x, & |ocal approximation ;)
P o4 ) R | function %)

i = R(°)

vertex ¥ support of “hat” function (@)

FiG. 1.3 — Construction du produit qﬁi@bj(-i) sur le patch {Q;} pour ’ensemble de polynomes
harmoniques [Strouboulis et al., 2000a]
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1.2.2 eXtended Finite-Element Method : X-FEM

Nous trouvons, ensuite, la eXtended Finite-Element Method (X-FEM)

[Moés et al., 1999] qui, couplée a une méthode de level set, permet aux auteurs

[Moés et al., 2003] et [Sukumar et al., 2001] de modéliser des matériaux bi-phasiques en
deux et trois dimensions. La X-FEM, repose la aussi sur une combinaison de la méthode
des Eléments Finis classique et de la méthode de la Partition de I’'Unité. Mais cette fois-ci,
les espaces éléments finis classiques sont enrichis par des degrés de liberté additionnels
au niveau des noeuds pour lesquels le support est coupé par une interface auxquels des
fonctions d’enrichissement sont associées (Fig. 1.4.b). Cette combinaison est ensuite multi-
pliée par la partition de I'unité correspondant aux fonctions de forme élément fini linéaire
standard valant 1 en un sommet V; donné et 0 ailleurs. L’approximation élément fini type
X-FEM s’écrit :

Nenr NEEM
UX_FEM = Z aijF—i- Z u; N, (1.3)
7 7

ou les a; sont les degrés de liberté additionnels au niveau des noeuds pour lesquels le sup-
port est coupé par une interface, ne,, est le nombre de noeuds dont le support est coupé
par une interface (enrichis) et npgs correspond au nombre de noeuds dont le support n’est
pas coupé par une interface (non enrichis). Les fonctions N sont les fonctions de forme
classiques éléments finis vérifiant la partition de 'unité. Enfin I est la fonction d’enrichis-
sement. Dans [Sukumar et al., 2001], [Belytschko et al., 2003] et [Moés et al., 2003] sont
référencés des choix pour la fonction d’enrichissement.

1.2.3 Embedded Finite-Element Method : E-FEM

Il y a enfin la Embedded Finite-Element Method (E-FEM) qui permet aussi aux auteurs
de modéliser des matériaux bi-phasiques en deux [Hautefeuille et al., 2009] et trois dimen-
sions [Benkemoun et al., 2010]. La E-FEM est fondée une fois de plus sur la méthode des
Eléments Finis classique mais plus sur la méthode de la Partition de 'Unité. Les espaces
éléments finis classiques sont enrichis par des degrés de liberté additionnels non plus au ni-
veau de chaque nceud pour lequel le support est coupé par une interface, mais au niveau de
chaque élément qui est coupé par une interface auquel des fonctions d’enrichissement sont
associées (Fig. 1.4.a). Cette approche a 'avantage de séparer le champ de déplacements
en une partie globale (partie élément fini classique) et une partie locale (partie enrichie),
ce qui permet une résolution des inconnues ajoutées a 1’échelle locale. L’approximation
élément fini type E-FEM s’écrit :

Nenr nNFEM

UE_FEM = Z CLjM -+ Z u; N, (1.4)
i 7

2

ou les a; sont les degrés de liberté additionnels dits “ degrés de liberté améliorés
niveau des éléments coupés par une interface, ney,, est le nombre d’éléments coupés par
une interface (enrichis) et npgas correspond au nombre d’éléments qui ne sont pas coupés
par une interface (non enrichis). Les fonctions N sont les fonctions de forme classiques
éléments finis vérifiant la partition de 'unité. Enfin M est la fonction d’enrichissement.

au
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) S e enriching d.of. S
support of the enriching modes

F1G. 1.4 — Types d’enrichissements : a- élémentaires et b- nodaux [Oliver et al., 2006]

Finalement c’est dans le contexte de la Embedded Finite-Element Method que les nous
avons choisi de travailler. La partie suivante s’attachera ainsi a présenter le cadre ma-
thématique permettant d’introduire ce type d’enrichissement dans un probleme Eléments
Finis.

1.3 Formulation variationnelle a trois champs de Hu-Washizu

Un cadre mathématique unifié permettant d’enrichir la cinématique d’un élément fini
par la Embedded Finite-Element Method peut étre obtenu a partir de la formulation varia-
tionnelle & trois champs de Hu-Washizu [Washizu, 1982]. Cette formulation, contrairement
a une formulation de type déplacements, considere trois champs indépendants : le champ
de déplacements u, le champ de déformations € et le champ de contraintes o. Ces trois
champs sont définis sur un domaine 2 dont les frontieres sont séparées en deux parties,
S; et S, soumises respectivement a des forces surfaciques et des déplacements imposés.
A part pour les conditions aux limites en déplacement, u = u sur S, et pour certaines
exigences de régularité, les champs sont completement arbitraires et mutuellement indé-
pendants.

Le formulation s’écrit alors :

Trouver (u,€,0) € (V,E,T) tel que V(du,de, do) € (Vo,E,T),
HWu(u,e,a;du):/86u:adQ—/5u~bdQ— du-tdS =0
Q Q St
HW,(u,€,0;00) = / do:(0u—¢€)d2=0 (1.5)
Q

HW(u,€,0;0€) = /Qée :(o(e) —o)dQ2=0

ou

V = {u tel que u € HY(Q), w = w sur S, }

Vo = {6u tel que du € H*(Q), u =0 sur S, }
E = {e tel que € € Ly(Q)}

T = {o tel que o € Ly(2)}
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o est un champ de contraintes vérifiant la loi de comportement.
Dans (1.5), (du,d€,do) sont respectivement les champs de déplacements virtuels, de dé-
formations virtuelles et de contraintes virtuelles. D’autre part, b est la force de volume et
t la force de surface.
Une fois le cadre mathématique posé, nous pouvons discrétiser le probleme en approximant
les champs inconnus (u, €, o) [Jirdsek, 2000] par

u=Nd+ N,d,
e=Bd+ Ga (1.6)
o=_Ss

Dans (1.6), N est la matrice standard d’interpolation des déplacements (contenant les
fonctions de forme standard), B = ON est la matrice standard d’interpolation des dé-
formations (contenant les dérivées des fonctions de forme standard), N, et G sont res-
pectivement les matrices contenant les termes d’enrichissement pour les déplacements et
les déformations, S est la matrice d’interpolation des contraintes et les vecteurs d, d,, a
et s regroupent les degrés de liberté correspondant respectivement aux déplacements no-
daux, aux déplacements additionnels dits “ déplacements améliorés 7, aux déformations
additionnelles dites “ déformations améliorées ” et aux parametres de contrainte.

En injectant (1.6) dans la formulation de Hu-Washizu (1.5) et en prenant en compte
I'indépendance des champs virtuels (du, de, do), le probleme discrétisé suivant est obtenu

/BT&(Bd—i—Ga)dQ = Ffout (1.7a)
Q
/GT&(Bd+Ga)dQ—/ G'sdas = 0 (1.7b)
Q Q
/STBudeu—/ STGdQa = 0 (1.7¢)
Q Q
/ B,"SdYs = fou. (1.7d)
Q

avec

fm:/NdeQJr NTtds
2 S (1.8)

fmu:/NfbdQ+ NTtds
’ Q S

Dans la suite, il est supposé que le chargement est appliqué en dehors de la région ou la
cinématique est enrichie, de ce fait f.,,, = 0.

1.3.1 Types courants d’enrichissement

Nous allons maintenant introduire les trois différentes méthodes que ’on retrouve dans
la littérature pour choisir les matrices N, et G. Les méthodes sont dites :

1. Statically Optimal Symmetric (SOS)

2. Kinematically Optimal Symmetric (KOS)

3. Statically and Kinematically Optimal Nonsymmetric (SKON)
Elles different dans le choix des matrices d’interpolation N, et G.
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1.3.1.1 Statically Optimal Symmetric

Dans ce ce cas, seul le champ de déformations est souhaité étre enrichi; le champ
de déplacements n’est pas enrichi. De ce fait, tous les termes contenant d,, N, et B, (=
ON ) peuvent étre retirés de (1.7). L’équation (1.7d) disparait complétement et I’équation
(1.7¢) se réduit a

/STGanzo (1.9)
Q
Dans le but de passer le patch-test, I’élément doit étre capable de reproduire exactement

un champ de contraintes constant, et le choix le plus simple pour la matrice d’interpolation
de la contrainte S est S = I, ou I est la matrice identité. Ainsi (1.9), devient

/GanzO (1.10)
Q

Si G satisfait la condition de moyenne nulle sur 1’élément,

/GszO (1.11)
Q

alors (1.7c) est satisfaite pour n’importe quel a. De plus comme la matrice qui multiplie s
dans (1.7b) est maintenant une matrice nulle, les parametres de contraintes s disparaissent
completement de la formulation. L’ensemble d’équations est alors :

/BT&(Bd+ Ga)dQ = f.u (1.12a)
Q
/GT&(Bd+ Ga)dQ = 0 (1.12b)
Q

Les éléments finis qui dérivent de cette interpolation vérifient la condition de continuité
du vecteur traction sur la discontinuité mais ne peuvent pas représenter poprement les
cinématiques de discontinuité, d’ou le terme de “ Statically ”. Un exemple mené sur un
CST peut étre trouvé dans [Jirdsek, 2000].

1.3.1.2 Kinematically Optimal Symmetric

Dans ce cas, contrairement a la SOS, le champ de déplacements est aussi enrichi.
Tous les termes contenant d,, N, et B, (= ON,) ne peuvent donc plus étre retirés.
En revanche, en suivant la proposition faite par [[brahimbegovic and Wilson, 1991], 0N,
peut étre construite comme égale a G ou encore B, comme égale a G et d, comme
égale & a. Ainsi (1.7¢) et (1.7d) disparaissent completement de la formulation. L’ensemble
d’équations est alors :

/ BT6(Bd+ Ga)dQ = f,, (1.13a)
Q
/ G'6(Bd + Ga)dQ = 0 (1.13b)
Q
Notons encore que les parametres de contraintes s disparaissent completement de la for-

mulation. Les deux approches (SOS) et (KOS) donnent les mémes équations d’équilibre &
la différence pres que la matrice G vérifie (1.11) ou bien est construite en prenant G = B,,.
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Les éléments qui dérivent de cette interpolation refletent bien la cinématique de discon-
tinuités mais vérifient de facon grossiere la condition de continuité du vecteur traction sur
la discontinuité, d’ou le terme de “ Kinematically ”. La méthode KOS peut ainsi présenter
des problemes de blocage. La encore, un exemple mené sur un CST peut étre trouvé dans
[Jirdsek, 2000].

1.3.1.3 Statically and Kinematically Optimal Nonsymmetric

Dans ce cas, les deux précédentes techniques sont combinées [Simo and Oliver, 1994].
G est choisie égale a By, mais la matrice qui vérifie (1.11) n’est plus prise égale & G mais
a G. L’ensemble d’équations est alors :

/BT&(Bd+ Ga)dQ = f.u (1.14a)
Q

/GT&(Bd+ Ga)dQ = 0 (1.14b)
Q

Cette approche permet de représenter proprement la cinématique et la statique, d’ou
le terme “ Statically and Kinematically ”; la condition de continuité du vecteur traction au
travers de la discontinuité est assurée et la cinématique de discontinuités est bien reflétée.
En revanche, comme G n’est pas la transposée de B, la formulation linéarisée est en
général non symétrique. Quoi qu’il en soit cette méthode fournit les résultats les plus
satisfaisants.

D’un point de vue pratique, il n’est pas nécessaire de recourir a I’enrichissement complet
(1.6) : seuls le champ de déformations et le champ de déformations virtuelles peuvent étre
enrichis et la présence de contraintes dans les champs peut étre éliminée en choisissant
le champ de contraintes orthogonal au champ de déformations amélioré ; cette technique
s’appelle la méthode des Modes Incompatibles [Ibrahimbegovic and Wilson, 1991]. Nous
allons voir qu’elle permet de retrouver la formulation de type SKON.

1.3.2 Méthode des Modes Incompatibles

Nous repartons de la formulation variationnelle & trois champs de Hu-Washizu (1.5)

pour laquelle il faut définir les champs réels et les champ virtuels.

Les champs réels seront notés (u, €, ) correspondant respectivement aux champs de dé-
placements, de déformations et de contraintes. Notons que ces trois champs sont indépen-
dants.

Les champs virtuels seront notés (w,~y, ) correspondant respectivement aux champs de
déplacements, de déformations et de contraintes. Ces trois champs sont aussi indépendants.
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Avec ces notations, le principe variationnel de Hu-Washizu (1.5) se réécrit :

Trouver (u,€,0) € (V,E,T) tel que V(w,~,7) € (Vo,E, T),
HWu(u,e,U;w)—/aw:adQ—/'w~bdQ— w-tdS =0
Q Q St
HWy(u,€,0;1) = / T7:(0u—€)d2=0 (1.15)
Q

HW (u,€e,0;v) = / v:(6(e) —o)d2=0
ol ¢
V = {u tel que u € HY(Q), w = @ sur S}
Vo = {w tel que w € H*(Q), w =0 sur S, }
E = {€ tel que € € Ly(2)}
T = {o tel que o € Ly(N)}

o est un champ de contraintes vérifiant la loi de comportement.

Le premier point clef de la Méthode des Modes Incompatibles est d’enrichir les champs
de déformations aussi bien réelles que virtuelles par un champ de déformations amélioré
appelé € pour le champ de déformations réelles et 4 pour le champ de déformations vir-

tuelles :
e=0u-+¢€
~ (1.16)
v =0w+75

Avec cette hypothese, le systeme (1.15) devient :

/811; odQ — /w bdQ — / -tdS = 0 (1.17a)

LEdQ = 0 (1.17b)

\

/aw —o-)dQ—i—/Q* (a() F)dQ = 0 (1.17¢)

Notons ensuite que les déformations améliorées doivent étre indépendantes des défor-
mations déja représentées par 1’élément sur lequel les déformations améliorées sont rajou-
tées. De ce fait, le couple (w,%) est un couple de variables indépendantes. En prenant
cette condition en compte, le systeme (1.17) se réécrit :

/aw odQ— /w bdQ — -tdS = 0 (1.18a)
Sz

/ LedQ = 0 (1.18b)

/8111 (6(e)—o)dQ2 = 0 (1.18c)

/~I(&(6) o)dQ? = 0 (1.18d)
Q
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En combinant (1.18a) et (1.18c¢), cela donne :

/8w o(e)dQ — /'w bdQ — / -tdS = 0 (1.19a)

LedQ = 0 (1.19D)

\

/@'w (o(e —U)dQ =0 (1.19¢)

/~ (G(€) —0)dQ = 0 (1.19d)
Q

Le deuxieme point clef de la Méthode des Modes Incompatibles est de construire 1’es-
pace des champs de contraintes o et T et des champs de déformations améliorées € et ~
comme orthogonaux. Cela permet d’éviter la présence de contraintes parmi les champs
dans la formulation discrétisée. Il est ainsi possible d’utiliser cette méthode pour des lois
de comportement plus compliquées que 1’élasticité linéaire, en gardant la méme facilité de
calcul des contraintes & partir des déformations :

/T:EszOet/ﬁ/:UdQ:O (1.20)
Q Q
En intégrant cette hypothese dans (1.19), il vient :
/8w o(e)dQ — /'w bdQ— [ w-tdS = 0 (1.21a)
St
/ ow : o)dQ = 0 (1.21b)
/ Y:6(e)dQ = 0 (1.21c)
Q

Le dernier point consiste a supposer que le champ de contraintes vérifie la relation de
comportement de facon forte :

/8w:&(e)dﬂ—/w-bdﬂ— w-tdS = 0 (1.22a)
Q Q St

/’y:&(e)dQ =0 (1.22b)
Q

Afin d’assurer la convergence de cette méthode, 1’élément enrichi doit passer le patch-
test, c’est-a-dire qu’il doit étre capable de représenter un champ de contraintes constant,
et le choix le plus simple est un champ constant &.. (1.22b) devient :

&c/&dﬁzoj/ﬁdﬁzo, (1.23)

Q Q

ce qui signifie que la déformation améliorée doit satisfaire la condition de moyenne nulle.
Les champs de déformations réelles et virtuelles peuvent étre ensuite discrétisés sous

la forme E-FEM : )
e=Bd+ Gaety=Bd+ Ga (1.24)
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ou B est la matrice standard d’interpolation des déformations (= ON), G est la ma-
trice contenant les termes d’enrichissement pour les déformations réelles et G pour les
déformations virtuelles. a est le vecteur contenant les degrés de liberté de la déformation
améliorée. G et G sont appelées les modes incompatibles.

Dans (1.24), 'hypothese que Ju et Ow sont discrétisés de maniere identique a été
faite. De plus, pour garantir l'indépendance des déformations améliorées a 1’égard des
déformations déja présentes au sein de I’élément, nous avons fait le choix que BN G = 0
et que BN G = 0. Enfin, G vérifie la condition de moyenne nulle (1.23) fQ GdQ =0.

En injectant (1.24) dans (1.22), il vient :

/BT&(Bd+ Ga)dQ = f.. (1.25a)
Q
/GT&(Bd+ Ga)d2 = 0 (1.25b)
Q

Ce systeme est identique a celui obtenu dans le cas de la formulation de type SKON.
Cette méthode est appelée Méthode des Modes Incompatibles car, pour un élément donné,
la compatibilité cinématique avec ses éléments voisins n’est plus assurée le long des fron-
tieres (sauf aux neeuds) et I’élément fini est de type non conforme. Mais comme il satisfait
au patch-test, il est convergent [Frey and Jirousek, 2001].

En considérant le probleme (1.25) écrit pour I’ensemble des éléments finis du probléme,
nous obtenons :

Zilin[ fnt _fgxt] =0 (1263)
/ G'6(Bd+ Ga)dQ) = 0 Ve € [1,nem] (1.26b)

ou

mt_/ BT6(Bd + Ga)d

L’équation (3.9a) est I’équation d’équilibre global classique d’un probléme élément fini.
L’équation (3.9b) est une équation ajoutée par la présence du champ de déformations amé-
lioré ; elle permet, comme nous le verrons un peu plus tard, de calculer I'inconnue a de
fagon locale. Il est rappelé que a est un vecteur contenant les degrés de liberté de la dé-
formation améliorée.

Le cadre mathématique et numérique permettant d’enrichir par la méthode E-FEM la
cinématique de n’importe quel élément fini ayant été expliqué, il reste désormais a présenter
le type d’éléments finis retenu pour la modélisation numérique et son incorporation dans
un outil de travail trois dimensions.

1.4 Représentation par un treillis spatial

Comme évoqué en introduction de ce chapitre, le choix retenu pour la modélisation
numérique repose sur un treillis trois dimensions formé d’éléments finis de type “barre”.
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Cette approche a connu un intéret croissant avec ’augmentation de la puissance de calcul.
Ce type de modélisation remonte aux travaux de [Hrennikoff, 1941]. Plus récemment des
modeles treillis en deux dimensions ont été développés par [Schlangen and van Mier, 1992],
[Schlangen, 1993], [Schlangen, 1995], [Schlangen and Garboczi, 1997] et

[van Mier et al., 1994]. Dans ces travaux, la géométrie du treillis est imposée par des
coupes de béton réelles. Une version trois dimensions de ce modele a été développé dans
[Lilliu and van Mier, 2003]. [Bolander and Saito, 1998] et [Bolander et al., 2000] utilisent
des treillis trois dimensions dont la géométrie est obtenue a partir du pavage de Voronoi
du domaine considéré ; leurs travaux sont intéressants quant a la simulation de la fissu-
ration sur des structures entieres. Dans [Lachihab and Sab, 2005], les auteurs utilisent un
pavage de Voronoi en trois dimensions plus raffiné appelé “ weighted Voronoi tessellation ”
[Fan et al., 2004] dans le but de prédire les propriétés effectives d’un matériau type bitume.

Ces modeles ont en général I’avantage de dépendre de peu de parametres et de présenter
un comportement mécanique simple. Par ailleurs, leur caractere discret en fait des outils
pratiques pour représenter la fissuration [Jirdsek and Bazant, 1995b],

[Man and van Mier, 2007]. Le choix retenu pour la discrétisation éléments finis repose aussi
sur un modele treillis en trois dimensions.

La génération d’un maillage reposant sur un treillis trois dimensions doit étre envisagée

avec beaucoup de soin. En effet il a été montré dans la littérature [Bolander and Saito, 1998],
[Jirdsek and Bazant, 1995a], [Yip et al., 2005] que 'utilisation de modeles treillis réguliers
ou irréguliers ayant des barres de section constante ne permet pas de représenter un état
de déformation uniforme sous chargement uniforme et introduisent un biais dans la fissu-
ration. Les auteurs [Bolander and Saito, 1998] préconisent alors 1'utilisation de treillis irré-
guliers dont la géométrie est obtenue au moyen d’une discrétisation de Voronoi du domaine
considéré. Nous retrouvons une approche en partie similaire dans [Cusatis et al., 2006].
La discrétisation de Voronoi d’'un domaine matériel considéré S repose sur un ensemble
fini de points placés dans S. En trois dimensions, le diagramme de Voronof est un ensemble
de polyedres fermés convexes. Par définition, un polyedre de Voronoi associé a un point
P; est le lieu des points plus proches géométriquement de P; que de tout autre point du
domaine [Okabe et al., 1992].
D’un point de vue pratique, nous travaillerons avec le dual du diagramme de Voronoi as-
socié a 5, c’est-a-dire la triangulation de Delaunay. En effet, chaque sommet d’une aréte
de la triangulation sera situé au centre d’un polyedre de Voronoi et chaque aréte de la tri-
angulation jouera le role d’'un élément barre du treillis. Néanmoins, cette approche directe
ne permet pas d’obtenir la section des barres; un processus de maillage différent expliqué
ci-dessous est alors retenu. La discrétisation commence, tout d’abord, avec la spécifica-
tion des coordonnées limites du domaine S et d’une densité de points souhaitée dans ce
domaine. Ensuite le processus de discrétisation est le suivant :

Etape 1 : Génération d'un maillage volumique trois dimensions du domaine S considéré
(Fig. 1.5(a)) au moyen de Gmsh [Geuzaine and Remacle, 2009]. Extraction des
coordonnées nodales de ce maillage (Fig. 1.5(b)).

Etape 2 : Génération du diagramme de Voronoi au moyen de la fonction quoronoi de
lalgorithme ghull [Barber and Huhdanpaa, 2009]. Cette procédure géneére deux
listes : 'une contenant les coordonnées des sommets des cellules de Voronoi et
Pautre, pour un couple de nceuds donnés (7, j) reliant le centre de deux cellules
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(a) Maillage 3D volumique non structuré du do- (b) Ensemble des points extraits
maine S

Fia. 1.5 — Obtention de '’ensemble des points utilisés pour la discrétisation de Voronoi

de Voronoi en contact (c’est-a-dire une aréte de la triangulation de Delaunay), la
liste des sommets communs (a, b, ¢, d, ) aux deux cellules de Voronoi en contact
(ou encore la liste des sommets communs aux deux cellules de Voronoi en contact
traversées par l'aréte de la triangulation de Delaunay) (Fig. 1.6(a)).

d
C
® c f ° ® ®
1 (]
b J J
/
a a n-a
(a) Elément barre avec ses sommets communs (b) Volume calculé avec 'algorithme ghull

aux deux cellules de Voronoi en contact

Fia. 1.6 — Détermination de la section de chaque élément barre

Etape 3 : Création de la liste des éléments barre du probleme connaissant 1’ensemble de
tous les couples de noeuds (4, j) et détermination de leur section au moyen de
Palgorithme ghull [Barber et al., 1996]. D’un point de vue schématique, ’algo-
rithme attend en entrée la donnée de points formant un volume convexe fermé.
La méthode retenue est alors la suivante : partant de la surface fermée A par
les points (a,b,c,d,e), une translation de vecteur n de norme unitaire de A
est réalisée donnant alors la surface fermée par les points (o', V', ¢, d’, ¢') (Fig.
1.6(b)). En sortie, algorithme donne alors le volume V = abedea’b'd'd'e’. Par
définition V' = A.||n|| et comme ||[n|| = 1 alors V = A et A est alors connue.
Cette méthode permet de retrouver la surface du domaine S considéré.

Cette stratégie de maillage présente 'inconvénient de ne pas prendre en compte les
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barres situées sur les arétes du domaine. En effet, du fait qu’au niveau des arétes du do-
maine, les sommets des cellules de Voronol peuvent se situer en dehors du domaine, ghull
ne les prend pas en compte ; les barres situées sur les arétes ne sont alors pas inclues dans
le maillage (Fig. 1.7(a)). L’idée est alors de les rajouter “ manuellement ” (Fig. 1.7(b)) en

(a) Treillis sans éléments barres sur les arétes (b) Treillis avec éléments barres sur les
arétes

F1a. 1.7 — Résultat de la procédure de maillage

allant chercher leur connectivité directement dans le fichier Gmsh et ensuite de calculer
leur section.

L’ensemble de ces étapes a été implanté dans un script Perl appelé Voromesh.pl. A la fin
du processus, un fichier Input au format recquis par coFEAP est généré.

La stratégie de maillage désormais présentée, nous allons, dans la prochaine sous-
section, montrer une premiere étape de validation de cette stratégie de maillage.

1.4.1 Convergence globale en élasticité homogene

Afin de valider ce processus de maillage en élasticité homogene, nous nous sommes
intéressés a leffet de la densité de maillage sur la valeur du module de compressibilité ma-
croscopique K g1 calculée par simulation éléments finis [Kanit et al., 2006]. Le domaine
d’étude est un cube (comme celui de la figure 1.7(b)) de 100 mm x 100 mm x 100 mm de
coté. Le nombre de degrés de liberté varie de 714 a 1458000. Le nombre d’élements finis
barre varie de 1325 a 3257000 ce qui signifie que la densité de maillage est passée de 757 a
0,30 mm?/élément. La figure 1.8 montre que le module de compressibilité macroscopique
Keqiew @ un comportement asymptotique et tend a se stabiliser lorsque le maillage est
raffiné.

Par ailleurs, connaissant la valeur exacte du module de compressibilité Kpqct (= 5556
MPa) retenue pour chaque élément barre, nous pouvons évaluer pour chaque degré de
liberté considéré 1’écart relatif e entre la solution exacte et la solution calculée :

K - K
e = ( exact calcul) X 100 (127)
Kexact
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Cela est illustré sur la figure 1.9; notons que lorsque le maillage est raffiné, cette écart
diminue pour atteindre 0,284 % pour 1458000 degrés de liberté. Un écart relatif e inférieur
a 1 % comme critere de convergence peut étre fixé; celui-ci est atteint autour des 300000
degrés de liberté.

5600 : : : : : : .
5550 |[F =T T T T T T TS S m s s s ———m—mm - - mmm - - = =

5500 =
5450 _
5400 - _
5350 | —

K (MPa)

5300 - —

5250 .
5200 | Kcalcul ——

exact
1 1

5150 1 1 1 1 1
0 200000 400000 600000 800000 106 1.2 x 10° 1.4 x 10°

Degrés de liberté

Fia. 1.8 — Effet de la densité de maillage sur la convergence globale du module de com-
pressibilité macroscopique en élasticité homogene

log(e) (%)

01 P | L L | L L | L L P
1000 10000 100000 10°

Degrés de liberté

Fia. 1.9 — Effet de la densité de maillage sur I’erreur globale entre le module de compres-
sibilité macroscopique exact et celui calculé en élasticité homogene

La valeur numérique de convergence du maillage que nous avons obtenue (autour des
300000 degrés de liberté) correspond au cas d’'un essai de traction hydrostatique pour des
conditions aux limites de types déformations homogenes appliquées sur la surface du cube;
cette valeur de degrés de liberté n’est donc pas significative de tous les essais et de toutes
les conditions aux limites. Elle permet cependant de valider la méthode de génération du
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Fia. 1.10 — Effet de la densité de maillage sur le rapport global entre le module de com-
pressibilité macroscopique calculé et celui exact en élasticité homogene

maillage dans un cas particulier.

Cette quatrieme partie a présenté la procédure d’obtention de notre outil numérique
de travail, a savoir un maillage treillis trois dimensions. Comme nous souhaitons modéliser
des matériaux hétérogenes a 'aide d’un maillage non adapté (voir partie une), certains
éléments finis barres du treillis vont étre coupés en deux au niveau de linterface; il y a
donc nécessité d’enrichir la cinématique de I’'élément coupé au moyen d’une discontinuité
faible (voir partie une). Nous allons alors appliquer I’enrichissement de type E-FEM avec
la méthode des Modes Incompatibles (voir partie trois) au cas d'un élément barre. Pour
fixer les idées, considérons I’exemple deux dimensions (Fig. 1.11(a)) d’un granulat (en vert)
inclu dans un mortier (en bleu) ; I'interface mortier/granulat est en rouge. En discrétisant
cet exemple avec un maillage treillis non adapté a U'interface, le résultat présenté en figure
1.11(b) est obtenu : nous retrouvons en bleu les éléments appartenant au mortier, en vert
ceux appartenant au granulat et en rouge épaissis ceux appartenant a l'interface. Ces
derniers sont coupés au niveau de 'intersection avec le rayon du granulat en deux parties
ayant des propriétés mécaniques différentes ; la premiere partie a les propriétés mécaniques
du mortier et la seconde du granulat. La figure 1.12 permet de visualiser plus précisément
les éléments rouges avec la partie appartenant au mortier a gauche et celle appartenant
au granulat a droite; le trait gras noir représente I’endroit ou le rayon du cercle intersecte
I’élément barre. A cet endroit, le champ de déformations est discontinu et ’enrichissement
cinématique au moyen d’une discontinuité faible est alors introduit.
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(a) Granulat inclu dans un mortier (b) Discrétisation éléments finis

Fi1G. 1.11 — Discrétisation 2D avec un maillage non adapté

Mortier Granulat
@ I @

F1G. 1.12 — Elément barre coupé en deux
1.5 Application de la méthode des Modes Incompatibles a
un élément fini bi-phasique

Nous rappelons, tout d’abord, le probléme éléments finis a résoudre obtenu par la
méthode des Modes Incompatibles dans la partie trois :

Ay (fie —fe) = O (1.28a)
/ G 6(Bd+ Ga)dQ = 0 Ve e [L,num] (1.28b)
Qe

ou

int —

¢ /BT&(Bd+ Ga)dQ
Qe

Appliquons-le alors au probléeme d’un élément fini barre bi-phasique.

Au regard de 1.28, se pose en premier lieu, le probleme du choix du mode incompatible
G. Dans le cas d’'un élément barre, G n’est plus une matrice mais une fonction scalaire ;
ce mode incompatible sera notée G?/ ® Celui-ci doit vérifier la condition de moyenne nulle
(1.23) et représenter un saut fini dans le champ de déformations (discontinuité faible) : le
choix adopté est celui décrit a la figure 1.13 ou le mode incompatible est pris constant par
morceaux sur I’élément. Notons aussi que pour un élément barre, a n’est plus un vecteur
mais un scalaire, il sera noté [|e|].
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phase @ phase @
i ®

1
~-% 00 i

Fi1c. 1.13 — Mode incompatible pour un élément barre bi-phasique
La fonction G?/ @ gécrit

o_ 1
G?Kh:{ Gr =-m . xclood (1.29)

GP = ity w€[00.0]

dans le cadre d’un élément barre elle est égale a é?/ ® La figure 1.13 permet de visualiser
les deux phases avec par exemple en bleu le mortier et en vert le granulat, la limite entre
les deux phases étant paramétrée par un scalaire adimensionnel 6. £ est la longueur de la
barre.

Le vecteur B contient les dérivées des fonctions de forme d’un élément barre a deux
noeuds Ny (Fig. 1.14(a)) et Ny (Fig. 1.14(b)) :

B=[-1/6;1/1] (1.30)

et le vecteur d les inconnues nodales :

d:ﬁﬂ (1.31)

2
e=)» B.d,=Bd (1.32)

(a) fonction de forme Ny (b) fonction de forme N»

F1G. 1.14 — Fonctions de forme d’un élément barre a deux nocuds
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En prenant en compte la fonction G?/ ®, le champ de déformations pour la phase @ et
@ g’écrit :
¥ =Bd+GY[le]], € =Bd+G¥[] (1.33)
Par ailleurs, considérant que le comportement de chaque phase est élastique, celles-ci sont
caractérisées par leurs modules d’Young respectifs £ et Fo et donc les lois de comporte-
ment sur chaque phase s’écrivent :

¥ (Bd + GY[le]]) = E1 €® = Ey (Bd + G?[Je]])

(1.34)
7%(Bd + GY|le)) = B2 ¥ = Ex (Bd + GT[|e]])
Pour plus de clarté, nous écrirons
G¥(Bd + GY[|el]) = 5% (d, [|el))
(1.35)

6%(Bd + GP||el]) = 5°(d, [|e]})

En partitionnant le domaine 2 sous la forme Q; [ Q2 ou ©; correspond & la phase @ et Qo

a la phase @, en injectant G(ID/®, G?/(@ et les lois de comportement dans (1.28b), il vient :

/Q GVE, (Bd + GY[|e]]) dQ + /Q GYEy (Bd + G%|€]]) dQy = 0 Ve € [1, neim]
1,e 2,e
(1.36)

Apres explicitation de CNJ? et de @%, nous avons :

1 1
/ g (Bd+G§D[|e|])d91+/ L B (Bd+Glle]]) A = 0 Ve € [1, num],
Ql,e 96 QQ’E (1 - Q)K

(1.37)

ce qui donne apres intégration sur les domaines [0, 0¢] et [0¢, ¢] avec A section de la barre

1 1
—op P (Bd + GY[|e])AbL + WEQ (Bd + GP[|e[)A(1 — )0 = 0 Ve € [1, neim)
& —F) (Bd +GV|e])A + Ey (Bd + GY[|e]])A = 0 Ve € [1, neym]
(1.38)
ou encore en termes de contraintes dans chaque phase
~6%(d, [|el)) + 6% (d, [le[}) = 0 (1.39)
Finalement, le systeme (1.28) s’écrit dans le cadre d’une barre bi-phasique
e [Fon(d llel) = Feoe] = O (1.40a)
heg = —6(d, [lel]) +6°(d, [|e]]) = (1.40b)

ou

€, = / BTE, (Bd + GP[|e])) d + / BTE, (Bd + G2[|e])) 2
Ql,e QZ,e
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Il est important de remarquer que I’équation (1.40b) est linéaire.

Nous allons maintenant linéariser (1.40) par rapport a d et [|¢|] afin d’obtenir le systeme
matriciel a résoudre : a chaque pas de temps n, il est nécessaire d’itérer k fois pour arriver
a la convergence du probleme. Soit X une équation d’équilibre dépendant des variables
=;, la linéarisation de X par rapport a =; s’écrit :

(k) 0X |(F) (k+1)
LX) =X = —0 (1.41
( ) n+1 * ; 852 n+1 n+1 ( )
1.5.1 Linéarisation du probléme (1.40)
En utilisant (1.41), la linéarisation de (1.40a) donne :
n 8(Bd+G®[|e|]) (k) k1
< B'E ! AdD 4o
D(Bd + G2e)|® i
+ B"E, e N Adgjl)dfzz
2.e
8(Bd+G®He|]) k1)
BTG e MR 4
d(Bd + G®H6H) (k+1)
o BT 4]
Tetm . 1|
Ae ll [ nt ext] ’nJrl

Apres dérivation par rapport a (d, [|€|]), il vient :

v [ BTE,BAdY Va0, + [ BTE,BAAYY do,

Q n+1 Q n+1

1l,e 2.e

+ /Q BTE,GPA[|e) " ao, + /Q BT E,GEA[|e| Y da,] (1.42)
1l,e 2,e

(k)

Neg
= AL [l - Fo]|

En explicitant GT, G¥ et en intégrant sur les domaines [0, 0¢] et [0¢,¢], (1.42) devient :

et [BTE, BAO(AA" Y + BTE,BA(1 — 0)eAd Y

n+1
k+1) k+1)
BTEtAAHuéﬁ, + BT B AAlef]5] (1.43)
Neim [ pe (k)
= - e:ll [ int gmt] ‘

n+1
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En utilisant (1.41), la linéarisation de (1.40b) donne :

d(Bd + GY|e]]) |(*) (k+1) O(Bd + G} |[e]]) |(*) (k+1)
— B 5d " AAdn+1 + Fy 5d o AAdn+1
o(Bd +GY d(Bd + G? (k)
_ B ( HEH)‘ AAH I]nkff £, ( 1 HEH)‘ AA[I an++11> (1.44)
O[lel] Olfe]
(k)
= —Ahy.

Apres dérivation par rapport a (d, [|€|]) et simplification par A, il vient :

— B BAAYY + ByBAdYY — BGPA[NEE) + B2 A Y s
(k) 1.45

=P,

Finalement en écrivant (1.43) et (1.45) sous forme matricielle, nous avons :

k k+1 Nelm (k)
< KT F >( ) ( Ad >( ): < Ae bt [ int — th} ) (1.46)
Frov ) Al )y —hyep

n+1

avec

K =A " [B"E\BAOC + BTE,BA(1 — 0)(]
F= BT[—E1 + Eo)A (1.47)
Ey Ey

= —E1GY + E,GY = —
b 1GT + ExGY 9£+(1—6)€

1.5.2 Procédure de résolution du probleme (1.46)

La procédure de résolution de (1.46) se fait a deux niveaux : le niveau global qui
correspond & (1.40a) et le niveau local (1.40b). Dans l'esprit de la “ operator split method
7 Alle]]* Y est tout d’abord calculé durant I'étape locale pour une valeur de dy41 fixe.
Cela revient a calculer localement A[]e[](kH) par 'intermédiaire du systeéme en rouge dans
(1.46). Une fois cette étape terminée, une condensation statique [Wilson, 1974] est réalisée
sur Alle|]]**Y conduisant & une équation d’équilibre global avec une matrice de rigidité
modifiée K. L’algorithme traitant de la résolution locale est détaillé dans Alg. 1. I est
rappelé que ’équation (1.40b) est linéaire, il n’y a donc pas besoin d’itérer pour calculer

A[\e[](kﬂ), il est calculé directement (étape 2 de Alg. 1)).

Algorithm 1 Procédure locale pour un élément barre bi-phasique

1: calcul du résidu: hfﬂ)ﬂ = 500 4 52.0)

' L)
2: calcul de 1’incrément : A[|6H(JH) = ¢

+
4 (1 o '
eI = HGH G+ Allel] o+

w

mise & jour de 1l’incrément :
4: mise & jour : 4 (]+1) 5@ +1)
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Une fois I'étape locale terminée, le résidu hy) est égal a zéro. Le systeme (1.46) se

réécrit alors
(k) k+1 ne m (k)
< .K; F ) ( Ad >( ): < : [ mt emt] ) (1.48)
Foob ) 0 Allell /44 n+1

ot Afle|]*+1) est maintenant connu.

La seconde étape consiste alors & réaliser la condensation statique de A[le[]*t1). La
deuxiéme ligne du systéme matriciel (1.48) peut s’écrire :

FTz(k)
(k+1 n k+1
Al =~ adfY, (1.49)

ce qui donne en injectant dans la premiere ligne de (1.48) :

T,(k)

(k)
FF (k)
k n n k 1 Nelm e
(K1(1421 - +1b = )Adn;rl = A' : [ int emt]‘n_H (150)
ou encore
() (ke T
KTL+1Ad’EL~|>+1) = - e:ll [ int emt] ‘n—i—l (151)
avec (k;) (k)

7 (k) k Fn 1;1717
K, = Kiz—i)-l 7“6 =

Notons alors que 'on retrouve un probleme éléments finis classique a résoudre ou l'incré-
ment Ad* Y est cherché. K prend en compte les termes de la linéarisation de 1’équilibre
(1.40) et a la méme taille que K ; 'ajout d’une inconnue locale ne se répercute pas au
niveau global, la taille du systeme global a résoudre est inchangée.

Les parties trois, quatre et cinq se sont attachées a présenter en détail le cadre théorique
général d’enrichissement de la cinématique d’un élément fini; I'application a un élément
fini barre bi-phasique et la technicité de résolution du probleme linéarisé obtenu ont aussi
été étudiées ; la prochaine sous-section va étre I'occasion de valider numériquement ’algo-
rithme 1.

1.5.3 Erreur par rapport a une solution exacte

Cette application a pour but de valider le choix du mode incompatible G?/ @ permettant
d’illustrer la précision de l'algorithme 1 quant & la valeur de Alle|] calculée.

Considérons une barre de type bi-matériau (2 = Q;(JQ2) de longueur 2 avec un
module d’Young E; dans Q; et Ey dans Q9 ou Q1 = (-1, §) et Qy = (£, 1). L’interface
I" est située a x = £. Pour un probleme avec des conditions aux limites de type Dirichlet
avecu = 0enx =-1,u = 1en x = 1, et sans forces volumiques, le déplacement exact est
de la forme [Sukumar et al., 2001] :

= (l‘f‘.’IJ)a,—leSé"
u(w)_{ 1+%(I—1)a, E<z <1, (1.52)
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avec
Es

CE(1+8 - Ei(e-1)

Dans cet exemple, £y = 5 MPa et F5 = 10 MPa. Les résultats numériques sont obtenus
pour une barre discrétisée par 20 éléments de taille 0.1 chacun pour différentes positions
de linterface : £ = 0,0025, 0,05 et 0,075. La figure 1.15 montre le maillage et la position
de l'interface en rouge pour £ = 0,05.

(07

(1.53)

Ql QQ

Fia. 1.15 — Barre de type bi-matériau : maillage et position de l'interface a £ = 0,05

Les résultats en termes d’erreur relative en norme énergétique sont présentés dans le
tableau 1.1. L’erreur relative en norme énergétique choisie est telle que :

| w—u||= (/Q(e — M E(e — ")dn) ' (1.54)

ol u et u” sont respectivement la solution exacte et la solution approchée par calcul Elé-
ments Finis. E est le module d”Young, il dépend de la position z. Les résultats numériques
(Tab. 1.1, Fig. 1.16 et Fig. 1.17) illustrent la qualité de G?@ pour capturer le saut de
propriétés mécaniques au niveau de l'interface £. Cette qualité est directement liée a la
précision de l'algorithme 1 dans le calcul du saut Alle|] dans le champ de déformations au
passage de I'interface.

Position de 'interface £ | Erreur relative pour la norme énergétique
0,0025 1,77 x 107°
0,05 1,33 x 107°
0,075 1,78 x 107°

TaB. 1.1 — Erreur relative en norme énergétique pour la barre de type bi-matériau

Jusqu’a présent, nous avons présenté la stratégie de maillage du treillis trois dimensions
(partie quatre) et la cinématique d’un élément barre bi-phasique (partie cinq), il reste
désormais a coupler les deux, c’est-a-dire a incorporer des inclusions dans un maillage
treillis trois dimensions composé de barres cinématiquement enrichies. Nous allons donc
dans la prochaine partie détailler le processus de génération des inclusions et présenter des
microstructures trois dimensions obtenues.

1.6 Génération et projection des inclusions

L’évaluation du comportement d’un matériau composite comme le béton a 1’échelle me-
soscopique requiert la génération d’une microstructure aléatoire. Cette derniere consiste en
des agrégats distribués de fagon aléatoire et en un mortier remplissant les espaces entre ces
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e —Oo—
G}L - =

—————————b—

1 -0.9-0.8-0.7-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Abscisse x

1.16 — Champs de déformations exact et calculé pour & = 0,0025

€ —Oo—
€h - =

R

> ———p—b—o

P

0.3
-1 -0.9-0.8-0.7-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Abscisse x

FiGg. 1.17 — Champs de déformations exact et calculé pour & = 0,05
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agrégats. Les différentes configurations d’agrégats générées doivent rendre compte des ca-
ractéristiques statistiques de base du matériau réel (distribution spatial, forme et taille).
Par ailleurs, la distribution spatiale des inclusions doit étre macroscopiquement homo-
gene dans l'espace et macroscopiquement isotrope [Bazant et al., 1990]. Ici, dans le but de
produire la configuration géométrique qui satisfait ces conditions, un processus aléatoire
de Poisson est utilisé permettant de générer un nombre aléatoire a partir d’'une inten-
sité donnée. Ce nombre représente alors le nombre d’inclusions a placer. Les inclusions
sont ensuite placées, une par une dans le domaine, de la plus grande a la plus petite, de
fagon a ce qu’il n’y ait pas de chevauchement avec les particules déja présentes. Cette
méthode a déja été utilisée par beaucoup de chercheurs tels que [Bazant et al., 1990],
[Schlangen and van Mier, 1992], [Wang et al., 1999] et [Wittmann et al., 1984] avec diffé-
rents degrés de sophistication et est communément appelée la “take-and-place method”.
Pour [Wriggers and Moftah, 2006] le processus aléatoire de tirage utilisé est celui de Monte-
Carlo.

Les agrégats occupent généralement 60 & 80 % du volume du béton et influencent
grandement ses propriétés. Ils sont divisés en deux catégories distinctes, les agrégats fins
et les agrégats grossiers. Les agrégats fins consistent généralement en du sable naturel ou
bien de la pierre broyée dont les particules passent généralement a travers un tamis dont les
ouvertures font 4,75 mm . Les agrégats grossiers sont I’ensemble des particules de diametre
supérieur a 4,75 mm. Pour la plupart des bétons, les agrégats grossiers représentent 40 a 50
% du volume de béton. Les graviers constituent la grande majorité des agrégats grossiers
utilisés pour le béton.

La forme des agrégats dépend du type utilisé. En général, les graviers ont une forme
arrondie alors que la pierre broyée a une forme anguleuse. De nombreuses publications
traitent de la géométrie des inclusions. [Wang et al., 1999] et [Wittmann et al., 1984] ont
utilisé les lois morphologiques développées par [Beddow and Meloy, 1980] pour générer
des inclusions de type gravier. Des agrégats de forme sphérique ont été retenus par
[Bazant et al., 1990] et [Wriggers and Moftah, 2006]. D’autres détails concernant la forme
des inclusions peuvent étre trouvés dans [Héfner et al., 2003] et [Zohdi, 2001].

Dans ce travail de these, les agrégats auront une forme sphérique. Cependant dans
les perspectives de cette these des exemples de microstructures avec des formes aléatoires
seront présentés.

1.6.1 Processus de génération des rayons des inclusions

Le processus de génération des rayons des inclusions commence, tout d’abord, par le
choix du rayon de la plus petite inclusion (7,;,) et du rayon de la plus grosse inclusion
(rmaz) & placer dans le domaine. Ce choix est dicté par des considérations physiques (taille
minimum et maximum des rayons pour un béton réel au sein d’une distribution de taille
donnée...) mais aussi par des considérations éléments finis; en effet, il est rappelé qu'un
élément barre ne peut contenir qu'une seule discontinuité faible (un seul saut fini dans le
champ de déformations), autrement dit un élément ne peut étre coupé que par un seul
rayon d’une inclusion. De ce fait, une longueur de rejet v correspondant au minimum a la
taille du plus petit élément barre du maillage est introduite. Cette longueur de rejet permet
ainsi de déterminer le rayon minimum r,,,;, des plus petites inclusions et d’empécher les in-
clusions nouvellement placées de chevaucher celles déja présentes. Finalement le processus
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de génération des rayons des inclusions peut étre résumé par les étapes suivantes :

Etape 1 : Génération d’un nombre aléatoire par un processus de Poisson [Matheron, 1975],
[Kingman, 1993] : Ientier obtenu correspond au nombre d’inclusions & placer.

Etape 2 : Génération aléatoire du rayon r de chaque inclusion a placer : r est supposé
suivre une distribution uniforme entre 7,,in €t Tmaz :

r= n(rmax - Tmin) + Tmin (155)

ou 7 est un nombre aléatoire uniformément distribué entre 0 et 1.
Etape 3 : Tri des rayons générés par ordre décroissant.

En sortie de ce processus, un vecteur contenant les rayons classés par ordre décroissant
est obtenu.

1.6.2 Processus de placement des inclusions

Le volume de béton que nous souhaitons générer peut avoir une forme cubique, pa-
rallélépipédique ou cylindrique. Deux exemples de domaines seront proposés, le premier
cubique et le second cylindrique. Dans le chapitre quatre, des calculs seront réalisés sur
une plaque de béton.

Un systeme de coordonnées cartésiennes en x, y et z est choisi. Quand une inclusion
est placée dans le domaine désiré, sa position est définie par les coordonnées x,, Y, et 2,
de son centre O. En prenant une distibution de probabilité uniforme pour les coordonnées
de O sur le volume de béton considéré, les coordonnées de O sont obtenues comme :

To =T (wmax - xmm) + Tmin
Yo = 772(yma:r - ymin) + Ymin (1.56)

Zo = 773(Zma:r - Zmzn) + Zmin

OU Tmin, Ymin €6 Zmin €6 Tmazs Ymazr €6 Zmaz sont les coordonnées minimum et maximum
du volume de béton considéré et np, 12 et 13 sont trois nombres aléatoires indépendants
uniformément distribués entre 0 et 1.

Comme nous 'avons précisé précedemment, une longueur de rejet  supérieure a la
taille du plus petit élément barre du domaine considéré doit étre respectée afin d’avoir
une seule discontinuité faible au sein d’un élément barre ; cette longueur de rejet apparait
alors comme la distance minimale qu’il peut y avoir entre deux spheres. Il y a cependant
dans la littérature des quantifications plus physiques de cette longueur de rejet entre
deux particules. Ainsi [Schlangen and van Mier, 1992] propose une longueur de 0.1(d, +
dy)/2 ou d, et dy sont les tailles des deux particules. [Wang et al., 1999] ont trouvé, apres
observations de coupes de béton durci, que I’épaisseur de mortier entourant une inclusion
était proportionnelle a son diametre. La valeur de « est tres importante dans le processus
de placement. Au début de ce processus une valeur initiale de  est choisie dépendante de
la fraction volumique d’inclusions souhaitée. Si, a la fin du processus, la fraction volumique
souhaitée n’est pas obtenue, la valeur de v est changée et le processus répété.
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1.6.3 Projection des inclusions

Une fois que les inclusions sont placées dans le domaine trois dimensions considéré
discrétisé par un treillis dont la génération de la géométrie a été expliquée dans la partie
quatre, il suffit, pour une barre donnée, d’identifier si elle coupée par le rayon d’une sphere,
de calculer la position de cette coupure appelée 6 et d’assigner a la barre son type de
matériau (barre entierement dans l'inclusion, barre entierement dans le mortier ou barre
coupée par le rayon d’une sphere). Notons encore une fois I'intéret de cette approche fondée
sur un maillage non adapté aux interfaces; a chaque fois qu’'une nouvelle microstructure
est générée, seule la position des interfaces est a recalculer.

Les processus de génération et de placement des inclusions et la méthode de calcul des
positions 6 ont été implantés en C++ dans une classe appelée EDmesh. cpp. En sortie un
fichier Input au format recquis par coFeap est généré ou, pour chaque barre, sont connus
le type de matériau, la valeur de 6 (prise par défaut égale a 0,5 si il n’y a pas d’intersection
avec un rayon) et la section.

Nous présentons maintenant quelques types de microstructures aléatoires que nous
pouvons obtenir. La figure 1.18 représente un cube de 100 mm x 100 mm x 100 mm
de coté avec une fraction volumique d’inclusions de 45 % et un cylindre de 55 mm de
rayon, de 220 mm de hauteur et de fraction volumique de 20 %. Le code couleur permet
de différencier les trois types de barre : les barres appartenant au mortier sont en couleur
bleue, les barres appartenant aux inclusions sont en couleur verte et les barres appartenant
a la fois au mortier et aux inclusions sont en rouge : ce sont celles qui sont coupées en
deux; en d’autres termes ce sont celles pour lesquelles la discontinuité faible est activée
et donc pour lesquelles 'enrichissement cinématique avec le mode incompatible G?/ ® est
activé.

1.6.4 Perspectives autour des modeles géométriques

Les résultats présentés dans cette section proviennent du stage de Master 2 de Emma-
nuel Roubin.

En général (et c’est ce que nous avons fait dans la section précédente), les matériaux
cimentaires a l’échelle mesoscopique sont modélisés de fagon simple par un milieu bi-
phasique composé de spheres non recouvrantes ([Torquato, 2001]) noyées dans un mortier.
Les diametres peuvent étre choisis en suivant une granulométrie donnée
([Wriggers and Moftah, 2006]) ou bien une distribution théorique. Cette modélisation, bien
que simple, est cotiteuse, premierement en termes de temps de calcul, notamment lorsque
les fractions volumiques visées sont importantes et secondement, en termes de données;
ainsi, pour n inclusions sphériques générées, n rayons et n centres sont nécessaires soient
4n données (x, y et z et r). Enfin, si nous souhaitons générer des formes autres que des
formes régulieres (spheéres, éllipsoides...), nous sommes assez vite limités par ce type d’ap-
proches. Ces raisons nous ont amenés a nous tourner vers les idées briévement développées
dans cette section (pour plus de détails voir [Roubin, 2010]) : nous souhaitons décrire un
milieu hétérogene (par exemple inclusions dans un mortier) non pas par le biais des ca-
ractéristiques géométriques des inclusions mais plutot par les caractéristiques d’un champ
Gaussien corrélé (champ Gaussien dont les différentes valeurs d’une réalisation ne sont pas
indépendantes) seuillé; le seuillage permettant d’obtenir des formes complexes.
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(a) Inclusions sphériques dans un domaine (b) Inclusions
cubique

R

(c¢) Inclusions sphériques dans un domaine (d) Inclusions
cylindrique

F1G. 1.18 — Génération de spheres par EDmesh. cpp
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Le processus de seuillage d’un champ aléatoire consiste a ne garder que les valeurs du
champ supérieures a un certain seuil. Appelons A, 'excursion de la fonction aléatoire f
avec le seuil u sur un espace M a N dimensions, il vient :

A=Ay (f,M) 2 {z € M: f(x)>u} (1.57)

La figure 1.19 présente ce principe pour un champ uni-dimensionnel.

A u M X

F1G. 1.19 — Représentation uni-dimensionnelle du principe de seuillage d’une réalisation

Ce principe s’étend aux cas ou M est un espace a deux dimensions ou trois dimen-
sions. La figure 1.20 présente le champ aléatoire corrélé (1.20(a)) et I’excursion obtenue
(1.20(b)) en deux dimensions. Les figures 1.21(a) et 1.21(b) présentent des excursions en
trois dimensions pour la méme réalisation mais avec des seuils différents. Nous voyons
ainsi qu’avec un seuil “ bas ”, ’excursion occupe une place importante dans le volume trois
dimensions (ici un cube) : de nombreuses anses et quelques trous sont présents, cela évoque
plutot la morphologie d’un matériau poreux alors qu’avec un seuil “ haut 7, 'excursion
occupe une place moins importante : plusieurs éléments de formes variées et déconnec-
tées sont présents, cela évoque plutot la morphologie d’un matériau cimentaire a ’échelle
mesoscopique.

R Y

(a) Réalisation d’un champ aléatoire corrélé (b) Excursion obtenue par seuillage
Fia. 1.20 — Exemple d’excursion bi-dimensionnelle

Nous voyons ainsi ’enjeu du probleme : comment relier, d’un coté, les caractéristiques
du champ aléatoire (espérance, fonction et longueur de corrélation, variance) et la valeur du
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(a) Seuil “ bas” — topologie de type “ po- (b) Seuil “ haut ” — topologie de type
reux ” matrice-inclusions ”

F1aG. 1.21 — Influence du seuil sur la topologie d’une excursion tri-dimensionnelle

seuil utilisé avec, de autre coté, les caractéristiques géométriques des excursions (volume,
surface, caractéristique d’Euler) ?

Il existe, pour répondre a cette question, de nombreuses voies connues sous des noms
différents : fonctionnelles de Minkowski, de Steiners, courbures intégrales et courbures
de Lipschitz-Killing. Les différences viennent de 1’échelle utilisée. Dans notre cas, nous
travaillerons avec les courbures de Lipschitz-Killing, notées LKC.

Pour un ensemble A &4 N dimensions, les LKC définissent N + 1 grandeurs notées
Z;(A) qui peuvent étre vues comme la “ mesure ” des tailles de A dans sa j*™¢ dimension
(0 < j < N). Dans un espace de dimension trois, il y aura ainsi quatre LKC : la caractéris-
tique d’Euler (£ (A)), le diametre (£ (A)), la surface (Z(A)) et le volume (£5(A)). Les
expressions des LKC d’un cube peuvent étre trouvées dans [Roubin, 2010]. Il est notable
que l'ensemble des quatre LKC fournit a la fois des grandeurs géométriques (diametre,
surface et volume) et topologiques (caractéristique d’Euler) de I’ensemble.

Par ailleurs, [Adler, 2008] et [Adler and Taylor, 2007] ont récemment permis d’avoir
une formule explicite de la valeur de I'espérance des différents LKC pour les excursions d’un
champ aléatoire. Cela a été exploité dans le cadre de champs aléatoires corrélés et permet
ainsi d’écrire les espérances des quatre LKC introduits précedemment en fonction de la
longueur de corrélation du champ L., de sa variance ¢ et du seuil u (voir [Roubin, 2010]
pour le détail des calculs).

Finalement, nous pouvons conclure que l'espérance des caractéristiques géométriques
(diametre, surface et volume) et topologiques (caractéristique d’Euler) est aussi reliée aux
caractéristiques du champ aléatoire seuillé (longueur de corrélation L., variance o et seuil

Jusqu’a présent, nous n’avons pas encore expliqué comment le champ aléatoire est
obtenu : c’est la décomposition de Karhunen-Loeve [Loeve, 1977] qui est utilisée (voir
[Roubin, 2010] pour les détails). Cette décomposition nécessite la résolution du probleme
aux valeurs propre associé (probleme de Fredholm). Ce probléme étant continu, il est
discrétisé par la méthode des Eléments Finis pour étre résolu par un solveur itératif de
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Lanczos [Cullum, 1985], il vient :
MCM =AM ¢ (1.58)

Dans cette équation, M est la matrice de Gram. C’est 1’équivalent d’une matrice de
masse standard a masse volumique unitaire. Elle contient uniquement les caracteres géo-
métriques du maillage. La matrice de covariance C' quant a elle contient les informations
du champ Gaussien corrélé. Elle représente la fonction de covariance. Une fois les m valeurs
propres et les vecteurs propres de 1.58 déterminés, la décomposition de Karhunen-Loeve
est construite :

fo =YV nbntha(@), (1.59)
n=1

m étant le nombre de modes retenus choisis au préalable et &, € N'(0, 1) sont des variables
aléatoires indépendantes. La figure 1.22 donne un exemple de réalisation d'un champ
Gaussien pour un cube.

Fic. 1.22 — Réalisation d’un champ Gaussien dans un cube 100 x 100 x 100

Finalement, puisque nous sommes désormais capables de générer une microstructure
aléatoire a partir de champ gaussien seuillé et de remonter a I’espérance des caractéristiques
géométriques des excursions obtenues ([Adler and Taylor, 2007]), nous pouvons appliquer
la stratégie de maillage non adapté a la microstructure et discrétiser le domaine d’étude
par un treillis spatial afin de réaliser des simulations numériques éléments finis. La figure
1.23 donne un exemple de microstructure ainsi obtenue.
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FiG. 1.23 — Microstructure aléatoire obtenue a partir d’'un champ gaussien et discrétisée
par un treillis spatial

La encore, le code couleur permet de différencier les trois types de barre : les barres
appartenant au mortier sont en couleur bleue, les barres appartenant aux inclusions sont
en couleur verte et les barres appartenant a la fois au mortier et aux inclusions sont en
rouge : ce sont celles qui sont coupées en deux; en d’autres termes ce sont celles pour
lesquelles la discontinuité faible est activée et donc pour lesquelles I'enrichissement ciné-

matique avec le mode incompatible GCID/ ® est activé.

La partie six de ce chapitre a présenté le processus de génération de microstructures
trois dimensions : non seulement des inclusions de forme sphérique peuvent étre générées
mais aussi des inclusions de forme aléatoire. La partie suivante va étre 'occasion de mon-
trer les capacités de cet outil numérique dans le cadre de 1’élasticité hétérogene selon deux
approches : une premiere plutét orientée éléments finis (convergence de maillage) et une
seconde orientée homogénéisation numérique (calcul de propriétés effectives). Dans cette
approche, la notion de volume élémentaire représentatif (VER) est un parametre impor-
tant. Ainsi la premiere sous-partie discutera brievement de cette notion, la seconde des
points-clés de 'homogénéisation et finalement, les validations seront présentées.

1.7 Meso-modele en élasticité hétérogene

1.7.1 Notion de VER

Le VER est généralement vu comme un volume V' d’un matériau hétérogene suffisam-
ment grand pour étre statistiquement représentatif du composite, c’est-a-dire incluant de
fagon effective un échantillon de toutes les hétérogénéités de la microstructure qui appa-
raissent dans le composite. Ce principe implique donc que le VER doit inclure un grand
nombre d’hétérogenéités (inclusions, fibres, grains, ...). Plusieurs types de conditions aux
limites peuvent étre appliquées sur V' pour imposer une déformation moyenne donnée ou
une contrainte moyenne donnée a 1’échantillon. En fait, la réponse du VER doit étre in-
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dépendante du type de conditions aux limites [Sab, 1992]. Cela plaide aussi en la faveur
d’un volume suffisamment grand pour le VER.

Dans le cas de nombreuses simulations numériques, la taille du VER est beaucoup trop
importante pour étre “ exploitée ” numériquement ; des propriétés dites “ apparentes ” sur
des volumes plus petits que celui du VER sont alors utilisées. Ce probleme a été étudié
par [Huet, 1990] et [Hazanov and Huet, 1994] : il en ressort des relations d’encadrement
entre les propriétés effectives et les propriétés apparentes pour différentes conditions aux
limites en contraintes, déformations ou mixtes.

Des éléments et des notations de la théorie de 'homogénéisation sont nécéssaires pour
présenter et expliquer les résultats numériques obtenus. Nous allons donc dans une pre-
miere sous-section nous attarder sur les points-clés de la théorie de ’homogénéisation.

1.7.2 Homogénéisation en élasticité linéaire
1.7.2.1 Conditions aux limites

Un élément de volume 2 composé d’'un matériau hétérogene est considéré. Afin de
déterminer les propriétés de ce volume, des conditions aux limites sont appliquées sur sa
frontiere notée 0€2. Trois types de conditions aux limites peuvent étre appliquées sur {2
(conditions de déformations homogenes, de contraintes homogenes et de périodicité) véri-
fiant toutes la condition de Hill [Hill, 1967]. Elles permettent, dans tous les cas, de récupé-
rer les composantes du tenseur d’élasticité. o(x) et e(x) sont les tenseurs de contraintes
et déformations locaux liés par une relation de comportement locale.

— Dans le cas des conditions de déformations homogenes au contour, un déplacement
wu sur tous les points & appartenant a 02 est appliqué :

’u|ag =& -x (1.60)

ou £ est le tenseur de déformations macroscopiques correspondant a la moyenne des
déformations locales sur le volume Q : & = & [, €(z)dQ.

Le tenseur des contraintes macroscopiques £ est alors obtenu par la moyenne des
contraintes locales sur le volume Q : £ = (o) = & [, o(z)dSL.

— Dans le cas des conditions de contraintes homogenes au contour, sur tous les points
x appartenant a J2 de vecteur normal n, un effort surfacique o - n est appliqué :

0’-’n|aQ:£-n (1.61)

ou L est le tenseur de contraintes macroscopiques correspondant & la moyenne des
contraintes locales sur le volume Q : £ = & [, o(z)dS2.

Le tenseur des déformations macroscopiques £ est alors obtenu par la moyenne des
déformations locales sur le volume Q : & = (€) = & [, €(z)dQ.

— Dans le cas des conditions périodiques, le volume () est connu dans ses moindres
détails géométriques et sa forme est telle que I'on peut paver 'espace en translatant
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Q) ; le champ solution est de la forme :
ulg=&-x+v (1.62)

ou & est le tenseur de déformations macroscopiques correspondant a la moyenne des
déformations locales sur le volume €2 et v est une fluctuation périodique, c’est-a-dire
que v prend des valeurs égales en des points homologues sur des faces opposées de
Q) ; d’autre part, le vecteur contrainte o - n est tel qu’il prenne des valeurs opposées
sur des faces opposées.

Dans le cas de l'élasticité linéaire, les problemes de type déformations homogenes,
contraintes homogenes et périodiques admettent une solution unique dépendant linéaire-
ment du chargement macroscopique imposé (& un mouvement de corps rigide pres pour
le probleme de type contraintes homogenes et a une translation pres pour le probleme de
type périodiques). Il existe donc des tenseurs uniques dit de concentration (notés respec-
tivement A(x) et B(x)) permettant d’exprimer €(x) en fonction de £ et o(x) en fonction
L tels que :

e(x)=A(x): & Vr € Qet VE

o(x)=B(z): LV eQet VL (1.63)
1.7.2.2 Modules apparents et effectifs
Soient c(x) et s(x) les modules locaux d’élasticité et de souplesse tels que :
o(x)=c(z):e(x) Vr €
e((a:))— s((ac)) a’Ew; Va i Q (1.64)
Pour le probleme en déformations homogenes, il vient :
L=(o)=(c:A:E)=(c:A):E=C": & (1.65)
et pour le probleme en contraintes homogenes :
E=(e)=(s:B:L)y=(s:B):L=S": L (1.66)

Ce™ et S sont respectivement les modules apparents d’élasticité et de souplesse pour
un volume §2 donné. Ils ne sont pas une simple moyenne des modules locaux d’élasticité et
de souplesse c(x) et s(x) mais une moyenne pondérée par les tenseurs de concentration
A(z) et B(x) qui dépendent de la distribution des phases au sein du volume.

Pour des volumes 2 suffisamment grands, les modules apparents ne dépendent plus du
type de conditions aux limites et coincident alors avec les propriétés effectives recherchées
[Sab, 1992] :

corr = Szppfl — ceff — geff-1 (1.67)

Pour des volumes intermédiaires, seule la relation d’encadrement suivante est vérifiée
[Huet, 1990] :
-1
S e R (1.68)
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1.7.2.3 Réponse effective isotrope

En faisant I’hypothese que la la réponse effective est isotrope, les conditions aux limites
appliquées a un volume €2 prennent une forme particuliere. Dans le cas des conditions de
type déformations homogenes au contour, nous avons :

00

Exk=[0 %1 0 (1.69)
00 2
0 3 0

E=113 00 (1.70)
0 0 0

Le module apparent de compressibilité KP et le module apparent de cisaillement
GPP sont déterminés par :

1
KPP = gtrace<0'>, G™P = (019) (1.71)

Apres avoir rappelé les points-clés de I’homogénéisation, nous allons dans les deux
prochaines sous-sections présenter des validations en élasticité hétérogene.

1.7.3 Convergence globale en élasticité hétérogene

Afin de valider le processus de maillage dans le cadre de microstructures aléatoires,
nous nous sommes intéressés a l'effet de la densité de maillage sur la valeur du module de
compressibilité apparent KP calculée par simulations éléments finis [Kanit et al., 2006]
pour différentes fractions volumiques d’inclusions P» (23 %, 30 % et 37 %). Le domaine
d’étude 2 est un cube (comme celui de la figure 1.7(b)) de 100 mm x 100 mm x 100
mm de coté. La géométrie de la microstructure reste inchangée [Kanit et al., 2003], mais
différentes densités de maillage sont utilisées. Par exemple pour P, = 30 %, le nombre de
degrés de liberté varie de 46791 a 1458000. Le nombre d’élements finis barre varie de 97190
A 3257000 ce qui signifie que la densité de maillage est passée de 10,3 & 0,30 mm? /élément
(voir Fig. 1.24(a) et Fig. 1.24(b)).

Le module de compressibilité du mortier K vaut 5556 MPa et celui des inclusions Ko
vaut 38889 MPa. Des conditions de déformations homogenes sont appliquées sur les faces
du cube telles que

00
3
ulpo =Ex.@ avec Eg = | 0 3 0 (1.72)
00 %
Le module de compressibilité apparent KPP est déterminé par la relation
“ 1
KPP = ?crace(a), (1.73)

en faisant I’hypothese que la réponse est isotrope.
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La figure 1.25 montre la convergence du module de compressibilité apparent en fonc-
tion du nombre de degrés de liberté : quelles que soient les fractions volumiques étudiées,
une valeur asymptotique est atteinte. Il faut & peu pres, quelle que soit la fraction volu-
mique, 300000 degrés de liberté pour avoir une variation de la réponse inférieure a 1 %.
La figure 1.24(a) représente la microstructure générée pour P» = 30 % et la figure 1.24(b)
le champ de déplacements au dernier pas de temps obtenu en fonction de la finesse du
maillage pour les conditions aux limites (1.72). Il est important de noter que la valeur de
degrés de liberté obtenue (30000) correspond seulement au cas de conditions aux limites
en déformations homogenes. Il serait intéressant de la comparer avec des résultats obtenus
avec des conditions aux limites en contraintes homogenes ou périodiques.

g

Z

(a) Microstructure (Pz = 30 %) : de 97190 & 3257000 éléments

ANSRR

20 40
0 57,73502

af

Z *
(b) Champ de déplacements (P> = 30 %) : de 97190 & 3257000 éléments (conditions aux limites (1.72) )

F1G. 1.24 — Microstructure (P, = 30 %) et champ de déplacements (conditions aux limites
(1.72))
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Fia. 1.25 — Effet de la densité de maillage et de la fraction volumique P» sur la convergence
globale du module de compressibilité apparent

Dans les deux sous-sections suivantes, deux types de propriétés macroscopiques sont
étudiés pour différentes tailles de volume V' et un nombre de réalisations de microstruc-
ture important. La premiere est une propriété géométrique, a savoir la fraction volumique
macroscopique d’inclusions. La seconde est une propriété physique, le module de compres-
sibilité macroscopique.

1.7.4 VER morphologique

Dans cette sous-section, 22 volumes cubiques V' sont étudiés (V' = 55, 60, 65, 70, 75,
80, 85, 90, 95, 100, 150, 200, 250, 350, 450, 500, 600, 650, 700, 750, 800, 900 mm?) avec n =
100 réalisations de microstructures aléatoires pour chaque volume V. Le rayon minimum
des inclusions est de 5 mm et le rayon maximum est de 10 mm. La fraction volumique
moyenne et la dispersion obtenues pour un volume donné sont tracées sur la figure 1.26
pour une fraction volumique moyenne visée de 18 % et sur la figure 1.27 pour une fraction
volumique moyenne visée de 35,5 %. Nous pouvons ainsi observer que la fraction volumique
moyenne ne dépend pas de la taille du volume V. Pour chaque valeur moyenne, I'intervalle
de confiance & 95 % pour n = 1 réalisation [P — 20 p, P+ 20p] a aussi été représenté ot P
est la fraction volumique, P la valeur moyenne et op I'écart-type. Il est notable que I'écart
type diminue quand la taille du volume augmente. Une approche semblable a été menée
dans [Kanit et al., 2003] a la différence que le nombre de réalisations n’est pas le méme
pour chaque volume}; il en conclut que la fraction volumique macroscopique d’une phase
dans un matériau hétérogene peut étre obtenue soit par un petit nombre de réalisations
sur des volumes de taille importante soit par un tres grand nombre de réalisations sur des
volumes de petite taille.

La taille d’'un VER par rapport a une propriété estimée Z peut étre directement reliée
a la précision de la valeur moyenne résultant de différentes réalisations pour chaque volume
V. Ainsi, théoriquement, si le volume V est un VER pour la propiété Z, la dispersion doit
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Fic. 1.26 — Valeur moyenne et intervalles de confiance a 95 % pour n = 1 réalisation, P,
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F1G. 1.27 — Valeur moyenne et intervalles de confiance & 95 % pour n = 1 réalisation, P
=355%
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étre nulle. En pratique, la taille d’'un VER est déterminée pour une erreur donnée. Nous
pouvons définir 'erreur relative €, telle que

€rel = 407(V)/Z(V) (1.74)

a partir de l'intervalle de confiance pour n = 1 réalisation permettant d’estimer la propriété
moyenne Z avec une erreur relative par exemple inférieure a 2 % et a 5 %.

Cette méthode est appliquée a la fraction volumique : nous obtenons ainsi Vs‘%ER =
350 mm? et %‘%ER = 700 mm? pour une fraction volumique de 18 % correspondant & €,
<5 % et €. < 2 %. Pour une fraction volumique de 35,5 %, ‘%‘%ER = 200 mm? et ‘@‘%ER
= 350 mm?® correspondant & €. < 5 % et €. < 2 %. Notons que quelle que soit I’erreur
relative étudiée, les volumes trouvés pour une fraction volumique de 18 % sont plus grands
que ceux pour 35,5 %.

Les figures 1.28 et 1.29 représentent l’erreur relative €, pour n = 1 réalisation en
fonction du volume V pour respectivement une fraction volumique de 18 % et de 35,5 %.
Nous observons que €,¢ diminue lorsque V' augmente. Afin d’obtenir une loi d’évolution
entre 'erreur relative €,¢; et le volume V', un “ fittage ” sur les points obtenus par simulation
numérique a été réalisé par la fonction f(V) telle que

f(V)=aexp(=b(V —55)) + ¢ (1.75)

Le tableau 1.2 donne les valeurs de a, b et ¢ pour les deux fractions volumiques étudiées.

Fractions volumiques a b ¢
P=18 % 62,102 £+ 1,125 0,024 £ 0,00097 2,902 + 0,471
P,=355% 27,907 £ 0,492 0,025 4+ 0,00097 1,808 + 0,213

TAB. 1.2 — Valeurs des coefficients de f(V')

100

f(V)
90 Simulation numérique &

80 =
70 —
60
50 =
40
30
20 —
10

€ret(%)

100 1000
Volume (mm?)

F1G. 1.28 — Erreur relative en fonction de V pour n = 1 réalisation, P, = 18 %
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F1c. 1.29 — Erreur relative en fonction de V pour n = 1 réalisation, P, = 35,5 %

Finalement, connaissant la loi d’évolution entre €, et V', il est possible, a partir de la
définition de I'erreur relative pour n réalisations indépendantes

€rel = 4UZ(V)/Z(V)\/E (176)

de tracer le nombre de réalisations n a effectuer en fonction du volume V' pour une erreur
relative donnée, avec

n=(40z(V))?/Z2(V)ey = f(V)?/€ar- (1.77)

Les courbes 1.30 et 1.31 représentent I’évolution du nombre de réalisations n en fonction
du volume V (le volume le plus petit est de 200 mm?) pour respectivement 18 % et 35,5
% d’inclusions. Sur chacune de ces courbes, trois erreurs relatives ont été étudiées : €,¢
= 1,2 et 3 %. Le tableau 1.3 résume les valeurs obtenues pour n pour un volume de 200

mm3.
Fractions volumiques el = 1% €a=2% €aq=3%
Py=18 % (V = 200 mm?) 61 16 7
P,=35,5 % (V = 200 mm?) 13 4 2

TAB. 1.3 — Nombre de réalisations pour un volume de 200 mm? et pour une erreur relative
donnée

1.7.5 Module de compressibilité

Dans cette sous-section, un matériau élastique bi-phasique composé d’inclusions noyées
dans un mortier est étudié. Le volume V considéré est un cube. Le module de compressi-
bilité des inclusions est choisi égal a 38889 MPa et celui du mortier a 5556 MPa. L’objectif
de cette partie est d’estimer le module de compressibilité apparant en fonction de la taille
du volume V (V = 30, 100, 250, 500 et 800 mm?). Les simulations numériques sont réa-
lisées pour des conditions aux limites en déformations homogenes. La fraction volumique
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Fi1G. 1.30 — Nombre de réalisations n en fonction du volume V' pour trois erreurs relatives
données, P, = 18 %
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FiGc. 1.31 — Nombre de réalisations n en fonction du volume V' pour trois erreurs relatives
données, P, = 35,5 %
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d’inclusions est de 18 % (rmin = 4,5 mm et 7,5, = 8 mm). Le nombre de réalisations n
de microstructures pour chaque volume est de cent.

Remarque : D’un point de vue cotut de calcul, le volume le plus large qui ait pu étre
maillé est de 800 mm? (3720000 degrés de liberté), c’est pour cela que contrairement aux
calculs menés pour le VER morphologique, ou aucun maillage n’est utilisé, les tailles su-
périeures & 800 mm? ne sont pas présentes.

La figure 1.32 donne la valeur moyenne et la dispersion obtenues pour le module de
compressibilité K*P en fonction de la taille du volume V. Nous observons ainsi que la
dispersion des résultats décroit quand la taille du volume augmente. Contrairement au
cas de la fraction volumique précédemment étudiée, la valeur moyenne obtenue dépend
de la taille du volume. La méthode précédente est reprise pour estimer la taille du VER
pour le module de compressibilité K. Il vient V;%)ER = 250 mm? et ‘@‘%}ER = 500 mm?
correspondant & €. < 5 % et €. < 2 %. Il est notable aussi sur la figure 1.32 que le
module de compressibilité apparent K%P converge vers une valeur asymptotique lorsque
la taille du volume V' augmente; cette valeur coincide avec le module de compressibilité
effectif K€/f recherché. La valeur de K¢/ pour un volume de 800 mm? est reportée
dans le tableau 1.4 et comparée avec les bornes de Voigt, Reuss et Hashin-Shtrikman
[Hashin and Shtrikman, 1963].

Il est important de noter que cette étude de VER a été réalisée seulement pour des
conditions aux limites en déformations homogenes; il faudrait aussi la faire pour des condi-
tions aux limites en contraintes homogenes et periodiques. En effet, comme illustré dans
[Kanit et al., 2003], [Lachihab and Sab, 2005] et [Kanit et al., 2006], la valeur moyenne de
la, propriété étudiée (module de compressibilité) dépend du volume mais aussi des condi-
tions aux limites; les conditions aux limites périodiques sont moins sensibles a la taille du
volume V' que les autres. Il aurait aussi été intéressant de pouvoir observer la convergence
du module de compressibilité apparent vers une valeur asymptotique coincidant avec la
valeur effective cherchée en fonction des conditions aux limites.

Finalement nous pouvons comparer la taille du VER pour la fraction volumique avec
la taille du VER pour le module de compressibilité pour 18% d’inclusions : quelle que soit
I’erreur relative considérée, la taille du VER pour K est supérieure a celle pour P.

Propriété Simulation Voigt Reuss HS+ HS-
K (P,=18 %) 6890 11556 6569 9271 6570

TAB. 1.4 — Valeurs numériques de la simulation et des bornes (MPa)

Dans les perspectives concernant le calcul de VER, il pourrait étre envisagé de réaliser
un calcul pour des propriétés non-linéaires telles que le pic avant rupture ou 'ouverture
de fissures macroscopiques pour un matériau quasi-fragile.

Dans le premier chapitre de cette these, la stratégie de maillage de microstructures
a, tout d’abord, été présentée : une approche fondée sur des maillages non adaptés a la
géométrie de la microstructure a été retenue. La conséquence de cette approche sur les
éléments finis a ensuite été discutée : certains d’entre eux se retrouvent coupés au niveau de
Iinterface en deux parties ayant des propriétés matérielles différentes. Un enrichissement



1.7. MESO-MODELE EN ELASTICITE HETEROGENE 53

8500 — ——
8000 .
7500 .

7000 N

6500 — =

K°P? (MPa)

6000 : : —
100

Volume (mm?)

F1G. 1.32 — Valeur moyenne et intervalles de confiance a 95 % pour K? avec 18 %
d’inclusions

cinématique des éléments est donc apparu comme nécessaire. Les différentes méthodes
d’enrichissement cinématique ont ainsi été brievement expliquées; le choix s’est porté
sur la E-FEM qui permet de résoudre localement les inconnues additionnelles et donc
de garder la taille du probleme globale inchangée. Le cadre mathématique et numérique
d’introduction de la E-FEM dans un probléeme Eléments Finis a ensuite été présenté et
la méthode des Modes Incompatibles est apparue comme une méthode efficace pour tenir
compte numériquement de ’enrichissement cinématique. Puis le processus de génération
du maillage treillis trois dimensions et des inclusions a été expliqué avec deux exemples de
microstructure obtenue. La méthode des Modes Incompatibles a été appliquée aux éléments
barres composant le treillis trois dimensions permettant d’obtenir le systeme éléments finis
a résoudre. Finalement, des validations numériques ont été proposées aussi bien a 1’échelle
d’une barre ([Sukumar et al., 2001]) qu’a I’échelle du domaine cubique (convergence du
maillage et outil d’homogénéisation).

Dans le prochain chapitre, nous allons nous intéresser a la prise en compte de la fissu-
ration. Nous verrons que par la E-FEM, il est aussi possible d’'incorporer de la fissuration
au sein des éléments finis barres bi-phasiques avec un deuxieéme mode incompatible fondé
cette fois-ci sur une discontinuité forte.
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Dans les années soixante-dix, des modeles reposant sur la mécanique non linéaire de la
rupture et sur la mécanique continue de I'’endommagement ont été développés pour simuler
la propagation de fissures et la dégradation de la raideur matérielle dans le béton. Cepen-
dant, ces modeles négligent en général les hétérogénéités du béton et le considerent comme
un matériau homogénéisé. Ce type d’homogénéisation est incapable de caractériser le pro-
cessus de rupture dans sa totalité, de I'initiation a la formation de fissures macroscopiques
dans le béton en passant par la propagation et la coalescence des micro-fissures. De plus, ces
modeles ne peuvent pas refléter I'aléa des propriétés du béton et sont donc insuffisants pour
permettre une complete compréhension du processus de rupture dans le béton. C’est pour-
quoi différents modeles numériques pour la simulation de la rupture du béton a 1’échelle
mesoscopique ont été développés. Par exemple, [Cusatis et al., 2006] ont développé un mo-
dele treillis trois dimensions pour simuler des modes de propagation mixtes dans le béton.
Ce modele tres complet permet de prendre en compte la rupture en traction, compression
et cisaillement, la rupture cohésive et des aspects de confinement. [Bazant et al., 1990]
ont présenté un modele de particules aléatoires pour la rupture des matériaux composites
fragiles. Dans ce modele, le matériau de type matrice est décrit par une loi adoucissante
contraintes-déformations liée directement & une énergie de rupture microscopique entre
les particules. Dans [Wriggers and Moftah, 2006], un meso-modele pour le béton reposant
sur la théorie de 'endommagement local [Mazars and Pijaudier-Cabot, 1987] permet aux
auteurs de réaliser un essai de compression sur une meso-strucuture contenant 40 % d’in-
clusions.

D’un point de vue expérimental, le réponse des matériaux quasi-fragiles comme le béton
se compose de trois phases :
— une premiere phase correspondant a la réponse élastique de 1’éprouvette,
— une deuxieme phase caractérisée par ’apparition de micro-fissures réparties de facon
homogene dans ’éprouvette,
— si 'on poursuit le chargement, une phase de coalescence de certaines micro-fissures
donnant naissance a une macro-fissure responsable de la rupture.

Il y a ainsi passage d’un état de déformations homogenes vers un état de déformations
localisées : il y a localisation des déformations.

D’un point de vue numérique, la simulation éléments finis de la localisation des défor-
mations pour les solides dans le cadre d’un milieu continu classique avec adoucissement
donne des résultats fortement dépendants du maillage [Crisfield and Wills, 1988]. Cela est
du a lintroduction d’une longueur interne (la taille de I’élément) dans le calcul. L’énergie
dissipée est restreinte a une région dont la taille est déterminée par cette longueur interne.
Le raffinement du maillage entraine alors une diminution de I’énergie dissipée ; cela se re-
trouve dans la courbe forces-déplacements qui exhibe alors une dépendance pathologique
au maillage. Un traitement numérique est donc nécessaire pour s’affranchir de cette dé-
pendance au maillage. Les limiteurs de localisation ont été largement étudiés et utilisés
dans la littérature; nous proposons dans la premiere partie de ce chapitre de passer en
revue quelques uns d’entre eux pour finalement terminer par celui utilisé dans ce travail
de these a savoir l'introduction d’une discontinuité forte dans le probleme. Les points-
clés des modeles a discontinuité forte seront présentés en partie deux avec la distinction
entre approche continue et approche discrete. La partie trois sera l'occasion d’exposer
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brievement la construction thermodynamique de ’approche discrete sur la discontinuité.
La partie quatre présentera le deuxieme mode incompatible permettant d’incorporer la
fissuration au sein d’un élément barre bi-phasique : la E-FEM et la méthode des Modes
Incompatibles seront a nouveau les outils numériques utilisés. La partie cinq expliquera,
de facon breve, la méthode de résolution du probleme Eléments Finis global a résoudre :
les notions de Quasi-Newton et BFGS seront évoquées. Enfin, la derniere partie présentera
des validations numériques de 'algorithme local.

2.1 Revue bibliographique des limiteurs de localisation

La bibliographie concernant les méthodes palliant la dépendance au maillage est tres
vaste, mais il est possible de classer les différentes approches en trois groupes de méthodes :

1- les méthodes qui s’inscrivent dans le cadre standard de la théorie locale de la méca-
nique des milieux continus. Le principe de ces méthodes est de changer les parametres
des modeles numériques éléments finis de sorte a assurer uneénergie dissipée indépen-
dante du maillage choisi. Dans ce cas, une longueur caractéristique dans laquelle se
concentrent les déformations inélastiques est introduite dans les éléments. Cette lon-
gueur permet de régulariser les équations du modele continu. Parmi ces méthodes et
pour les matériaux quasi-fragiles, notons celle de [Hillerborg et al., 1976] pour laquelle
le module d’adoucissement du modele est rendu dépendant de la taille des éléments.
Nous remarquons également la méthode de régularisation viscoplastique introduite par
[Needleman, 1988]. Cette méthode part du constat que 'ajout d’'un parametre de vis-
cosité permet d’obtenir une longueur caractéristique qui régularise le probleme. Parmi
ces modeles de régularisation viscoplastique sont présents les modeles a effet retard
[Allix and Deii, 1997] ot le parametre de viscosité est directement introduit dans la loi
d’évolution (pour de 'endommagement).

2- les méthodes qui nécessitent I’abandon de la théorie locale de la mécanique des milieux
continus en faveur de la théorie non-locale de la plasticité [Bazant and Lin, 1988] ou de
I'endommagement [Bazant and Pijaudier-Cabot, 1988]. Le principe est de calculer la
contrainte en un point en prenant en compte toutes les déformations dans un voisinage
de ce point défini a partir d’'une longueur caractéristique. Cette derniere permet de
s’assurer que la dissipation calculée par un modele éléments finis reste indépendante
du maillage. En revanche, elle doit étre choisie supérieure a la taille des éléments, ce
qui impose de devoir faire communiquer les éléments entre eux dans le voisinage choisi.
Un autre défaut inhérent a ces méthodes est lié au manque de justification physique
du choix de la longueur caractéristique, et notamment a son incapacité a s’adapter a
I’hétérogénéité d’'un champ de contraintes et a distinguer une dissipation volumique
d’une dissipation surfacique.

Deux autres méthodes, qualifiée de non-locales, existent également. Il s’agit, premiere-
ment, des modeles a gradient comme la plasticité a gradient

[Coleman and Hodgdon, 1985], [Muhlhaus and Aifantis, 1991] et

[Meftah and Reynouard, 1998] ou 'endommagement & gradient [Peerlings et al., 2000].
La régularisation du probleme est assurée par I'ajout, dans les équations du modele,
d’un gradient des variables internes. Deux catégories peuvent étre distinguées parmi ces
modeles : les modeles a gradient explicite et les modeles a gradient implicite. Pour la
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premiere catégorie, il s’agit d’introduire directement le gradient de certaines variables
internes (par exemple de la variable d’écrouissage), dépendant d’une longueur caracté-
ristique, dans les équations constitutives du modele et dans les lois d’évolution. Pour la
seconde catégorie, il s’agit non plus d’introduire directement le gradient des variables
internes dans les équations mais de définir, a partir des variables locales, des variables
non-locales solutions d’une équation différentielle du second ordre dépendante d’une
longueur caractéristique. La régularisation des équations est ainsi assurée par l'intro-
duction de ces longueurs caractéristiques. La seconde méthode s’appuie sur le travail
des freres Cosserat [Cosserat and Cosserat, 1909]. L’idée est d’introduire, en chaque
point matériel, des degrés de liberté de rotation supposés indépendants des déplace-
ments. La description du comportement de tels matériaux nécessite 'introduction d’'un
module de flexion par I'intermédiaire duquel une longueur caractéristique est naturel-
lement introduite dans le milieu, longueur qui permet de régulariser le probleme et qui
correspond a la taille des grains. Le degré de liberté en rotation permet alors de décrire
les mouvements de rotation des grains dans la bande de localisation. Ces modeles, du
fait de leurs mécanismes sous-jacents (rotation des grains), ne sont pas adaptés aux
matériaux quasi-fragiles mais seulement a ceux élasto-plastiques ou granulaires.

3- les méthodes dont le but est d’enrichir le cadre standard de la théorie locale de la méca-
nique des milieux continus en introduisant des discontinuités fortes [Simo et al., 1993].
Cette méthode a été retenue dans cette these, les points-clés seront ainsi présentés dans
la premiere partie de ce chapitre.

2.2 Modeéles a discontinuité forte

Le principe des modeles a discontinuité forte s’inscrit dans le cadre des idées dévelop-
pées pour les modeles a discontinuité faible. Par définition, une discontinuité forte corres-
pond & une bande de mesure finie (discontinuité faible) remplacée par une ligne (en deux
dimensions) ou une surface (en trois dimensions) au travers de laquelle le déplacement est
discontinu. La régularisation des équations est assurée par 'introduction d’une longueur
caractéristique indépendante de la taille des éléments puisque nulle : toute I'énergie dis-
sipée dans la bande de localisation est en effet concentrée sur une ligne ou une surface
de mesure nulle dans I'espace dans lequel nous travaillons. Le passage d’une discontinuité
faible a une discontinuité forte peut se faire en faisant tendre graduellement la largeur de
bande vers 0, cela est illustré dans [Oliver et al., 2002].

Les premiers travaux sur les discontinuités fortes sont dus a [Dvorkin et al., 1990],
[Dvorkin and Assanelli, 1991]. Ces derniers utilisent le principe des travaux virtuels avec
un terme supplémentaire représentant un travail da a 'ouverture de fissure. Des travaux
semblables pour des éléments finis de type Q4 sont présents dans [Klisinski et al., 1991]
et de type CST dans [Olofsson et al., 1994]. Tous ces travaux ne sont pas fondés sur
des principes variationnels mais plutot sur des considérations physiques. Un exemple de
principe variationnel prenant en compte une discontinuité forte peut étre trouvé dans
[Lofti and Shing, 1995]. Le principe variationnel retenu est celui de Hu-Washizu avec un
terme ajouté représentant le travail da a 'ouverture de fissure.

Considérons un domaine ) coupé par une surface de discontinuité I" (Fig. 2.1). Le
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domaine peut étre décomposé en deux sous-domaines Q= et QT situés de chaque coté de
la discontinuté I'.

Fi1G. 2.1 — Domaine §2 coupé par une surface de discontinuité I

Le champ de déplacements s’écrit alors :
u(z) = u(z) + Hr(x)u(z) (2.1)

ou u(x) est la partie réguliere du champ de déplacements et u(x) est une fonction continue
sur Q. La discontinuité de (2.1) est obtenue par intermédiaire du saut de la fonction
Heaviside Hr(x) au travers de I'. La fonction Heaviside Hr(x) est telle que :

1, zeQ"
HF(ZL’):{ 0 mcQ (2.2)

Le champ de déformations se décompose ainsi en une partie réguliére €(x) et une partie
non bornée (présence de la fonction Dirac or) :

e(x) = €(x) + ir(z)(u®mn)’ (2.3)

Le point-clef du modele, du fait de la condition de continuité du vecteur traction au
niveau de la ligne ou de la surface de discontinuté I'

or-m=0c"-n=—-0 -n, (2.4)
est qu’a la fois le champ de contraintes et le taux de champ de contraintes au niveau de
I'" doivent rester bornés méme quand le régime de discontinuité forte est activé, c’est-
a~-dire quand le champ de déformations n’est plus borné (2.3). Il a été montré dans
[Simo et al., 1993] et [Oliver, 1996] que pour vérifier cette condition, il suffit, dans un
modele continu classique (plasticité, endommagement,...), que la fonction Dirac soit ré-
gularisée et que le module d’adoucissement H soit réécrit en termes de distributions puis
régularisé tel que H = kH on H est considérée comme une propriété matérielle et k est
le parametre de régularisation (en pratique k peut étre aussi petit que la précision de la
machine). De plus, il a été montré dans [Oliver, 2000] et [Brancherie, 2003] que sous de
telles conditions, un modele continu classique équipé d’une discontinuité forte induit un
modele discret complet (définition d’une énergie libre, variables internes, lois d’évolution,
charge/décharge et modules d’adoucissement ou d’écrouissage) sur la discontinuité. De ce
fait, deux options peuvent étre envisagées pour I'implantation numérique :
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a : une implantation numérique continue : en utilisant une régularisation de la fonction
Dirac et les relations de comportement contraintes—déformations standard sur tout
le domaine 2 : la compatibilité des modeles continus classiques avec un champ de
déformations singulier est retenue; c’est la procédure adoptée dans la Continuum
Strong Discontinuity Approach (CSDA) [Oliver et al., 2002]

b : une implantation numérique discréte : en utilisant une loi discrete “ vecteur traction—
ouverture de fissure ” au niveau de I' et les relations de comportement contraintes—
déformations standard sur 2\ I' : la compatibilité des modeles continus classiques
avec un champ de déformations singulier n’est plus retenue et la surface de dis-
continuité est vue comme une interface cohésive sur laquelle une énergie est dissi-
pée. Cette procédure s’appelle la Discrete Strong Discontinuity Approach (DSDA)
[Armero and Garikipati, 1996], [Wells and Sluys, 2001], [Dias-da-Costa et al., 2009]
ou encore [Benkemoun et al., 2010]. C’est dans le cadre de cette approche que nous
avons choisi de travailler.

C’est essentiellement dans ’écriture de l'introduction de la discontinuité que les ap-
proches continues et discretes different. Pour la premiere, 'introduction de la discontinuité
découle directement des lois de comportement écrites pour le matériau hors discontinuité,
avec comme critere d’introduction la singularité du tenseur accoustique [Oliver, 1996];
pour la seconde, l'introduction de la discontinuité découle de considérations physiques
(quels phénomenes souhaitons-nous modéliser 7), de résultats d’observations expérimen-
tales (quels modes de rupture sont prédominants pour tels matériaux ?) avec comme critére
d’introduction une fonction seuil [Wells and Sluys, 2001].

Quoi qu’il en soit, 'introduction d’une discontinuité forte dans les éléments finis n’est
pas compatible avec la construction classique des éléments finis qui n’autorise pas de dis-
continuités. De ce fait, une approche numérique particuliere doit étre considérée. Il apparait
alors naturel de continuer a utiliser la E-FEM et la méthode des Modes Incompatibles du
chapitre un qui se prétent parfaitement a l'introduction de discontinuités au sein d’un
élément fini. Ainsi apres avoir présenté le modele discret sur la discontinuté dans la partie
deux, nous verrons quelle fonction d’enrichissement a été retenue pour la discontinuité
forte et comment se réécrit le probleme pour un élément barre bi-phasique avec fissura-
tion (partie trois). La partie quatre s’attachera & présenter, de fagon générale, la méthode
de résolution du probleme global éléments finis. Enfin, la partie cinq sera 1’occasion de
démontrer les capacités du modele au travers de validations.

2.3 Modeéle discret sur la discontinuité

Ce modele discret est issu des travaux de [Oliver, 2000] et [Brancherie, 2003]. Les au-
teurs ont montré que le modele discret sur la discontinuité pouvait étre construit de la
méme fagon qu’un modele continu classique, a savoir par un cadre thermodynamique clas-
sique (énergie libre, variables internes, lois d’évolution, conditions de charge/décharge et
modules d’adoucissement ou d’écrouissage), les deux modeles étant reliés par les conditions
de compatibilité du modele continu classique avec un champ de déformations singulier.
Pour rester uniforme en notations, les quantités sur la discontinuité seront notées avec une
double barre. Nous rappelons seulement les points-clés du cadre thermodynamique dans le-
quel le modele discret sur la discontinuité est écrit. Les variables du modele se décomposent



62CHAPITRE 2. MODELISATION DU CARACTERE HETEROGENE QUASI-FRAGILE

en variables d’état (&, &) et en variables associées (tr,q) [Lemaitre and Chaboche, 2004].
(@, &) sont les variables d’état pilotant respectvement Iouverture de fissure et 1’écrouis-
sage. (tr,q) sont respectivement le vecteur traction sur la discontinuité et la fonction
d’écrouissage.

Nous définissons :

- une énergie libre de Helmholtz associée a la discontinuité :

) (2.5)

K
il

(@,

- une fonction seuil :

®(tr,q) <0 (2.6)

- une dissipation sur la discontinuité :

N _ = a\i(a7 )
D=tr-a— _at ] ) )
- 0¥(a,f) - 0¥(a,§) =
=tr-a-— éag) a—éoé)-f (2.7)
_ a:(zag) = a\i](ozévg) c

Comme pour un modele continu classique, deux cas sont a traiter :
- un processus €lastique ou la variable & n’évolue pas :

£€=0, D=0, B(tr,3) <0 (2.8)

et les équations d’état s’écrivent :

@ - 0@l
- un processus inélastique :

En supposant que la premiere équation d’état de (2.9) reste valable pour un processus
inélastique, (2.7) se réécrit sous la forme :

D=gq-¢ (2.11)

Afin d’obtenir I’évolution de la variable &, le principe du maximum de dissipation
[Lubliner, 1990] va étre exploité; un probléeme de minimisation sous contraintes est alors
obtenu et il est résolu par l'introduction d’une fonctionnelle de Lagrange et d’un multipli-
cateur de Lagrange fzy Les conditions de Kuhn-Tucker donnent alors I’équation d’évolution
de ¢ :

£=52 (2.12)
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et les conditions de charge/décharge
¥>0 , ®tr,q) <0 , 3@ =0 (2.13)

L’expression du multiplicateur de Lagrange est déterminée par la condition de consis-
tance ’éy(i' = 0. En effet, puisque ® s’écrit

s 9P
@ == 7_7
g’
0% (*V(a,§) -  0*V(@6):
= —== = a+ =
0g < PR o ° (2.14)
b [ 020 (&, &) - 02U(a,¢E) -0
= &= = + = Y ==
09 \  otda 0€? 0q
en injectant (2.14) dans la condition de consistance, il vient :
00 U8 ) &
5= —< b i) (2.15)

0% 02U (a.€) 0B
0q o2 0q

Finalement, en dérivant la premiere équation d’état de (2.9) par rapport au temps,
I’équation d’évolution du vecteur traction sur la discontinuité peut étre obtenue, dans le
cas inélastique, sous la forme :

U@, | PUGED):
tr = 552 a+ DaoE € (2.16)
ou encore, en utilisant (2.12) et (2.15)
- - - (92020@d\ s -
N 62\1}(5‘7 ): 82 (_76)(66 85:856 )Oéaq)
=g L %oa /| Z° (2.17)
0 dadE 92 9*V(ag) 9d O]
0q 8g2  0q

Au final, les équations d’évolution de la traction s’écrivent sous la forme :

? ~ -
%5‘ 5 =0
tr = L (93 02%(a.d) (2.18)
PU(EE) _ (&, \ %1 ots ) 93] -
9a? a0 0w 0°9@d os 07| 7>0

Nous voyons donc finalement que le modele sur la discontinuité se construit de la méme
fagon qu'un modele continu classique.
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2.4 Application de la méthode des Modes Incompatibles a
un élément fini bi-phasique quasi-fragile

Comme nous 'avons dit en introduction, il est possible de s’appuyer sur la E-FEM
et la méthode des Modes Incompatibles présentées au chapitre un pour introduire une
discontinuité forte dans un élément, et ce pour modéliser la fissuration au sein de ce
dernier. Nous rappelons tout d’abord le probleme éléments finis a résoudre, obtenu par la
méthode des Modes Incompatibles dans la partie trois du chapitre un :

:;lin [ fnt - fot] =0 (219&)
G'6(Bd+ Ga)dQ) = 0 Ve e [1,n0m] (2.19b)

Qe

- :/ BT (Bd + Ga)dQ
Qe

Au chapitre un, cette méthode avait été employée pour introduire une discontinuité
faible afin de prendre en compte deux phases au sein d'un élément. Le champ de défor-
mations réelles avait été enrichi par €; = G(ID/ ®[|e|] et se réécrivait alors € = du + €; ou
encore € = Bd + G?

La fléxibilité de la E-FEM peut étre exploitée pour rajouter une deuxieme déformation
améliorée € dans le champ de déformations réelles permettant de modéliser la fissuration.
Le champ de déformations réelles se réécrit dans ce cas :

/®[|e|] ol G;D/(@ était le mode incompatible .

€e=0u+ €+ & (2.20)

La forme de la déformation améliorée € est connue, elle s’écrit sous la forme (2.3) en
une partie réguliere et une partie non bornée. Cela permet de définir le deuxieme mode
incompatible G2 qui vérifie (2.3) et la condition de moyenne nulle ; le choix adopté est celui
décrit sur la figure 2.2 ou le mode incompatible se décompose en une partie réguliere Go
et une partie non réguliere Go [Ibrahimbegovic, 2006]. Par ailleurs, une nouvelle inconnue
locale apparait, elle est notée [|u|] et correspond & l'ouverture de fissure. Le champ de
déformation améliorée €; s’écrit finalement €3 = Ga[|ul].

phase @ phase @
i ®

Go or

T
(24 :€

)=

FiG. 2.2 — Mode incompatible pour un élément barre bi-phasique quasi-fragile



2.4. ELEMENT FINI BI-PHASIQUE QUASI-FRAGILE 65

La fonction Gy s’écrit

1
Gy = —7 + or (2.21)
~ =~
G2 ég

Dans le cadre d’un élément barre, elle est égale & Go. La fonction Ga permet de capturer
la fissuration soit a l'interface entre la phase @ et @ si ’élément est coupé en deux, soit
dans I'une des deux phases si I’élément n’est pas coupé en deux. Dans ce cas-la, 8 est pris
égal a 0,5. Il est rappelé que /¢ est la longueur de la barre.

Il est finalement possible de donner une écriture plus adaptée au probleme considéré :
le vecteur G contenant les deux modes incompatibles s’écrit :

G =[GY"®, Gyl (2.22)

et le vecteur a contenant les inconnues locales est de la forme :
UGH}
a = 2.23
[nun (2.23)

Remarque : Nous rappelons que ’approche numérique retenue est fondée sur la Discrete
Strong Discontinuity Approach; de ce fait, les relations de comportement contraintes—
déformations standard sont définies sur Q \ I" et seule la partie réguliere de Gy est consi-
dérée. Aucune k-régularisation est nécessaire, le champ de déformations s’écrit alors pour
chaque phase :

¥ = Bd + G[|e]] + Galul], ¢® = Bd + G?|e|] + Ga|ul] (2.24)

Le comportement de chaque phase étant toujours élastique, les lois de comportement
s’écrivent :

7Y (Bd + GPlle]] + Gaflull) = E1 ¥ = By (Bd + GY[|el] + Ga[lul])

) ) (2.25)
5%(Bd + GY[le|] + Goflul]) = B2 ¢® = By (Bd + GY[le]] + Ga[lul])
Pour plus de clarté, nous écrirons
7% (Bd + GY[le|] + Gollul)) = 5™(d, [[e]], [Jul])
(2.26)

5%(Bd + GY[|el] + Gollul)) = 5*(d, [|e[], [Jull)

Le systeme (2.19) se réécrit alors, pour un élément fini barre bi-phasique quasi-fragile :

e [F e [lel), [Jul)) = fo) = 0O (2.27a)
/é1®/®6®/®(d,[e|],[|u|])dQ = 0 Ve € [L, neim] (2.27h)
) Gog®®(d, [|e]],[[u]) 42 = 0 Ve € [1, neim] (2.27¢)

ou

Fi' = fo,. BTE (Bd + GY[le]] + Gallul])) d
+ Jo,, B"Ez (Bd + GP||e] + Go[[ul]) dQs
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En injectant G®/® G®/®

explicités.
L’équilibre (2.27b) s’écrit, en reprenant le développement mené au chapitre un dans la
partie 1.1.4 :

Gs et Gy dans (2.27), les différents équilibres peuvent étre

By = =67 (d, Jell, [[ul]) + 5% (d, [[e]l, [lul)) = (2.28)

avec cette fois-ci une dépendance par rapport a [|u|] de surcroit. Pour I’équilibre (2.27¢),
en séparant (Go entre sa partie réguliere et sa partie non bornée, il vient :

Ga6™®(d [[el, Jul)) A2 + / Ga5™/®(d., [el], [[ul}) A = 0 Ve € [1, nep]
Qe

& [ =@ el Jul) ao + / o062 (d, [le], [[ul}) A2 = 0 Ve € [1, i)

Par ailleurs, comme la fonction Dirac satisfait

/51"(}50 dQ) = / (150 dr \V/qbo S CSO(Q),
Q T
cela donne :

| =55 @ el ) a+ [ 5% el fu) | T = 0 Ve € [1na]
@/ L5021, [|u])dQ—|—/FthF:O Ve € [1, nm]

Ensuite, en se rappelant que le domaine Q est décomposé sous la forme Q[ JQ2 ou O
correspond a la phase @ et )y a la phase @, nous obtenons :

| =l a + [ 6% @ el ful) a2

2e

+/thF:0 Ve € [1,nelm]
r

1 - 1 _
<), —iE (Bd + GY[|el] + Gaflul]) A +/Q —2 B2 (Bd + GY[|el] + Gaf[ul]) d2
1,e 2,e

r

Puis, en intégrant sur sur les domaines [0, 0¢] et [0¢, (] avec A la section de la barre, il
vient :

— By (Bd + GY[|e|] + Ga|ul])) A6 — B> (Bd + GY[|e[] + Gaflul])A(L — )

+/thP:0 Ve € [1,nelm]
r

Finalement, en tenant compte du fait que la contrainte est constante dans un élément
barre, nous avons :

— By (Bd + GY/®[|e]] + Go[|ul)) A0 — By (Bd + GY/®[|e]] + Galul))A(1 — 0)
+trA =0 Ve € [1, nem]



2.4. ELEMENT FINI BI-PHASIQUE QUASI-FRAGILE 67

ou encore

— By (Bd + GY"®[|e]] + Ga[ul))8 — Es (Bd + GY/®[|e]] + Gol[ul])(1 — 0)
+tr =0 Ve € [1,nepm)

Ce qui donne, en explicitant les contraintes dans chaque phase
—05%(d, [|ell, [[ul]) — (1 — 0)5°(d, [[e]], [[ul]) + tr =0 Ve € [1, netm]

Au final, le systeme (2.27) s’écrit

et [FSur(d lel], [ull) = f ] 0 (2.292)
hyey =~ (d, [[ell, [lul]) + 5% (d, [lel], [[ul]) 0Ve € [1, ne(2129D)

Iy = —05°(d, [lel], [[ul]) — (1 = 0)5*(d, [lel], [Jul)) +tr = 0Ve € [1, ne42]29c)
it = Jo,, BTEL (Bd + G [lel] + Gaflul]) d
+f92,eB By (Bd + GP[|e]] + Gallul]) d2

ou

L’équilibre (2.29¢) représente 1’équation de continuité du vecteur traction au niveau de la
discontinuité. Cette équation est active que lorsque la surface de discontinuité est intro-
duite. Il faut donc une condition qui permette d’introduire cette surface de discontinuité.
Notre choix s’est porté, comme nous ’avons précisé précédemment dans le cadre de ’ap-
proche discrete, sur un critere d’introduction de la surface de discontinuité en accord avec
la physique du probleme. Nous souhaitons ici reproduire le comportement des matériaux
quasi-fragiles pour lesquels le mode de rupture privilégié est le mode I. Le critere d’in-
troduction de la discontinuité est ainsi fondé sur la valeur de la contrainte principale
maximale (évidemment, pour un élément barre, la contrainte est toujours principale et
maximale dans la direction de la barre). Lorsque celle-ci atteint une valeur limite notée
oy, la surface de discontinuité est introduite. L’introduction de la surface de discontinuité
n’est ici pas dictée par la singularité d’un tenseur accoustique mais par une réalité phy-
sique correspondante, dans les matériaux quasi-fragiles, a 'apparition de macro-fissures
issues de la coalescence de micro-fissures. Etant donné le choix d’introduction de la sur-
face de discontinuité, il est naturel de construire une fonction seuil permettant de gérer le
comportement en mode I.

2.4.1 Fonction seuil
La fonction seuil est définie telle que :
(tr,q) = tr — (ou — ) (2.30)

Cette fonction seuil devient active des lors que la surface de discontinuité est intro-
duite. En effet, a& ¢t = tj,., instant de l'introduction de la discontinuité, ¢ = 0 et tr =
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2 (d, [|e]], [lul]) + (1 — 0)5®(d, [|e]], [|u|]) = ou ce qui donne (I)(tr‘, q) = 0. Pour la modé-
hsatlon des matériaux quasi-fragiles comme le béton, a partir de résultats expérimentaux,
un adoucissement exponentiel est choisi tel que :

G=ou(1- exp(—g;;g)) (2.31)

Cela permet ainsi d’introduire la contrainte ultime avant rupture en traction o, et I’éner-
gie de fissuration Gy définie comme l'aire sous la courbe “vecteur traction-ouverture de
fissure”. Par ailleurs, il est rappelé que le mode de rupture d’une barre est uniquement le
mode I. Il est important de noter que I'interface sous-tendant la discontinuité est une inter-
face rigide-plastique. Aucune déformation élastique n’a été introduite sur I'. Cela implique
alors que le saut qui se développe lors du régime de discontinuité forte est totalement
irréversible sous décharge [Brancherie, 2003]. La figure 2.3 donne une représentation du
comportement sur la discontinuité avec une charge/décharge.

r [N.mm™2]

Gy

[[ul] frm]

Fic. 2.3 — Comportement adoucissant rigide-plastique

Nous allons maintenant linéariser (2.29) par rapport a d, [|¢|] et [|u|] afin d’obtenir le
systeme matriciel a résoudre .

2.4.2 Linéarisation du probléme (2.29)

En suivant 'idée de [Ibrahimbegovic et al., 1998], ®(tp,{) est incorporée dans (2.29),
il vient alors :

e i [ell [lul]) = £&] = O (2.32a

—5(d, [lel], [lUH) +3%(d, [lell, [[ul)) = 0 Ve € [1naml (

—05°(d, [le[], [Jul]) — (1 = 0)6%(, [|el], [lul]) + tr = 0 Ve € [l,nem] (2.32¢

O(tr, [lul]) = 0 Ve € [1,nem]

Nous obtenons ainsi un systéme de quatre équations a quatre inconnues d, [|€|], [|u]] et
tr. Cependant, (2.32c) fournit directement et explicitement la valeur de tp en fonction

de d, [|¢]] et [|u]]; cet équilibre étant toujours vérifié, il peut donc étre retiré du systeme.
Finalement, un systéme de trois équations & trois inconnues d, [|¢|] et [Ju|] est obtenu :

o1 [Fine(d, [lel], [lul]) = f&r] = O (2.33a)
~5%(d, [lel], [[ul]) +6%(d, [lel], [lull) = 0 Ve € [L,neim] (2.33b)
O(tr, [Ju]]) = 0 Ve € [1,nem] (2.33c)
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A chaque pas de temps n, il est nécessaire d’itérer k fois pour arriver a la convergence du
probleme 2.33. Soit X une équation d’équilibre dépendant des variables =;, la linéarisation
de X par rapport a Z; sécrit :

(k)
n+1

(k1)

— .
—1

L(X)=X

=0 (2.34)
n+1

(k) 0X
n+1 + EZ: 0=

En suivant (2.34), (2.33) peut alors étre linéarisé par rapport a d, [|e]] et [Ju|]. La linéari-
sation de (2.33a) donne :

k+1
Ad*Y a0,

n d(Bd + GP[e]) + Gaflul]) |®)
ilm BTE 1
e=t [ Qe ! od n+1

® _
o[ BB GHA G g g,
Qo od n+1
O(Bd + GY G
+ BTE1 ( + 1 [|6|] + 2“””) H ”n]:‘—ll dQl
Q1. Ilel]
o(Bd + G? G
Q.. Ilel]
d(Bd + GY G
+ BTE1 ( + Gy HGH + QUUH) “ ”nk—:_ll) o,
Qe ]
d(Bd + G?[|e|] + Ga[|u
Q.. [Ju]
e )
Ae ll [ int ext]‘

n—l—l7
ce qui s'écrit, apres dérivation par rapport a d, [|e|] et [|ul],

petan | / BT E;BAdYY o, + / BTE,BAdY Y a0,
Ql e QQ ,e

+ [ BTEGTAE o+ [ BTEGEA) o,
Qle Q2e

(2.35)
+ BT E\GoA[Ju)) 1Y a0, + B” E;GoA[Jul) 1Y d6s)
Qle QZE
S . |
e:ll [ nt ext]’n+1

(2.35) se simplifie en explicitant G<1D, Gi@, G et en intégrant sur les domaines [0, 0/] et
[00,7] :

et [ BT EyBAOAAY Y + BT E,BA(1 — 0)eadH Y

n+1 n+1
BTE AAH ”(k-l-l BTEQAAHEHS:_ID
| . 2.36
— BTEAOA[|u]) — BTEA(1 - 0)AJuf]HY] (2:30)

(k)

= - Zilin[ int fext] ‘ 1
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La linéarisation de (2.33b) donne :

_p 0 Bd+ GT[lel] + Ga[lul])

ce qui donne aprés dérivation par rapport a d, [|e|] et [|u]] et simplification par A :

(%)

n+1AAdgf11)
P AAfeErD
AA[Je] Y
(+ Aful)
D AAJ)ED = — ARy, oy

— EyBAdYY + B,BAd™Y — BiGPA[)FHY + BGR ALY — By GoA]u) Y
1
+ BsGe Al = =y
(2.37)
La linéarisation de (2.33¢) donne :
0P | (k) (k+1) o0 | (k) —(k+1)
— A — A =-d 2.
8tf il In41 + 6q il dni1 }n—i-l ( 38)
avec pour les dérivées partielles :
L G
—=1 — =1 2.39
otr ’ aq ( )
L’incrément Atr s’écrit :
Atr =0A61 + (1 —0)Ao,
= (0E1B + (1 — 0)EsB)Ad + (0F1GY + (1 — 0) E2GT) Alle] (2.40)

+ (9E1@2 + (1 - 9)E2G2)A
et 'incrément Aq est obtenu a partir de ¢ :

q=—k(lull) — A

Finalement, la linéarisation de (2.33c) est :

[lul]

q =~k ([[ul)A[ul]

(0F1B + (1 0)E:B)AdSY + (0B (GY + (1 - 0)E2GE) Al )
+ (0B1Ga + (1 - 0)E2Go — K ([Jul])A[Jul) ) = ~8|),

(2.41)
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L’écriture de (2.36), (2.37) et (2.41) sous forme matricielle donne :

K F B\ oaa " A, -]\
FT v ¢ Alle]] = —hye) (2.42)
s L
-H" —c ¢ /) ., Al|ul] — - i
avec
K = A" [B"E\BAOC + BTE,BA(1 — 6)(]
F = BT[—El + Eo)A
H=-BT(0E; + (1 - 0)Fy)A
E By

=—F ErG® = 24
b 1GY + ExG =% T a6y (2.43)
C:—E1G2+E2G2=%—%

_ o 0B, (1-0)E, .

0= (0BG + (1 0)ExG — K ([u])) = (-2 - L=0B2 ey

2.4.3 Procédure de résolution du probléeme (2.42)

Comme au chapitre un, la procédure de résolution de (2.42) se fait a deux niveaux :
le niveau global qui correspond & (2.33a) et le niveau local a (2.33b) avec en plus (2.33c).
Dans lesprit de la “operator split method”, A[|e|](k+1) et Af|ul]**t1 sont tout d’abord
calculés durant I'étape locale pour une valeur de d, 1 fixe, ce qui revient a résoudre
localement le systéme en rouge dans (2.42). Une fois cette étape terminée, une condensation
statique [Wilson, 1974] est réalisée sur Al|e]]*T1) et A[ju|]*+1 conduisant & une équation
d’équilibre global avec une matrice de rigidité modifiée K. L’algorithme traitant de la
résolution locale du systeme en rouge dans (2.42) est détaillé dans Alg.2. Il est important
de noter que I’équation (2.33b) est linéaire, il n’y a donc pas besoin d’itérer pour calculer
A[\e[](kﬂ), il est calculé directement (étape 2 de Alg.2)). En revanche, I’équation (2.33c)
étant non-linéaire, la convergence de l'incrément Al|u|]**1) est obtenue par un algorithme
de Newton local, c’est I'ensemble de I'algorithme Alg.2. Une fois que les valeurs locales

Alle]]*FD et A[\u|](k+1) ont convergé, les résidus Ay et ® sont nuls. Le systéme matriciel
(2.42) se réécrit :

K F H\Y oaa " A - pe ]\
FT b ¢ Alle]] = 0 (2.44)
_HT —c ¢ n+1 AHUH n+1 0 n+1

1l est désormais possible de réaliser la condensation statique. Pour cela, les deux dernieres
lignes du systeme matriciel (2.44) sont réécrites de la fagon suivante :

b\ an N e FT Y
R Al —Ad, = : (2.45)
¢ €/ |u n+1 o n+1

ce qui donne, en inversant le membre de gauche dans (2.45) :

(k+1) —1(k) T (k)
AHEH (k+1) b C F
( o] =-Ad, e e _gT (2.46)

n+1 n+1 n+1
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Algorithm 2 Procédure locale pour un élément barre bi-phasique et quasi-fragile

& A[Ju)9+Y 4 h) Al 0D

1: while [abs(

) > tol and j < jmas] do

= (0) 0)
& Allul] ™ + A2 Allel)
2:  discontinuité faible linéaire
3: calcul du résidu: hﬂ )” —500) +0o @,(9)
(4) E\-E i+1
iy _ M+ BFE)AL O

4:  calcul de 1’incrément : Aflel] jo 7
ot oy

5. mise a jour de 1’incrément : [|e[]VFY) = [|¢[]9) + A[le[]U+D
6: mise & jour de valeurs intermédiaires: O'mt®’(j+1), amt®’(j+1), Z(fljl)
7. if (j ==0 and CIJSL:F ) > 0) then (iloc == 1) else (iloc == 0)
8. if (iloc == 0) then
9: break while loop
11:  end if
12:  if (iloc == 1) then
13: discontinuité forte non-linéaire
= (j+1) E\—E (j+1)
) ] 1—FE»
14: calcul de 1’incrément : Aljul]V*D) = agt Z—(G)Ei ) /HE” )
DR ()9
15: mise & jour de 1’incrément : [ju)]VFY = [|ul]¥) + A[ful]V+D
16: mise & jour des valeurs finales: 5®’(j+1), 6®’(j+1), é(ﬁ_l), hf‘jeﬁl)
17 end if
18 j++

19: end while

Par ailleurs, la premiere ligne du systeme matriciel (2.44) peut s’écrire sous la forme

(k+1)
(k) (kJFl) (k) A[\ﬁu _ Telm [ pint ext (k)
K" Ad D (F H) +1<A[IUI] - — Al ](RH (2.47)

En injectant (2.46) dans (2.47), il vient :

1k (k)
E® Ad* Y (F mH )W ( b C) ()( F! ) AgtD
€

e m e +1 ~-H" n+1 o (2.48)
Nelm e e (k)
= T4 [ int eact} ‘nJrl
ou encore
.- (k) k41) Nelm (k)
Kn—i—lAd’EH-l = _Ae ll [ int g:ct] ‘nJrl (249)
o > (k) (k) () b\ W pT W
e (40 ()
" i s ¢ €e)on \—H J
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Nous retrouvons alors un probleme éléments finis classique & résoudre ou l'incrément
Ad*+1) est recherché. Ce systeme est semblable a celui du chapitre un a la différence pres
que K prend maintenant en compte les termes de la linéarisation de 1’équilibre (2.33b)
(comme au chapitre 1) en plus des termes de la linéarisation de 1’équilibre (2.33c). Quoi
qu’il en soit, K a la méme taille que K ; I'ajout d’inconnues locales ne se répercute pas
au niveau global, la taille du systeme global a résoudre n’est pas changée.

2.5 Méthode de résolution du probléme éléments finis (2.49)

De fagon générale, la méthode de Newton est la plus efficace pour résoudre un pro-
bleme tel que (2.49) : I'existence d'un domaine d’attraction permet d’assurer la stabilité
de la convergence au fil des itérations et la convergence quadratique est vérifiée. Cepen-
dant, I’évaluation de la matrice de raideur et du résidu & chaque itération nécessite n? +
n évaluations de fonctions scalaires et utilise O(n3) opérations arithméthiques & chaque
itération. Compte tenu de la taille de nos problemes et de la puissance de calcul dont
nous disposons, ces cotits de calcul sont prohibitifs. Nous avons donc choisi d’utiliser une
méthode s’inscrivant dans le cadre des méthodes dites “ quasi-Newton ”, connue sous le
nom de BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). Cette méthode permet de réduire le
nombre d’opérations arithmétiques & O(n?); cependant, la convergence quadratique n’est
plus assurée, il y a plut6t une convergence quasi-linéaire (entre un et deux). L’explication
détaillée de la méthode BFGS ainsi que les preuves concernant la convergence et le nombre
d’opérations peuvent étre trouvées dans [Broyden, 1969], [Broyden, 1970], [Fletcher, 1970],
[Goldfarb, 1970], [Shanno, 1970] et [Dennis JR. et al., 1977], son implantation numérique
dans [Matthies and Strang, 1979]. Dans ses grandes lignes, la méthode BFGS consiste a
apporter & chaque itération une correction simple & la matrice K*) afin de mettre & jour
la matrice K *t1) de la facon suivante :

1 (KW (KWs)T
oAk STK(K)§

KWkHD — k) 4 (2.50)
Cette mise & jour permet de faire hériter naturellement & la matrice K *+1) le caractere
symétrique et défini positif de K*). Les quantités & et v dépendent respectivement de
Iincrément de déplacement a l'itération k et de la différence des résidus ente les itérations
k+1et k.

Afin de chercher plus rapidemment et plus prudemment la solution du systéeme (2.49),
I’algorithme quasi-Newton BFGS peut étre équipé d’une méthode dite “ line search ”.
L’idée principale d’une telle méthode est la suivante : nous partons de I’hypothese que la

(k+1) _ (k) —I—Ad(k+1)

nouvelle valeur itérative du vecteur déplacement u avec 'incré-

n+1 = un+1 n+1 >
ment de déplacement Adgfll) fourni par la méthode quasi-Newton, n’est pas forcément la
meilleure, et qu’elle peut encore étre améliorée. Pour ce faire, nous nous donnons la liberté
de changer la norme de I'incrément de déplacement calculé par la méthode quasi-Newton,
tout en gardant la direction. En introduisant & chaque itération k un parametre s*), une
telle solution améliorée s’écrit :

ugfll) = ugﬂl + s(kH)Adgﬁ_;l); s €[0,1] (2.51)
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Le parametre s peut étre calculé par la méthode de Regula-Falsi
[Dahlquist and Bjorck, 1974]. Il est important de noter que le “ line search ” est activé par
un critere en énergie piloté par une tolérance; il n’est donc pas mis en ceuvre a chaque
itération.

Finalement, I'implantation numérique d’'un algorithme quasi-Newton BFGS équipé
d’une méthode “ line search ” peut étre trouvée dans [Matthies and Strang, 1979].

Les parties trois et quatre ont été 'occasion de montrer la fléxibilité de la méthode des
Modes Incompatibles quant a I'ajout de champs améliorés. Cela a permis de compléter
I’élément barre par la prise en compte de la fissuration, la technique utilisée étant I'ajout
d’une discontinuité forte au sein de 1’élément. Le cadre thermodynamique a également
été discuté. Finalement, tous les ingrédients physiques (cadre thermodynamique, fonction
seuil et mode de rupture) et numériques (systeme éléments finis a résoudre) concernant la
rupture ont été introduits. La prochaine partie va étre ’occasion de démontrer les capacités
de 'outil au travers de validations numériques.

2.6 Validations numériques : convergence et ojectivité a I’égard
du maillage

2.6.1 Performances de P’algorithme local 2
2.6.1.1 Barre homogeéne

Afin d’illustrer les performances de ’algorithme local 2, nous allons nous intéresser a

la convergence locale du calcul au moyen de I’évolution de I’énergie locale El(j U qéfinie
comme

W) AfJu|]0 +hE\Je)H'A[|€”(j+1)
SO Allu] ™ + Aff) .
au fil des itérations j pour deux pas de temps donnés. L’exemple d’application est simple :
une barre homogene de longueur un meétre et de section A = 1 mm? encastrée a 1'une de
ses extrémités et soumise a un déplacement imposé au niveau de I'extrémité restée libre
est considérée. Le comportement de I’élément barre est rappelé en figure 2.4.

(

NPE )’ (2.52)

o tr
Oy

€ [ful]

a) comportemen Oors discontinuite comportement sur la discontinuite
t t hors discontinuité b t t sur la discontinuité
Fi1G. 2.4 — Comportement élastique-fragile

Le tableau 2.1 résume les propriétés matérielles retenues. Le premier pas de temps
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E 20000 MPa
Ou 2 MPa
Gy | 0,007 N/mm

TAB. 2.1 — Parametres matériau pour la barre homogene

t5, correspond au moment de I’adoucissement et le second, tig, est situé dans la phase
post-pic. La tolérance locale retenue est de 10716,

1

107°

10710

10—15

log(Ey)

10—20

10725

10730 |
2 3

Itérations locales

—_

Fia. 2.5 — Convergence de 'algorithme local pour 5

Les figures 2.5 et 2.6 représentent 1’évolution de I’énergie locale EZ(J U au fil des ité-
rations j pour les deux pas de temps considérés. Elles permettent de mettre en évidence
la robustesse du schéma itératif local ; le taux de convergence quadratique typique d’un
schéma de Newton est observé; de ce fait peu, d’itérations (trois) sont nécessaires pour
faire converger le probleme local. Dans cet exemple, la barre étant homogene, le résidu
hj¢) est nul pour chaque pas de temps.

2.6.1.2 Barre hétérogene

Pour cette application, la barre est maintenant hétérogene. Elle est composée de deux
matériaux ayant deux modules d’Young différents E7 et Fs. Les conditions aux limites et
la tolérance sont les mémes que précédemment. Le pas de temps choisi tg5 correspond a la
phase post-pic. Les propriétés matérielles sont résumées dans le tableau 2.2.

Les figures 2.7, 2.8 et 2.9 représentent respectivement I’évolution de ’énergie locale
El(] +1), du résidu hiﬁ D 6t du résidu ®U+D au fil des itérations j pour le pas de temps

el]
considéré. Comme la barre est hétérogeéne, I'équilibre hj n’est pas nul. Il faut donc

annuler a la fois le résidu @ et le résidu h(j¢- D’apres les figures 2.8 et 2.9, cette conditions
est réalisée en cinq itérations. La figure 2.7 donne la mesure de la convergence locale et
permet de démontrer la robustesse du schéma itératif local lorsque les deux résidus Ay
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1 ¢ ]
107 | .
1071 — —
5] = ]
hrd 107" -
< C ]
1072 =
107% —
107 d ; :
1 2 3
Itérations locales
Fi1G. 2.6 — Convergence de 'algorithme local pour 19
E; | 20000 MPa
FEs 2000 MPa
Ou 2 MPa
Gy | 0,007 N/mm
TAB. 2.2 — Parametres matériau pour la barre hétérogene
1¢ ]
107" F -
10710 — —
&5} B C h
= 107 E
< C ]
1072 | =
o b E
10—30 : 1 1 1 Y

—_
\V]

3 4 5
Itérations locales

Fia. 2.7 — Convergence de l'algorithme local pour tgs
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T
=
=
=t
8
o~
_15 1 1 1
1 2 3 4
Itérations locales
Fic. 2.8 — Evolution du résidu h[|€” pour tgs
T
11H4
=
=t
&
~
_15 1 1 1
1 2 3 4

Itérations locales

FiG. 2.9 — Evolution du résidu ® pour tgs

7
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et ® doivent étre annulés; peu d’itérations (cing) sont nécessaires pour faire converger le
probleme local.

2.6.2 Objectivité a I’égard du maillage
2.6.2.1 Objectivité de la solution en une dimension

Afin de mettre en évidence I'objectivité de la solution a I’égard du maillage, la modé-
lisation éléments finis d’une barre homogene est réalisée en considérant différentes finesses
de maillage (3, 7, 15, 35 et 70 éléments). Le comportement de ’élément barre est élastique-
fragile (Fig. 2.4). La barre est encastrée a I'une de ses extrémités, autre extrémité qui
reste libre étant soumise a un déplacement imposé. Dans le but de fixer la zone de locali-
sation (comme la barre est homogene, la localisation des déformations peut avoir lieu dans
n’importe quel point de la barre), un des éléments est affaibli [DeBorst et al., 1993]; sa
contrainte limite o, est réduite de un pour cent par rapport a celle des autres éléments.

La barre est de longueur un metre et de de section A= 1 mm?. Le tableau 2.1 résume
les propriétés matérielles retenues.

2 T T T T T
| 70 éléments ——
L8 = 35 éléments - - - - .
1.6 15 éléments - -+ |
7 éléments — —
1.4 3 éléments ]
Z L _
% 1.2 ‘
- 1 = \ _
= 0.8 \
0.6 L —
0.4 - - i
0.2 t— —
0 ] ] e —
0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003

Déplacements (m)
FiG. 2.10 — Efforts-déplacements imposés pour différentes discrétisations EF

Les résultats en termes d’efforts-déplacements imposés a I'extrémité libre de la barre
sont donnés sur la figure 2.10. Il est notable que la réponse est indépendante de la dis-
crétisation éléments finis choisie. En effet, ’énergie dissipée au cours du chargement est
la méme quel que soit le nombre (et donc la taille) d’éléments choisis pour discrétiser le
probleme. Il en est de méme pour la charge limite avant rupture.

2.6.2.2 Objectivité de la solution en trois dimensions

Afin de mettre en évidence 'objectivité de la solution & I’égard du maillage, la modé-
lisation éléments finis d’un cube homogene est réalisée. 11 est rappelé que dans le cadre de
cette these, nous avons choisi de travailler avec un modele treillis trois dimensions (Fig.
2.11) dont 'obtention est décrite au chapitre un. Le cube est donc composé d’éléments
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barres dont le comportement est celui décrit par la figure 2.4 et les propriétés matérielles
par le tableau 2.3.

FiG. 2.11 — Cube homogene discrétisé

La discrétisation du cube est réalisée avec deux finesses de maillage : 690000 éléments
et 260000 éléments. Le cube mesure 100 mm x 100 mm x 100 mm de cotés. Sur les faces
X=0mm, Y =0 mm et Z =0 mm, le cube est respectivement bloqué dans les directions
X, Y et Z. La face X = 100 mm est soumise a un déplacement imposé. Dans le but de
fixer la zone de localisation (comme le cube est homogene, la localisation des déformations
peut avoir lieu dans n’'importe quel point de n’importe quelle barre du cube), les éléments
contenus dans le plan du cube X = 50 mm sont affaiblis; leur contrainte limite o, est
réduite de un pour cent par rapport a celle des autres éléments.

E | 20000 MPa
Ou 1 MPa
Gy | 0,005 N/mm

TAB. 2.3 — Parametres matériau

Les résultats en termes d’efforts-déplacements imposés a I'extrémité libre du cube sont
donnés sur la figure 2.12. Nous constatons que la réponse est indépendante de la discré-
tisation éléments finis choisie. En effet, ’énergie dissipée au cours du chargement est la
méme quel que soit le nombre (et donc la taille) d’éléments choisis pour discrétiser le cube.
Il en est de méme pour la charge limite avant rupture. La figure 2.13 permet de visualiser
le champ de déplacements au dernier pas de temps de calcul pour la discrétisation du cube
avec 690000 et 260000 éléments : deux blocs se dessinent de part et d’autre du plan affaibli
(X = 50 mm). Ce plan peut étre vu comme une fissure artificielle coupant le cube en deux.
Les champs de déplacements sont, quant a eux identiques.

La fin de cette sous-section acheve la phase de validations du modele. Le chapitre
un a été 'occasion de montrer des validations en élasticité homogene et hétérogene et le
chapitre deux en non-linéaire hétérogene. Dans la prochaine section de ce chapitre trois,
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0.0035 T

T
690000 éléments
0.003 260000 éléments — — — —

0.0025

0.002

0.0015

Forces (MN)

0.001

0.0005

0 1 1 1 1
0 2x107° 4x107° 6 x 107° 8 x 107° 0.0001
Déplacements (m)

Fia. 2.12 — Efforts-déplacements imposés pour différentes discrétisations EF

Champ de Déplacement (mm)
0,025 0,05 0,075
| 1 L1 1= | -
0 0,1

3

Fia. 2.13 — Champ de déplacements au dernier pas de temps : a) 260000 éléments b)
690000 éléments
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des simulations numériques sous chargements simples vont étre étudiées : traction simple,
compression simple et traction hydrostatique seront traitées.

2.7 Chargements macroscopiques simples

2.7.1 Traction uniaxiale
2.7.1.1 Réponse macroscopique

Le premier calcul réalisé est un essai de traction uniaxial sur un cube de 100 mm X
100 mm x 100 mm de c6té. Sur les faces X = 0 mm, Y = 0 mm et Z = 0 mm le cube est
respectivement bloqué dans les directions X, Y et Z. La face X = 100 mm est soumise a un
déplacement imposé. Les propriétés matérielles et géométriques retenues sont référencées
dans le tableau 2.4.

mortier inclusions sphériques interfaces
E =10 GPa 70 GPa -

o, = 3 MPa - 3 MPa
Gy =11J/m? - 11.J/m?
volume fraction vol. d’inclusions (%) ddl

1073 m? 45 ~ 700000

TAB. 2.4 — Propriétés matérielles et géométriques

La courbe efforts (somme de toutes les forces nodales dans la direction X)-déplacements
imposés est représentée sur la figure 2.14. Le module d’Young macroscopique mesuré est
de 25000 MPa et la contrainte ultime avant rupture est de 3 MPa. La fissuration est
représentée, tout d’abord, dans le champ de déplacements (Fig. 2.15(a)) ou deux blocs
apparaissent (changement du code couleur) séparés par une fissure macroscopique ; cette
derniere est plus clairement visible sur les figures 2.15(b) et 2.15(c) ol sont représentés les
éléments cassés. La figure 2.15(b) permet de voir qu’une seule macro-fissure est nécessaire
pour conduire I’éprouvette jusqu’a rupture et la figure 2.15(c) permet de comprendre
que la coalescence des micro-fissures (éléments cassés) est a l'origine de la création de la
macro-fissure. Notons que cette fissure est tortueuse car elle passe autour des inclusions
qui demeurent élastiques et qu’elle est grossierement perpendiculaire a la direction du
déplacement imposé (direction X). Par ailleurs, d’un point de vue numérique, les éléments
cassés représentés sur la figure 2.15(c) sont ceux pour lesquels la discontinuité forte a
été activée; cela permet ainsi d’avoir acces aux ouvertures de fissure de chaque barre
(parametres [|u|]) comme représenté sur la figure 2.15(c).

2.7.1.2 Convergence des calculs

Dans cette sous-section, afin de valider la convergence du calcul, ’évolution de ’énergie
globale Eékﬂ) au fil des itérations k pour deux pas de temps spécifiques est étudiée : le
premier pas de temps est choisi élastique (pas de temps 1), il sera noté t;; le second
correspond au pas de temps avant adoucissement (pas de temps 81), il sera noté tg;. Il y
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30 Traction —

25 = =

20 — —

Forces (kN)

0 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02

Déplacements (mm)

FiG. 2.14 — Efforts-déplacements imposés pour un essai de traction uniaxial

a au total 100 pas de temps. L’énergie est définie comme :
Eék+1) _ ’Ad(kJrl) . Ar(k+1) . S(k+1)| (253)

ott Ad*+1) est I'incrément de déplacement évalué par la méthode quasi-Newton, Ar(k+1)
est le résidu et s*D) est le parameétre introduit par la méthode “ line-search 7. Quand le
“ line search ” n’est pas activé, il vaut 1. La tolérance globale en énergie, notée tol, est
choisie telle que tol = 10716 Eggo) ol Eéo) est I’énergie pour la premiere itération.

Les courbes 2.16 et 2.17 représentent 1’évolution de ’énergie E_(Skﬂ) en fonction du
nombre d’itérations BFGS pour les deux pas de temps évoqués. Pour le pas de temps 1,
la convergence est atteinte en deux itérations; pour tgy, en 93 itérations. La figure 2.18
montre le nombre d’itérations “ line search ” utilisé pour chaque itération BFGS pour
tg1. Remarquons que pour les premieres itérations, le ¢ line search ” n’est pas activé; son
nombre d’itérations est de 0. L’efficacité du “ line search ” peut ensuite étre notée en
remarquant la corrélation entre le nombre d’itérations “ line search ” (pic dans la figure
2.18) et la diminution de I’énergie (creux dans la figure 2.17) : a l'itération 93, I’énergie de
sortie est de l'ordre de 1072Y et le nombre d’itérations “ line search ” de 10.

2.7.1.3 Isotropie de la réponse

Dans cette sous-section, trois essais de traction indépendants suivant les directions
X, Y et Z sont réalisés sur la méme éprouvette dont les propriétés sont données dans
le tableau 2.5. D’un point de vue pratique, cet essai consiste a prendre I’éprouvette et
a réaliser premierement un essai de traction uniaxial dans la direction X, puis dans la
direction Y et enfin dans la direction Z. A chaque fois qu’'un nouvel essai de traction est
réalisé, nous repartons de I’échantillon de départ et non de celui qui vient d’étre fissuré.

Les trois réponses obtenues figurent sur la figure 2.19. Ces courbes attestent de la
capacité du processus de maillage a représenter une microstructure isotrope (spheres dans
un cube) a la fois pour des grandeurs linéaires (pentes élastiques identiques) et non-linéaires
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Champ de Déplacement (mm)
0,01
e e
0

(a) Champ de déplacements au dernier pas de temps pour la traction uniaxiale

Ouvertures (mm)

0,004 0008 0,012
008 . .00

0 7 0,014416

i 4

(b) Elements cassés au dernier pas de temps pour la traction uniaxiale
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Ouvertures (mm)
0,005 0,007 001 0,013
L ]
0,002595 0,014416

Y

(¢) Elements cassés seuillés au dernier pas de temps pour la traction uniaxiale

FiG. 2.15 — Visualisation de la fissuration pour un essai de traction uniaxial
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0.0001
1076

log(Ey)

107°
10—10
10—12
10—14

1071

—_
[\V]

Itérations BFGS

Fia. 2.16 — Convergence du calcul pour t; pour la traction uniaxiale
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log(Eg)

Itérations line search

100 T T T T T T T T T

1077

10710

107

10—20

10— 25 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Itérations BFGS

—

FiG. 2.17 — Convergence du calcul pour tg; pour la traction uniaxiale

12 T T T T T T T T T

2 —
O AN NN NN NN NI | /\/\/\/\/K\/\/W\/\N <%I

1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Itérations BFGS

Fi1G. 2.18 — Activation du line search pour tg; pour la traction uniaxiale
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(pics avant rupture). Cette approche peut aussi étre vue comme une fagon, certes grossiere,
de savoir si nous sommes sur un Volume Elementaire Représentatif, défini par exemple
pour une grandeur effective comme le pic avant rupture. Nous pouvons supposer que sur
un Volume Elementaire Statistique, les pics avant rupture seraient différents.

mortier inclusions sphériques interfaces
E =10 GPa 70 GPa -

o, = 3 MPa - 3 MPa
Gy =13J/m? - 13J/m?
volume fraction vol. d’inclusions (%) ddl

1073 m? 35 ~ 700000

TAB. 2.5 — Propriétés matérielles et gedmétriques

30

T
Direction-X
Direction-Y = = = =
25 = Direction-Z -« ----- : ]

20 =

15 - .

Forces (kN)

10 - m

e —pr————|

0 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

Déplacements (mm)

Fi1a. 2.19 — Essais de traction indépendants suivant les trois axes

2.7.2 Compression uniaxiale
2.7.2.1 Réponse macroscopique

Le second calcul est un essai de compression uniaxial. Les propriétés géométriques et
matérielles sont les mémes que pour 'essai de traction uniaxial. La courbe efforts (somme
de toutes les forces nodales dans la direction X)-déplacements imposés est représentée sur
la figure 2.20. Il est important de noter, que bien que le critere de rupture des éléments
barres soit seulement en mode I (voir section 3.4.1), la réponse macroscopique obtenue
est non linéaire avec une partie adoucissante. Une telle réponse est principalement due a
la triangulation de Delaunay permettant, tout d’abord, d’avoir des éléments barres dans
toutes les directions (sans direction privilégiée), et ensuite de donner un effet Poisson
macroscopique au cube.
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Les figures 2.21(a), 2.21(b) et 2.21(c) permettent d’observer la fissuration via le champ
de déplacements et les éléments cassés. Le facies de fissuration n’est pas le méme qu’en
traction. Contrairement & la traction, plusieurs blocs distincts séparés par des macro-
fissures apparaissent (Fig. 2.21(a) et 2.21(b)). Ces dernieres sont grossierement paralléles
a la direction de compression (direction X).

0

T T
Compression

-20 —
40 -

-60 _

Forces (kN)

-80 -

-100 — —

-120 |- =

1 1 1 1 1 1
-0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0
Déplacements (mm)

F1G. 2.20 — Efforts-déplacements imposés pour un essai de compression uniaxial

2.7.2.2 Convergence des calculs

Dans cette sous-section, il est encore question de la convergence globale du calcul,

mais cette fois-ci pour ’essai de compression. L’évolution de I’énergie globale Eékﬂ) au

fil des itérations k est de nouveau étudiée. L’énergie Eékﬂ) et la tolérance sont définies
comme précédemment. Seul le pas de temps avant adoucissement est étudié, il correspond

Eékﬂ) en fonction du nombre

a ts7. La courbe 2.22 représente 1’évolution de 1’énergie
d’itérations BFGS pour t57. Comme pour 'essai de traction, 'efficacité du “ line search ”
peut étre observée (Fig. 2.23). A Titération 224, 'énergie de sortie est de Pordre de 1016
et le nombre d’itérations “line search” de 10.

Finalement, les sous-sections 2.7.1.2 et 2.7.2.2 permettent de se rendre compte que la
convergence globale est atteinte (méme avec une énergie de départ tres grande : 487 pour
la compression) mais qu’elle nécessite un grand nombre d’itérations a la fois BFGS et “
line search ”; il semblerait donc judicieux dans les perspectives de cette these d’améliorer
le schéma de résolution globale.

2.7.3 Traction/Compression uniaxiale

Nous pouvons finalement comparer la réponse en traction avec celle en compression
en tragant sur la méme figure (Fig. 2.24) les deux réponses. Des différences significatives
peuvent étre observées, tout d’abord, au niveau de la contrainte limite macroscopique avant
rupture. En effet, pour la traction elle vaut 30 kN alors que pour la compression elle vaut
115 kN. Ensuite, il est possible de noter une différence au niveau de la quantité d’énergie
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Champ de Déplacement (mm)
0,4

w‘ ! '.u

(a) Champ de déplacements au dernier pas de temps pour la compression uniaxiale
Ouvertures (mm)

0 0,344005

(b) Elements cassés au dernier pas de temps pour la compression uniaxiale



2.7. CHARGEMENTS MACROSCOPIQUES SIMPLES

Ouvertures (mm)

0,1 0,2 0,3
0,017201 0,344005

—

(c) Elements cassés seuillés au dernier pas de temps pour la compression uniaxiale

F1G. 2.21 — Visualisation de la fissuration pour un essai de compression uniaxial

log(Ey)

10710
10712
10714
10716
10718 1 1 1 1 1

1 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
Itérations BFGS

Fic. 2.22 — Convergence du calcul pour ¢57 pour la compression uniaxiale
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100 120 140 160 180 200 220 240
Itérations BFGS

Fi1a. 2.23 — Activation du line search pour t57 pour la compression uniaxiale

dissipée (aire sous la courbe). Cette dissymétrie de comportement est caractéristique des
matériaux quasi-fragiles comme le béton.

40 T T T T T T T T
Traction

20 Compression = — — —

o :

-20 e -

40 . : .

Forces (kN)

60 — -, -
-80 \ e —]

4100 . . : .

-120 | | | | ! ! ! I -

-0.07  -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02
Déplacements (mm)

Fia. 2.24 — Efforts-déplacements imposés pour un essai de traction et compression uniaxial

D’un point de vue expérimental, la valeur du rapport entre la contrainte limite avant
rupture en compression et celle pour la traction proposée dans la littérature pour un béton
est de l'ordre de dix. Or, si nous regardons les résultats numériques obtenus, nous avons
plutoét un rapport de quatre. Cela est du en partie au fait que, parce que nous avons
choisi de travailler avec des éléments barres, nous ne pouvons pas piloter le coefficient de
Poisson ; de ce fait toute la physique du cisaillement qui se produit lors de la compression
n’est pas prise en compte (glissement des spheéres sur le mortier). Ainsi, I’énergie libérée
qui apparaitrait par les contraintes de cisaillement est perdue. Cela justifie aussi, en partie,
de développer le chapitre deux de cette these ol nous avons essayé de travailler avec des
poutres de Timoshenko, en ajoutant le caractere quasi-fragile.
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2.7.4 'Traction hydrostatique

Le troisieme calcul réalisé est un essai de traction hydrostatique. Cette essai consiste a
mener un essai de traction simultanément dans les directions X, Y et Z. Les propriétés géo-
métriques et matérielles sont les mémes que pour 'essai de traction uniaxial. Les courbes
efforts (somme de toutes les forces nodales dans les directions X, Y et Z)-déplacements
imposés sont représentées sur la figure 2.25. L’isotropie du comportement pré-pic est vé-
rifiée ; quelle que soit la direction de chargement, les valeurs du module de compressibilité
macroscopique et de la limite ultime avant rupture macroscopique sont inchangées. Cette
propriété est directement liée a la triangulation de Delaunay utilisée pour mailler le do-
maine.

Nous pouvons ensuite comparer les réponses obtenues pour I’essai de traction uniaxial
et pour l'essai de traction hydrostatique suivant la direction X. Cela est illustré sur la figure
2.27. Cette comparaison permet de calculer un coefficient de Poisson macroscopique ; en
effet la pente de la réponse pour l'essai de traction uniaxial nous donne la valeur du
module de Young (F) et celle pour 'essai de tri-traction trois fois la valeur du module de
compressibilité (3K). Par la relation

3K - F
V= 6K (2.54)
il vient v = 0.25.

Finalement, la fissuration est encore observée du point de vue du champ de déplace-
ments (Fig. 2.26(a)) et des éléments cassés (Fig. 2.26(b) et 2.26(c)). Contrairement & la
traction uniaxiale, plusieurs macro-fissures sont présentes et se rejoignent (Fig. 2.26(b))
découpant ainsi le cube en plusieurs blocs distincts. La encore, la tortuosité observée (Fig.
2.26(c)) est due a la présence des inclusions élastiques.

40 T T

T
Direction-X
35 Direction-Y - = = = —
Direction-7Z - +--+-+-

30 —

25 —

20 =

15 =

Forces (kN)

10

0 0.005 0.01 0.015 0.02
Déplacements (mm)

Fia. 2.25 — Efforts-déplacements imposés pour un essai de tri-traction

Dans le deuxieme chapitre de cette these, les points-clés des modeles a discontinuité
forte ont été présentés; les deux approches d’implantation numérique de ces modeles ont
aussi été discutées : la Discrete Strong Discontinuity Approach permettant d’introduire
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Champ de Déplacement (mm)
u".& S
0 0,0378

(a) Champ de déplacement au dernier pas de temps pour la tri-traction

OQuvertures (mm)
0,01 ‘0,|02||
0 0,027871

(b) Elements cassés au dernier pas de temps pour la tri-traction



2.7. CHARGEMENTS MACROSCOPIQUES SIMPLES 93

Ouvertures (mm)

0,01 0,02
U

0,000836 0,027871

(g

(c) Elements cassés seuillés au dernier pas de temps pour la tri-traction

F1G. 2.26 — Visualisation de la fissuration pour un essai de traction hydrostatique

40 T

T T
Traction hydrostatique : direction-X —
35 Traction uniaxiale : direction-X — - = =

0L/ ______ i

Forces (kN)
[\
o
I
\
\
\

O 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02

Déplacements (mm)

Fia. 2.27 — Efforts-déplacements imposés pour un essai de tri-traction et de traction
uniaxiale pour la direction X
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la surface de discontinuité par considération du mode de rupture a été retenue. Ensuite,
par la flexibilité de la E-FEM et de la méthode des Modes Incompatibles, 1’élément barre
bi-phasique présenté au chapitre un a été enrichi par un deuxieme mode incompatible Go
permettant d’incorporer la fissuration. Puis, des validations de ’algorithme local permet-
tant le calcul de [|u|] et [|e|] ont été exposées : la convergence (barres homogene et hétéro-
gene) et 'objectivité de la solution a I’égard du maillage (une et trois dimensions) ont été
étudiées. Finalement, des résultats numériques obtenus avec le modele treillis spatial sous
divers chargements ont été considérés : traction, compression et traction hydrostatique.
Nous avons aussi vu que le modele barre manque de physique pour représenter une réponse
en compression : le coefficient de Poisson n’est en effet jamais piloté.

Dans le prochain chapitre, nous allons présenter une alternative aux éléments barres, a
savoir les poutres de Timoshenko. Contrairement aux barres, elles présentent I’avantage de
pouvoir introduire un coefficient de Poisson. Par ailleurs, la démarche menée au chapitre
un dans la partie 1.5 sera appliquée au cas des poutres. De ce fait, elles pourront aussi
présenter un caractere bi-phasique.



Chapitre 3

Perspectives pour la modélisation
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Dans le premier chapitre de cette theése, nous avons présenté le type de maillage élé-
ments finis retenu : il repose sur un treillis spatial formé d’éléments barres. Toutes les
validations qui ont été menées (convergence du maillage, calcul de VER) ont principale-
ment concerné le module de compressibilité ; & aucun moment, les notions de “ coefficient
de Poisson ” ou “ module de cisaillement ” n’ont été abordées, et ce parce qu’'un élément
barre ne prend pas compte la raideur en cisaillement ; de ce fait, il n’y a pas de possibilité
d’introduire un coefficient de Poisson pour chaque barre. Cette lacune nous empéche ainsi
de mener pour le module de cisaillement G une étude de VER similaire a celle que nous
avons pu conduire pour le module de compressibilité, rendant ainsi impossible la définition
d’une valeur effective G¢/f. C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous allons présenter une
perspective différente pour la modélisation de matériaux hétérogenes, a savoir 1'utilisa-
tion de poutres de Timoshenko. Ainsi, la premiere partie de ce chapitre va, tout d’abord,
rappeler succinctement la cinématique et l'interpolation éléments finis d’une poutre de
Timoshenko. Puis, dans la deuxieme partie, la E-FEM et la méthode des Modes Incom-
patibles seront de nouveau appliquées afin d’intégrer le caractere bi-phasique aux poutres.
Finalement, dans la derniere partie, une validation concernant la convergence du maillage
sera présentée.

3.1 Cinématique d’une poutre de Timoshenko et
discrétisation éléments finis

3.1.1 Cinématique d’une poutre de Timoshenko

Nous considérons une poutre de Timoshenko de longueur ¢. L’axe de la poutre est
porté par la direction z et les directions y et z sont telles que le repere (z,y, z) soit direct.
Nous appelons u, v et w respectivement le déplacement axial (selon x) et les déplacements
transversaux (selon y et z), 6, la rotation de la section de la poutre autour de y et 6,, la
rotation de la section de la poutre autour de z. A partir de ces grandeurs, nous pouvons
définir la cinématique d’une poutre de Timoshenko :

)= 20 ) = D ), e = 20D ), )
Ky(x) = 60(;;1:)7 K (x) = 86:;;@ (3.2)

ou €(z), yp(x) et Kp(x) (p = v, w) représentent respectivement la déformation axiale, le
glissement et la courbure.

Dans la théorie des poutres de Timoshenko, la section de la poutre reste plane apres
rotation mais, contrairement aux poutres d’Euler-Bernoulli, la section de la poutre n’est
pas orthogonale a ’axe de la poutre dans la configuration déformée. En termes d’éléments
finis, I'interét de cette théorie est que la rotation de la normale n’est plus liée a la pente par
dérivation : cela implique qu'une simple continuité C¥ est nécessaire pour les grandeurs
u, v, w et 0, (p = v,w). De ce fait, ces dernieres vont pouvoir étre interpolées avec les
fonctions de forme classiques d’un élément barre a deux noeuds.
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3.1.2 Interpolation éléments finis

Nous considérons une interpolation a deux nceuds d’une poutre de Timoshenko : le
neceud 7 a ainsi cing degrés de liberté, un déplacement axial u;, un déplacement transversal
v;, un déplacement transversal w;, une rotation 6; , et une rotation 6;,,. Comme précisé
précédemment, I'interpolation est réalisée avec les fonctions de forme d’un élément barre
a deux noeuds N; (Fig. 3.1(a)) et Na (Fig. 3.1(b)).

(a) fonction de forme Ny (b) fonction de forme N»

Fi1G. 3.1 — Fonctions de forme d’un élément barre a deux nceuds

La discrétisation de u, v, w et 6, (p = v, w) pour un élément e est ainsi obtenue :

<

u(x) = Njup + Naug = Nu
(.7}) = Njvy + Novg = No

w(x) = Nywy + Nowys = Nw (33)
Qv(x) = N191,U + N292’U = N0v
Qw(az) = N1917w =+ N2927w = New
avec
N = [Ny; Noj (3.4)
_|m _|n _|w _ |to _ 0w
o AR R R Vo L ol I
Nous pouvons, ensuite, discrétiser €, v, et £, (p = v, w) tels que :
e(x) = Bu
V() = Bv — N6,
Yuw(z) = Bw — N6y (3.6)
Ky(x) = B,
Fw(2) = B0y,
avec
B =[-1/¢;1/¢) (3.7)

Comme nous ’avons dit en introduction, nous souhaitons travailler avec des poutres afin
de rajouter une raideur en cisaillement et étre ainsi en mesure, au niveau de chaque poutre
du treillis, de controéler le coefficient de Poisson ; et donc, comme pour le cas du module
de compressibilité, de déterminer un module de cisaillement macroscopique. Par ailleurs,
le coefficient de Poisson étant introduit directement par l'intermédiaire des contraintes de
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cisaillement avec la relation 7, = G, (p = v,w), nous avons décidé d’'utiliser des poutres
de Timoshenko “ dégénérées ” pour lesquelles la rotation 6, (p = v,w) est nulle; cela
permet, en plus, de restreindre le nombre de degrés de liberté par rapport a un élément
barre et d’éliminer la présence des inerties qui, contrairement a la section de la barre,
ne sont pas déterminées par le pavage de Voronoi et nécessitent donc une identification.
Finalement, €, v, et k, (p = v, w) s’écrivent :

e(r) = Bu

Yw(x) = Bv

’yw((x)) = Bw (3.8)
Ky(z) =0

Kw(z) =0

Dans la prochaine partie, nous allons & nouveau utiliser la E-FEM avec la méthode des
Modes Incompatibles. L’application va, cette fois-ci, concerner 1’élément poutre évoqué
ci-dessus ; comme pour la barre, il va étre coupé en deux au niveau de 'interface
agrégat /mortier avec désormais deux propriétés mécaniques : le module d’Young et le
module de cisaillement.

3.2 Meéthode des Modes Incompatibles : application a une
poutre de Timoshenko

Rappelons tout d’abord le probleme éléments finis a résoudre, obtenu par la méthode
des Modes Incompatibles dans la partie trois du chapitre un :

e fen —f] = 0 (3.9a)

G '5(Bd+ Ga)dQ) = 0 Vee [L,num] (3.9b)
Qe

= / BT5(Bd + Ga)dQ
Qe

Appliquons-le alors au probléme d’un élément fini poutre bi-phasique.

Comme dans le cas de I’élément barre, se pose le probleme du choix du mode in-
compatible G. Celui-ci doit, de nouveau, vérifier la condition de moyenne nulle (1.23) et
représenter un saut fini dans le champ de déformations (discontinuité faible); il sera le
méme que celui du chapitre un, soit G?/ ® Notons que pour un élément poutre, a est un
vecteur contenant trois inconnues : [|€|], [|V|]v, [|V/]w-

Nous rappelons que la fonction Gch/ ® gécrit

(3.10)

o/ _ g?:—lé .z €0,6/)
1 GF = g . w € 166,0])

dans le cadre d’un élément poutre elle est égale a é?/ ? La figure 3.2 permet de visualiser
les deux phases avec par exemple en bleu le mortier et en vert le granulat, la limite entre
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phase @ phase @
i ®

~-% 00 i

F1c. 3.2 — Mode incompatible pour un élément poutre bi-phasique

les deux phases étant paramétrée par un scalaire adimensionnel 6, ¢ étant la longueur
de la barre. Contrairement a ’élément barre du premier chapitre, les deux phases sont
caractérisées par leur module d’Young (E7, E2) et en plus par leur module de cisaillement
(G1,G2) respectifs.

En prenant en compte la fonction G?/ ®, les champs de déformations pour la phase @
et @ s’écrivent :

¥ = Bu + GY[[e[]
¢® = Bu + GY|le]
7 = Bv + Gyl
(3.11)

’75@ = Bv + G?H’Y”v

Yo = Bw + G¥[|7]w

Ve = Bw + GY[|7]]w

Il est alors ensuite possible d’expliciter les lois de comportement dans chaque phase de la
poutre :

P(Bu + GY[le]]) = E1 €® = Ey (Bu + GY[|e]])
5%(Bu + GY[|e]]) = B2 €® = By (Bu + GY[|e]])
7 (Bv + GY[[V]ly) = G174y = G1 (Bv + GY[7]v)
(3.12)
72(Bv + GY[|7]]y) = G274 = G2 (Bv + GY[|]]v)

7 (Bw + G [llw) = G117y = G1 (Bw + GT[|7]]w)

7®(Bw + G [h]Jw) = G2 vy = G2 (Bw + GT[|7]]w)
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La encore, pour plus de clarté, nous écrirons :

5®(Bu + GY[le]])) = 5% (u, [|¢]])
7®(Bu + GY[le]])) = 5% (u, [|]])

7P (Bv + G [lle) = 7% (v, [[7]l)

(3.13)
7:1,®(B'v + G?H’Yuv) = ﬁ,®(v, [17]])
7:w®(B'w + G?H’Yuw) = T;u®('wv edl™
L 7:w®(B'w + G?H’YHM) = T;u®(wa [[7/]w)
Finalement, le systeme 3.9 s’écrit dans le cadre d’une poutre bi-phasique :
Zil{ﬂ [ fnt(d7 HeH? [’7“1}7 HfYHw) - zxt] =0 (3148‘)
G502 40 = 0 Ve € [1, o] (3.14b)
Qe
G722 40 = 0 Ve € [1, nm] (3.14c)
Qe
/ G P72/ 40 = 0 Ve € [1, nu] (3.14d)
Qe
ou . -
Jo,. B By (Bu+ GP[lel]) A + [, BBz (Bu + GYle]]) dQ2
G =2 Jo,. BTG (Bv+GYlyllo) A + [, BT G2 (Bv + GP|[y[ls) A2
le’e BTGy (Bw + GP[|y[)w) A + szye BTG2(Bw + G¥[|7|Jw) A2
(3.15)

Les équations (3.14b), (3.14c) et (3.14d) proviennet de 'ajout des trois discontinuités
faibles. En suivant le méme raisonnement qu’au chapitre un, elles peuvent étre explicitées
sous la forme :

hHeH =-5%+5%=0
iy, = —To + 70 =0 (3.16)
Plile = =T + 7y = 0

Il est maintenant possible de linéariser (3.14) par rapport a w, v, w, [|e|],[|7]]» et [|7|]w
afin d’obtenir le systeme matriciel a résoudre. A chaque pas de temps n, il est nécessaire
d’itérer k fois pour arriver a la convergence du probléeme. Soit X une équation d’équilibre
dépendante des variables =;, la linéarisation de X par rapport a =; s’écrit alors :

(k)
n+1

(k+1)
=0 (3.17)

—_

—
—1

L(X)=X

(k) 0X
n+1 + Z 0=

7

n+1
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3.3 Linéarisation du probléeme (3.14)

3.3.1 Linéarisation de (3.14a)

3.3.1.1 Linéarisation par rapport a u,v et w

Iei X = Zi”l”[ Ce(u v, w, (€], [V, [7)]w) — Féae) et les variables Z; sont u, v et
w. La linéarisation de (3. 14a) donne alors :
n (k) (k+1) v |(F) (k+1)
netm [ / il N L T / BT | A" 4
0, Oulnt1 n+1 Q. 0v Int1 Int1
/ BT aTw k) (k+1) dQ] _ nelm[ e _ € ]‘(k) (318)
ow n+1 n—l—l B e=1 int ext n+1’
qui se décompose en
n (k) (k+1) v |(K) (k+1)
eelin[/ BT@U Oe dQ—I—/ BT(‘?TU oy v 40
Q. Je Ou In+1 n+1 Q 0%y OV Int1 n+1 (3.19)
OTw Oy |(F) (k+1) Ner (k) '
Brorw AQ] = Al e fe ’
+ /Qe 6711) ow n+1 w n+1 ] e=1 [ wnt ext] nal
ou encore
n (k) (k+1) v o |(F) (k+1)
ei{”[/ B " Ay dQ+/ o7 B‘ Aol A0
Q. 86 n+1 n+1 Q. 8% n+1 n+1
B 0w g 0+ I L (3.20)
/ a’)/w nil w il ] — T i re=1 [ int emt] ‘n—i—l

En introduisant les relations de comportement et en prenant en compte les différents F
(E1, E2) et G (G1, Ga), il vient alors :

(k+1)

n (k+1)
T / BTElBAu d91+/ BTE,BAu dQ,

n+1

(k+1)

T (k+1)
+/ B'G{BAw Aoy dQs
Q n

n+1

k+1
D 0]
n+1

+ / BTGyBAw
fe2 (3.21)

(k+1)
+ / BTGlBAw‘ o, + / BTG,
Qe,l n+1 Qe,2

(k)

= AL [l - Fol|

En intégrant sur les domaines {21 et {)c 2, avec A la section de la poutre, nous obtenons :

1)
n+1

(k+1)

n (k+
i [BTE1BAw OAL + BT Fy C(—0)A

(k+1) - (k+1)
) 0Al + B GoBAwv . (1-6)A¢
n-+ n

+1) (k+1)

n+1 n+1

+ BTG,BAv

(3.22)
+ BT,

(1—0)A/]

(%)

_ A Telm [ ee
[ n+1

_ fe ]
e=1 int ext
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ou encore

nelm T (k+1)
T [BY (0B, + (1 — 6)E3)AlBAu

- (k+1)
+ BT(0G1 + (1-0)G2)AlBAw|
“ " (3.23)

n+1

n+1

(k+1) Nelm .
+ BT(Gl + (1 - Q)GQ)AEBA’WL_H ] e= ll [ int fe:pt] ‘

3.3.1.2 Linéarisation par rapport a [|e|],[|7]], et [|7]]
Iei X = AT

et [Fine(w v w, [[el], [, (1 1],) — 8
et [|]] i

Ct) et les variables Z; sont [|e]], [|v]],
- La linéarisation de (3. 14&) donne alors :

(k)

Nelm [

06
e=1 BT

0. Ol
7 OTw
v B e

qui se décompose en

n 05 e |(F)
o BT — ——
e=1 [/Qe de 9[e |]‘n+1 [6
OTw OV |(
+/ BT %
Q. 0w H’YH

(k+1)
Alle]] N+ [ B
n+1 n+1

Alhl[ " an
0.7 o,

(k) (k+1) B Netm [ pe e 1]
Al 0] = ~AZY [f — £2]|

T OTy

n+1

(3.24)

n+1

(k)
n+1

(k+1)
dQ
n+1

dQ+/ BTaT’U 671)
8'711 v

" Alhll| 0] = - AL [r5 -

Al

(k)
n+1

ea:t]

(3.25)

ou encore

nelm / BT aO' ®/®
n+1

OTw
/ I o G®/®] Al

Alle H Yao + / BT&TUG@@’ Ally |]
n+1 n+1
(k+1)

(k)
ntl ] - = :iqn[ fnt - ::rt] ‘n—i—l

(3.26)

En introduisant les relations de comportement et en prenant en compte les différents F
(E1, E9) et G (G1,G2), cela donne :

Nelm (k) (k+1)
el [/ BTE1G®‘ Alle |]‘ d91+/ BTEGE| " Allel)| a0,
Qe,1 Qe n+1 n+1
(k) (k-‘rl (k) (k+1)
/ 866t Al / 86| Al a0,
, (3.27)
/ BT01G®] INCTD \+ d§21+/ BTGQG@)’ Al ]+ d0]

= _ "elm[ e e ]‘(k)

e=1 int ext nal
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En remplacgant G? et G%} par leur expression et en intégrant sur chaque domaine 2 1 et
2c2, avec A section de la poutre, il vient :

+1)

et (41
- BT mn I A+ BBl A

+1) (k+1)
- BTGA[IVHU CA+BIGA[| A
BTG Al - A+ BTG [t 'A] -
Lol 22y
(k)
_ _Anelm e
[ int fe:vt] ntl
ou encore
neim (k+1) (k+1)
G [BT(—Er + B)AA[el)| " + BT(=G1 + G)AA [,
o o e
+ BT(_GI + GQ)AAHFYHW‘TL_H ] = eelin [ int femt] ‘ nl
3.3.2 Linéarisation de (3.14b)
(3.14b) s’écrit : hyg) = —6% 4+ 6% = 0. En utilisant (3.17), la linéarisation de (3.14b)
est :
(k) 3h[|6|] (k) (k+1) ah“ ¢ (k+1)
_ 3.30
£y = by T ntl Inl N Ole]] In+1 Alle |]‘n+l (3:30)
ou encore
Ohyje) Oe | (k) (k+1)  Ohygp De (k) (k+1) (k)
—_— A —h 3.31
Bc Oulni1 g e O[le] In+1 HEH‘n—I—l [l (3:31)
En utilisant les lois de comportement, il vient alors :
k1) Fy E, (k+1) (k)
i = — .32
BY(-By+ B)du| 4 (g + g Al =il (3.32)

3.3.3 Linéarisation de (3.14c¢)

(3.14c) s’écrit hy
nous aurons :

e = —7¥ 4+ 7% = 0. Par analogie avec la linéarisation précédente,

(k+1) G Go (k+1) (k)
4

BT (=G + G| | (G g Al = i, (3.33)

n+1

3.3.4 Linéarisation de (3.14d)

(3.14d) s’écrit hy
vient :

o = —79 4+ 72 = 0. Par analogie avec la linéarisation précédente, il

(k+1) G Go (k+1) (k)
+

. (7 + a—0)1 DA =P, . (3.34)

( G1+ Ga)
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Finalement, en écrivant les équations 3.23, 3.29, 3.32, 3.33 et 3.34 sous forme matri-
cielle, nous avons :

(k) . i
Ij{ Alle] AL, [y, Ad \ " A, — Fe] \
ey 20 0 Allel] _ ~hy
a%yl]v 0 " 0 Al e
afyy, O 0 v ) MBI /oy Rl -
(3.35)
avec

K =A""[BT(0E + (1 - 0)E)AB + BY(0G1 + (1 - 0)G2)AlB
+ BT(G1 + (1 - 0)G2)ALB]
o) = B' (—E1 + E3)A

ajy), = afy, = BT (—G1+ G2)A (3.36)
BB
r=Gr iz
G G

= T Ao

3.3.5 Procédure de résolution du probleme (3.35)

La procédure de résolution de (3.35) se fait, la encore, & deux niveaux : le niveau global
qui correspond & (3.14a) et le niveau local a (3.14Db), (3.14¢) et (3.14d). Dans lesprit de la
“ operator split method 7, A[|e|]]® Y, Aly[lo ¥+ et A[|v[]w* Y sont tout d’abord calculés
durant letape locale pour une Valeur de d,41 fixe. Cela revient a calculer localement
Alle]* V) Ayl 5 et Allv[]w ¥ Y par Iintermédiaire du systéme en rouge dans (3.35).
Une fois cette étape terminée, une condensation statique [Wilson, 1974] est réalisée sur
Alle]]*D Ay, 5 et A[\’y\]w(kﬂ) conduisant & une équation d’équilibre global avec
une matrice de rigidité modifiée K. L’algorithme traitant de la résolution locale est détaillé
dans Alg. 3. Il est rappelé que les équations (3.14b), (3.14c) et (3.14d) sont linéaires, il n’y
a donc pas besoin d’itérer pour calculer Afle[]** ) Ally|l,* Y et Ally|]w*Y, ils sont
calculés directement (étapes 4, 5, 6 de Alg. 3).

Une fois I’étape locale terminée, les résidus hycj, hyjypp, €t iy, sont égaux a zéro. Le
systeme 3.35 se réécrit :

(k)

(k) neim e ee
IT( el Clvlle Ayl Ad (k) — A [Fone — Fent)
aqu q P00 0 Alle]] _ 0
%ﬂ”v 0 r 0 Allyvl]o 0
o O O T N A Sy ! il

(3.37)
ott Alle]®+D, A[y15 et Aly%HY sont désormais connus.
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Algorithm 3 Procédure locale pour un élément poutre bi-phasique

1: calcul du résidu: hflj)l] = —590) 4 59.0)
2: calcul du résidu: hﬁj)l] = —7, ()+T ,(7)
3: calcul du résidu : hflj’Y)H = —7,00) 4 7, @0)
‘ B
4: calcul de 1’incrément : A[|e|}(]+1) = _%
71_|_ 2
ot T -0y
()
G "l

5. calcul de 1’incrément : Al|yl[], e Gy
o T oo
(4)

6: calcul de 1’incrément : A[h”w(ﬁ-l) — _G}LL”U&
ot o
7: mise & jour de 1’incrément : [|€|](j+1) = [|6H(j) _|_AH6H(J‘+1)
8: mise & jour de 1’incrément : ny”l,(j“) = [‘7‘]1()3') + AH,YHS}J'-H)
9: mise & jour de 1’incrément : [|fy|]w(j+1) - [hHg) +A[I’7H§Z“)
10: mise & jour : g0 &0+
11: mise & jour : 7:1,®’(j“)7 7,@:0+1)
12: mise & jour : T;U®’(j+1)’ TZU®7(j+1)

La seconde étape consiste alors a réaliser la condensation statique de A[|€|](k+1),

H'y\] (k1) gt A[]’y\] (k+1) Tes trois dernieres lignes du systéme 3.37 peuvent étre écrites :

(k)
H Hn’i‘:'ll) _ [\ I Adgfll)
(k+1) (k)
— M]v (k+1) 3.38
Al = - one | gt (3.38)
(k+1) (k)
1w (k+1)
Alllla| - ==t 7 AdTEY,

ce qui donne en injectant dans la premiere ligne de (3.37) :

(), - aj)afy ®)_ Ol O

T
®)_ Sl Ul (®) ) Al

ntl P Intl r n+1 r n+1 ntl (3.39)
etm )
= Z:ll [ int femt] ‘
ou encore
> (k) k+1) elm (k)
Kn—i—lAd?(H—l - AZ ll [ int zxt] ‘nJrl (340)
avec . . .
T O N e L 1)) A (1) P () P
n+1 n+1 ) n+1 r n+1 T n+1
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Notons encore que 'on retrouve un probleme éléments finis classique a résoudre ou I'in-
crément Ad*t1) est cherché. K prend en compte les termes de la linéarisation de 3.14 et
a la méme taille que K ; ’ajout des trois inconnues locales ne se répercute pas au niveau
global, la taille du systeme global & résoudre est inchangée.

Nous constatons finalement que la technicité de résolution du probleme 3.14 est la
méme que celle utilisée au chapitre un. Dans la prochaine partie, nous parlerons a nouveau
de convergence du maillage treillis ; cette fois-ci, le module de cisaillement sera aussi étudié.

3.4 Convergence globale en élasticité homogene

Afin de valider ce processus de maillage en élasticité homogene, nous avons repris la
méthode utilisée au chapitre un en partie 1.4.1 : l'effet de la densité de maillage sur les
valeurs, calculées par simulations éléments finis, du module de compressibilité macrosco-
pique K4y d’une part et du module de cisaillement macroscopique G g d’autre part,
est étudié. Nous rappelons que le domaine d’étude est un cube de 100 mm de c6té et que
la densité de maillage varie de 757 & 0,30 mm?/élément. Les figures 3.3 et 3.5 montrent
que le module de compressibilité K., €t le module de cisaillement Ggjeq 00t tous deux
un comportement asymptotique et tendent a se stabiliser lorsque le maillage est raffiné.

Finalement, I’écart relatif e entre la valeur exacte des modules de compressibilité (=
5556 MPa) et de cisaillement ( = 4667 MPa) et celle calculée par simulations numériques
est étudié. Cela est illustré sur les figures 3.4 et 3.6 : pour 1458000 degrés de liberté,
Perreur relative pour le module de compressibilité est de 0,284 % et de 0,267 % pour le
module de cisaillement. Un écart relatif e inférieur & 1 % comme critere de convergence
peut de nouveau étre fixé; celui-ci est atteint autour des 300000 degrés de liberté pour
Kcalcul et Gcalcul-

5600 T T T T T T T
1575751 0 N =

5500 [ —
5450 { _
5400 - _
5350 |- —

K (MPa)

5300 |- —
5250 |- —
5200 | Kcalcul ——

5150 1 1 1 1 1 1
0 200000 400000 600000 800000 10° 1.2 x 10 1.4 x 10°

Degrés de liberté

Kexaclt

Fia. 3.3 — Effet de la densité de maillage sur la convergence globale du module de com-
pressibilité macroscopique en élasticité homogene

La méme remarque qu’au chapitre partie 1.4.1 peut étre faite : la valeur numérique
de convergence du maillage obtenue (autour des 300000 degrés de liberté) correspond au
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log(e) (%)

10000 100000 108
Degrés de liberté

0.1 L - - '
1000

FiG. 3.4 — Effet de la densité de maillage sur I'erreur globale entre le module de comprés-
sibilité macroscopique exact et celui calculé en élasticité homogene

4200 T T T T T T T

4150 =
4100 H —

4050 _

G (MPa)

4000 - ]
3950 |- —

3900 & Gcalcul —— ]

exact
1 1

3850 1 1 1 1 - )
0 200000 400000 600000 800000 10° 1.2 x 10 1.4 x 10°

Degrés de liberté

Fia. 3.5 — Effet de la densité de maillage sur la convergence globale du module de cisaille-
ment macroscopique en élasticité homogene
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10 T 1 T 1 T 1

log(e) (%)

" 1 " " " 1 " " " 1
10000 100000 108
Degrés de liberté

0.1 =
1000

Fia. 3.6 — Effet de la densité de maillage sur I’erreur globale entre le module de cisaillement
macroscopique exact et celui calculé en élasticité homogene

cas d’un essai de traction hydrostatique pour le module de compressibilité et d’un essai
de cisaillement pure pour le module de cisaillement, avec des conditions aux limites de
type déformations homogenes appliquées sur la surface du cube; cette valeur de degrés
de liberté n’est donc pas représentative de tous les essais et de toutes les conditions aux
limites. Elle permet cependant de valider la méthode de génération du maillage dans un
cas particulier.

La prochaine sous-partie va traiter de nouveau de la convergence du maillage mais cette
fois-ci, en élasticité hétérogene. La encore, I’étude va porter sur le module de compressi-
bilité (comme au chapitre un) et sur le module de cisaillement. Les trois mémes fractions
volumiques qu’au chapitre un sont considérées : 23, 30 et 37 %.

3.5 Convergence globale en élasticité hétérogene

Nous reprenons la méme méthode que dans la partie 1.7.3 du chapitre un : Deffet
de la densité de maillage sur les valeurs des modules de compressibilité apparent KPP
et de cisaillement apparent G%P calculées par simulations éléments finis pour différentes
fractions volumiques d’inclusions P (23 %, 30 % et 37 %) est étudié. Le domaine d’étude
Q) est encore un cube de 100 mm x 100 mm x 100 mm de coté. La encore, la géométrie de
la microstructure reste inchangée, mais différentes densités de maillage sont utilisées (voir
Fig. 3.9(a) et Fig. 3.9(b)).

Le module de compressibilité (de cisaillement) du mortier K; (Gp) vaut 5556 MPa
(4167 MPa) et celui des inclusions Ky (G2) vaut 38889 MPa (29166 MPa). Pour le calcul
de KP_ des conditions de déformations homogenes sont appliquées sur les faces du cube
telles que

ulpq = Ex.x avec Ex = (3.41)

S O wi=
O wl— O
W= O O
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Le module de compressibilité apparent KPP est déterminé par la relation
1
K% = gtrace<0'>, (3.42)

en faisant I’hypothese que la réponse est isotrope.
Pour le calcul de G*P, des conditions de déformations homogenes sont appliquées sur
les faces du cube telles que

0 3 0
u|pn = Eq.x¢ avec Eg = % 0 0 (3.43)
0 0O
Le module de cisaillement apparent G*PP est alors déterminé par la relation
Gapp = <0’12> (3.44)

en faisant I’hypothese que la réponse est isotrope.

Les figures 3.7 (la méme qu’au chapitre un) et 3.8 montrent la convergence du module
de compressibilité apparent et du module de cisaillement apparent en fonction du nombre
de degrés de liberté : ici aussi, quelles que soient les fractions volumiques étudiées, une
valeur asymptotique est atteinte. Comme vu au chapitre un, il faut a peu pres, quelle
que soit la fraction volumique, 300000 degrés de liberté pour avoir une variation de la ré-
ponse inférieure & 1 % pour le module de compressibilité. Pour le module de cisaillement,
il faut a peu pres 400000 degrés de liberté. La figure 3.9(a) représente la microstructure
générée pour P, = 30 % et la figure 3.9(b), le champ de déplacements au dernier pas de
temps obtenu en fonction de la finesse du maillage pour les conditions aux limites (3.43).
Il est important de noter, comme pour le chapitre un, que la valeur de degrés de liberté
obtenue pour le module de cisaillement (400000) correspond seulement au cas de condi-
tions aux limites en déformations homogenes. Il serait intéressant de la comparer avec des
résultats obtenus avec des conditions aux limites en contraintes homogenes ou périodiques.

Ce chapitre a été 'occasion de proposer une perspective différente a 1'utilisation des
éléments barres bi-phasiques, a savoir des poutres de Timoshenko bi-phasiques dont la ci-
nématique de rotation a été éliminée et ce afin de conserver un nombre de degrés de liberté
restreint et d’éliminer le probleme d’identification des inerties. L’étude de la convergence
du maillage en élasticité hétérogene nous a fourni des valeurs en termes de degrés de liberté
a partir desquelles la variation relative de la réponse reste inférieure & 1 %. Cette étude n’a
été menée que pour des conditions aux limites en déformations homogenes, il faudrait donc
la poursuivre avec des conditions aux limites en contraintes homogenes et périodiques. De
plus, une étude pour déterminer la taille du VER pour le module de cisaillement pourrait
étre envisagée et le volume obtenu pourrait alors étre comparé avec celui obtenu pour le
module de compressibilité. A ce stade de développement, seul le comportement linéaire
bi-phasique de la poutre a été étudié; il faudrait en plus du caractere bi-phasique étre
capable d’incorporer la fissuration au sein de chaque poutre afin de prendre en compte,
dans les réponses macroscopiques, aussi I’énergie dissipée en mode II. Cette perspective
sera rappellée en conclusion de cette these.
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FiG. 3.7 — Effet de la densité de maillage et de la fraction volumique P> sur la convergence
globale du module de compressibilité apparent
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Fia. 3.8 — Effet de la densité de maillage et de la fraction volumique P> sur la convergence
globale du module de cisaillement apparent
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(a) Microstructure (Pz = 30 %) : de 97190 & 3257000 éléments

Champ de déplacements
(b) Champ de déplacements (P> = 30 %) : de 97190 & 3257000 éléments (conditions aux limites (3.43))

20 a0 ... 88
[
0 70,71068
N
e

F1a. 3.9 — Microstructure (P, = 30 %) et champ de déplacements (conditions aux limites
(3.43))
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Dans le dernier chapitre, nous allons revenir aux éléments barres pour s’intéresser a
deux exemples permettant d’illustrer 'approche multi-échelle séquencée : la modélisation
d’une surface de rupture macroscopique deux dimensions et le calcul d'un tenseur de
perméabilité macroscopique seront ainsi étudiés.
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Les deux exemples numériques suivants vont étre ’occasion d’illustrer ’approche multi-
échelle séquencée. Nous rappelons que cette derniere s’inscrit dans le cadre des méthodes
d’homogénéisation numérique et qu’elle consiste a réaliser une séquence de calculs (ana-
lytiques ou numériques (éléments finis)) menés a I’échelle fine permettant de fournir soit
des réponses constitutives du matériau étudié a partir desquelles des modeles macrosco-
piques vont étre identifiés a posteriori (modeles qui permettront ensuite de mener une
analyse éléments finis & I’échelle structurelle [Colliat et al., 2007]), soit des informations
de type morphologique (détermination de la taille d’'un VER [Kanit et al., 2003]). Les deux
exemples présentés illustrent la premiere possibilté d’utilisation.

Le premier exemple s’inscrit dans le cadre des problemes de chargements complexes
(non-proportionnels, bi-axiaux...) d’une éprouvette en béton. Cette problématique est pré-
sente dans le nucléaire en considérant I’exemple d’une enceinte de confinement soumise a
une pression interne dont la modélisation numérique nécessite un chargement bi-axial. Il
serait alors intéressant numériquement de posséder une machine d’essais virtuels permet-
tant d’imposer sur une éprouvette des chargements bi-axiaux et de déterminer la contrainte
limite avant rupture de I’éprouvette de béton pour chaque chargement. Une fois toutes les
contraintes limites avant rupture obtenues, une surface de rupture deux dimensions macro-
scopique pourrait alors étre construite et utilisée dans un modele phénoménologique ma-
croscopique ([Brancherie and Ibrahimbegovic, 2009]). La encore, 'approche multi-échelle
séquencée prend tout son sens; elle permet en effet de coupler le comportement méca-
nique a ’échelle fine avec 1’échelle macroscopique pour laquelle une contrainte limite avant
rupture est obtenue.

Le second exemple s’inscrit dans le cadre des problemes de transfert de masse dans
les milieux fissurés. Cette problématique est encore présente dans le nucléaire ; ctions par
exemple I’évaluation du niveau d’étanchéité d’une enceinte nucléaire ou la prévision du
comportement a tres long terme des tunnels de stockage en béton des déchets nucléaires.
Cette problématique est ainsi directement liée a la perméabilité du béton. Numériquement,
il serait alors intéressant de pouvoir relier les grandeurs caractéristiques de la fissuration
d’une éprouvette de béton (ouverture et l'orientation) a sa perméabilité. Dans ce contexte,
I’approche reposant sur les discontinuités fortes prend tout son sens; elle permet en effet
d’avoir acces a 'ouverture de fissures (inconnue du probléeme) et de déterminer son orien-
tation. D’autre part, ’approche multi-échelle séquencée permet de coupler 'échelle fine
(échelle de I’élément barre) a laquelle la loi de perméabilité est introduite avec I’échelle
macroscopique a laquelle la perméabilité est obtenue par calcul du débit sur les faces de
I’éprouvette. A Déchelle fine, chaque fissure est considérée comme le siege d’'un écoulement
de Poiseuille entre deux plans espacés par I'ouverture de fissure.

Les deux sections suivantes vont ainsi présenter les résultats obtenus et détailler pra-
tiquement comment sont réalisés les calculs.

4.1 Chargements complexes : surface de rupture
L’objectif est de construire une surface de rupture macroscopique numérique deux

dimensions. Ainsi, dans une premiere partie, nous allons rappeler les approches couram-
ment utilisées pour construire la surface de rupture macroscopique d’un matériau type
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béton. Dans une seconde partie, nous présenterons ’approche retenue ; enfin les résultats
numériques seront détaillés et étudiés dans une derniere partie.

4.1.1 Bibliographie : surfaces de rupture

Dans la littérature, les approches employées pour construire les surfaces de rupture
macroscopique d’'un matériau type béton reposent en général sur des modeles phénomé-
nologiques : il existe ainsi des criteres en contraintes, avec par exemple, la combinaison
d’un critere de Rankine (pour les régions de bi-traction, de traction-compression et de
compression-traction) et d’un critere de Drucker-Prager (pour la région de bi-compression)
([Nechnech et al., 2002] : Fig. 4.1(a), [Pituba and Fernandes, 2010] : Fig. 4.1(b)) mais
aussi des criteres en déformations comme le critere de Mazars ([Mazars, 1984]). D’autres
exemples peuvent étre trouvés dans [Reynouard et al., 2009]. Ces modeles s’inscrivent dans
un cadre thermodynamique précis et sont bien adaptés aux calculs de structure. Ils néces-
sitent cependant de choisir convenablement le critere a utiliser en fonction du matériau
et de la sollicitation retenus. Ainsi, dans le cas d’une surface seuil, cela implique I'iden-
tification de nombreux parametres. Par ailleurs, ces modeles, du fait de leur caractere
macroscopique, ont des difficultés a prendre en compte explicitement les hétérogénéités
(formes, distribution, tailles et comportement) présentes aux échelles fines et jouant un
role fondamental [Yaman et al., 2002] dans la plupart des phénomenes physiques observés
a I’échelle macroscopique ; ils nécessitent aussi I'identification de nombreux parametres afin
de décrire correctement les mécanismes physiques (mécanismes de rupture par exemple)
aux échelles fines a 'origine des observations macroscopiques. De ce fait, leur capacité de
prédiction est assez limitée.

0
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surface

: p i
) H i
/ 3 i
: ¢ - 1
Y / N -
Y =

Softening [=== Experimental

Hardening

LY _‘— i
é N—
Drucker-Prager /ST a0

surface

——M odel - Failure Domain

------ Model - Elastic Domain

-

G5, [MPa)
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Fi1G. 4.1 — Surfaces de rupture deux dimensions en contraintes

L’approche multi-échelle séquencée prend alors ici tout son sens : le couplage entre
Péchelle fine (échelle de 1’élément barre) a laquelle le comportement fragile est introduit,
avec I’échelle macroscopique a laquelle la surface de rupture est obtenue par le calcul des
contraintes ultimes avant rupture, se fait naturellement. Chaque point de la surface de
rupture tient ainsi compte des mécanismes de rupture se déroulant aux échelles fines et de
I’hétérogénéité du matériau.
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4.1.2 Programme de chargement

L’essai consiste a réaliser sur une éprouvette de forme parallélépipédique des charge-
ments bi-axiaux (traction-traction, traction-compression, compression-traction, compression-
compression) jusqu’a rupture de I’éprouvette. Trois éprouvettes de béton de dimensions
100 mm x 100 mm x 10 mm (Fig. 4.2) et de fractions volumiques d’inclusions dif-
férentes (Tab. 4.1) sont considérées. Elles sont soumises & des déplacements imposés
bi-axiaux couvrant quatre régions (traction-traction, traction-compression, compression-
traction, compression-compression). Leur résistance ultime en compression o, (i = 1, 2,
3) provient d’essais de compression uniaxiaux réalisés sur chacune des éprouvettes.

Vs

Fi1Gc. 4.2 — Domaine et microstructure avec 40 % d’inclusions

Eprouvette ¢ Fraction volumique f; (%) Résistance utltime en Trnin—Tmaz
compression uniaxiale o., (MPa) (mm)
1 15 8,7 2,4-19
35 9.5 2,4-19
3 40 11 2,4-19

TAB. 4.1 — Parameétres matériau

Dans le but de couvrir numériquement les quatre régions (traction-traction, traction-
compression, compression-traction, compression-compression), un chargement circulaire
reposant sur le cercle trigonométrique cos(a)? + sin(a)? = 1 est réalisé. Des couples de
déplacements de la forme (u; = cos(«),uy = sin(«v)) paramétrisés par 'angle o sont ainsi
obtenus. Les déplacements u; et us sont respectivement appliqués sur les faces X = 100
mm et Y = 100 mm. Les faces X = 0 mm, Y = 0 mm et Z = 0 mm sont bloquées
respectivement dans les directions X, Y et Z (Fig. 4.3). La traction est choisie positive.
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La contrainte dans la direction principale 1 (direction X) est notée o, celle dans la
direction principale 2 (direction Y) og. Par ailleurs, la contrainte ultime avant rupture
dans la direction principale 1 est notée 71 et celle dans la direction 2, 7.

Les tableaux 4.2 et 4.3 donnent les valeurs des contraintes ultimes avant rupture o
et 0y normalisées par rapport a o., pour les quatre régions et les différentes fractions
volumiques d’inclusions.

La figure 4.4 est la représentation graphique de la relation entre 1 /0., et G2/0., pour
des fractions volumiques de 15 %, de 35 % et de 40 %. Dans le méme esprit qu’une surface
seuil, cette représentation est appelée surface de rupture en deux dimensions.

ui

u2

Fia. 4.3 — Conditions aux limites et chargement de la plaque

4.1.3 Surface de rupture macroscopique

La figure 4.4 permet de mettre en avant plusieurs caractéristiques du comportement
du béton sous sollicitations bi-axiales.

Tout d’abord, notons que le comportement symétrique par rapport a la droite o =
/4 observé expérimentalement ([Sang-Keun et al., 2004]) quel que soit le pourcentage
d’inclusions est retrouvé.

Il apparait, ensuite, que la valeur de la contrainte ultime avant rupture en bi-compression
est supérieure a celle en compression uniaxiale ; cela est di, physiquement, a 'effet de confi-
nement qui se produit en bi-compression.

Puis, il est important de remarquer que pour la région de compression-compression,
I’augmentation de la valeur de la contrainte ultime avant rupture par rapport a la valeur
de la contrainte ultime avant rupture en compression simple o.; (i = 1, 2, 3) pour chaque
éprouvette est dépendante du couple de déplacements imposé, avec un maximum pour les
couples (u; = - 0,015 mm, ug = - 0,058 mm) et (u; = - 0,058 mm, ug = - 0,015 mm)
(avec une augmentation moyenne relative de 42 % pour f = 15 %, de 34 % pour f =
35 % et de 16 % pour f = 40 %) alors que pour la région de traction-traction, la valeur
de la contrainte ultime avant rupture pour chaque éprouvette est quasiment indépendante
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Régions du chargement | (uj(mm),us(mm)) | 61(f1)/0c, | 72(f1)/0c, | T1(f2)/0c, | T2(f2)/0c,

traction-traction (0,01,0) 0,265 0,085 0,278 0,093

(0,005,0,0087) 0,232 0,275 0,225 0,273

(0,0087,0,005) 0,273 0,233 0,284 0,249

(0,0,01) 0,086 0,266 0,081 0,265

(0,0096,0,0026) 0,274 0,171 0,274 0,164

(0,0026,0,0096) 0,171 0,275 0,163 0,274

(0,0099,0,0013) 0,271 0,130 0,271 0,124

(0,0038,0,0092) 0,206 0,276 0,198 0,275

(0,01,0,01) 0,264 0,262 0,274 0,274

compression-compression (-0,06,0) -1,143 -0,312 -1,306 -0,366

(-0,03,-0,05) -0,803 “1,116 20,937 21,301

(-0,05,-0,03) -1,106 0,811 -1,275 20,939

(0,-0,06) 0,273 21,034 -0,373 21,336

(-0,058,-0,015) -1,443 -0,575 -1,323 -0,664

(-0,06,-0,06) -0,956 20,965 -1,107 “1,118

(-0,015,-0,058) -0,509 -1,156 -0,668 -1,362

compression-traction (-0,005,0,0087) -0,146 0,229 -0,179 0,239

(-0,0087,0,005) -0,389 0,111 20,454 0,118

(-0,0071,0,0071) -0,311 0,182 -0,323 0,192

(-0,0061,0,0079) -0,240 0,208 20,252 0,218

traction-compression (0,005,-0,0087) 0,112 -0,448 0,116 -0,456

(0,0087,-0,005) 0,231 -0,151 0,236 -0,179

(0,0071,-0,0071) 0,185 20,316 0,190 20,324

(0,0061,-0,0079) 0,154 -0,383 0,157 -0,392

TAB. 4.2 — Contraintes ultimes avant rupture suivant les directions X et Y normalisées
par rapport a o., pour 15 et 35 % d’inclusions
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Régions du chargement | (uj(mm),uz(mm)) | a1(f3)/0c, | 2(f3)/0c,
traction-traction (0,01,0) 0,263 0,087
(0,005,0,0087) 0,261 0,290
(0,0087,0,005) 0,291 0,256
(0,0,01) 0,100 0,291
(0,0096,0,0026) 0,299 0,192
(0,0026,0,0096) 0,196 0,289
(0,0099,0,0013) 0,286 0,142
(0,0038,0,0092) 0,235 0,290
(0,01,0,01) 0,249 0,244
compression-compression (-0,06,0) -1,400 -0,277
(0,03,-0,05) 20,999 21,372
(-0,05,-0,03) -1,327 -0,857
(0,-0,06) 20,280 21,383
(-0,058,-0,015) 11,376 -0,553
(-0,06,-0,06) -1,195 21,137
(-0,015,-0,058) -0,636 -1,449
compression-traction (-0,005,0,0087) -0,266 0,249
(-0,0087,0,005) 20,537 0,123
(-0,0071,0,0071) -0,391 0,197
(-0,0061,0,0079) -0,415 0,224
traction-compression (0,005,-0,0087) 0,128 -0,517
(0,0087,-0,005) 0,247 -0,255
(0,0071,-0,0071) 0,198 20,376
(0,0061,-0,0079) 0,167 -0,446

TaAB. 4.3 — Contraintes ultimes avant rupture suivant les directions X et Y normalisées
par rapport a o, pour 40 % d’inclusions
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du couple de déplacements imposé et est tres proche de celle pour la traction uniaxiale
quel que soit le pourcentage d’inclusions. En bi-compression symétrique (u; = - 0,06 mm,
us = - 0,06 mm), 'augmentation moyenne de la valeur de la contrainte ultime avant
rupture par rapport a la valeur de la contrainte ultime avant rupture en compression
simple 0., (i = 1, 2, 3) pour chaque éprouvette est de 5 % pour f = 15 %, de 10 %
pour f = 35 % et de 4 % pour f = 40 %. Le role-clef du pourcentage d’inclusions dans
le comportement bi-axial peut étre souligné (Fig. 4.4; zone compression-compression) :
dans la région de compression-compression, un pourcentage élevé d’inclusions tend a faire
augmenter la valeur de la contrainte ultime avant rupture alors que pour les autres régions,
cette derniere est quasiment indépendante de la variation de la fraction volumique.

Finalement, dans la zone de traction-compression, la valeur de la contrainte ultime
avant rupture en compression diminue lorsque celle en traction augmente. En général,
le plan de rupture est perpendiculaire & la direction de traction principale (Fig. 4.5).
L’ensemble des tendances décrites dans ce paragraphe sont en accord avec les résultats
expérimentaux de [Kupfer and Hilsdorf, 1969], [Carpinteri and Ingraffea, 1984] et de
[Astudillo de la Vega, 2002].

La figure 4.6 représente I’évolution au cours du chargement du rapport oi/o., en
fonction du rapport o2/0., jusqu’a rupture pour une fraction volumique d’inclusions de
40 %. En vert sont tracés les points correspondant aux points verts de la figure 4.4.

Pour les régions de traction-traction, compression-traction et traction-compression,
deux phases peuvent étre observées. La premiere correspond a une relation linéaire entre
le rapport o1 /0., et le rapport oa2/0, : la fissuration est tres peu présente (peu d’éléments
barres sont cassés), ainsi une relation linéaire entre les deux rapports, pilotée par un
coefficient de Poisson macroscopique est encore valable. La seconde phase correspond,
quant a elle, a une relation non-linéaire entre les deux rapports : la fissuration est en effet
importante et le comportement n’est plus uniquement régi par un coefficient de Poisson
macroscopique.

Dans la zone de compression-compression, un comportement linéaire est observé entre
le rapport oy /0., et 02/0¢, : les fissures sont empéchées dans leur volonté de s’ouvrir (le
chargement selon Y a tendance a empécher la fissure de s’ouvrir dans la direction X et le
chargement selon X a tendance a empécher la fissure de s’ouvrir dans la direction Y), leur
influence est donc moindre que dans les autres cas de chargements.

En conclusion de cette premiere application, nous constatons que, bien que le mo-
dele a ’échelle de la barre soit simple, nous sommes capables de modéliser une réponse
macroscopique “ riche ” intégrant différents processus de fissuration et les hétérogénéités.
Dans les perspectives de cette approche, nous proposons de réaliser le méme programme
de chargement mais en partant cette fois-ci d’une éprouvette pré-fissurée par un essai de
traction simple; le but étant de voir I’évolution de la surface de rupture par rapport a
celle obtenue pour une éprouvette saine. La prochaine application concerne un probleme
de transfert de masse dans un milieu fissuré.
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F1a. 4.4 — Surfaces de rupture pour 15 % (bleue), 35 % (rouge) et 40 % (vert) d’inclusions
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z—% Ouvertures de fissures (mm)
0,004 0,008 0,012
e '

0 0.014437

F1G. 4.5 — Chargement en traction dans la direction X (u; = 0,0087 mm) et en compression
dans la direction Y (ug = -0.005 mm ) pour f = 40 %
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4.2 Transfert de masse dans les milieux fissurés

Avant de débuter, je tiens a préciser que ces résultats ont été obtenus par Xavier
Jourdain dans le cadre de sa premiere année de thése au LMT.

L’essai consiste a injecter un gradient de pression a une éprouvette pré-fissurée, le but
étant de calculer la perméabilité de cette éprouvette a partir des grandeurs caractéris-
tiques de la fissuration et de la loi de perméabilité introduite a ’échelle fine. Ainsi, dans
une premiere partie, nous allons présenter la loi de perméabilité a ’échelle fine, puis la dis-
crétisation éléments finis du probleme de perméabilité et enfin des exemples de validation
seront étudiés.

4.2.1 Lol de Poiseuille

Comme il a été expliqué dans le chapitre trois de cette these, 'approche fondée sur
une discontinuité forte permet d’avoir acces a 'ouverture de fissure de chaque élément
barre cassé (parametre [|u|]); il est alors possible de relier par une loi de Poiseuille cette
ouverture de fissure avec la vitesse d’écoulement d’un fluide supposé incompressible au
travers de la fissure. En considérant la fissure comme deux plans parfaits infinis parralleles
(Fig. 4.7), la vitesse v du fluide incompressible passant au travers de la fissure s’écrit :

B w3 Ap
YT 1ouL L

[m.s™ ] (4.1)

ot 1 est la viscosité du fluide étudié (pequ = 8,90.107% Pa.s & 20 C) et w = [[u]] .

Broken Bar

/ Y

Fi1G. 4.7 — Vitesse entre deux plans parralleles pour la loi de Poiseuille

L’hypothese de fluide incompressible signifie que sa masse volumique p est constante
par rapport au temps, a la position dans ’espace, a la température et a la pression. Cette
hypothese est valide pour la plupart des liquides aux températures habituelles et sous de
faibles variations de pression (par exemple la masse volumique de 'eau a 20 C et sous une
pression de 1.10% Pa puis de 25.10% Pa a une variation relative de 1 pour 1000).
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La loi de perméabilité pour chaque élément barre est maintenant définie. La prochaine
sous-section va présenter la formulation du probleme global a résoudre, la facon d’obtenir
la perméabilité macroscopique pour un maillage contenant des éléments cassés et non
cassés et la facon de prendre en compte le fait que les éléments cassés n’ont pas la méme
ouverture et la méme orientation.

4.2.2 Formulation éléments finis du probleme de transfert de masse

Afin de résoudre le probleme de perméabilité, qui n’est rien d’autre qu’un probleme de
transfert de masse, nous allons utiliser la méthode des Eléments Finis. Deux phénomenes
sont & prendre en compte :

— le transfert dans les éléments non fissurés mais poreux,
— le transfert au travers de la fissure comme expliqué précedemment.
Une double porosité est donc prise en compte.

4.2.2.1 Formulation faible de I’équation de conservation de la masse

L’équation d’équilibre a résoudre vient de 1’équation de conservation de la masse :

dp . B
a5 + div(pv) =0 (4.2)

Comme nous avons supposé que le temps n’a pas d’influence sur la perméabilité, il vient
% =0 et (4.2) s’écrit :
div(pv) =0 (4.3)

Par ailleurs, comme le fluide est supposé incompressible, (4.3) devient :
div(v) =0 (4.4)

et la forme faible du probleme s’écrit :

Trouver p € S tel que Vép € Sy,

/ opdiv(v)dQ =0 (4.5)
Q

ou
S={ptel que p e HY(Q), p=psur S,}
So = {dp tel que §p € H(Q), 6p =0 sur S,}

p est la pression, dp la pression virtuelle et S, la frontiere sur laquelle est appliquée la
pression. En considérant 1'égalité dp div(v) = div(dpv) — grad(dp), (4.5) donne alors :

Vop € S /div(épfu) dQ—/grad(ép)-vdﬁzo (4.6)
Q Q
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En utilisant le théoréeme de Green-Ostrogradski, nous obtenons :
Yép € S (5pv~dS—/ grad(dp) -vdQ =0 (4.7)
o0 Q

0% est la frontiere du volume €2 ; elle se décompose en une partie sur laquelle les pressions
sont appliquées S, et une partie sur laquelle les vitesses v sont appliquées S,. (4.7) se
réécrit alors :

Vop € S / opv-dS +/ dpwvp-dS / grad(ép) - vdQ =0 (4.8)
S, Y Q
Par ailleurs comme §p € Sy, il vient :
dpv-dS =0 (4.9)
Sp

et I’équation (4.8) devient :

Vép € So 6pv0-dS—/ grad(op) - vdQ2 =0 (4.10)
Sy Q

4.2.2.2 Discrétisation éléments finis de la formulation faible

D’un point de vue éléments finis, la pression p peut étre discrétisée en un produit d’un
vecteur contenant les fonctions de forme IN par un vecteur contenant les inconnues nodales
de pression p :

ph:ZNapa:NT-p (4.11)
a

Pour chaque élément fini, ici chaque tétraedre sous-jacent au treillis spatial, 'approxima-
tion de la pression s’écrit :

4
Pl =S N = NeTpe (4.12)
¢ a=1

et le gradient de la pression s’écrit :

= B¢T p° (4.13)

d h
grad(p") o

ou B est la matrice contenant les dérivées des fonctions de forme.
La discrétisation éléments finis de v sera présentée en peu plus tard, pour l'instant nous
. Avec les discrétisations précédentes, (4.10) devient :

e

écrirons pour chaque élément v”

Yép € 5¢ /
S

L’équation (4.14) est valide quel que soit dp°€, il vient alors :

NeT . 5p®ug-dS — / BT 5p¢ - vlq, dQ =0 (4.14)

NeT . py-dS— [ BT oh|q dQ=0 (4.15)
Se Qe
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Le vecteur des forces internes s’écrit :

¢ :/ BT vlq_ dQ (4.16)
Qe
et celul des forces externes :
fioe= [ N wy-dS (4.17)

S5
Finalement, I’assemblage sur tous les éléments finis du probleme est réalisé :

.fint = Anelm[ H ] -fea:t = Anelm[ c ] (418)

e=1 int e=1 ext

4.2.2.3 Résolution du probleme éléments finis

Pour résoudre le probléeme, le but est de minimiser le résidu r,, a chaque pas de temps

Tn = fext,n - fint,n(pn) (419)

A chaque pas de temps, il est nécessaire d’itérer k fois pour arriver a la convergence du
probleme. La linéaristion du résidu donne :

*) (k+1)
Apn+1 =0 (420)

k1 k or
(i) =i+ )
n+

Jop

A chaque itération k, le systeme a résoudre est donc :

() (k+1) (k)
Apn-{—l - _rn—i—l

or

ap (4.21)

n+1

N k+1 . .
ou Apfl :1 ) est Pincrément de pression.

Nous allons maintenant expliciter le terme g—; i’il en dérivant I’équation (4.19) par
rapport a la pression :
or | _ Ofu|® _ K% — Al | Be "o, 4, (4.22)
P |1 op |1 " Qe op°©
o ovlq ovhq dgrad(p")|o
<= . < (4.23)

opc  Ograd(p")|o, op®

Il faut désormais introduire I’équation de comportement du probleme global reliant la
vitesse v et la pression p. L’équation retenue est la loi de Darcy :

1
v =——kgrad(p) (4.24)
o

L’équation (4.24) est ensuite discrétisée pour chaque élément fini du probléme :

Qe

e

1
h e h
v = ——k®grad 4.25
g (p ) Q ( )
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et, en introduisant (4.25) et (4.13) dans (4.23), il vient :

h e h
8'0 |S§: — _k7, ag'r'a,d(p )‘Qe — Be (426)
dgrad(p")|a, 7 op°
Ainsi I’équation (4.22) devient :
*) n 1
o)™ _ kW, = ;l;”/ =BTk B®dQ) (4.27)
0P |41 e I

Pour chaque itération k, un nouvel incrément de pression Apg :1 ) est calculé par l'inter-

médiaire de I’équation (4.21) et la mise a jour de la pression a l'itération k + 1 est alors
réalisée :
k+1 k k+1
p£L+1 )= Piwzl + Ap7(1+1 ) (4.28)
Cette nouvelle pression est introduite dans le calcul d’une énergie relative qui est comparée
a une tolérance définie par I'utilisateur :

(k)T A (k+1)

rn+1 . pn+1
T A < tol (4.29)
n+1- pn+1

Tant que I'énergie définie par (4.29) est au dessus de la tolérance tol, une nouvelle itération

k est réalisée. Chaque itération commence par la définition d’une nouvelle matrice tan-
(k+1)

gente g—; et du résidu r1(1k++11)‘ Ensuite, I"équation (4.21) est résolue pour la nouvelle
n+1

itération k + 1 et cette procédure est répétée jusqu’a convergence.

Maintenant que le systeme a résoudre est défini, nous allons nous intéresser a la matrice
de perméabilité élémentaire k°.

4.2.2.4 Matrice de perméabilité élémentaire k°

Nous allons maintenant porter notre attention sur la matrice de perméabilité élémen-
taire k¢, cette derniere étant définie pour chaque tétra¢dre du maillage (Fig. 4.8) dont les
arétes sont les éléments barres du treillis. Comme précisé précédemment, nous cherchons
a traiter a la fois le cas pour lequel le matériau est sain et le cas pour lequel le matériau
est dégradé. Dans le cas du matériau sain, le transfert se fait dans la porosité intrinseque
du matériau ; d'un point de vue numérique, cela correspond au cas ou les éléments barres
(arétes du tétraedre) ne sont pas cassés. Le cas du matériau dégradé correspond au cas
numérique ou une ou plusieurs arétes du tétraedre sont cassées. Dans ce cas la, la matrice
de perméabilité est anisotrope. Notons que dans le cas du matériau sain, la perméabilité
est supposée isotrope et dépendante du matériau utilisé.

De ce fait, la matrice de perméabilité élémentaire k€ sera décomposée sous la forme :

k¢ = kC,, + k¢ (4.30)

ani iso
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g

1 x
Z

A

Fia. 4.8 — Tétraedre sous-jacent au treillis spatial et schématisation de la fissuration
potentielle sur chaque aréte

Les notations seront les suivante : les lettres n et m seront utilisées pour définir les noeuds
et la lettre e pour définir un élément tétraedrique.
La matrice kj,,, qui représente la porosité isotrope du matériau étudié, est la méme

pour chaque tétraedre :

e = k’;t’" 1 (4.31)
ot kiner est la perméabilité du matériau (par exemple 10717 m? pour un béton non fissuré)
et p est la viscosité du fluide considéré (par exemple 8,90.10~% Pa.s pour de l'eau &
température ambiante).

La matrice k,,,;, qui représente la perméabilité anisotrope par 'intermédiaire des arétes
cassées du tétraedre, est facilement définissable compte tenu du modele mécanique utilisé.
L’obtention de ses coefficients est directement liée aux calculs mécaniques donnant la
valeur de 'inconnue [|[u]] du saut de déplacement. Le parametre [|[u]] est ici noté w. Un
seul saut de déplacement par aréte du tétraedre est considéré (Fig. 4.8).

La valeur du saut de déplacement w,,,, correspond a 'ouverture de fissure pour I'arete
du tétraedre e liant les nceuds n et m. Ces valeurs sont définies dans la base (er,err,errr)
du tétraedre étudié mais la matrice k,; est définie dans la base globale (X,Y,Z). Ces
deux bases sont illustrées pour un tétraedre e et une de ses arétes sur la figure 4.8.

Dans la base locale (e, err, errr) de 'aréte du tétraedre reliant les nceuds n et m |, la

matrice kj"" s'écrit :

ko™ =10 kir 0 (4.32)
0 0 ki,

€r,e11,€111)
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La figure 4.7 montre la vitesse du fluide au travers de 'ouverture. La vitesse normale a
Iouverture est nulle et donc k; = 0. Les composantes de perméabilité perpendiculaires a
I’aréte sont choisies égales telles que : ki = krrr = knm, OU knm, est la perméabilité pour
larete du tétradre qui relie les noeuds n et m. La valeur de k,,,, est obtenue a partir de

4.1 :

w?

ko =
" 12ul

[m?. Pa=t.s7t = m3.s.kg™! (4.33)

Afin d’écrire la matrice kleozm dans la base globale (X, Y, Z), les matrices de passage de
la base locale (e, err, errr) d’une aréte du tétraedre a la base globale (X, Y, Z) sont
définies par P et P7™ . Il vient alors :

Kooy = P& ki " Pi e (4.34)

ol k:;’lzgn est la matrice k;”""" exprimée dans la base globale (X, Y, Z).

. 3 . e,nm 7 .
La matrice kg,,; est alors calculée en sommant les matrices k), définies pour chaque

aréte [nm] du tétraedre e :

e _ 1,612 e,13 e, 14 e,23 e,24 e,34
ani — kglob + kglab + kglob + kglob + kglob + kglob (435)

Finalement, la matrice de perméabilité élémentaire K¢ dans la base (X,Y,7) s’écrit :
1 1
K¢ = / ~BTkBedQ = | —B®T(kS,,; + k&,,)B°dQ (4.36)
e M Qe M

Cette matrice permet de rendre compte de deux échelles de transferts (dans la porosité
intrinseque du matériau et dans la fissure) et d’intégrer I'orientation et la connectivité des
fissures.

La probleme éléments finis a résoudre étant maintenant défini, nous allons dans la
prochaine partie nous focaliser sur la facon d’obtenir le tenseur de perméabilité macrosco-

pique.
4.2.2.5 Tenseur de perméabilité macroscopique

Le tenseur de perméabilité macroscopique K est défini comme
([Pouya and Courtois, 2002]) :
Q=-KG (4.37)

ol @ est le débit macroscopique et G est le gradient de pression macroscopique avec :

Q = %fg q(z)dQ

G =1 [, grad(p(z))dQ

En choisissant, pour un cube de c6té L, des conditions aux limites homogenes au contour
telles que

(4.38)

p(x) = Az + py, (4.39)

le gradient de pression macroscopique G est égal & A ou A est un vecteur constant (voir
A.1). Afin d’identifier les neuf composantes du tenseur I, le vecteur A est choisi unitaire
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respectivement dans les trois directions X, Y et Z (Fig. 4.9). La résolution de chacun de
ces trois problemes permet alors de calculer un débit macroscopique @ pour une direction
donnée telle que :

Q= / z(q(x) - n)dQ ([Pouya and Courtois, 2002]) (4.40)
o0

ou m est la normale unitaire perpendiculaire au contour et dirigée vers 'extérieur et les
q(x) sont les débits locaux, et d’identifier ensuite les trois colonnes de K.

Pression (
0.700000

Pression (
0.700000

Pression (bar)
0.100000001

~0.075 ~0.075

—
“

Fia. 4.9 — Identification du tenseur de perméabilité : conditions aux limites homogenes
selon X, Y et Z

Le processus d’obtention du tenseur de perméabilité macroscopique ayant été expliqué,
nous allons maintenant présenter deux exemples de validation du modele complet.

4.2.3 Validations du modele
4.2.3.1 Fissure modele et loi de Poiseuille

La premiere validation consiste a comparer I’evolution du tenseur de perméabilité ma-
croscopique en fonction de I'ouverture de fissure, obtenue numériquement, avec celle ob-
tenue par la loi de Poiseuille théorique. D’un point de vue pratique, dans un cube de coté
L, une fissure macroscopique parfaite est, tout d’abord, créée dans le plan x = L/2 (Fig.
4.10). L’ouverture de fissure est, ensuite, controlée : les barres perpendiculaires au plan x
= L/2 ont une ouverture de 1 mm, celles dans le plan x = L/2 une ouverture de 0 mm et
entre les deux, 'ouverture varie en fonction de I'inclinaison de la barre.

I1 est important de noter que les composantes K;; du tenseur de perméabilité repré-
sentent la valeur de la perméabilité parallele a ’axe ¢ quand le gradient de pression est
appliqué dans la direction j. Sur la figure 4.11 et dans le prochain paragraphe, par abus de
langage, nous appellerons “ perméabilité macroscopique ” la moyenne entre les composantes
Koo et K33 du tenseur de perméabilité.

La figure 4.11 présente les résultats obtenus : en pointillés noirs est tracée 1’évolution
théorique, obtenue par la loi de Poiseuille, de la perméabilité macroscopique en fonction
de I'ouverture de fissure ; en trait plein noir est représentée ’évolution théorique, obtenue
par la loi de Poiseuille, de la perméabilité macroscopique en fonction de 'ouverture de
fissure a laquelle est sommée la valeur de la perméabilité intrinseque du matériau sain;
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broken
0.9999998

F1a. 4.10 — Fissure macroscopique parfaite dans le plan x = L/2

en points rouges est représentée I’évolution obtenue numériquement, de la perméabilité
macroscopique en fonction de I'ouverture de fissure a laquelle est ajoutée la valeur de la
perméabilité intrinseque du matériau sain. Nous pouvons observer que le calcul numérique
coincide avec la prédiction théorique aussi bien au niveau du comportement du matériau
sain qu’au niveau du matériau dégradé : la partie constante de la courbe en points rouges
représente la perméabilité intrinseque du matériau (kip, = 10717 m2) et la seconde partie
coincide avec la loi de Poiseuille. Il est finalement notable que la prédominance de 1’évolu-
tion de la perméabilité en fonction de 'ouverture de fissure commence, pour ce matériau,
al pm.

Finalement, les tenseurs de perméabilité macroscopique 4.41, 4.42 et 4.43 sont explicités
en fonction de 'ouverture de fissure :

[1,00000 0,00000 0,00000]
jelw=le=6mm) — 14 00000 1,00000 0,00000| 10~ 7m?2 (4.41)
10,00000 0,00000 1,00000

[1,02031 0,00003 0,00002]
jelw=te=3mm) — 1000003 1,11290 0,00009| 10~7m? (4.42)
10,00002 0,00009 1,07710]

3,5681.106 3,1303.10* 2,7277.10*
glw=tmm) — 131295.10* 1,1096.10% 1,1717.10*| 1071 7m? (4.43)
2,7281.10* 1,1715.10* 7,5800.107

Le dernier tenseur est celui obtenu pour une ouverture de 1 mm, correspondant & 1/100
ieme de la taille du cube. Il apparalt comme étant symétrique et les termes diagonaux
marquent la prédominance de I’écoulement dans le plan de fissure. Par ailleurs, les termes
hors diagonaux permettent d’établir le couplage entre le gradient de pression imposé et
I’écoulement dans les directions perpendiculaires a ce gradient. Bien que ces termes soient
inférieurs a ceux de la diagonale, ils ne sont pas négligeables devant la perméabilité intrin-
seque du matériau sain.
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108 T L L L T T T T TT
Loi de Poiseuille
"+ Perméabilité intrinseque (théorique) T
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Fic. 4.11 — Evolution de la perméabilité macroscopique en fonction de l'ouverture de
fissure
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4.2.3.2 Evolution de la perméabilité macroscopique en fonction de la réponse
mécanique

Cet exemple de validation est réalisé par 'intermédiaire d’un facies de fissuration ob-
tenu apres un essai de traction uniaxiale sur un cube. Les éléments cassés seuillés sont
représentés sur la figure 4.13 aux cotés de la microstructure du cube, avec en vert les
agrégats et en bleu le mortier (Fig. 4.12).

F1G. 4.12 — Microstructure de I’éprouvette

broken
0.0563707

0.01
0.0039462

FIG. 4.13 — Eléments cassés seuillés

La figure 4.14 permet d’illustrer les trois principales phases d’évolution de la perméa-
bilité macroscopique en fonction de la réponse mécanique :

— une phase constante (de 0 & 0,0125 mm) correspondant principalement a la diffusion
du fluide dans la porosité intrinseque; d’un point de vue mécanique, bien que des
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éléments barres aient cassé, il sont encore tres peu connectés entre eux et le réseau
poreux créé ne peut pas encore percoler.

— l'apparition d’'une macro-fissure correspondant a la coalescence des micro-fissures
(0,0125 mm) ; une augmentation trés importante de la perméabilité correspondant
a la percolation du réseau est observée.

— une derniere phase ou la macro-fissure s’ouvre lentement et la perméabilité évolue
ainsi plus lentement (de 0,015 & 0,03 mm).

10000 r | l -
i Ky —o— |
L Kz — —— —

1000 Kog +ov0e--

L |

100

10

Composantes du tenseur de perméabilité (107 m?)

o1 | | | | |

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Déplacements imposés (mm)

FIG. 4.14 — Evolution des composantes diagonales du tenseur de perméabilité macrosco-
pique en fonction du déplacement imposé

Cette courbe est comparable & celle obtenue expérimentalement dans [Gerard, 1996].

Finalement, les tenseurs de perméabilité 4.44, 4.45 et 4.46 sont explicités en fonction
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de I’évolution du déplacement imposé :

[1,00000 0,00000 0,00000]
jC(u=0002mm) — 19 00000 1,00000 0,00000| 10~ 7m? (4.44)
0,00000 0,00000 1,00000]

[1,00239 0,00000 0,00000]
g (u=0012mm) — 19 00000 1,00245 0,00000| 10~ 7m? (4.45)
10,00000 0,00000 1,00029

[7,22658 0,00489 1,72678]
jou=0.014mm) — 10 00483 37,117 1,69414| 10~ "m? (4.46)
1,62682 1,69414 17,0611

L’effet de la fissuration diffuse est légérement observable entre les matrices 4.44 et 4.45.
La différence est faible car il n’y a pas de coalescence des éléments cassés. En revanche,
au regard des matrices 4.45 et 4.46, apparition d’une macro-fissure résultant de la coa-
lescence des éléments cassés est notable. Finalement, la fissure macroscopique étant a peu
pres dans un plan perpendiculaire a la direction principale X, les composantes diagonales
prédominent. La encore, les termes hors diagonaux permettent de rendre compte d’écou-
lements perpendiculaires a la direction du gradient de pression.

Ce chapitre a été I'occasion d’illustrer I’approche multi-échelle séquencée : deux résul-
tats ont ainsi été obtenus. Le premier concerne I'obtention d’une surface de rupture macro-
scopique en deux dimensions. Cette derniere peut rappeler le choix classique comprenant
le critere de Drucker-Prager en compression et de Rankine en traction ; en revanche, cette
surface est directement liée aux propriétés intrinseques du matériau et au comportement
a ’échelle fine. Chaque point de la surface est donc le résultat d’un processus de fissu-
ration différent fonction du chargement appliqué. Plusieurs physiques de fissuration sont
donc intégrées dans cette surface de rupture. Cette derniere pourrait étre intéressante pour
venir enrichir les données a rupture d’un modele phénoménologique capable de représen-
ter le comportement utlime d’une structure. Le second résultat s’inscrit dans le cadre des
problemes multi-physiques : il concerne 'obtention d’un tenseur de perméabilité macrosco-
pique. Le couplage faible entre le probleme mécanique et le probleme de transfert de masse
se fait naturellement grace a la discontinuité forte. La encore, le tenseur de perméabilité
obtenu intégre les propriétés intrinseques du matériau (perméabilité du matériau sain) et
les grandeurs a 1’échelle fine liées a la fissuration (ouverture et orientation des fissures).
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Conclusions et perspectives

Cette these avait pour objectif premier de développer un modeéle numérique capable de
proposer une représentation fine des phénomenes de fissuration pour les matériaux quasi-
fragiles a matrice cimentaire. L’échelle pertinente retenue pour ce travail a été 1’échelle
mesoscopique. Cette derniere a naturellement amené au second objectif de cette these, a
savoir réaliser le transfert de la dite échelle vers I’échelle macroscopique via une approche
multi-échelle séquencée.

Dans un premier temps, nous avons commencé le travail par le développement et la
validation du modele en élasticité homogene puis hétérogene. Tout d’abord, la stratégie de
maillage retenue a été présentée : celle-ci s’articule autour de I'utilisation d’un maillage non
adapté. L’implication de cette stratégie sur la cinématique des éléments finis a ensuite été
expliquée et par conséquent les méthodes d’enrichissement de la cinématique d’un élément
fini ont été exposées. Parmi ces méthodes, nous avons retenu la E-FEM qui présente
I'avantage de pouvoir calculer les inconnues ajoutées localement sans augmenter la taille
du probleme global.

Puis, la méthode des Modes Incompatibles, permettant d’introduire un enrichissement
cinématique au sein d’'un probleme éléments finis a été expliquée. Nous avons ensuite
présenté le type de maillage retenu, a savoir un treillis spatial, pour mener les simulations
éléments finis. De ce fait, la méthode des Modes Incompatibles a été appliquée aux éléments
barres du treillis donnant ainsi un élément barre bi-phasique.

D’un point de vue de la génération et du placement des inclusions, nous avons présenté
la méthode retenue. Cette derniere repose sur un schéma de boule dure. Afin d’obtenir
des inclusions avec des formes plus complexes que des spheres, une méthode reposant sur
I'utilisation de champs Gaussiens corrélés a été brievement exposée. Une fois les formes
générées, une discrétisation éléments finis avec le maillage treillis spatial a été réalisée. Fi-
nalement, des validations numériques ont été menées en termes de convergence de maillage
et d’homogénéisation numérique. Cela a ainsi permis d’évaluer la taille d'un VER pour le
module de compressibilité.

Toujours dans le cadre du développement et de la validation du modele en élasticité,
une alternative aux éléments barres du treillis a été présentée, a savoir 'utilisation d’un
modele de poutre de Timoshenko dont la cinématique de rotation a été éliminée. Contrai-
rement aux éléments barres, ces poutres permettent de prendre en compte la cinématique
de cisaillement et d’incorporer ainsi plus de physique dans le probleme. La encore, par
la E-FEM et la méthode des Modes Incompatibles, la poutre a pu hériter du caractere
bi-phasique. Finalement, des calculs de convergence du maillage en élasticité homogene et
hétérogene ont pu étre menés. Ces derniers ont été complétés par rapport au chapitre un

141
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par une étude sur le module de cisaillement.

Dans un deuxieme temps, nous avons complété le modele par la prise en compte de
la rupture quasi-fragile. La méthode des éléments finis a discontinuité forte est apparue
efficace et naturelle. En effet, elle permet de modéliser la fissuration tout en jouant le role
de limiteur de localisation et s’incorpore parfaitement a ’état d’esprit de la E-FEM et de
la méthode des Modes Incompatibles. Nous sommes ensuite arrivés au probleme global a
résoudre tenant compte des deux enrichissements cinématiques permettant d’incorporer le
caractere bi-phasique quasi-fragile au sein d’une barre.

Des validations numériques concernant la convergence et 'objectivité a 1’égard du
maillage ont de plus été menées. Des réponses macroscopiques sous des chargements
simples (traction, compression et tri-traction) ont été obtenues. La comparaison de la
réponse en traction avec celle en compression a montré la nécessité de développer les
poutres de Timoshenko afin de pouvoir incorporer la rupture en cisaillement.

Finalement, avec ce modele en mains, nous sommes passés aux applications concernant
I’approche multi-échelle séquencée. Deux résultats ont ainsi pu étre présentés. Le premier
concerne l'obtention d’une surface limite de rupture en deux dimensions. Cette derniere
peut étre intéressante dans le cadre du calcul de structure a partir de modeles permettant
de modéliser la contrainte a rupture. Elle permet en effet de venir alimenter et ceci de facon
plus physique que les modeles phénoménologiques les grandeurs macroscopiques a rupture.
Le second résultat concerne I'obtention d’un tenseur de perméabilité macroscopique dans
le cas des problemes de transfert de masse dans les milieux poreux. Le couplage faible
entre le modele mécanique et le modele de transfert de masse est apparu efficace et na-
turel grace notamment a la méthode des discontinuités fortes. Le tenseur de perméabilité
obtenu intégre a la fois les propriétés intrinseques du matériau (perméabilité du matériau
sain) et les grandeurs a ’échelle fine liées a la fissuration (ouverture et orientation des
fissures).

Nous pouvons au final résumer les bénéfices de ce travail en les nuancant évidemment
par rapport aux manques du modele et aux perspectives a venir.

En ce qui concerne le caractére élastique (homogeéne ou hétérogene), nous avons déve-
loppé un modele représentatif de la structure d’'un matériau cimentaire a 1’échelle meso-
scopique en distinguant les inclusions, le mortier et I'interface. D’un point de vu éléments
finis, I'utilisation d’un maillage non adapté est apparue efficace et pratique pour la prise
en compte de formes aussi bien simples que complexes. La méthode des Modes Incompa-
tibles et la E-FEM ont permis de représenter efficacement le champ de déformations d’'un
matériau hétérogene par l'introduction d’une discontinuité faible. Les validations menées
(calculs de Volumes Elémentaires Représentatifs, isotropie de la réponse) ont confirmé
la capacité du modele a étre utilisé comme un outil d’homogénéisation numérique. Ce-
pendant, nous pouvons noter que le modeéle élément finis barre manque de physique : le
coefficient de Poisson, grandeur basique autant que le module d’Young d’un modele, n’est
jamais introduit comme parametre. Cette lacune empéche ainsi le calcul d’un module de
cisaillement effectif et donc tout simplement de pouvoir caractériser le matériau étudié. 11
semble alors intéressant d’avoir développé I’approche fondée sur les poutres de Timoshenko.

En ce qui concerne le caractere hétérogene quasi-fragile, 'utilisation des modeles a dis-
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continuité forte est apparue efficace pour tenir compte de la fissuration tout en assurant
une indépendance de la réponse a I’égard du maillage. Par ailleurs, cette approche nous
a permis d’accéder directement a la valeur de 'ouverture de fissure ; cependant cette der-
niere est locale puisqu’elle n’est connue que pour une barre donnée. Il y a donc encore un
travail a réaliser afin d’obtenir la valeur de I'ouverture de fissure a I’échelle macroscopique.
D’un point de vu applications, bien que le modele proposé soit simple (rupture en mode
I ou en extension, ouverture de fissure), des réponses “ riches ” a 1’échelle macroscopique
ont été obtenues telles qu'une surface de rupture macroscopique ou bien des tenseurs de
perméabilité dans le cadre d’un probleme de couplage faible. La encore, le manque de
physique du modele est clairement apparue. Tout d’abord, au niveau de la dissymétrie
du pic a rupture en compression et en traction ou seul un rapport de quatre est obtenue.
Puis, dans la partie compression-compression de la surface seuil ou la dissymétrie n’est
pas assez “ prononcée ” par rapport a la zone de traction-traction. Finalement, il faudrait
compléter ’étude menée sur les poutres de Timoshenko dans le cadre de la rupture.

Plusieurs perspectives pour le travail a venir peuvent étre envisagées. Nous pouvons
les classer en trois points :

1. la modélisation d’un ouvrage complexe en utilisant le couplage de modeles continus
et de modeles discrets dans le cadre d’une approche multi-échelle intégrée,

2. la réalisation d’essais numériques (“ virtual testing ”) fournissant les parametres
(variables internes,...) nécessaires aux modeles macroscopiques,

3. le couplage avec d’autres physiques (thermique, hydrique,...).

Dans tous les cas, la simulation numérique a ici un role majeur a jouer et le travail
en perspective s’appuiera sur un lien directe avec une meso-structure riche pour proposer
une interprétation détaillée des phénomenes mis en jeu.
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Annexe A

Annexe A

A.1 Calcul du gradient de pression macroscopique avec des
conditions aux limites homogenes

En choisissant, pour un cube de coté L, des conditions aux limites homogenes au
contour telles que

p(x) = Az + py, (A1)
le gradient de pression macroscopique est calculé par
G =4 [, grad(p(z))dQ
=& [q grad(Az + py) dQ
= % Jo AdQ (A.2)
= %A Q

=A
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