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Résumé
Il est souvent utile en traitement d'image de ne onserver qu'un ensemble restreint de aratéristiquesloalisées que nous appelons primitives géométriques, ensées aratériser la plus grande partie de l'informa-tion. Ces primitives sont habituellement des ontours, des points de oin ou leur équivalent en imagerie 3D :des surfaes, des lignes de rête ou des points extrémaux, et.Cependant, es primitives sont souvent plus omplexes que de simples points : on peut ainsi assoier unveteur normal à un point d'une surfae, e qui en fait un point orienté, ou onsidérer un trièdre omposéde la normale et des deux diretions prinipales en plus d'un point extrémal, e qui forme un repère. Cesprimitives géométriques forment une variété qui n'est généralement pas un espae vetoriel, sur lequel agitun groupe de transformation qui modélise les di�érentes (( prises de vue possibles )) de l'image. De plus, ilest impératif de gérer l'inertitude sur es primitives le plus �nement possible pour obtenir des résultatsrobustes en ontr�ler la préision. Le problème que l'on se pose ii est don de pouvoir travailler ave esprimitives omme on travaille d'habitude sur les points, en partiulier pour pouvoir faire de la reonnaissane,du realage et des statistiques permettant d'inférer la préision de nos résultats.La première partie de la thèse est onsarée au développement d'outils mathématiques génériques surles primitives qui permettent de résoudre es problèmes. Nous présentons tout d'abord quelques paradoxesqui montrent que l'on ne peut pas onsidérer impunément es primitives omme de simples veteurs, puis,sur des bases de géométrie riemannienne et en se restreignant aux variétés homogènes ayant une métriqueinvariante pour le groupe onsidéré, nous développons une notion de moyenne ohérente, puis de matriede ovariane. D'autres opérations statistiques peuvent ensuite être généralisées aux variétés, telles que ladistane de Mahalanobis et le test du χ2. Nous montrons ensuite omment ette théorie peut être appliquée etimplémentée en mahine dans une struture orientée objet ne dépendant pas du type de primitive onsidéré.Dans la seonde partie de la thèse, nous développons les aluls relatifs à e formalisme mathématiquepour les rotations et les transformations rigides agissant sur des repères orientés, semi-orientés et non-orientés. Après analyse des algorithmes lassiques sur les points, nous développons des algorithmes de realagegénériques basés sur les primitives, et nous proposons en partiulier des méthodes pour estimer l'inertitudesur le realage obtenu. Nous exposons parallèlement une méthode de validation statistique pour on�rmerla préision de ette analyse, qui montre qu'un realage d'une préision bien inférieure à la taille du voxelpeut être obtenue dans le as des images médiales 3D. Un deuxième volet de l'analyse statistique onernela robustesse des algorithmes de reonnaissane.Le hamp appliatif que nous onsidérons va du realage d'images médiales tridimensionnelles à lareonnaissane de sous-strutures (3D) dans les protéines et souligne la validité de l'approhe générique

(( orientée primitive )) que nous avons hoisie pour le traitement haut niveau de données géométriques.
1



2 Résumé



Chapitre 1
Introdution

� La siene naît du jour où des erreurs, des éhes, des surprisesdésagréables, nous poussent à regarder le réel de plus près. �René Thom, Modèles mathématiques de la morphogénèse1.1 Cadre généralLa vision humaine est ertainement elui des inq sens sur lequel l'esprit humain se repose le pluspour analyser, omprendre et interpréter l'espae qui nous entoure. C'est par ailleurs le seul sens quipuisse nous fournir une information globale sur la géométrie de notre environnement, e qui nouspermet de prévoir et don d'interagir ave le monde extérieur. La vision arti�ielle est une branhe dela siene informatique qui s'est donné pour but de simuler, si e n'est de omprendre, le phénomènede la vision, pour pouvoir en doter les ordinateurs. La robotique, quant à elle, utilise la modélisationfournie par la vision, ombinée ave des informations provenant d'autres apteurs, pour se déplaeret interagir ave le monde réel. Au entre de es disiplines, il y a la modélisation géométrique dumonde, forément simpli�atrie mais qui permet d'extraire rapidement l'information pertinente.Depuis plusieurs années déjà, de nouvelles tehniques d'aquisitions de données sont apparues,produisant non plus des images en deux dimensions omme la améra ou l'appareil photo, mais di-retement en trois dimensions, omme le sanner X ou l'imagerie par résonane magnétique (IRM).Ces images ne mesurent plus la ré�etane de la surfae des objets, mais l'atténuation d'un rayon-nement en un point intérieur d'un objet ('est le as du sanner X), ou la densité de matière enun point (IRM densité de proton). Permettant de voir (( au travers )) des objets quasiment sansinteragir ave eux, es nouvelles tehniques ont trouvé une appliation naturelle dans le domainemédial et sont devenues des extensions du système de pereption des médeins et des hirurgienspour le diagnosti et la thérapeutique. Cependant, les images tridimensionnelles ainsi obtenues sontporteuses d'une quantité d'information énorme qu'il est très di�ile d'appréhender dans sa totalité.Il faut don traiter es images, erner et souligner l'information pertinente pour le médein (la sur-fae d'un organe, le positionnement d'une tumeur), ou bien quanti�er les hangements (l'évolutiond'une tumeur, le mouvement relatif de deux os) pour omparer ave la (( normalité )). Toutes esopérations sont rarement possibles diretement sur l'image et 'est la modélisation géométrique qui3



4 Introdution Chap. 1va nous permettre de onentrer l'information intéressante, noyée dans la masse de voxels de l'image,en un petit nombre de aratéristiques signi�atives.Le même type de tehniques, résonane magnétique nuléaire ou rayons X, peut être utilisée à unetoute autre éhelle, elle de l'atome, pour étudier et tenter de visualiser les strutures moléulairesd'un ristal, permettant, entre autres, de déterminer la position dans l'espae des atomes d'uneprotéine : 'est le domaine de la rystallographie et de la biologie moléulaire struturale. Pourinterpréter et omprendre la struture d'une protéine, il faut non seulement regarder le type desatomes (s'agit-il d'un oxygène, d'un arbone ou d'un azote?) mais aussi leurs positions relativesdans l'espae : un groupe d'atomes sera ainsi apable d'interagir ave une autre struture dans uneon�guration donnée, mais il en serait bien inapable si l'un ou l'autre de es atomes était déplaé dequelques angströms : une fois enore, la géométrie est au ÷ur du problème, même si les interationssont d'une autre nature.Ces proessus d'imagerie s'organisent en deux grandes étapes suessives dans l'analyse hiérar-hique asendante proposée par (Marr, 1982) (voir �gure 1.1) : on e�etue tout d'abord des trai-tements de bas niveau sur les données (les images) pour obtenir une information sémantiquementrihe mais non struturée, formée (( d'atomes )) que nous appellerons primitives géométriques .Cei orrespond, dans le proessus de vision humaine, à la onstrution de perepts. L'ensemble desprimitives géométriques produites par les traitements bas niveau à partir d'un jeu de données formeune sène .L'important, pour pouvoir ensuite organiser es primitives, est de noter qu'un objet n'est pararatérisé par un ensemble de primitives dans des positions �xées, mais plut�t par un ensemble deprimitives dans une on�guration �xée 1. La position de nos primitives dépend en e�et de la positionde l'objet original et de la position du système d'aquisition dans l'espae ambiant et, pour pouvoiromparer ou reonnaître des objets dans des positions ou lors d'aquisitions di�érentes, il nous fautmodéliser les di�érentes (( prises de vues )) possibles, e qui se traduit dans le adre géométrique parle hoix d'un groupe de transformation.� En vision arti�ielle, les primitives géométriques sont ainsi des ontours, des points dejontion, et., symbolisant la projetion dans l'image 2D des arêtes et des oins des objets3D. Si l'on s'intéresse aux objets rigides plans vus par un système oulaire assimilable àun modèle sténopé, on pourra onsidérer es primitives omme des points du plan projetifsoumis à l'ation des homographies. On pourra se reporter à (Faugeras, 1993) pour d'autresexemples de primitives et d'autres types de transformations.� En imagerie médiale, les primitives peuvent être des points sur une surfae, des lignes derête, des points extrémaux, généralisant en un ertain sens les points de oin, et. Lessystèmes d'aquisition étant alibrés, on pourra onsidérer que les transformations sont rigidesentre deux images du même patient, même si les images proviennent de deux modalitésdi�érentes. Par ontre, il faut passer à des groupes de transformation plus généraux, tels queles similitudes, les transformations a�nes ou des déformations enore plus générales, si l'onveut omparer le râne, le erveau ou le foie de deux patients.� En biologie moléulaire, les primitives géométriques sont déjà d'un niveau plus élevé puisqu'ils'agit non seulement des oordonnées des atomes formant une protéine (ou une autre struturemoléulaire telle l'ARN), mais aussi des relations entres es atomes (les liaisons). On pourra1. Cette notion d'objet (ou de modèle) omme on�guration d'un ensemble de primitives est sans doute la plussimple. On peut bien sûr ajouter des relations entre primitives, des probabilités d'observation orrélées, et.



1.1. Cadre général 5
OBJETS : modèles géométriques struturésReonnaissane Mise en orrespondaneRealageModélisationClassi�ation Interprétation

Segmentation

Cristallographie

Extration de ontours
RééhantillonageReonstrutionFiltrage

SCÈNE : Primitives géométriques non struturées
haut niveauTraitements

Traitementsbas niveau
DONNÉES : Images 2D, 3D, spetres ...ImagerieBiologie struturale

Données deprofondeur (2D1/2)Vision 2D Imagerie 3D
Fig. 1.1 � Modèle de struturation de l'information en traitement d'images (approhe hiérarhiqueasendante ou (( bottom-up ))) : on extrait de la masse de données brutes un ensemble de primitivesgéométriques ensées aratériser la majeure partie de l'information présente. On traite ensuite etensemble de primitives par des algorithmes dits de haut niveau pour l'organiser, le omparer aved'autres aquisitions, réer des modèles struturés du monde réel, reonnaître un modèle struturédéjà identi�é dans es données.



6 Introdution Chap. 1onsidérer en première approhe que les protéines sont animées de mouvements rigides parblo.L'étape qui nous intéresse et dans le adre de laquelle se plae le travail présenté dans e ma-nusrit est le traitement haut niveau qui va permettre de struturer l'information ontenue dansl'ensemble des primitives géométriques extraites des données (une sène). Nous utilisons ii le qua-li�atif géométrique pour souligner que les traitements bas niveau nous fournissent des types parti-uliers de primitive (points orientés, droites, repères, points projetifs...) impliitement soumis à ungroupe de transformation. La détermination de e groupe est sans doute l'une des étapes les plusimportantes dans la modélisation d'un problème géométrique.On peut distinguer plusieurs grandes lasses de traitements de haut niveau : la reonnaissaned'objets (la dénomination anglaise (( feature-based reognition )) est plus préise), se propose dereonnaître, à partir d'une bibliothèque d'objets, eux qui sont présents dans une sène. Ce proessusse déompose souvent en deux étapes ouplées : la mise en orrespondane ((( mathing ))) viseà apparier les primitives d'un modèle ave elles de la sène (en supposant éventuellement unetransformation), et le realage ((( registration ))) alule la meilleure transformation entre le modèleet la sène à partir de es appariements.On peut bien sûr omparer deux sènes sans avoir de modèle a priori, ou omparer un nombrequelonque de sènes pour en extraire les parties ommunes : on parle alors de realage multipleet de mise en orrespondane multiple. C'est une étape essentielle dans le proessus de modé-lisation des objets, puisqu'il nous permet de ne onserver que les primitives qui sont représentativesd'un objet, mais aussi de aratériser et de réduire l'inertitude sur la mesure de es primitives grâeà la fusion de plusieurs mesures (après realage).Notons que les dénominations realage et mise en orrespondane sont souvent onsidéréesomme synonymes, omprenant toutes les deux des phases d'appariement des primitives et de alulde la transformation. Toutefois, realage insiste plut�t sur le alul de la transformation, tandis quela mise en orrespondane met en avant la reherhe des appariements. Dans e manusrit, nousutiliserons en général es termes dans leur sens restreint.1.2 MotivationsUn grand nombre d'algorithmes ont été développés pour omparer deux sènes ou reonnaîtredes objets, le plus souvent rigides ou a�nes, dont on possède un modèle géométrique a priori basésur des des primitives géométriques simples : les points. On peut iter par exemple les algorithmesde hahage géométrique (Lamdan et Wolfson, 1988; Rigoutsos et Hummel, 1993), du plus prohevoisin itératif (Besl et MKay, 1992; Zhang, 1994) ou de prédition-véri�ation (Ayahe et Faugeras,1986; Huttenloher et Ullman, 1987).On s'aperçoit ependant que si es algorithmes fontionnent vite et bien dans le as de donnéesbien individualisées et peu bruitées, il n'en va pas de même quand il s'agit de retrouver de petitsobjets dans une sène omplexe très bruitée. La omplexité maximale des algorithmes est alorsatteinte et le problème de la gestion de l'inertitude se pose de manière ruiale.Par ailleurs, les modèles géométriques du monde réel amènent souvent à onsidérer des primitivesplus omplexes, par exemple des droites (Grimson, 1990), des plans (Faugeras, 1993), des points oudes plans orientés (Feldmar et al., 1997), des repères (Penne et Ayahe, 1998; Penne et Thirion,1997), et., et la généralisation hâtive des tehniques pontuelles à es primitives plus omplexespeut onduire à des paradoxes (voir (Penne et Ayahe, 1996a) et setion (2.3)).



1.2. Motivations 7Nous pensons que es problèmes en vision par ordinateur et plus généralement en traitementd'image ou de donnée géométrique, peuvent trouver une solution aeptable en prenant en omptede manière intrinsèque à la fois la nature de variété di�érentielle de l'ensemble des primitives d'untype donné et le fait que les mesures de es primitives soient inertaines. Ce type d'approhe per-mettrait de plus de onevoir des algorithmes génériques, évitant ainsi la profusion de méthodesad ho spéi�ques à haque type de primitive.1.2.1 Au delà des points : pourquoi utiliser des primitives géométriques?La modélisation bas niveau nous amène souvent à onsidérer des primitives plus omplexes queles points : nous verrons ainsi à la setion (2.3.1) qu'un aide aminé dans une protéine se modéliseen première approhe par un repère tridimensionnel (un point et un trièdre orthonormé diret),et que les points extrémaux et plus généralement les points sur une surfae sont munis de deuxdiretions prinipales et d'une normale pour former des repères semi-orientés (un veteur normal etdeux diretions orthogonales).L'utilisation des primitives les plus informatives possibles nous permet de réduire onsidéra-blement la omplexité des algorithmes de reonnaissane et de realage : on passe par exempled'un algorithme d'une omplexité de O(n3) à O(n2) dans le hapitre (11) pour la reonnaissane desous-strutures dans les protéines en utilisant des repères au lieu de points. Dans (Feldmar et al.,1997), l'introdution des normales en plus des points autorise la reherhe d'appariements initiauxave les bitangentes, e qui réduit onsidérablement la omplexité de l'étape d'appariement.Le deuxième e�et est une augmentation de la robustesse des algorithmes grâe à la séletivitéarue des primitives : on peut ainsi éliminer 80% des appariements aberrants en utilisant des trièdrestrès inertains en plus des points (hapitre 10). Un autre e�et qui nous a motivé, mais qui n'est�nalement pas le plus onvainant, est l'augmentation de la préision de la transformation dans unrealage : on obtient par exemple un gain de 10 à 20% dans le as des images médiales au hapitre9. En�n, les transformations mises en jeu dans es problèmes géométriques ont une nature in-trinsèque de groupe de Lie et sont don des variétés di�érentielles. Si l'on veut pouvoir estimerl'inertitude sur le résultat d'un realage, il faut don en partiulier pouvoir travailler ave esprimitives géométriques.1.2.2 Gestion �ne de l'inertitudeLa modélisation de bas niveau en terme de primitives est intrinsèquement simpli�atrie etest sujette à de multiples erreurs : inertitude sur la nature et la position des primitives, défautd'observation (olusion) ou extration de primitives parasites sont les prinipales soures d'erreur.La présene de es inertitudes a des e�et très importants sur des algorithmes de haut ni-veau omme la mise en orrespondane : onsidérer que des primitives (ou des invariants) ne sontidentiques que si elles sont égales (à la disrétisation près) peut amener à rejeter beauoup d'apparie-ments orrets, rendant par là même hasardeuse voire improbable la détetion d'un objet pourtantprésent dans l'image. On appelle ela un faux négatif .D'un autre �té, dès que l'on autorise une ertaine erreur sur les mesures (ne serait-e que par ladisrétisation des images ou elle des nombres réels), des primitives qui n'ont rien à voir ave l'objetreherhé peuvent être appariées et ainsi (( onspirer )) pour amener à la reonnaissane d'un objetqui n'existe pas : 'est un faux positif . Ces reonnaissanes fant�mes sont en général identi�ablesgrâe à une véri�ation plus approfondie utilisant des informations supplémentaires pouvant avoirété éliminées lors de la modélisation en primitives géométriques. Ces véri�ations sont toutefois



8 Introdution Chap. 1oûteuses en temps de alul et peuvent induire une explosion de la omplexité de l'algorithme(Lamdan et Wolfson, 1989; Grimson et Huttenloher, 1990a; Lamdan et Wolfson, 1991).Il est don important de gérer l'erreur pour éviter les faux négatifs, mais de le faire au plusjuste pour limiter la probabilité ou le nombre de faux positifs. De même, dans un problème derealage, il est faux (et éventuellement dangereux dans le as de l'imagerie médial) de dire que latransformation estimée est exate, mais il est en général visuellement évident que l'inertitude estinférieure (en terme d'éart-type) à la taille de l'image.1.2.3 Des méthodes génériquesIl existe souvent une solution qui semble simple pour traiter un problème partiulier ave untype partiulier de primitive. Malheureusement, ette solution est rarement appliable pour un autretype de primitive ou un autre problème. Nous voudrions obtenir un ensemble de modules génériquespermettant de traiter la plupart des problèmes (realage, mise en orrespondane, fusion, et.) etreposant sur un minimum de modules partiuliers à haque type de primitive.Pour ela, nous avons observé que la plupart des algorithmes haut niveau sur les points pouvaients'exprimer à partir des quelques opérations suivantes :� omposition et inversion des transformations,� ation d'une transformation sur une primitive,� omparaison de primitives : distane,� estimation d'une primitive à partir de plusieurs observation : moyenne,� estimation d'une transformation à partir d'appariements de primitives : realage,� test de ompatibilité (peut-on apparier deux primitives en supposant une ertaine transfor-mation) : zone de ompatibilité,� alul et omparaison des invariants binaires, ternaires, et. (invariants obtenus pour deux,trois primitives, et.).Pour pouvoir gérer l'inertitude, il faut de plus pouvoir propager l'information d'inertitude assoiéeaux mesures dans les opérations i-dessus, et éventuellement rajouter les notions de :� modèle de bruits (en remplaement du bruit additif) : dé�nition et estimation,� omparaison statistique des primitives : équivalent de la distane de Mahalanobis,� test de vraisemblane : équivalent du test du χ2.L'idée est don d'exprimer au maximum es opérations omme des modules génériques basés surle nombre minimum d'opérations spéi�ques. La oneption d'un nouvel algorithme de haut niveaupour un nouveau problème ne néessiterait alors qu'une étape de modélisation où l'on dé�nirait letype de primitives en ayant un nombre minimal d'opérations à implémenter, et une organisationfaile des briques algorithmiques de moyen niveau dé�nies i-dessus.



1.3. Organisation du manusrit 91.3 Organisation du manusrit� Pour expliquer un brin de paille, il faut démonter tout un univers. �Rémy de GourmontLe manusrit est divisé en deux grandes parties : la première partie s'attahe au �té théoriquede l'inertitude sur les variétés di�érentielles et les groupes de Lie et la seonde est axée sur lesappliations de ette théorie dans les problèmes de realage et de reonnaissane.Le thème majeur de la partie théorique est : omment faire des probabilités et des statistiques surune variété di�érentielle omme on le fait dans Rn ? L'objetif est double : il s'agit non seulementd'étudier ette question d'un point de vue mathématique, mais aussi de développer les résultatsnéessaires à l'appliation de ette théorie pour onstruire des algorithmes de haut niveau dans laseonde partie. Selon le point de vue, théorique ou appliatif, on pourra ainsi onsidérer le hapitre6 omme une synthèse de la partie théorique, ou au ontraire omme le plan de travail guidant lesdéveloppements de ette partie.Ce hapitre est tout à fait entral dans le manusrit puisqu'il onstitue la harnière entre la théo-rie mathématique et les appliations informatiques. Il répond également à la motivation (( méthodesgénériques )) de la setion préédente ar nous y présentons les résultats dans une struture orientéeobjet générique, ne dépendant, pour haque type de primitive, que d'une phase mathématique etde l'implémentation de quelques opérations atomiques.Le hapitre 7, ommençant la seonde partie, s'attahe d'ailleurs à dériver et implémenter esopérations atomiques pour les primitives tridimensionnelles que nous utilisons dans les appliations.Les hapitres onernant les algorithmes haut niveau (reonnaissane et realage) sont toutefoisonçus de manière générique et simplement appliqués à l'imagerie médiale et à la biologie molé-ulaire. Les questions de préision étant partiulièrement importantes (voire vitales) en imageriemédiale, nous avons plus insisté sur le realage que sur la mise en orrespondane, en développant,entre autres, des méthodes de validation de nos estimations d'inertitude (hap. 9). Cette partieappliative montre que la théorie que nous avons développée est non seulement implémentable avedes temps de aluls aeptables, mais produit aussi des résultats prenant en ompte les erreurs auplus juste, répondant ainsi à l'objetif de (( gestion �ne de l'inertitude )) de la setion préédente.1.3.1 ThéorieNous herhons don dans la première partie à développer les outils mathématiques pour pou-voir gérer l'inertitude sur les primitives géométriques. Pour ela, Nous analysons rapidement auhapitre 2 l'origine des erreurs de mesures et les façons lassiques de les quanti�er dans Rn : ilapparaît que le meilleur ompromis est de onsidérer la mesure d'un veteur (ou d'un point) ommela réalisation d'un veteur aléatoire dont on ne onserve que la moyenne et la matrie de ovariane.Nous rappelons don les bases de la théorie des probabilités et en partiulier omment on peutgénéraliser la notion de variable aléatoire à elle de veteur aléatoire, ainsi que la propagationl'inertitude sur es veteurs aléatoires. Le but de et exposé est bien sûr de pouvoir généralisertoutes es opérations à des primitives aléatoires. Malheureusement, nous montrons que e n'estpas si simple et que nombre de paradoxes peuvent apparaître : le paradoxe de Bertrand est sansdoute le plus onnu et montre l'anienneté du problème puisqu'il date de 1907. Nous en avonsdéveloppé d'autres pour mettre en évidene les problèmes posés par le alul de la moyenne et lamodélisation du bruit sur les primitives.En fait, si l'on peut utiliser la théorique lassique des probabilités pour gérer l'inertitude sur les



10 Introdution Chap. 1points, 'est pare que l'on peut assoier aux points une struture d'espae vetoriel, hose que l'onne peut pas faire de manière évidente pour des primitives géométriques plus générales. Nous nousfoalisons don au hapitre 3 sur la struture intrinsèque de l'ensemble des primitives : elle de va-riété di�érentielle. L'ensemble des transformations impliitement assoiées aux primitives rentreégalement dans e adre pour onstituer un groupe de Lie. Nous nous onentrons plus partiu-lièrement dans la suite sur la partie des primitives a�etée par l'ation du groupe : 'est la notion devariété homogène. En suivant l'exemple du paradoxe de Bertrand, nous nous herhons alors à dé-terminer la mesure invariante qui onstitue la base de la théorie des probabilités géométriques.Cette théorie est toutefois insu�sante puisqu'elle ne onerne que des distributions uniformes. Pourpouvoir aller plus loin, nous avons besoin d'une distane invariante sur notre variété, e qui estl'objet de la setion (3.4). Toutefois, les résultats ainsi obtenus sont toujours insu�sants et nousdevons faire intervenir des notions de géométrie di�érentielle et de géométrie riemanniennepour pouvoir aratériser les onditions d'existene d'une distane invariante. Cela nous permetégalement de onstruire la représentation exponentielle de la variété, qui onstitue la représentation
(( la plus linéaire possible )) de la variété et qui s'avère posséder des propriétés remarquables.Nous pouvons alors développer au hapitre 4 une théorie des probabilités sur les primitivesgéométriques, en dé�nissant tout d'abord la densité de probabilité d'une primitive aléatoire,puis ave Fréhet et Karher la manière de dé�nir la moyenne d'une telle primitive. Cette moyenneétant dé�nie au moyen d'une minimisation, il nous faut développer un algorithme pour pouvoirla aluler e�etivement. A partir de la primitive moyenne, il n'est pas très dur de dé�nir unematrie de ovariane grâe au développement de la variété dans le plan tangent (la arte expo-nentielle). Ave es (( moments du premier et seond ordre )), nous pouvons traiter l'essentiel de nosproblèmes de probabilité sur les primitives géométriques.Dans le hapitre 5, les problèmes statistiques sont plus ouverts : si nous pouvons dé�nir pro-prement les modèles de bruit isotropes et homogènes, il est lair que la dé�nition de ladistribution gaussienne sur une variété que nous proposons n'est pas la seule possible, mais ellea l'avantage de pouvoir être approhée par une gaussienne lassique pour une ovariane faible. Demême, le hoix de la dé�nition de la distane de Mahalanobis est plus guidé par des onsidéra-tions appliatives que théoriques.Nous résumons dans le hapitre 6 les prinipaux résultats obtenus dans ette partie, mais vusette fois-i du �té appliatif : la phase mathématique de la setion permet de savoir s'il existeune distane invariante pour un type de primitives soumis à l'ation d'un groupe de transforma-tion donné, puis de déterminer les géodésiques et don la arte prinipale. Il ne reste alors qu'àimplémenter les opérations atomiques pour que e type de primitives forme un objet de la lasse
(( primitives probabilistes )). Les opérations de base sont alors génériques et permettent déjà deonstruire quelques briques d'algorithmes haut niveau.1.3.2 AppliationsPour pouvoir appliquer la théorie de la première partie, nous ommençons par étudier auhapitre 7 les rotation 3D sous la forme matriielle, puis en utilisant les quaternions. Cetteétude dépasse la adre de la méthodologie présentée dans la synthèse de la partie théorique, maisautorise ainsi une approhe plus appliquée des tehniques générales sur la variétés di�érentiellesprésentées au hapitre 3. A partir du veteur rotation et de ses opérations atomiques, nous pour-rons développer relativement simplement les aluls néessaires aux transformations rigides, don



1.4. Contributions 11aux repères. Nous envisagerons alors le as des repères semi et non-orientés.Dans le hapitre 8, nous nous intéressons à deux problèmes d'estimation : le realage et la fusionde primitives. Nous analysons tout d'abord les tehniques de realage lassiques aux moindresarrés à partir d'appariements de points, puis nous développons trois tehniques de realage à partird'appariements de primitives quelonques, tehniques qui s'adaptent également très bien à la fusionde primitives. La di�ulté dans toutes es méthodes est d'évaluer l'inertitude sur la transformationou la primitive estimée. En�n, nous abordons le problème de l'estimation du modèle de bruit surles primitives, e qui permet de onstruire un algorithme de realage robuste estimant tous lesparamètres.Les questions de préision sont partiulièrement importantes, voire vitales, en imagerie médi-ale : nous nous posons dans la première partie du hapitre 9 la question de la validation de notreestimation de l'inertitude sur le realage. Nous développons pour ela une méthode statistique quifontionne sur des données synthétiques, mais aussi sur des données réelles. Les expérienes sur lesdonnés synthétiques montrent une validation parfaite dans le as d'un bruit onnu sur les primi-tives et permettent d'a�ner les domaines de validité dans le as de l'estimation de e bruit lors durealage. Nous présentons une expériene de realage mono-patient sur des données IRM qui validepleinement notre estimation de l'erreur sur le realage et prédit un éart-type de 0.1 mm, soit undixième de voxel. L'inertitude sur le realage peut aussi servir à déider statistiquement s'il y a unmouvement relatif entre deux strutures : nous présentons une telle expériene sur le bassin.Nous abordons dans le hapitre 10 les prinipaux algorithmes de reonnaissane de mise enorrespondane habituellement utilisés sur les points, et nous les formalisons en terme de primi-tives géométriques. Nous nous attahons ensuite aux modi�ations néessaires dans es algorithmespour que l'erreur soit prise en ompte et que l'on soit sur de reonnaître un objet s'il est présent.La ontrepartie de ette orretion des algorithmes est l'apparition de faux positifs, 'est-à-direde reonnaissanes fant�mes, et nous en analysons la probabilité d'apparition. Cette analyse nouspermet en partiulier de mesurer la séletivité des primitives utilisées et de valider la mise enorrespondane des images médiales préédemment utilisées. En�n, pour �nir, nous identi�onsquatre point lés pour l'utilisation pratique des algorithmes préités ave des primitives génériques :il s'agit du alul des invariants, du lustering et de trouver des solutions e�aes et orretes pourl'indexation et le plus prohe voisin.Le hapitre 11 met en oeuvre l'une de es tehniques en biologie moléulaire pour omparerdes strutures tridimensionnelles de protéines et en extraire la partie ommune. Étant basé sur lesrepères au lieu des points, et algorithme réduit onsidérablement la omplexité par rapport à l'étatde l'art : de O(n3) à O(n2). Les résultats expérimentaux on�rment la validité de l'approhe et legain en robustesse grâe à l'utilisation des repères.En�n, nous nous intéressons dans le hapitre 12 aux problèmes de modélisation et en par-tiulier au realage multiple, qui vise à mettre dans le même repère plusieurs observations d'unmême objet. Nous analysons plusieurs algorithmes sur les points et nous présentons des exemplesd'appliation en modélisation à la fois pour la biologie moléulaire et pour l'imagerie médiale.1.4 ContributionsMises à part les synthèses sur les probabilités dans Rn (hap. 2 ) et sur la géométrie riemannienne(setion 3.5), la première partie est dans l'ensemble originale. Dans la seonde partie, nous analy-sons en général les tehniques onnues utilisant les points et nous les généralisons aux primitives



12 Introdution Chap. 1quelonques. Dans le détail, les ontributions majeures sont les suivantes :
• Chapitre 3 : la théorie mathématique des mesures invariantes est bien établie dans (Santalo,1976). Nous en présentons à la setion (3.3) une formalisation plus aessible en terme dereprésentation. Si la métrique invariante sur un groupe de Lie est une notion onnue engéométrie riemannienne, la formalisation de la distane invariante par une (( norme )) (setion3.4) est nouvelle, et nous n'avons trouvé auun travail sur les onditions d'existene d'unemétrique invariante sur une variété (setion 3.5). L'utilisation du lieu de oupure pour réerla arte prinipale semble également originale. Une partie des travaux de e hapitre a faitl'objet de publiations dans (Penne et Ayahe, 1996a; Penne et Ayahe, 1996b).
• Chapitre 4 : la densité de probabilité d'une primitive aléatoire est évoquée dans plusieurstravaux mathématiques, mais nous avons entièrement développé les propriétés de propagationprésentées dans la setion (4.1). L'espérane au sens de Fréhet est très peu onnue, nousn'avons trouvé sa aratérisation omme un baryentre exponentiel que dans (Emery etMokobodzki, 1991). L'algorithme que nous présentons pour son obtention à la setion (4.3)est original, ainsi que la dé�nition de la matrie de ovariane et les résultats assoiés de lasetion (4.4).
• Chapitre 5 : les aspet statistiques sont des ontributions inédites qui posent d'ailleurs plusde questions qu'elle n'en résolvent, en partiulier pour les dé�nitions d'une distributiongaussienne et de la distane de Mahalanobis.
• Chapitre 6 : l'idée d'une struture (( orientée objet )) générique pour gérer les primitives géo-métriques n'est pas neuve, mais elle n'était pas vraiment réalisable jusqu'à présent.
• Chapitre 7 : si les deux premières setion, onernant les matries de rotation et les qua-ternions, ne réalisent qu'une synthèse, la setion (7.3) sur le veteur rotation omporte desrésultats nouveaux, et en partiulier la dérivation de la omposition. Nous nous sommes deplus attahés à résoudre e�aement toutes les instabilités numériques. Les résultats présen-tés à la setion (7.5) sur les repères semi et non-orientés sont également entièrement nouveaux.
• Chapitre 8 : les algorithmes de realage à partir d'appariements de primitives (setion 8.2)sont originaux, ainsi que les algorithmes de fusion de primitives (8.3). La méthode de realagerobuste estimant de plus l'inertitude sur les données et la transformation est également uneontribution.
• Chapitre 9 : la méthode statistique pour valider l'estimation de l'inertitude sur le realageest, à notre onnaissane, nouvelle et unique. Ce hapitre, ave quelques éléments despréédents a été publié dans (Penne et Thirion, 1997; Penne et Thirion, 1995). La setiononernant les mouvements relatifs des du bassin dans les images IRM est également novatrie.
• Chapitre 10 : les résultats de statistiques préédemment développés nous permettent deformaliser orretement la gestion de l'erreur dans les algorithmes de reonnaissane etla notion de séletivité des primitives. L'analyse du nombre moyen de faux positifs parintégration sur les transformations admissibles est nouvelle.
• Chapitre 11 : l'utilisation d'algorithmes de vision pour la biologie moléulaire est déjàprésente dans (Fisher et al., 1992a; Fisher et al., 1992b), mais l'utilisation des repères aulieu des points permet de réduire la omplexité de O(n3) à O(n2), e qui est une ontributionsigni�ative par rapport à l'état de l'art. Publiation dans (Penne et Ayahe, 1998; Penneet Ayahe, 1994).



1.4. Contributions 13
• Chapitre 12 : nous proposons une nouvelle tehnique pour realer simultanément plusieursobjets formés de points en dimension quelonque et aluler l'objet moyen sans favoriser l'undes objets et en présene de multiples olusions. L'inlusion de la probabilité d'observationd'un point dans le modèle ainsi obtenu est également originale. Publiation dans (Penne,1996).
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Première partie

Primitives géométriques et inertitude





Chapitre 2
Le problème de l'inertitude

� Il n'est pas ertain que tout soit ertain. �B. Pasal, Pensées, 1670Le but de e hapitre est de faire le point sur les les tehniques usuelles utilisées pour gérer leserreurs de mesures (i.e. l'inertitude) sur les points et les veteurs, et de donner les bases néessairesen probabilité pour pouvoir généraliser es méthodes à d'autres types d'objets géométriques hautniveau, omme des droites, des points ave un veteur unitaire, et., objets que nous appelleronsprimitives géométriques.Un rapide état de l'art fera apparaître l'importane et la prédominane de la gestion probabi-liste de l'erreur, et nous examinerons don e qu'est un espae probabilisé, e qu'est une variablesaléatoire, et omment on peut la manipuler. La généralisation de la notion de variable aléatoire(dans R) à elle de veteur aléatoire (dans Rn) est intéressante et nous donne un exemple de lamarhe à suivre pour étendre es notions et les méthodes assoiées à nos primitives géométriques.Cependant, nous montrerons dans la dernière setion que la généralisation hâtive de es tehniquesfournit nombre de paradoxes, et qu'il faut être partiulièrement préautionneux dans ette tâhe :nous nous y emploierons dans les hapitres suivants.2.1 Erreurs de mesure � L'imprévisible est dans la nature des hoses �Menius, Philosophe Confuéen, IVe -IIIe sièle av. J.C.2.1.1 Provenane et in�ueneLes mesures que l'on peut e�etuer en vision par ordinateur sur une image ne sont jamaisparfaites et, de l'objet réel aux primitives que l'on mesure, on peut distinguer plusieurs souresd'erreur dans la haîne de traitement :
• Les déformations introduites par le système de vision (que e soit une améra omme en visionlassique, ou un sanner, ou enore une IRM), qui ne sont en général pas linéaires.17
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• La disrétisation de l'image, à la fois en positionnement (pixels) et en niveaux de gris.
• Les pré-traitements e�etués sur l'image avant la reonnaissane : �ltrages, extration deontours... et l'extration des primitives proprement dite. En partiulier, il existe souventune (( éhelle )) privilégiée pour observer et mesurer les primitives, et le traitement de la mêmeimage à deux éhelles di�érentes fournira un positionnement di�érent des primitives obser-vables à es deux éhelles, mais aussi des primitives observables à l'une des deux éhellesseulement.
• La variabilité du modèle et l'approximation de la transformation : 'est par exemple le asen reonnaissane 2D d'objets 3D si l'on utilise une similitude pour approher une proje-tion orthogonale, ou lorsqu'on onsidère des transformations eulidiennes pour des objets trèslégèrement déformables (imagerie médiale).Ces erreurs vont induire des hangements importants dans les algorithmes de vision haut niveau.En e�et, di�érentes mesures d'une même primitive positionnée exatement au même endroit dansplusieurs images seront di�érentes. Dans un problème de reonnaissane, onsidérer que deux pri-mitives ou deux invariants sont identiques (à la disrétisation près) peut don amener à disréditerbeauoup d'appariements, rendant par là même hasardeuse voire improbable la détetion d'un objetpourtant présent dans l'image. On appelle ela un faux négatif.D'un autre �té, dès que l'on autorise une ertaine erreur sur les mesures (ne serait-e que ladisrétisation des tables de hahage ou elle des nombres réels), des primitives qui n'ont rien à voirave l'objet reherhé peuvent être appariées et ainsi (( onspirer )) pour amener à la reonnaissaned'un objet qui n'existe pas : 'est un faux positif. On notera que eux-i sont identi�ables grâeà une véri�ation plus approfondie utilisant des informations supplémentaires (non utilisées dansla modélisation de l'image par primitives). Ces véri�ations sont toutefois oûteuses en temps dealul et peuvent induire une explosion de la omplexité de l'algorithme.Il est don important de gérer l'erreur pour éviter les faux négatifs, mais de la faire au plus justepour limiter la probabilité ou le nombre de faux positifs.2.1.2 Erreur bornéeUne approhe simple pour modéliser l'inertitude onsiste à supposer que l'on onnaît la positionexate 1 x d'un point (ou qu'on a pu l'approximer) et une borne ε sur la norme de l'erreur : nosmesures suivent alors le modèle

x̂ = x+ δx ave ‖δx‖ ≤ εOn notera qu'en général il n'est pas supposé que la distribution de l'erreur soit uniforme sur la boule
B(0, ε), mais 'est la distribution qui minimise l'information quand on ne onnaît que la borne ε(voir setions (2.2.2.7) et (2.2.3.6)). Cette approhe est utilisée intensivement dans (Grimson, 1990)pour la reonnaissane ave la tehnique des arbres d'interprétation et les aluls de probabilité defaux positif basés sur e modèle pour l'algorithme de (( geometri hashing )) sont développés pourdi�érents environnements dans (Grimson et al., 1994) et (Penne, 1993a).Toutefois, d'importants problèmes sont renontrés dès que l'on veut manipuler nos primitivespour en extraire des informations plus synthétiques ou les realer : omment propager ette bornesur l'inertitude dans les opérations utilisées?A�n d'éviter omplètement les faux négatifs, il est tentant de aluler une borne onservative,'est-à-dire strite : si y = f(x), alors ‖x̂− x‖ ≤ εx implique que ‖ŷ − y‖ ≤ εy. Les quelques études1. Nous laissons de �té le problème philosophique de savoir s'il existe réellement une position exate, dont nousne pouvons de toute façon pas obtenir la valeur à partir d'images disrètes d'objets ontinus.



2.2. Probabilités dans Rn 19susnommées ont ependant montré que l'obtention d'une telle borne est un problème omplexe etmène souvent à une surestimation importante de l'erreur, augmentant dangereusement la probabilitéde faux-positifs. Par ailleurs, l'utilisation d'une borne sur la norme de l'erreur suppose une ertaineisotropie de la zone d'erreur, e qui est souvent abusif. Pour relâher ette hypothèse, on peuta�eter à haque omposante d'un veteur une marge d'erreur indépendante : |x̂i − xi| ≤ εxi et ontravaille alors ave des zones d'erreur qui sont des pavés de Rn. C'est l'idée de base de l'arithmétiquedes intervalles (Moore, 1966). Les aluls restent ependant lourds et omplexes dès que l'on utilisedes fontions non linéaires. De plus, si les erreurs de mesure sur les omposantes sont indépendantesdans un repère partiulier et induisent une zone d'erreur partiulièrement agréable (allongée suivantune axe et plate suivant un autre, par exemple), e n'est généralement pas le as dans un autre repèreou après une transformation. Une étude expérimentale sur l'estimation des rotations de (Orr et al.,1991) montre d'ailleurs que la méthode probabiliste donne des résultats meilleurs, plus rapidementet ave une meilleure estimation de l'inertitude que la méthode basée sur les intervalles.2.1.3 Erreur probabilisteEn supposant que l'on puisse aquérir autant d'images que l'on veut d'un objet, il serait (théori-quement) possible de aratériser toutes les valeurs possibles de la position d'une primitive, ou plusspéialement, omme on est dans le adre ontinu, la distribution des mesures. Si la primitive estun point ou un veteur x, un outil parfaitement adapté pour ela est de onsidérer que la mesure x̂de x est la réalisation d'un veteur aléatoire x et de aratériser la distribution de l'erreur par ladensité de probabilité de e veteur aléatoire (abrégé par la suite en densité).Cependant, d'un point de vue alulatoire ou informatique, il est peu aisé de manipuler desfontions sur Rn : on est don amené à approximer ette densité par ses premiers moments (valeurmoyenne et matrie de ovariane par exemple) onsidérés habituellement omme su�sammentreprésentatifs. On peut alors dériver un ertain nombre de règles de alul relativement simplespour aluler la propagation de es moments de manière exate dans ertaines opérations et demanière approhée dans le as général. D'un point de vue statistique, on peut également exprimerles prinipales hypothèses sur les modèles de bruits en terme de moyenne et de ovariane. Onpeut don obtenir un ensemble ohérent d'outils probabilistes et statistiques pour travailler avel'approximation au seond ordre des veteurs aléatoires.2.2 Probabilités dans Rn � Le hasard n'est que la mesure de notre ignorane. Lesphénomènes fortuits sont, par dé�nition, eux dont nousignorons les lois. �H. Poinaré, Calul des probabilités, 1912Cette setion rappelle dans un premier temps un ertain nombre de notions de base de probabilitéainsi que quelques problèmes de statistiques. Conernant les probabilités, on pourra onsulter parexemple (Neveu, 1990; Papoulis, 1991; Pelat, 1992) pour de plus amples développements. Pour lapropagation des moments, on pourra se reporter à (Zhang et Faugeras, 1992; Faugeras, 1993; Csurkaet al., 1995).



20 Le problème de l'inertitude Chap. 22.2.1 Espaes probabilisésUn espae probabilisé est un espae Ω d'événements élémentaires auquel on adjoint une tribu Bqui ontient les parties de Ω et une mesure de probabilité Pr sur les éléments de ette tribu.2.2.1.1 Évènements élémentairesLes événements élémentaires ω ∈ Ω sont les résultats possibles d'une expériene aléatoire. L'es-pae Ω regroupe l'ensemble des résultats possibles de l'expériene. Dans le as d'un jet de dé, lerésultat sera par exemple un hi�re entre 1 et 6 : Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Si l'expériene onsiste à jeterplusieurs dés (di�érentiables), le résultat sera un n-uplet de tels hi�res.Dans notre as, l'expériene aléatoire sera plut�t la mesure d'une primitive géométrique, etl'ensemble des résultats possibles sera don l'ensemble de es primitives géométriques. Ainsi, si l'onmesure un point de Rn, on a Ω = Rn.2.2.1.2 Évènements et partiesPlut�t que de travailler sur haun des résultats possibles, on aratérise un événement par unensemble de résultats possibles (un sous-ensemble ou une partie de Ω) : la somme de deux jets dedés est supérieure à 10, le premier jet de dé est supérieur au seond, ou dans notre as : la mesurede x est égale à y à une distane ε près... sont des événements aratérises par des sous ensembles
A,B . . . ⊂ Ω. Dans ette optique, les événements élémentaires sont évidemment les singletons {ω}.Les opérations logiques qui nous intéressent sur les événements sont très prohes des opérateursensemblistes : à tout événement A, on peut assoier son ontraire Ā = Ω−A, la réalisation de A ouelle de B est l'événement A∪B tandis que la réalisation simultanée de A et de B est l'événement
A ∩ B. L'événement impossible est l'ensemble vide ∅ et un événement ertain est représenté parl'ensemble Ω au omplet.Deux relations importantes entre les événements sont enore à noter : A ⊂ B exprime que Aimplique B (si le résultat de l'expériene est dans A, alors il est aussi dans B), et A∩B = ∅ signi�eque les événements A et B sont inompatibles et s'exluent mutuellement.Un système exhaustif d'événements est une partition de Ω, 'est-à-dire une suite dénombrable
Ai d'événements deux à deux inompatibles ( Ai∩Aj = ∅ si i 6= j) ouvrant toutes les possibilités :
∪iAi = Ω.2.2.1.3 Tribu d'événementsA priori, il pourrait sembler naturel de onsidérer que toute partie de Ω représente un événement,mais ela n'est possible que si Ω est dénombrable. Pour des espaes plus grands, il est impossible dedé�nir des probabilité intéressantes sur toutes les parties de Ω. On est don réduit à se antonnerà une famille de parties, et l'on imposera de plus que ette famille soit stable par les opérations debase : on appelle tribu ou σ-algèbre A sur Ω une famille de parties de Ω ontenant l'événementimpossible ∅, stable par omplémentation, stable par réunion et intersetion dénombrable.La onstrution expliite des tribus sur un espae quelonque n'est pas une hose faile, maisonsidérant une famille C de parties, on peut monter qu'il existe une plus petite tribu qui ontienneette famille, que l'on l'appelle tribu engendrée par la famille C. Ce proédé de onstrution peuexpliite permet toutefois de dé�nir sur tout espae topologique, et en partiulier métrique, la tribuborélienne de Ω omme la tribu engendrée par la famille des ouverts de l'espae.



2.2. Probabilités dans Rn 212.2.1.4 Mesure de probabilitéPour ompléter la desription de notre expériene aléatoire, il nous reste à quanti�er la probabi-lité d'ourrene ou d'observation d'une événement. On appellemesure sur notre espae Ω muni dela tribu A une fontion Pr σ-additive de A dans R+ : si Ai est une suite dénombrable d'événementsdeux à deux disjoint, on doit avoir
Pr

(⋃

i

Ai

)
=
∑

i

Pr(Ai)Pour que ette mesure soit appelée probabilité, il faut de plus qu'elle soit normalisée :
Pr(Ω) = 1. Le triplet (Ω,A,Pr) est alors un espae probabilisé.On dit qu'un ensemble (ou un événement) A est de mesure nulle si sa probabilité est nulle
Pr(A) = 0. A l'opposé, et événement est presque ertain si Pr(Ω−A) = 0. Une propriété est vraiepresque partout si l'ensemble des points où elle n'est pas réalisée est de mesure nulle.Une relation importante lie les probabilités de deux événements quelonques :

Pr(A ∪B) = Pr(A) + Pr(B)− Pr(A ∩B)Cette relation est à l'origine de la sous additivité des probabilités et elle met en valeur le ouplagedes événements A et B, qui peut être mesuré par l'événement A ∩ B (réalisation simultanée de Aet de B). Si les événements sont disjoints (Pr(A ∩B) = 0), alors on retrouve l'additivité.2.2.1.5 Probabilités onditionnelles et règle de BayesDans l'examen des expérienes aléatoires, il est souvent intéressant de prendre en ompte uneonnaissane partielle sur le résultat. On herhe par exemple à étudier la probabilité d'un événement
A sahant que l'événement B est réalisé (par hypothèse ou par observation). On note Pr(A|B) etteprobabilité onditionnelle, et en supposant que l'événement onditionnant B ne soit pas demesure nulle, on a la relation :

Pr(A|B) =
Pr(A ∩B)

Pr(B)qui exprime en quelque sorte la normalisation due à la rédution de l'espae des résultats de Ω à
B. La probabilité de l'intersetion s'érit alors :

Pr(A ∩B) = Pr(A|B).Pr(B) = Pr(B|A).Pr(A)d'où l'on obtient la règle de Bayes :
Pr(A|B) =

Pr(B|A).Pr(A)

Pr(B)On dit que deux événements A et B sont indépendants si la onnaissane de l'un n'apporte auuneinformation sur l'autre :
Pr(A|B) = Pr(A) et Pr(B|A) = Pr(B) d'où Pr(A ∩B) = Pr(A).Pr(B)C'est une sorte de notion d'orthogonalité sur les événements : par exemple, savoir qu'un pointaléatoire dans le plan a pour absisse x ne nous apporte pas d'information sur son ordonnée y.



22 Le problème de l'inertitude Chap. 22.2.2 Variable aléatoire (observable)Soit ω ∈ Ω un événement élémentaire et x = x(ω) une variable réelle dépendant de l'événementou x est une appliation de Ω dans R. La variable x est en général un paramètre mesurable denotre expériene, que l'on appelle en physique une observable. Pour que l'on puisse, a proprementparler, appeler x une variable aléatoire réelle (ou v.a.r. en abrégé), if faut que, quelque soientles réels a et b, on puisse parler de la probabilité Pr(a < x < b). Il faut don que x(-1)(]a, b[) soitun événement de la tribu A onsidérée sur Ω. On appelle plus généralement fontion borélienneune fontion qui respete ainsi la struture de tribu borélienne, et toutes les variables aléatoiresou hangements de variables que nous onsidéreront dans la suite seront de telles fontion. A�nd'alléger l'ériture, on note souvent de façon identique l'appliation et le réel qui en est le résultat.On érira don indi�éremment une v.a.r. : x ou x(ω).Le formalisme des variables aléatoires permet de s'abstraire (quasiment) totalement de l'espaeprobabilisé d'origine Ω, puisque l'on travaille maintenant dans R, et d'assoier à haque variable xou y une mesure de probabilité di�érente (mais théoriquement liées par le fait qu'elles proviennentd'un même espae probabilisé). Ainsi, on oublie souvent de spéi�er l'espae Ω pour ne travaillerque sur des variables aléatoires (réelles) de probabilité données.2.2.2.1 Densité de probabilitéOn dit qu'une variable aléatoire x possède ou suit une densité de probabilité px sur R si,pour tout intervalle ]a, b[, on a :
Pr(x ∈]a, b[) =

∫ b

a
px(y).dyOn parle également de distribution de probabilité, en sahant que px peut parfois être une dis-tribution et non une fontion, en inluant par exemple des Diras. Nous nous antonnerons ii àdes densités qui sont des fontions, le plus souvent ontinues, le as des distributions étant plusdi�ilement généralisable sur les variétés di�érentielles.Notons que dans la dé�nition i-dessus, la ontrainte originelle Pr(Ω) = 1 et le fait que laprobabilité soit positive se traduisent en

px(y) > 0 et ∫ ∞

−∞
px(y).dy = 12.2.2.2 EspéraneNous avons maintenant une mesure Pr sur l'espae Ω, et des fontion à valeurs réelles sur etespae : les variables aléatoires réelles. En nous restreignant aux fontion mesurable, nous pouvonsdon intégrer es fontions : 'est la dé�nition de l'espérane mathématique.

E [ x ] =

∫

Ω
x(ω).Pr(dω) =

∫
x.dPr (2.1)Si la v.a.r. admet une densité de probabilité px, ette dé�nition se ramène à une intégration lassiquedans R, et l'on peut enore une fois s'a�ranhir de l'espae d'origine Ω :

E [ x ] =

∫R y.px(y).dy



2.2. Probabilités dans Rn 23Notons ependant que l'on peut, grâe à et opérateur, retrouver la mesure de probabilité induitepar la variable aléatoire réelle sur R. Si U est un ouvert de R :
E [ 1U (x) ] = Pr(U)L'espérane est un opérateur linéaire sur les variables aléatoires : si λ1 et λ2 sont deux réels et

x, y deux v.a.r., on a :
E [ λ1.x + λ2.y ] = λ1.E [ x ] + λ2.E [ y ]Notons enore que si ϕ est une fontion (borélienne mesurable) de R dans R, l'espérane de lavariable omposée ϕ(x) est donnée par :

E [ ϕ(x) ] =

∫R ϕ(y).px(y).dy2.2.2.3 Information et entropieLe but �nal d'une observation dans un système aléatoire est de d'extraire les données les pluspertinentes, 'est-à-dire le plus d'information possible ou enore réduire au maximum l'inertitudede l'observation. A partir de la probabilité px d'une v.a.r. x on peut avoir une idée intuitive del'inertitude de notre observation : plus la distribution est étalée, plus le résultat de l'expériene estinertain. Shannon a formalisé ette notion intuitive en 1948 (voir aussi (Jaynes, 1996, h. 11)) eta montré que la seule mesure de l'inertitude adaptée (à un fateur d'éhelle près) est l'entropie :
H [ x ] = −E [ log(px(x)) ] = −

∫
log(px(x)).px(x).dxL'apparition du logarithme dans ette formule provient de la ondition d'additivité imposée sur lanotion d'inertitude : si deux variables aléatoires x et y sont indépendantes, leur densité onjointeest p(x,y)(x, y) = px(x).py(y) (voir setion 2.2.3.7), et l'entropie onjointe est simplement l'additiondes entropies :

H [ (x,y) ] = −
∫

(log (px(x)) + log (py(y))) .px(x).py(y).dx.dy = H [ x ] + H [ y ]Dans e manusrit, nous préférons utiliser la notion opposée d'information :
I [ x ] = −H [ x ] =

∫
log(px(x)).px(x).dxet onserver le terme inertitude pour les aratéristiques numériques. Il est di�ile de donner uneinterprétation à une valeur donnée de l'information, exepté que plus elle est petite, plus on serapprohe de la distribution uniforme. On regarde plut�t en général la di�érene d'informationentre une distribution a priori et une distribution a posteriori, e qui quanti�e l'information quel'on a gagné lors de notre traitement.2.2.2.4 Moments d'une variable aléatoireUne v.a.r. x est entièrement dérite par sa densité de probabilité (si elle est possède une),mais ette information est souvent trop rihe pour être appréhendée ou bien traitée de manière



24 Le problème de l'inertitude Chap. 2informatique. On souhaite don aratériser ette v.a.r. par un ensemble de paramètres restreints,et l'on utilise le plus souvent les moments, dé�nis à partir de l'espérane par :
mkx = E

[
xk
]le moment d'ordre 0 est toujours égal à 1 (ontrainte de normalisation) mais les moments d'ordresupérieur n'existent pas forément.Moyenne Le moment d'ordre 1 est une valeur entrale de la distribution partiulièrement impor-tant est porte le nom de moyenne ou d'espérane de la v.a.r. x :

x = E [ x ]C'est en quelque sorte la (( meilleure )) approximation de la distribution par une valeur déterministe(ou onstante).Variane A�n de pouvoir omparer les distributions entrées autour de valeurs di�érentes, onentre en général les moments d'ordre supérieur autour de la moyenne :
m̄kx = E

[
(x−E [ x ])k

]Parmi es aratéristiques numériques, on distingue plus partiulièrement le moment entréd'ordre 2 que l'on appelle variane :
σ2x = E

[
(x− x)2

]et qui indique la dispersion de la distribution autour de la valeur entrale.2.2.2.5 Médiane et quantilesD'autre aratéristiques numériques sont enore utilisées : lamédiane se dé�nit omme l'élémentmédian ou milieu d'une distribution. On a don :
Pr(x ≤ xmed) = Pr(x > xmed) = 0.5Notons que la médiane est omme la moyenne une valeur entrale de la distribution.Il n'est pas di�ile de montrer que la médiane réalise le minimum du ritère suivant, e quipermettra de généraliser ette notion aux veteurs et aux éléments aléatoires :

xmed = arg min
y

E [ |x− y| ]La médiane sépare le support de la distribution en deux parties de probabilités égales. On appellequantile xα la valeur qui sépare le support en deux parties inégales de probabilités 1 − α du �téinférieur et α de l'autre :
Pr(x < xα) = 1− α et Pr(x > xα) = αCette notion de quantile fait ependant appel à une relation d'ordre totale qui ne sera pasfailement généralisable dans des espaes de dimension supérieure.



2.2. Probabilités dans Rn 252.2.2.6 Loi gaussienneSupposons maintenant que, par hypothèse ou par mesure, nous ne onnaissions que la moyenne
x et l'éart-type σ d'une v.a.r. x. Pour pouvoir utiliser un ertain nombre d'outils probabilistes etstatistiques, nous avons besoin d'assigner à x une densité de probabilité. En l'absene d'informationsupplémentaire, quelle fontion p(x) hoisir? Celle-i doit véri�er les onditions suivantes :� C'est une densité de probabilité : p(x) ≥ 0 et ∫ p(x).dx = 1,� de moyenne µ : ∫ x.p(x).dx = µ,� et de variane σ2 : ∫ (x− µ)2.p(x).dx = σ2.Il est raisonnable de hoisir parmi les fontions qui véri�ent es propriétés elle qui est la moinsinformative, 'est-à-dire qui minimise l'information I

[
x | x = µ, σ2

x = σ2
]. Grâe au alul desvariations, 'est un exerie que l'on peut résoudre en érivant le lagrangien :

Λ(p) =

∫ (
p. log(p) + α.p + β.x.p+

γ

2
.(x− µ)2.p

)
.dxoù α, β et γ sont les multipliateurs de Lagrange permettant de prendre en ompte les ontraintes.L'équation d'Euler aratérisant l'optimum est obtenue en dérivant par rapport à p sous le signesomme et en égalant à zéro : log(p) + 1 + α+ β.x+ γ

2 .(x− µ)2 = 0, e qui se réérit :
p(x) = exp (−1− α) . exp

(
−β.x− γ

2
.(x− µ)2

)En reportant dans les ontraintes, et après quelques intégrations (que Maple fait très bien), ontrouve les valeurs des multipliateurs :
α =

log(2 π)

2
+ log(σ) − 1 β = 0 γ =

1

σ2e qui donne la densité de probabilité de la loi gaussienne N(µ, σ2) :
p(x) =

1

σ
√

2 π
. exp

(
−(x− µ)2

2 σ2

) (2.2)Information de la gaussienne Il est intéressant de aluler l'information de ette distribution.En notant k la onstante de normalisation, on a :
I
[
N(µ, σ2)

]
= − log(k)− 1

2.σ2
.

∫
(x− µ)2.p(x).dxCette dernière intégrale étant justement la variane, on trouve

I
[
N(µ, σ2)

]
=
−1− log(2.π)

2
− log(σ) soit I

[
N(µ, σ2)

]
∝ − log(σ) (2.3)L'information est don inversement proportionnelle au log de la variane.



26 Le problème de l'inertitude Chap. 22.2.2.7 Loi uniformeSi la loi normale orrespond lassiquement à une erreur de mesure, la loi uniforme orrespondà l'idée de hasard au sens ommun, 'est-à-dire d'étalement maximal. A�n d'avoir une densité deprobabilité, on se limite habituellement à un ensemble mesurable, ou plus simplement dans le asd'une v.a.r. à un intervalle U =]a, b[ (omme la taille d'une image, par exemple). On dé�nit alors laloi uniforme sur un tel ensemble U par la densité :
p(x) =

1U (x)∫
U dx

où 1U (x) =

{
1 si x ∈ U
0 sinon (2.4)Notons la loi uniforme sur U minimise l'information onditionnelle : I [ x | x ∈ U ]. Les aratéris-tiques numériques sur un intervalle U =]a, b[ sont simples:

x =
a+ b

2
et σ2 =

(a− b)2
122.2.3 Veteur aléatoireSupposons maintenant que l'on ait un ensemble de mesures simultanées sur notre expérienealéatoire. Si l'on range es n variables aléatoires réelles xi dans un veteur x = (x1, . . .xn)T,on obtient naturellement un veteur aléatoire (abréviation v.a.), qui est don une appliation

x = x(ω) de Ω dans Rn dont les omposantes sont des v.a.r.. Observons que ette dernière onditionéquivaut à imposer que, pour tout ouvert U de Rn, {x ∈ U} est un événement de la tribu A surl'espae d'origine Ω.2.2.3.1 Densité de probabilitéC'est la généralisation direte de la densité des v.a.r. On dit qu'un v.a. x possède ou suit unedensité de probabilité px sur Rn si, pour tout ouvert U ∈ Rn, on a :
Pr(x ∈ U) =

∫

U
px(y).dyLes ontraintes de normalisation se traduisent trivialement par :

px(y) > 0 et ∫Rn

px(y).dy = 12.2.3.2 Espérane d'une observableSoit ϕ une fontion borélienne (intégrable) de Rn dans R, et x un veteur aléatoire de densité
px. Alors ϕ(x) est une variable aléatoire réelle dont on peut aluler l'espérane :

E [ ϕ(x) ] =

∫Rn

ϕ(y).px(y).dyEn partiulier, on peut retrouver la mesure de probabilité induite par le v.a. x sur Rn grâe àl'espérane de la fontion indiatrie. Si U est un ouvert de Rn :
E [ 1U (x) ] = Pr(U)



2.2. Probabilités dans Rn 272.2.3.3 Information et entropieLa dé�nition est une transposition direte du as réel :
I [ x ] = −H [ x ] =

∫Rn

log(px(x)).px(x).dx2.2.3.4 Moments de la densitéEn ensemble partiulier de fontions réelles est formé par les puissanes des omposantes, etl'espérane de es fontions dé�ni les moments de la distributions. Soit k = (k1, . . . kn) un veteurd'entiers. Les moments sont alors :
mkx = E

[
xk1

1 .x
k2
2 . . .xkn

n

]L'ordre du moment est maintenant la somme des puissanes. Il n'y a don qu'un seul momentd'ordre 0, et il est toujours égal à 1 (ontrainte de normalisation). Les moments d'ordre supérieurn'existent pas forément.Moyenne ou espérane d'un veteur aléatoire Il y a n moments d'ordre 1, orrespondantsà x1, . . . xn. Ordonnés dans un veteurs, il forment un veteur x que l'on appelle moyenne oud'espérane du v.a. x :
x = E [ x ] = (E [ x1 ] , . . . ,E [ xn ])T = (x1, . . . , xn)Notons que l'espérane d'un veteur aléatoire (ii dé�nie) et l'espérane d'une fontion réelle dee veteur sont deux notions distintes : le premier opérateur est à valeur dans Rn et le seond dans

R. Les propriétés de linéarité de l'espae vetoriel Rn nous permettent ependant de généraliser lanotion d'intégrale à valeur dans R à une intégrale à valeur dans Rn : l'intégrale d'un veteur étantle veteur de l'intégrale des omposantes. Cei permet d'érire l'espérane omme pour le as réel :
E [ x ] =

∫Rn

y.px(y).dy =

∫

Ω
x(ω).Pr(dω)Cette façon de dé�nir l'espérane d'un veteur aléatoire n'est utilisable que dans les espaes deBanah (espaes vetoriel normés omplets) et l'intégrale orrespondante est l'intégrale de Pettis(voir par exemple (Grenander, 1981, hap. 1)).Matrie de ovariane Les moments entrés sont alors dé�nis par

mkx = E
[

(x1 − x1)
k1 .(x2 − x2)

k2 . . . (xn − xn)kn

]Si l'on regarde les moments (entrés) d'ordre 2, on peut en dénombrer n2 ne faisant intervenir àhaque fois qu'une ou deux omposantes : on les nomme respetivement varianes et ovarianes.Il peuvent tous s'exprimer sous la forme suivante :
σ2

ij = E [ (xi − xi).(xj − xj) ]On les rassemble en général dans une matrie symétrique Σxx appelée matrie de variane-ovariane ou ovariane en abrégé. Une fois enore, les propriétés d'espae vetoriel nous permettentde généraliser les notions d'intégrale et d'espérane à valeur dans l'espae des matries et d'érire :
Σxx = E [ (x− x).(x− x)T ] =

∫Rn2
(y − x).(y − x)T.px(y).dy



28 Le problème de l'inertitude Chap. 22.2.3.5 Loi gaussienneLes moments d'ordres supérieur peuvent être exprimés de manière similaire mais néessitentl'emploi de tenseurs pour les regrouper. Pour des appliations numériques, on se ontente en géné-ral de la moyenne et de la ovariane. Cependant, pour ertaines estimations (de type maximumde vraisemblane, par exemple), nous avons besoin de supposer une densité de probabilité ayantes aratéristiques numériques. Pour trouver la densité qui minimise l'information onditionnelle
I [ x | x = µ, Σxx = Σ ], on érit le lagrangien :

Λ(p) =

∫ (
p. log(p) + α.p+ 〈β | x〉 .p+

1

2
.(x− µ)T.Γ.(x− µ).p

)
.dxoù les multipliateurs de Lagrange sont ette fois un réel α pour la ontrainte de normalisation, unveteur β pour la ontrainte sur la moyenne, et une matrie Γ qui se révélera symétrique pour laontrainte sur la ovariane.En érivant l'équation d'Euler pour l'optimum du lagrangien et en utilisant les ontraintes (pourun alul détaillé, voir la setion 5.2.3), on trouve omme valeur des multipliateurs :

α =
n

2
log(2 π) +

1

2
log(det(Σ))− 1 β = 0 Γ = Σ(-1)e qui donne la densité de probabilité de la loi gaussienne N(µ,Σ) :

p(x) =
1√

(2 π)n.det(Σ)
. exp

(
−(x− µ)T.Σ(-1).(x− µ)

2

) (2.5)Information de la gaussienne L'information de ette distribution est intéressante pour nousindiquer sa pertinene. On note k la onstante de normalisation :
I
[
N(µ, σ2)

]
= − log(k)− 1

2
.

∫
(x− µ)T.Σ(-1).(x− µ).p(x).dxEn notant que xT.V.y = Tr(V.y.xT), on peut sortir la ovariane de l'intégrale :

I
[
N(µ, σ2)

]
= − log(k)− Tr(Σ(-1)

2
.

∫
(x− µ).(x− µ)T.p(x).dx)L'intégrale donne alors la ovariane Σ et omme Tr(Σ(-1).Σ) = Tr(In) = n, on obtient

I [N(µ,Σ) ] =
n

2
(−1− log(2.π)) − 1

2
log (det(Σ)) ∝ log

(
det(Σ(-1))) (2.6)L'inertitude roit don linéairement ave le logarithme du volume de la région de on�ane délimitéepar l'ellipsoïde d'équation (x− µ)T.Σ(-1).(x− µ) = χ2.2.2.3.6 Loi uniformeLa loi uniforme sur un ouvert U de Rn est donnée par la densité :

p(x) = 1U (x)
/∫

U
dx (2.7)Notons ette loi minimise l'information onditionnelle : I [ x | x ∈ U ].



2.2. Probabilités dans Rn 292.2.3.7 Probabilités marginalesEn statistiques, on supposera souvent plusieurs mesures simultanées de v.a. pouvant être or-rélées ou indépendantes. Nous examinons ii le as de deux v.a. x et y de dimension m et n, lagénéralisation à un nombre plus grand de mesures étant similaire. On peut ranger es deux va-riables dans un seul veteur aléatoire zT = (xT, yT), dont la densité pz(z) = p(x,y)(x, y) est appeléedensité onjointe. Les densités marginales de x et y sont obtenue par intégration partielle :
px(x) =

∫Rn

p(x,y)(x, y).dy et py(y) =

∫Rm

p(x,y)(x, y).dxLes moments sont reliés par les relations
z = E [ z ] =

∣∣∣∣
x
y

et Σzz =

[
Σxx Σxy
Σyx Σyy ]où Σxy = ΣTyx est la matrie de ovariane roisée

Σxy = E [ (x− x).(y − y)T ]Si l'on note (de manière un peu abusive) Πx = ∂x
∂z = [Im ; 0] la matrie de projetion qui faitpasser du veteur aléatoire z au veteur x, on peut exprimer diretement les premiers moments dee dernier par :

x = Πx.z et Σxx = Πx.Σzz.ΠTxLa dérivation est similaire pour les moments de y.Mesures indépendantes Notons que la densité onjointe pz(z) se fatorise en
p(x,y)(x, y) = px(x).py(y)si et seulement si les v.a. x et y sont indépendants, e qui sera souvent supposé en statistiques. Lamatrie de ovariane se simpli�e alors puisque l'on a Σyx = 0.2.2.3.8 Densités onditionnellesNous utiliserons relativement peu de probabilités onditionnelles dans la suite, mais par souide omplétude nous inluons ii quelques formules importantes. Soient x et y deux v.a.. On note

p(x|y)(x|y) la densité de probabilité de x sahant que y = y. Cette densité est donnée à partir de ladensité onjointe et de la densité de y par
p(x|y)(x|y) =

p(x,y)(x, y)

py(y)
=

p(x,y)(x, y)∫
p(x,y)(x, y).dx

.Comme on a les formules symétriques pour la densité de y sahant x, on éliminer la densité onjointede es formules pour obtenir la règle de Bayes :
p(x|y)(x|y) =

p(y|x)(y|x).px(x)

py(y)
=

p(y|x)(y|x).px(x)∫
p(y|x)(y|x).px(x).dxSupposons que x soit une grandeur physique non diretement observable mais que l'on puissemesurer y dont le lien est onnu ave x (par l'intermédiaire de la loi onditionnelle p(y|x)(y|x)). Ladensité a priori px(x) est une mesure de la onnaissane que l'on a sur la grandeur non observable

x avant l'expériene, et la loi a posteriori p(x|y)(x|y) rend ompte de la onnaissane gagnée surette grandeur après l'observation y = y.



30 Le problème de l'inertitude Chap. 22.2.4 Propagation de l'inertitude2.2.4.1 Changement de veteur aléatoire bijetifSoit x un veteur aléatoire de dimension n et h une fontion bijetive C1 de Rn dans Rn. Leveteur y = h(x) est enore une veteur aléatoire dont on veut aratériser la densité de probabilité.La probabilité pour que y soit dans un ouvert Y est donnée par
Pr(y ∈ Y) = Pr (h(x) ∈ Y) = Pr

(
x ∈ h(-1)(Y)

)
=

∫

h(-1)(Y)
px(x).dxPour faire le hangement de variable y = h(x) dans ette intégrale, on a besoin du jaobien Jh de lafontion vetorielle h (voir à e sujet l'appendie (A) pour une expliation plus détaillée). Notonsque la matrie jaobienne Jh dépend en général du point x où elle est alulée. Nous noterons Jh(x)ou Jh|x ette valeur s'il y a lieu de le préiser.Le hangement de volume in�nitésimal de la forme di�érentielle est alors donné par dy = |Jh|.dxet notre probabilité se réérit :

Pr(y ∈ Y) =

∫

Y

px(h(-1)(y))
|Jh(h(-1)(y))| .dyLa densité de probabilité de y = h(x) est don par dé�nition :

py(y) =
px(x)

|Jh(x)| ave x = h(-1)(y) (2.8)2.2.4.2 Propagation des momentsEn fait, d'un point de vue informatique, nous approximerons un veteur aléatoire x par samoyenne et sa ovariane : on notera x ∼ (x,Σxx). Nous sommes don plus intéressés par la propa-gation des moments que par elle des densités.Le as a�ne Considérons une transformation a�ne représentée par une matrie inversible et unetranslation : y = A.x + t. La densité de y est don simplement py(y) = |A|(-1).px(A(-1).(y − t)) etles moments sont obtenus par les intégrales :
y = E [ y ] =

∫
y.py(y).dy =

∫
y.px(A(-1).(y − t)). dy|A|

Σyy = E [ (y − y).(y − y)T ] =

∫
(y − y).(y − y)T.px(A(-1).(y − t)). dy|A|En faisant le hangement de variable y = A.x+ t dans es intégrales, on trouve de manière exateles moments de y = A.x + t :

y = A.x+ t et Σyy = A.Σxx.AT (2.9)Notons que si x ∼ N(µ,Σ) est gaussien, alors le veteur y = A.x + t est également gaussienave les paramètres trouvés : y ∼ N(A.µ+ t, A.Σ.AT).



2.2. Probabilités dans Rn 31Le as non-linéaire En général, il n'existe pas de formule exate pour la propagation des mo-ments. On peut ependant en aluler une valeur approhée. Considérons le développement en sériede Taylor de la fontion h à l'ordre 1 autour de la moyenne :
h(x) = h(x) + Jh(x).(x− x) +O

(
‖x− x‖2

)Comme l'espérane est un opérateur linéaire, on a :
y = E [ h(x) ] = h(x) + Jh(x).E [ x− x ] +O

(
E
[
‖x− x‖2

])soit y ≃ h(x). En reportant dans l'équation de alul de la ovariane :
Σyy = E [ (h(x)− x).(h(x)− x)T ]

= Jh(x).E [ (x− x).(x− x)T ] .Jh(x)T +O
(
E
[
‖x− x‖3

])Au �nal, on obtient don :
y ≃ h(x) et Σyy ≃ Jh(x).Σxx.Jh(x)TOn doit ependant bien faire attention que es équations ne sont que des approximations au 1er ordreet que négliger les termes d'ordre supérieur dans le développement limité peut amener un biais toutà fait non négligeable, en partiulier au voisinage de points de forte ourbure ou de singularité dela fontion onsidérée.2.2.4.3 Propagation pour une fontion C1 non bijetiveOn onsidère ii une fontion h de lasse C1 de Rm dans Rp, qui n'est don plus bijetivepour p 6= m. Pour aluler la densité de y = h(x), il nous faut ombiner les di�érents outils déjàdéveloppés.Si la dimension p de y (l'espae but) est inférieure à elle de l'espae d'origine, ela veut dire qu'ily a rédution d'information. On onstruit un veteur zT = (yT, π(x)T) où π(x) est une projetionde x qui ompense les oordonnées de y (( manquantes )) de manière à e que z = h′(x) soit unebijetion. On peut alors aluler la densité de z en utilisant la formule (2.8) et elle de y est obtenueomme une probabilité marginale.Si la dimension de y est supérieure à elle de x, alors la distribution de y = h(x) est ontrainteà n'ouper qu'un sous-espae de dimension m dans Rp, et on ne pourra pas à proprement parlerdé�nir sa densité omme une fontion mais plut�t omme une distribution faisant intervenir des

(( Diras )). Les moments sont ependant toujours dé�nis mais la matrie de ovariane n'est plusde rang plein (elle présente des valeurs propres nulles), e qui pose un ertain nombre de problèmespour d'autres appliations.Cependant, les formules développées i-dessus pour la propagation des moments se généralisentaisément à es deux as et on obtient le théorème suivant.Théorème 2.1 Soit x ∼ (x,Σxx) un veteur aléatoire de Rm et h une fontion C1 de Rm dans
Rp. Alors le v.a. y = h(x) a pour moments :

y = h(x) et Σyy = Jh(x).Σxx.Jh(x)T (2.10)Cette formule est exate si h est une fontion a�ne mais n'est qu'une approximation au premierordre dans le as général.



32 Le problème de l'inertitude Chap. 2Cette formule est d'un intérêt pratique énorme, puisqu'elle nous permet d'obtenir un ensembleomplet d'opérations pour travailler ave les veteurs aléatoires approximés par leur moyenne et leurovariane. Cependant, nous devons faire très attention que et ensemble d'opérations devient demoins en moins ohérent ave la non linéarité des fontions utilisées. Cela prendra une importanepartiulière lorsque le veteur aléatoire x sera la représentation d'une primitive aléatoire x et lafontion h une transformation géométrique : voir par exemple la �gure (4.1).Fontion de deux variables indépendantes C'est un as partiulier du théorème préédent.En utilisant les résultats sur les ovarianes obtenues ave les probabilités marginales (Σxy = 0) eten sindant le jaobien de h en deux parties
Jhx =

∂h(x, y)

∂x
et Jhy =

∂h(x, y)

∂yon peut érire les moments de z = h(x,y) omme :
z = h(x, y) et Σzz = Jhx .Σxx.JT

hx
+ Jhy .Σyy.JT

hyDe même que préédemment, es formules ne sont exates que si h est linéaire (ou a�ne).Addition de deux veteurs indépendants Cette opération apparaît omme une l'appliationsimple du paragraphe préédent. Elle donne ependant ave l'opposé d'un veteur une struturede groupe à l'espae des veteurs (que l'on peut voir omme l'espae des translations) et il estdon intéressant de noter es résultats avant de généraliser à des groupes de transformation plusomplexes.gLa densité du veteur aléatoire z = x + y est donné par le produit de onvolution suivant :
p(x+y)(z) = px ⊛ py(z) =

∫Rn

px(t).py(z − t).dt =

∫Rn

py(t).px(z − t).dt (2.11)Les moments de ette variable sont donnés par
z = (x + y) = x + y et Σzz = Σxx + ΣyyOpposé d'un veteur La densité du veteur opposé −x est quant à elle simplement : p�x(x) =

px(−x), sa moyenne est (−x) = −x et la ovariane est inhangée.2.2.4.4 Veteur aléatoire dé�ni par une fontion impliiteSoit x ∼ (x,Σxx) une veteur aléatoire de dimension m et Φ : Rm × Rp → Rp une fontion C1.On s'intéresse ii au v.a. y de dimension p dé�ni impliitement par l'équation
Φ(x,y) = 0Soit (x0, y0) un point solution (véri�ant Φ(x0, y0) = 0). D'après le théorème des fontion impliites,il existe autour de e point une fontion expliite y = ϕ(x) si et seulement si le jaobien ∂Φ

∂y
estinversible, et on a dans e as :

∂y

∂x
=
∂ϕ

∂x
= −

(
∂Φ

∂y

)(-1) ∂Φ

∂x



2.2. Probabilités dans Rn 33En utilisant un développement limité au premier ordre, on détermine que la moyenne y estdé�nie impliitement par
Φ(x, y) = 0et la ovariane est donnée par

Σyy =

(
∂Φ

∂y

)(-1) ∂Φ

∂x
Σxx ∂Φ

∂x

T(∂Φ

∂y

)(-T) (2.12)Les jaobiens de Φ sont estimés ii en (x, y) = (x,y).2.2.4.5 Minimisation d'un ritèreSoit C un ritère, 'est-à-dire une fontion de lasse C2 de Rm × Rp dans R+. Regardons toutd'abord le as déterministe : on dé�ni le veteur p-dimensionnel y omme l'argument pour lequel leritère est minimum pour un veteur donné x :
y = ArgMinz (C(x, z))Une ondition néessaire et su�sante pour obtenir un minimum loal est

Φ(x, y)T =
∂C

∂z
(x, y) = 0 et H =

∂2C

∂z2
(x, y) dé�nie positive (2.13)La matrie H des dérivées seondes est symétrique et est appelée matrie hessienne du ritère. Sil'on remplae maintenant x par un veteur aléatoire x, l'argument minimisant notre ritère est àson tour un veteur aléatoire :

y = ArgMinz (C(x, z))dé�ni de manière impliite par les équations (2.13). On peut don utiliser les résultats de la setionpréédente pour aluler la propagation des moments (toujours au premier ordre) :
y = ArgMinz (C(x, z)) et Σyy = H (-1).JΦx .Σxx.JT

Φx
.H (-1) (2.14)où H est alulée en (x, y) = (x, y) et JΦx est le jaobien :

JΦx =
∂Φ(x, y)

∂x
(x, y) =

∂2C(x, z)

∂x ∂z
(x, y)Cette formule sera utilisée par exemple dans la setion (8.1.3.1) pour aluler l'inertitude surla transformation rigide minimisant les moindres arrés entre points appariés.2.2.5 Modèle de bruitNous avons vu au début du hapitre que toute mesure était inévitablement bruitée. Si x est leveteur exat que l'on herhe à mesurer, on aratérise sa mesure par un veteur aléatoire x dontnous ne retiendrons que la moyenne et la ovariane (x,Σxx) pour des raisons d'e�aité informa-tique et pare que 'est le plus souvent su�sant pour aratériser la majeur partie de l'informationexploitable.Nous avons développé jusqu'ii un ertain nombre d'outils pour propager l'inertitude dans nosaluls, mais il nous faut maintenant regarder de plus les hypothèses raisonnables que nous pouvonsfaire sur les mesures. En e�et, nous avons ave notre approximation n paramètres pour la moyenne(n étant la dimension de notre espae), et n.(n+1)/2 paramètres pour la matrie de ovariane (arelle est symétrique). Quelle sont les hypothèses raisonnables que l'on peut faire sur es n.(n+ 3)/2paramètres par mesure?



34 Le problème de l'inertitude Chap. 22.2.5.1 Bruit additifLe v.a. x aratérise la mesure du veteur exat x. On appelle bruit l'éart entre la mesure etla valeur exate. Dans le as de veteurs, on aratérise et éart par la di�érene des valeurs :
ex = x− xObservons que ette formulation permet de dissoier la valeur exate du proessus aléatoire quila perturbe. On peut alors envisager de omparer les bruits ex et ey de mesure en deux pointsdi�érents x et y : on dit que les bruits de mesure de x et y sont identiques si les distributions de exet ey sont identiques.Plus généralement, on appelle bruit additif un proessus de mesure dont le bruit est identiqueen tout point de l'espae Rn. La mesure de n'importe quel veteur x est don aratérisée en utilisantnos notations par un veteur aléatoire

x = x+ ex ave ex ∼ (e,Σee)On onserve ii l'indexation sur x du bruit additif pour bien montrer que les v.a. sont di�érents enhaque point, même si leur distribution est identique. Notons que si les moyennes du bruit et de lamesure sont di�érentes, leurs matries de ovariane sont identiques.2.2.5.2 Distributions identiques et indépendantesSi l'on répète une expériene et que l'on mesure plusieurs veteurs xi (un éhantillon suivantla terminologie statistique), on doit normalement ranger es mesures dans un seul grand veteur etétudier la loi onjointe. Si les onditions de mesure sont les mêmes, il est souvent justi�é de supposerque les mesures suivent la même loi et qu'elles ne sont pas orrélées (n'ont pas d'in�uene l'une surl'autre). Cei se aratérise par
xi ∼ (µ,Σ) et E [ (xi − µ).(xj − µ)T ] = 0 si i 6= jLorsque l'on mesure des objets géométriques, on répète souvent une expériene (par exemplela mesure d'un point), mais en des emplaements di�érents. On inlus don dans la notion dedistribution identique indépendante une hypothèse de bruit additif qui a pour e�et de laisser librela moyenne de haque mesure (la loalisation), mais qui ontraint les ovarianes :

E [ xi ] = xi + e et E [ (xi − xi).(xj − xj)
T ] = δij .Σee2.2.5.3 Bruit entréOn distingue deux types d'erreur de mesure : les erreur systématiques et les erreurs dites aléa-toires. L'erreur systématique se modélise par une déviation de la moyenne x de notre mesure parrapport à la valeur exate x. Puisque 'est en fait la valeur exate que l'on veut mesurer, on onsidèregénéralement que e type d'erreur doit être orrigé, au besoin par une alibration des instruments,de manière à n'observer que des mesures entrées autour de la valeur exate. On dit don que lebruit est entré si

x = E [ x ] = xDans le as d'un bruit additif, ela revient à supposer une moyenne nulle sur le bruit :
e = 0 soit ex ∼ (0,Σee)



2.3. Quelques problèmes pour généraliser 352.2.5.4 Bruit gaussienComme nous l'avons déjà remarqué, il peut être parfois utile de onnaître la densité deprobabilité et non plus simplement ses moments, et l'hypothèse qui minimise l'information
I [ x | x = µ, Σxx = Σ ] est la distribution gaussienne N(µ,Σ) :

p(x) =
1√

(2 π)n.det(Σ)
. exp

(
−(x− µ)T.Σ(-1).(x− µ)

2

) (2.15)Par ailleurs, la loi normale apparaît omme très prohe de la distribution empiriques observéessur de nombreuses mesures (en partiulier d'erreur) et elle est de plus la limite de nombreuses loisdans ertaines onditions. On a en partiulier le théorème de la limite entrale qui assure que,sous des onditions très générales, la somme de n v.a.r. indépendantes tend vers la loi normalelorsque n tend vers l'in�ni. On explique ainsi que la somme de petites erreurs indépendantes surnos mesures produise une erreur �nale presque gaussienne.2.2.5.5 Mesures aberrantes : gaussienne ontaminéeEn fait, il peut arriver que le système de mesure utilisé produise de temps en temps des mesuresaberrantes, que l'on appelle d'habitude par angliisme outliers par opposition à inliers. Dans leas d'une haîne de de mesure en traitement d'image, divers inexatitudes peuvent se ombiner pourinduire un module en erreur, produisant ainsi une erreur grossière sur une estimation au modulesuivant. Il est ainsi ourant (quoique l'on essaie d'en diminuer au maximum l'ourrene) qu'uneerreur d'appariement (un faux positif) fournisse une mesure aberrante pour l'algorithme de realage.On modélise habituellement es erreurs en (( ontaminant )) le bruit de mesure par une densité detrès forte variane : si p est la densité du veteur de mesure normalement bruité et pout est une densitéde forte variane modélisant les erreurs grossières, on érira notre densité : px = (1 − ε).p + ε.poutoù ε règle la probabilité que notre mesure soit aberrante. Dans le adre gaussien habituel, on a
p = N(x,Σ) et il semble naturel de modéliser également la ontamination par une gaussienne :
p = N(µ,Σout). On obtient ainsi le modèle standard de la gaussienne ontaminée.En fait, les mesures aberrante n'ont auune raison d'être gaussiennes et il est plus raisonnable deles modéliser ave une distribution uniforme sur l'image (ou la zone de mesure). On obtient alors ladensité : px = (1−ε).N(x,Σ)+ ε

VIm
.1Im, où VIm est le volume de l'image. Si l'on a une estimation dela distribution théorique du bruit de mesure N(x,Σ), on peut alors éliminer la plupart des mesuresaberrantes grâe à un test du χ2 à α%. Un bon ompromis pour lasser les mesures omme orretesou aberrantes est α = ε

VIm
.Cette modélisation des mesures aberrantes sera utilisée à la setion (8.5.1) pour éliminer dansle realage les erreurs provenant de la mise en orrespondane et au hapitre (10) pour aluler laprobabilité de faux positif et de faux négatif.2.3 Quelques problèmes pour généraliser� La géométrie a beau être, selon Pasal, la siene la plus parfaite pour nousautres hommes, elle n'en prend pas moins, du point de vue même dedémonstration, des aspets forts variés, jusque dans les travaux mathématiques deet auteur : on ne démontre pas, même lorsqu'on est entré dans le stylegéométrique, un problème de probabilité omme un problème de entre de gravité. �J.P. Cléro, Épistémologie des mathématiques.



36 Le problème de l'inertitude Chap. 2Nous avons développé jusqu'ii quasiment tous les outils pour gérer l'inertitude sur des mesuresde veteurs. Ces outils seront utilisés dans la seonde partie de e manusrit pour introduire lesstatistiques dans les algorithmes de reonnaissane et de realage.Le problème que nous nous posons maintenant est leur généralisation à la mesure de primitivesgéométriques telles que des droites, des repères, des rotations... Nous présentons dans ette setionquelques paradoxes potentiels qui illustrent les di�ultés que nous avons renontrées et montrentque l'on ne peut pas onsidérer impunément e type de primitives omme de simples veteurs.2.3.1 Utilité des primitives dans les algorithmes géométriques haut niveauS'il est évident que les transformations ont leur r�le dans e type d'algorithme, l'emploi deprimitives géométriques plus omplexes que les points est sans doute d'une néessité moins reonnue,ertainement à ause des di�ultés que posent leur gestion. Nous pouvons évoquer ii trois raisonsprinipales pour l'utilisation de telles primitives.Tout d'abord, e type de primitive émerge naturellement dans la modélisation de ertains pro-blèmes. En reonnaissane de sous-strutures dans les protéines, la on�guration dans l'espae d'unaide aminé est aratérisée (en première approhe) par la position de 3 atomes du squelette dela protéine. Ces trois atomes ont toujours la même géométrie (voir �gure (2.1) à droite), et lesontraintes sur la position de es atomes ne sont don pas disriminantes. Le seul desripteur géo-métrique d'un aide aminé est don sa pose, 'est-à-dire sa position et son orientation dans l'espae,soit enore : un repère.
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Fig. 2.1 � Les repères sont des primitives géométriques qui émergent naturellement dans la mo-délisation de problèmes géométriques. En haut, les points extrémaux sur une iso-surfae. En bas :desription géométrique de la on�guration d'un aide aminé.En imagerie médiale volumique, les points extrémaux dé�nis dans (Thirion et Gourdon,1995) sont des points sur une iso-surfae qui optimisent un ritère de géométrie di�érentielle basésur la ourbure. Certains de es points peuvent ainsi être vu omme la généralisation des points deoin. Étant dé�nis sur une surfae, es points sont munis de deux diretions prinipales de ourbure
t1, t2 et de la normale à la surfae (�gure (2.1) à gauhe), e qui forme enore une fois un repèrear es trois veteurs sont orthonormés. En fait, e n'est pas tout à fait un repère, mais e que l'onappellera un repère semi orienté ar les diretions prinipales t1 et t2 ne sont que des diretions,'est-à-dire que l'on mesure indi�éremment ti ou −ti.



2.3. Quelques problèmes pour généraliser 37La seonde raison est qu'en utilisant le maximum d'information sur les primitives, qui sontles objets de base dans notre modélisation haut niveau du (( monde )) dans lequel on travaille,on obtiendra forément une séletivité et une préision plus importante pour la reonnaissaneet le realage. Ainsi, l'introdution des normales en plus des points dans (Feldmar et al., 1997)autorise la reherhe d'appariements initiaux ave les bitangentes, e qui réduit onsidérablement laomplexité de l'étape d'appariement. De la même façon, l'utilisation des repères au lieu des pointspour modéliser les aides aminés permet dans (Penne et Ayahe, 1998) de réduire la omplexitéde la reonnaissane des sous-strutures ommunes de O(n3) à O(n2) (n étant le nombre d'aidesaminés).En�n, même des transformations aussi simples que les transformations rigides ne sont pas desveteurs, et si l'on veut pouvoir estimer l'inertitude sur une transformation, 'est-à-dire sa préision,il nous faut généraliser les méthodes statistiques usuelles.2.3.2 Le paradoxe de BertrandLe problème soulevé par J. Bertrand en 1907 est de aluler la probabilité qu'une (( ordealéatoire )) d'un erle ait une longueur supérieure au �té d'un triangle équilatéral insrit danse erle. En supposant un erle de rayon 1, le �té de e triangle est √3. Trois méthodes sontenvisagées pour résoudre e problème, illustrées �gure (2.2).
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Fig. 2.2 � Trois méthodes pour aluler la probabilité qu'une (( orde aléatoire )) ait une longueursupérieure au �té d'un triangle équilatéral insrit. De gauhe à droite, une probabilité de 1
3 , 1

2 et 1
4 .Méthode 1: Une orde intersete par dé�nition le erle en deux points que l'on peut supposerindépendants et distribués uniformément. En supposant que l'un des points soit A sur la �gure(2.2), le seond point doit se trouver entre A′ et A′′ pour que la longueur de la orde soit supérieureau �té du triangle. Comme ei représente un tiers de la ironférene du erle, la probabilitéherhée est 1

3 .Méthode 2: Une orde est aratérisée par sa distane p au entre du erle (entre 0 et 1) et sonorientation θ (entre 0 et 2π) par rapport à une droite �xe. Si l'on trae un triangle équilatéral dont



38 Le problème de l'inertitude Chap. 2un �té est parallèle à la orde, on voit que la distane p doit être inférieure à un demi pour que laorde ait une longueur su�sante. En supposant une orientation et une distane à l'origine uniforme,on trouve une probabilité normalisée de 1
2 .Méthode 3: Une orde est dé�nie de manière unique par le pied I de la perpendiulaire joignant leentre du erle. Ce point doit être dans un disque de rayon 1

2 pour assurer une longueur su�santeà la orde. En supposant une distribution uniforme de I dans l'intérieur du erle original, laprobabilité normalisée est de 1
4 .Les trois solutions présentées sont orretes, mais ne se réfèrent pas à la même notion d'uniformitédans la façon de hoisir une orde. En utilisant la représentation (p, θ) dérite dans la seondeméthode, on peut aluler (Kendall et Moran, 1963) que les mesures de probabilité assoiées sontrespetivement :

dσ1 =
dp.dθ

2π
√

1− p2
dσ2 =

dp.dθ

2π
dσ3 = p.

dp.dθ

πSeule la seonde est invariante par l'ation des rotations, translations et ré�exions.Ce paradoxe illustre le problème de la mesure utilisée, qui représente également la notiond'uniformité ou de hasard pur. Comme nous travaillons ave des primitives géométriques, nous avonstoujours plus ou moins un groupe de transformation qui agit sur es primitives et nous pensons que,en l'absene d'information supplémentaire, il est raisonnable de supposer que la mesure uniformeest invariante par l'ation de e groupe, omme il paraît raisonnable de supposer que la probabilitédemandée i-dessus ne dépend pas du positionnement du erle dans le plan. Comme toute lathéorie des variables et veteurs aléatoires que nous avons vue repose sur ette mesure d'uniformité(la mesure de Lebesgue dans e as), il est important de voir ela en détail pour dé�nir des primitivesgéométriques aléatoires ayant un sens. Nous développerons le alul des mesures invariantes dans lasetion (3.3).2.3.3 Espérane d'une droite 2DLa méthode lassique pour travailler sur des primitives géométriques (ou plus généralement unevariété di�érentielle) utilise une représentation de es primitives, 'est-à-dire une arte loale danslaquelle une primitive est représentée par un veteur. Cette équivalene n'est possible que sur unedomaine bien préis (le domaine de dé�nition de la arte) et ne ouvre pas forément toutes lesprimitives, ou alors inlus des singularités. Une introdution plus détaillée de es notion fera l'objetde la setion (3.2).Pour gérer l'inertitude, une solution simple onsiste à modéliser une primitive aléatoire x ommeun veteur aléatoire x dans la représentation (voir par exemple (Durrant-Whyte, 1988; Ayahe, 1991;Zhang et Faugeras, 1992)). La moyenne ou l'espérane d'une primitive aléatoire est alors dé�nieomme la primitive orrespondant à la moyenne du veteur aléatoire x dans la représentation. Si Dest le domaine de dé�nition de notre représentation, on érira don :
x = E [ x ] =

∫

D
y.px(y).dyNous pensons que et opérateur est mal dé�ni dans le adre des variétés. La première raison estque le résultat de l'intégrale n'est pas obligatoirement dans le domaine de dé�nition : une sommede matries de rotations n'a pas de raison d'être orthogonale dans le as général. La seonde raison



2.3. Quelques problèmes pour généraliser 39est que et opérateur d'espérane ne ommute pas (en général) ave un hangement de repère oul'appliation d'une transformation. Nous développons e dernier point dans l'exemple suivant.Considérons par exemple une droite vetorielle 2D orientée : elle peut être représentée par unveteur unitaire ou plus simplement par son angle θ ∈ D =] − π ; π[ par rapport à un axe donné.On dé�nit don une droite aléatoire θ par une densité p(θ), et sa moyenne par
θ = E [ θ ] =

∫

D
θ.p(θ).

dθ

2πNotons que dθ est la mesure uniforme pour les droites soumises à l'ation des rotations. L'ationd'une rotation d'angle λ est simplement l'addition des angles (modulo 2π) et peut également êtrevue omme un hangement de repère.
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-3Fig. 2.3 � Gauhe: Densité originale p0(θ) = 2 cos(θ/2)2. L'espérane est θ(0) = 0. Milieu: densitéaprès rotation d'un angle λ = π. L'espérane θ(π) est enore 0, alors que la rotation de l'espéraneest θπ = π. Droite : omparaison de l'espérane de la droite tournée et de la rotation de la droiteespérée.Nous avons traé en �gure (2.3) une densité de moyenne θ0 = 0. Si nous hangeons de référentiel,'est-à-dire que nous appliquons une rotation d'angle λ, on peut voir que l'espérane de la droitetournée devient θ(λ) = sin(λ), alors que la rotation de l'espérane est θ(λ) = λ. En partiulier, pourune rotation de π, on trouve que θ(π) = π et θ(π) = 0 !En fait, en utilisant l'espérane dans une arte, nous sommes en train d'essayer de dé�nir uneintégrale à valeur dans la variété, e qui n'a pas de fondement mathématique. Pour remédier à eproblème, nous dé�nirons dans la setion (4.2) l'espérane au sens de Fréhet (proposée en 1948),qui généralise l'espérane lassique dans les espaes vetoriels aux espaes métriques quelonques.Le leteur pourra se référer à la �gure (4.1) pour trouver une omparaison visuelle de la moyennelassique et de la moyenne de Fréhet sur des veteurs rotation.2.3.4 Le paradoxe de la droite la plus proheOn utilise beauoup la distane pour lassi�er, quanti�er et minimiser sur les points. La distaneest même au ÷ur de ertains algorithmes omme le point le plus prohe itératif (ICP pour IterativeClosest Point), ou les algorithmes d'extration du squelette (Medial Axis Transform). Pour pouvoiromparer nos primitives (et dé�nir l'espérane de Fréhet), nous aurons également besoin d'unefontion de distane entre les primitives. L'exemple de ette setion montre que la dé�nition d'unetelle distane doit être faite ave préaution. En partiulier, on peut rarement dé�nir la distaneentre deux primitives omme la distane entre les deux veteurs orrespondants dans une arte.Nous avons vu ave le paradoxe de Bertrand plusieurs représentations d'une droite 2D. Nousutilisons ii une autre représentation minimale, introduite dans (Ayahe, 1991), fondée sur l'équation



40 Le problème de l'inertitude Chap. 2de la droite : a.x + b.y + c = 0. Pour obtenir une représentation minimale, on doit éliminer unparamètre :� Carte 1: Les droites non parallèles à l'axe des x sont représentées par d = (a, p) ∈ R2 et ontpour équation : a.x+ y + p = 0.� Carte 2: Les droites non parallèles à l'axe des y sont représentées par d′ = (a′, p′) ∈ R2 et ontpour équation : x+ a′.y + p′ = 0.Dans la première arte, la droite d = (a, p) oupe l'axe des y au point (0,−p) et a pour veteurdireteur (1,−a). La représentation est symétrique dans la seonde arte : la droite d′ = (a′, p′)oupe l'axe des x au point (−p′, 0) et a pour veteur direteur (−a′, 1).
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Fig. 2.4 � Trois droites planaires.Nous avons traé trois droites dans la �gure (2.4). Le problème est de trouvé laquelle, de d2ou de d3, est la plus prohe de d1. Si l'on dé�nit la distane entre deux droites omme la distaneeulidienne entre leurs représentations, on a dist(d1, d2) =
√

(a1 − a2)2 + (p1 − p2)2.Les oordonnées des trois droites dans la première arte sont d1 = (−1/2 ; −1), d2 = (−1 ; −1),
d3 = (−1/4 ; −1) et on obtient don :dist(d1, d2) = 1/2 > dist(d1, d3) = 1/4Si nous onsidérons les droites dans la seonde arte, leur oordonnées sont d1 = (−2 ; 2), d2 =
(−1 ; 1), d3 = (−4 ; 4) et les distanes sont maintenant :dist(d1, d2) =

√
2 < dist(d1, d3) = 2

√
2Nous avons don le (( paradoxe )) suivant : d3 est la droite la plus prohe de d1 dans une arte,alors que 'est d2 dans la seonde. En fait, visuellement, la première arte a raison : il y a un anglede 12.5o entre d1 et d3 ontre un angle de 18.5o entre d1 et d2 (es angles sont évidement invariantspar transformation rigide).Si et exemple semble trivial, il montre une fois de plus qu'on ne peut généralement pas dé�nirdes opérations sur la variété en utilisant diretement leur équivalent vetoriel dans une arte. Deplus, il semble souhaitable de hoisir une distane invariante par le groupe de transformation quel'on onsidère a�n de pouvoir omparer nos objets géométriques indi�éremment avant ou aprèstransformation. Une méthode générique pour obtenir une distane Riemannienne invariante seraproposée dans la setion (3.5).2.3.5 Le paradoxe du bruit additifOn se pose ii la question de savoir omment dé�nir un bruit identique et indépendant surplusieurs primitives. La méthode (( lassique )) onsisterait à dire que les représentations xi des



2.3. Quelques problèmes pour généraliser 41primitives aléatoires xi ont un bruit additif identique et indépendant :
xi = xi + ei ave ei ∼ (µ,Σ)Pour simpli�er enore le problème, on suppose que le bruit est entré. Les mesures sont dondistribuées omme xi ∼ (xi , Σ).Les problèmes surgissent lorsque l'on veut hanger de (( point de vue )), 'est-à-dire appliquer unetransformation globale f aux primitives exates et mesurées. Les nouvelles mesures sont maintenantreprésentées par yi = f ⋆ xi (on note f ⋆ x l'ation d'une transformation f sur la représentation

x d'une primitive). En général, il n'y a auune raison pour que l'ation d'une transformation soitlinéaire dans la arte onsidérée et le jaobien Jf (x) = ∂(f ⋆ x)/∂x est une fontion non onstantede x. Les nouvelles mesures sont don aratérisées par les distributions :
yi ∼ (f ⋆ xi , Jf (xi).Σ.Jf (xi)

T)et elles ne sont plus du tout identiques puisqu'elles ne partagent pas la même matrie de ovariane.Un exemple ave les veteurs de rotation Le veteur rotation sera introduit au hapitre (7).Il nous su�t pour le moment de savoir qu'un veteur rotation r = θ.n représente une rotationtri-dimensionelle d'angle θ autour du veteur unitaire n.Soient r1 et r2 des mesures de r1 = (π
2 , 0, 0)

T (rotation de 90 degrés autour de l'axe x) et
r2 = (0, 0, 0)T (rotation identité). Supposons un bruit additif entré indépendant et identique sures deux mesures, de ovariane

Σ1 = Σ2 = Σ = σ2




0 0 0
0 1 0
0 0 1


Nous avons hoisi une ovariane singulière pour failiter la représentation visuelle (�gure (2.5) àgauhe).
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Σ′2Fig. 2.5 � La même matrie de ovariane sur deux veteurs de rotation dans un système de o-ordonnées onduit généralement à des matries de ovariane di�érentes dans un autre système deoordonnées.Si l'on applique une rotation globale de π/2 autour de l'axe des x (dans le sens des aiguillesd'une montre), représentée par le veteur rotation r = (−π
2 , 0, 0)

T, on obtient les veteurs de rotationexats r′1 = r ⋆ r1 = (0, 0, 0)T et r′2 = r ⋆ r2 = (−π
2 , 0, 0)

T.



42 Le problème de l'inertitude Chap. 2Le alul des jaobiens et la propagation des ovarianes montre que la mesure de es veteursest r1 ∼ (r′1 , Σ′1) et r2 ∼ (r′2 , Σ′2) ave
Σ′1 =

8

π2
Σ et Σ′2 =

π2

8
ΣIl y a don un fateur 1.5 entre les deux ovarianes, e qui ne peut plus être onsidéré ommenégligeable (�gure (2.5) à droite).Nous verrons à la setion (5.1) plusieurs manières de omparer les distribution en di�érentspoints, e qui onduira à la notion de bruit isotrope ou homogène.2.4 RésuméNous avons résumé dans e hapitre un ertain nombre de résultats de probabilités qui per-mettent de gérer e�aement l'inertitude sur des mesures de veteurs. On peut en partiuliermodéliser une telle mesure omme un veteur aléatoire x dont on ne onserve, pour des raisonsd'e�aité informatiques, que la moyenne et la ovariane :

x ∼ (x , Σxx)Ces moments sont alulés à partir de la probabilité de densité px du veteur aléatoire grâe à unegénéralisation de l'opérateur d'espérane à valeur dans l'espae des veteurs et des matries :
x = E [ x ] =

∫Rn

y.px(y).dy

Σxx = E [ (x− x).(x− x)T ] =

∫Rn2
(y − x).(y − x)T.px(y).dyLa propagation de l'inertitude se déduit alors (pour une fontion impliite) en utilisant lejaobien de la transformation :

h(x) ∼ (h(x) , Jh(x).Σxx.Jh(x)T)Cette formule n'est toutefois exate que si h est une fontion a�ne. C'est une approximation aupremier ordre dans le as général, omme les formules que l'on a pu déduire pour des veteursaléatoires dé�nis par une fontion impliite ou le minimum d'un ritère.Nous avons passé en revue divers hypothèses sur les bruits de mesure, et en partiulier elledes distribution identiques et indépendantes (IID), liée pour les veteurs à elle de bruit additif.L'hypothèse de entrage étant également souvent admise, on obtient alors le modèle de mesuresuivant :
xi = xi + ei ave ei ∼ (0,Σ) et Σeiej = E

[
ei.e

T
j

]
= 0En�n, nous avons montré par quelques exemples que la généralisation des notions de mesureuniforme, d'espérane, de distane et de bruits identiques n'était pas triviale pour des primitivesgéométriques non vetorielles et pouvait donner des résultats ontraditoires.



Chapitre 3
Outils de base sur les primitivesgéométriques

� Le travail des physiiens modernes onsisteà déouvrir les symétries du monde. �Heinz Pagels, L'Univers Quantique.3.1 Introdution3.1.1 Un peu d'histoireLa géométrie est ommunément dé�nie omme la siene des �gures de l'espae. Bien que déjàétudiée en Egypte anienne, e sont les éléments d'Eulide (�n du IVe sièle av. J.C.) qui marquentles fondements de la géométrie. Il faut attendre Desartes (1596-1650) pour que la géométrie ana-lytique prenne son essor, géométrie que l'on peut aratériser omme l'expression d'une réalitégéométrique par une relation entre quantités variables, l'usage des oordonnées, et le prinipe de lareprésentation graphique.C'est un jeune géomètre français, Evariste Galois (1811-1832) qui a introduit en mathématiques,à propos de la résolution des équations algébriques, la notion de groupe d'opérations. Cette idée aonduit Sophus Lie (1842-1899) et Félix Klein (1849-1925) à formuler dans le (( programme d'Er-lang )) le onept très général de géométrie ainsi :� Soit une variétéM d'éléments que nous onviendrons d'appeler des points.� Soit un ensemble d'opérations e�etuées sur es points, formant un groupe G.� La géométrie de la variété M ayant pour groupe prinipal le groupe G est l'ensemble despropriétés de la variété invariantes pour les opérations de e groupe.La synthèse de Klein ne porte ependant que sur les espaes homogènes, et Riemann (1826-1866)introduit en 1854 la notion de métrique sur les éléments di�érentiels d'une variété, dé�nissant ainsiun type d'espae très général (voir setion 3.5). Les deux oneptions ne furent raordées que par lestravaux de Elie Cartan (1869-1951) qui généralisa la notion d'espae de Riemann par l'introdutiond'une onnexion dé�nie par le groupe. 43



44 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 33.1.2 Organisation du hapitreNous présentons tout d'abord les raisons qui nous onduisent à modéliser le monde géomé-trique que l'on veut traiter sous forme de variétés di�érentielles sur lesquelles agissent un groupe detransformation, et nous développons le as important des variétés homogènes.L'étape suivante est ensuite de développer des outils permettant de gérer l'inertitude dans eformalisme. Or, nous avons vu au hapitre préédent que ela pouvait poser problème (setion 2.3).En partiulier, le paradoxe de Bertrand pose le problème de la mesure uniforme à hoisir sur lavariété de nos primitives ou notre groupe de transformation, mesure qui est à la base de toutethéorie des probabilités. Ce point essentiel a été étudié tout au long de e sièle (le paradoxe datede 1907), et a onduit au développement de la théorie des probabilités géométriques (voir enpartiulier (Kendall et Moran, 1963; Santalo, 1976)).Nous nous foalisons à la setion (3.3) sur la détermination de la mesure invariante, les proba-bilités géométriques en question étant en fait plus reliées à la stéréologie qu'à la gestion de l'erreursur les mesures de primitives géométriques. Une appliation direte de es probabilités géométriquessera ependant évoquée dans la seonde partie ave l'étude de la robustesse des algorithmes d'ap-pariement et le alul du nombre moyen de faux positifs.De manière similaire, nous herherons à la setion (3.4) la aratérisation d'une distane inva-riante sur notre variété. Cependant, pour avoir des résultats su�sants, nous devrons nous intéresseraux aspet métriques et di�érentiels des ensembles d'objets géométriques.Nous rappelons ainsi les bases de la géométrie di�érentielle et de la géométrie rieman-nienne, à la setion (3.5) mais nous renvoyons le leteur à des ouvrages plus spéialisés omme(Spivak, 1979; Klingenberg, 1982; Carmo, 1992) pour la théorie. Ces résultats nous permettent dearatériser les onditions d'existene d'une distane invariante sur nos ensembles de primitives,ainsi que de onstruire la représentation exponentielle qui s'avérera posséder des propriétés trèsintéressantes nous permettant, entre autres, de généraliser de nombreux résultats de probabilitésdans le hapitre suivant.3.2 Variétés di�érentielles et groupes de Lie� Traiter la nature par la sphère, le ylindre et le �ne... �P. Cézanne (1839-1906), Lettre à Emile BernardLorsque l'on onsidère des objets géométriques, la première remarque est que l'on veut pouvoir lesomparer dans di�érentes on�gurations ou positions. On onsidère don impliitement un ensemblede transformations de l'espae qui nous permettent d'identi�er nos objets, et le hoix du type detransformations détermine les propriétés des objets : voir par exemple les triangles de la �gure (3.1).La seonde remarque est que les objets géométriques ave lesquels on va travailler sont atégoriséset onstituent des ensembles bien distints : on sent bien qu'un arré ou qu'une droite n'a rien àfaire ave des triangles. Il nous faut don déterminer et modéliser l'ensemble des objets qui nousintéressent, e qui sera fait à la setion (3.2.1), puis déterminer le groupe de transformation qui agitsur es objets (setion 3.2.2) et en�n les propriétés induites par l'ation du groupe sur les objets(setion 3.2.3).



3.2. Variétés di�érentielles et groupes de Lie 45
A B CFig. 3.1 � Comparaison d'objets géométriques: on peut dire que les trois triangles sont similaires(relativement au groupe des similitudes), ou bien que A et B seulement sont ongruents (pour lestransformations rigides), ou enore qu'ils sont tous di�érents (en translation).3.2.1 Primitives géométriques : variétés di�érentielles3.2.1.1 Une première approhe ensemblisteQuand on parle de primitives géométriques, on pense tout d'abord à des points, bien sûr, maisaussi à des droites, des segments, des plans... La plupart de es primitives onstituent un ensemblede points dans l'espae eulidien ambiant ayant au besoin des aratéristiques supplémentaires.On pourra ainsi onsidérer des points attribués ou numérotés, ou enore a�ublés d'une éhelle si l'ons'intéresse à l'espae multi-éhelle, mais ela revient à rajouter une dimension à l'espae ambiant.Ces primitives peuvent être dérites par un veteur de paramètres p et une fontion β qui assoieà es paramètres la primitive géométrique x onstituée des points véri�ant l'équation β(p, x) = 0.Une première représentation ensembliste s'érit don :

x = {x ∈ Rn / β(p, x) = 0}La fontion β assoie une représentation spéi�que p à un type partiulier de primitive (droites,plans, ourbes, triangles...). Les plans orientés sont par exemple représentés par les paramètres
p = (n, d) où n est un veteur unitaire normal au plan et pointant vers la partie de l'espae neontenant pas l'origine et d ≥ 0 est la distane du plan à l'origine. L'équation du (( plan p )) estdon :

β(p, x) = 〈n | x〉 − d = 03.2.1.2 Variété et représentationsLes ensembles usuels de primitives sont réguliers et onstituent des variétés di�érentielles.Cela signi�e que et ensemble est loalement di�éomorphe à un espae vetoriel Rm de dimensiononstante, 'est-à-dire qu'il existe en tout point x de la variétéM une bijetion di�érentiable 1 entreun voisinage de x et un ouvert de Rm. La dimension m est justement la dimension de la variété. Dansl'exemple i-dessus, nous pouvons voir que p est de dimension 4 ave une ontrainte quadratiquede dimension 1. La variété des plans est don de dimension 3. Cette formulation mathématiqueun peu omplexe signi�e simplement qu'une variété n'est pas un espae vetoriel, mais on peut latraiter loalement omme tel, en partiulier pour dériver. Pour simpli�er l'ériture, le quali�atifdi�érentiel sera souvent omis mais sous-entendu lorsque l'on parlera d'une variété.Il existe de nombreuses façons de représenter une variété, ave di�érentes propriétés. Dansl'exemple i-dessus, la représentation est ambiguë puisque, pour les plans passant par l'origine,1. On devrait en fait dé�nir un système de artes loales et imposer que le hangement de arte soit loalementdi�éomorphe. La bijetion di�érentiable de M dans la arte fait intervenir la notion d'espae tangent à la variété etde di�érentielle d'une fontion de la variété dans une autre, qui ne peuvent se dé�nir que postérieurement. Par souide simpliité nous ne développerons que suintement es notions à la setion (3.5.1), et nous reportons le leteur à(Bourguignon, 1990) pour en avoir une présentation rigoureuse et plus détaillée.
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p = (n, 0) et p′ = (−n, 0) représentent le même plan. Par ontre, elle est omplète ar haque planest représenté par (au moins) un jeu de paramètres. Bien qu'elle ne soit pas minimale puisqu'ellenéessite 4 paramètres liés par une ontrainte, elle est dérivable, sauf en d = 0.3.2.1.3 Les variétés sont des surfaes lissesIl est souvent utile de représenter une variété omme une (( surfae lisse )) de dimension n dans
Rk ave une orrespondane bijetive et des ontraintes dérivables non dégénérées (de dimensiononstante) 2. Cela permet en partiulier de montrer que l'ensemble de primitives qui nous intéressepossède bien une struture de variété (voir par exemple (Bourguignon, 1990, hap. VII)). A l'inverse,le théorème de Whitney assure que n'importe quelle variété de dimension n peut être plongée deette manière dans un espae Rk où la dimension k est bornée par k ≤ 2n + 1 (voir (Spivak, 1979,hap. 9)). Cette façon de voir les hoses nous sera en partiulier utile pour dé�nir simplement unemétrique riemannienne à la setion (3.5).Plans : Reprenons l'exemple des plans, mais en rajoutant une orientation : le plan divise main-tenant l'espae en un (( intérieur )) et un (( extérieur )). Si nous hoisissons toujours la normaleextérieure dans la représentation p = (n, d), la distane d à l'origine devient algébrique et peutêtre négative. La seule ontrainte restante est don ‖n‖ = 1. La représentation est maintenant nonambiguë et nous avons obtenu une bijetion entre la variété des plans orientés et S2×R, où S2 estla sphère unité dans R3, e qui est une surfae on ne peut plus lisse (in�niment di�érentiable) de
R4.Matries orthogonales : De la même manière, les matries orthogonales de Rn véri�ent laontrainte R.RT = RT.R = In et onstituent don une surfae lisse de Rn2 que l'on nomme Onpour (groupe) Orthogonal de Rn. En fait, ette surfae omprend deux feuilles ou omposantes nononnexes. En e�et, la ontrainte i-dessus impose que det(R)2 = 1, soit detR = ±1, et ommele déterminant est une fontion ontinue de Rn2 dans R, on ne peut pas passer ontinûment de
detR = −1 à detR = +1. La feuille de déterminant positif rassemble les rotations de Rn, et ettevariété est notée SOn pour (groupe) Spéial Orthogonal. Nous verrons au hapitre 7 que la variétédes rotations de R3, qui nous intéressent plus partiulièrement, est aussi isomorphe à P3, l'espaeprojetif de R4, grâe à l'équivalene entre une rotation R d'angle θ autour de l'axe (unitaire) n etles deux quaternions unitaires q = ±(cos(θ/2) , sin(θ/2).n).Espae projetif : Rappelons que l'espae projetif Pn est l'ensemble des diretions, 'est-à-direl'ensemble des droites vetorielles, de Rn+1. On peut obtenir une (( visualisation )) de et espae ennormalisant n'importe quel point x de la droite (sauf l'origine) pour obtenir un point n = x/‖x‖sur la sphère Sn, auquel on doit assoier son point antipodal −n pour obtenir une représentationnon ambiguë (le point −x appartient aussi à la droite).Points : Pour revenir à des primitives plus simples, notons que les points de Rn onstituent évi-demment une variété puisqu'ils forment déjà un espae vetoriel. Un exemple plus intéressant estdonné ave les points orientés, 'est-à-dire munis d'un veteur unitaire. On peut modéliser ainsi despoints sur une surfae orientable : si on peut extraire e�aement l'information néessaire, autantassoier à haque point la normale extérieure à la surfae. La représentation triviale u = (x, n), où x2. Le terme de surfae sera dorénavant pris dans e sens général, l'analogie ave les surfaes lisses ou les ourbesde R3 étant une bonne façon de voir les hoses dans la plupart des as.



3.2. Variétés di�érentielles et groupes de Lie 47est le point et n le veteur unitaire, identi�e ette variété à Rn×Sn−1. Si la surfae (ou la ourbe en3 dimensions) n'est pas orientable, on ne peut pas déider d'un intérieur et d'un extérieur ohérent,et on ne peut assoier qu'une diretion. On utilise alors la représentation u = (x,±n) qui identi�eette variété à Rn × Pn−1.Nous supposons simplement pour l'instant que nous disposons d'une représentation omplète etnon ambiguë de la variété sous forme de surfae lisse dans Rk, que nous identi�ons ave la variété.3.2.2 Transformations et groupes de LieUn ertain nombre de groupes de transformations sont familiers : translations, rotations, simili-tudes ou transformations a�nes... De façon plus générale, une transformation d'un ensemble X estune bijetion g de X dans X . Comme l'ensemble X sera pour nous une variété, nous supposeronsde plus que la transformation g⋆x = g(x) est ontinue et di�érentiable. Par ailleurs, g est une bije-tion, et il existe don une transformation inverse que l'on note g(-1). Notons enore que l'on peutomposer deux transformation g1 et g2 pour former une nouvelle fontion g(x) = g2(g1(x)) qui estaussi une transformations. On notera g = g2 ◦ g1. L'ensemble de toutes les transformations, munide es deux opérations d'inversion et de omposition onstitue don une groupe appelé groupe detransformation général de l'ensemble X . L'élément neutre est la transformation identité Id quilaisse haque élément de X inhangé.Ce groupe étant de dimension in�nie dans les as intéressants, on se restreint en général à ungroupe de transformation partiulier G qui peut être vu omme un sous-groupe du groupe général,ou bien omme un ensemble de transformations stable par la omposition et l'inversion.3.2.2.1 Groupes de LieOn obtient la lasse importante des groupes de Lie si G a une struture topologique séparée 3et si les opérations de omposition et d'inversion sont ontinues et di�érentiables. L'espae G estalors une variété di�érentielle. En fait, la plupart des groupes de transformation usuels sont desgroupes de Lie dès lors qu'ils ont des opérations raisonnables.Dans e manusrit, notre prinipal groupe d'intérêt sera le groupe des transformations rigides.Un élément de e groupe est onstitué d'une matrie de rotation et d'une translation et peut donêtre représenté par f = (R , t). En utilisant la setion préédente, on peut don dire que la variétédes transformations rigides de Rn est SOn×Rn. Pour obtenir la struture de groupe de Lie, il nousfaut ajouter les opérations de omposition et d'inversion :
f(-1) = (RT, −RT.t) et f = f2 ◦ f1 = (R2.R1, R2.t1 + t2) (3.1)Il est intéressant de remarquer que les opérations que nous avons proposé dans l'équation (3.1) neorrespondent pas au produit diret des opérations des groupe SOn et Rn qui auraient été (RT , −t)pour l'inversion et (R2.R1 , t1 + t2) pour la omposition. Nous avons ii un produit semi-diret

SOn ⋉ Rn dans le sens où les rotations sont indépendantes des translations, mais l'inverse est faux.Une même struture de variété peut don être munie de strutures de groupes di�érentes.3. Un espae est dit de Hausdor� ou possédant une struture topologique séparée si pour tout point x et y, il existedeux voisinage U et V de x et y qui soient disjoints : es voisinages séparent les deux points. Les espaes non séparéssont en fait de peu d'intérêt pour nous et il est assez di�ile d'imaginer une signi�ation physique à un tel espae.



48 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 33.2.2.2 Ation du groupe sur la variétéLa struture de groupe de Lie dé�nie i-dessus est indépendante de la notion de transformationd'un ensemble. Pour revenir à un groupe de transformation, il nous reste à préiser omment unélément g du groupe G agit sur un point x de la variété M onsidérée. En d'autres termes, il fautdonner un sens à l'expression : g ⋆ x = g(x).Notons que les opérations internes et l'ation du groupe sur la variété ne sont pas indépendantspuisque l'on doit avoir la propriété de distributivité
(g1 ◦ g2) ⋆ x = g1 ⋆ (g2 ⋆ x)sans oublier l'ation neutre de l'identité :
∀x ∈M e ⋆ x = xAinsi, les opération proposés à l'équation (3.1) pour le groupe des transformations rigides sontompatibles ave l'ation suivante sur Rn :

f ⋆ x = R.x+ t (3.2)3.2.2.3 De l'ation dans l'espae eulidien à l'ation sur les primitivesDans le as des primitives géométriques, la transformation s'applique en général à l'espae eu-lidien ambiant dans lequel sont dé�nis es objets géométriques, mais nous voudrions travaillerdiretement sur les primitives en faisant abstration de et espae d'origine. On doit ependantfaire bien attention à e que la nature des primitives dé�nies soit onservée par les transforma-tions onsidérées : deux veteurs orthonormés ne sont plus ni orthogonaux ni normalisés après unetransformation a�ne générale. La première ontrainte est don que la variétéM des primitives soitglobalement invariante par le groupe de transformation G.Reprenons la dé�nition (( ensembliste )) d'une primitive x = {x ∈ Rn / β(p, x) = 0} et appliquonsune transformation g à et ensemble :
g ⋆ x = {y ∈ Rn / β(p, g(-1) ⋆ y) = 0}Si nos paramètres sont bien hoisis (i.e. la représentation est non ambiguë, omplète, ontinueet dérivable), alors il ne doit exister qu'un seul paramètre q tel que β(q, x) = 0 représente g ⋆ x. Onnotera alors q = g ⋆ p.Le groupe G est alors un groupe de transformation sur la variété M des primitives. L'éritureexpliite de l'ation du groupe sur ertaines primitives peut être très ompliquée dans ertainesreprésentations et onduire à des équations non-linéaires (voir par exemple l'ation d'un veteurrotation et surtout la omposition de veteurs rotations au hapitre 7). Cependant, les as usuelssont relativement simples. Reprenons l'exemple des plans orientés identi�és ave S2×R par p = (n, d)(n unitaire). Faisons agir la transformations rigide f sur le plan β(p, x) = 0 :

β(p, f(-1) ⋆ x) = 〈n | RT.(x− t)〉 − d = 〈x |R.n〉 − d − 〈t | R.n〉On a don un seul et unique q véri�ant β(q, x) = β(p, f ⋆ x), et l'ation est donnée par :
f ⋆ p = q = (R.n, −d − 〈t | R.n〉)



3.2. Variétés di�érentielles et groupes de Lie 49De même, on détermine que l'ation d'une transformation rigide f sur le point orienté u = (x, n)(où n est unitaire) est donnée par
f ⋆ u = (R.x+ t, R.n)Nous nous intéresserons dans e manusrit à un autre type de primitives : les repères, onstituésd'un point et d'un trièdre orthonormé diret. Nous avons déjà observé que nous ne pouvions pasutiliser le groupe des transformations a�nes puisque l'orthonormalité du trièdre ne serait pas onser-vée, mais les transformations rigides sont appropriées. Une partiularité des repère est d'ailleurs leuréquivalene ave es transformations.
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Fig. 3.2 � Repères et transformations rigides.Soit B = {o, e1, e2, e3} le repère anonique de l'espae eulidien R3 (on a don en terme deoordonnées : o = (0, 0, 0)T et [e1, e2, e3] = I3), et F = {x, e′1, e′2, e′3} un autre repère dont lesoordonnées sont exprimées dans le repère anonique B. Le mouvement rigide qui amène B sur Fest unique et donné par
f = (U, x) où U =

[
e′1, e

′
2, e
′
3

]L'orthonormalité du repère F assure en e�et que U soit une rotation. La variété des repères (3D)est don SO3 × R3, et l'ation d'une transformation rigide g = (R, t) sur un repère f = (U, x) est
(( équivalente )) à la omposition :

g ⋆ f = (R.U, R.x+ t) ≡ g ◦ f3.2.3 Variétés homogènes et invariants unairesNous aurons besoin par la suite d'une relation partiulière entre le groupe de transformation etla variété des primitives : soit o ∈ M un point partiulier que l'on appelle l'origine. La variétéMest dite transitive ou homogène pour le groupe G si n'importe quel point de la variété peut êtreatteint à partir de l'origine par une transformation du groupe, autrement dit si :
G ⋆ o = {x = g ⋆ o / g ∈ G} =MCela veut dire en fait que les primitives n'ont pas d'invariants par le groupe. Si l'on utilisepar exemple omme primitive les repères d'orientation direte et indirete, auune transformationrigide ne pourra nous amener d'une orientation à l'autre : l'orientation est don invariante, et lavariété n'est pas homogène. Si par ontre on ne prend que les repères d'orientation direte (e quel'on suppose dans e manusrit par l'appellation repère) ou si l'on ajoute les symétries au groupede transformation, alors la variété est homogène.En fait, nous supposerons que nos primitives x′ ∈ M′ peuvent être fatorisées en une partiehomogène x ∈M, qui varie sous l'ation du groupe G, et une partie invariante i ∈ I. Une primitives'érit don

x′ = (x, i) ∈M′ =M×I



50 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 3Ces invariants sont partiuliers à haque primitive et ne dépendent pas d'un doublet ou d'un tripletde primitives omme pour l'indexation géométrique (on va même jusqu'à 4 points pour trouver uninvariant projetif en vision par ordinateur). Nous les appelons don invariants unaires. Notonsque es invariants unaires ne sont pas forément di�érentiels. Les invariants di�érentiels seraientobtenus en onsidérant des quantités di�érentielles invariantes le long d'une ourbe, d'une surfaeou plus généralement d'une sous-variété de la variété de nos primitives.Par exemple, les points extrémaux sont onstitués de quantités variables sous l'ation du groupedes transformations rigides : la position et l'orientation du trièdre, et de deux invariants unaires : lesourbures prinipale (qui sont ii des invariants di�érentiels). Dans le as des protéines, la primitiveoriginale est un aide aminé que nous aratérisons par la position des trois atomes Cα, C ′ et Ndu squelette (nous rappelons ette modélisation dans la �gure 3.3). Pour es 9 variables, n'y aque 6 degrés de liberté sous l'ation des transformations rigides : nous fatorisons don la primitiveoriginale en un repère (partie homogène) et 3 invariants unaires qui apparaissent naturellement : unangle et deux distanes. Malheureusement, es trois invariants unaires nous sont inutiles pour lareonnaissane puisqu'ils sont (théoriquement) identiques dans tous les aides aminés.
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Fig. 3.3 � Desription géométrique de la on�guration d'un aide aminé.Comme le groupe n'agit pas sur les invariants (par dé�nition), la onnaissane du groupe et deson ation ne nous apporte auune information pour gérer les invariants, en partiulier sur le hoixde la métrique (voir setion 3.5). Nous supposons don dans la suite que nous avons fatorisé lesinvariants unaires et que la variété M est homogène. On peut dans e as identi�er les éléments
x ∈ M de la variété ave des sous-ensembles du groupe G de la manière suivante. Soit H le sous-ensemble des transformations qui laisse l'origine o invariante :

H = {h ∈ G / h ⋆ o = o} (3.3)
H porte le nom de sous-groupe d'isotropie ou de stabilité du groupe G au point o. Dans ungroupe, la translation à gauhe est la omposition à gauhe par un élément �xe g. Les ensemblesde transformations obtenus par la translation à gauhe de H (les éléments de l'espae quotient G/H)peuvent être identi�és ave les éléments de la variété M. En e�et, si g est une transformation quiamène l'origine sur x = g ⋆ o, alors g ⋆H est l'ensemble des transformations qui amènent l'originesur x. On appelle oset 4 de x et ensemble et nous le notons Fx :

Fx = {g ∈ G / g ⋆ o = x} (3.4)Pour en �nir ave les notations, nous aurons souvent besoin d'un représentant du oset Fx que nousnoterons en général fx. D'une manière ple générale, nous appelons fontion de plaement unefontion qui a tout point x de la variétéM assoie un représentant fx du oset du point.3.2.3.1 Le as des repèresPour les repères, l'origine est hoisie au repère anonique : o = ( Id, 0), et omme la variété esten bijetion ave le groupe rigide G, le groupe d'isotropie et tous les osets se réduisent à un seul4. Nous prenons ii la dénomination anglaise, plus onise. Nous devrions en fait dire : les lasses à gauhe de Gmodulo H.
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Repères Points orientés PointsFig. 3.4 � Les origines hoisies pour les repères, les points orientés et les points et leur déplaementpar une transformation rigides. Ces trois types de primitives n'ont pas d'invariants unaires.élément :
H = { Id} et Ff = {f}Ce as partiulier où la variété est (( équivalente )) au groupe onduit à des simpli�ations importantesdans la théorie qui suit.3.2.3.2 L'exemple des pointsIl est naturel de prendre omme origine o = (0, 0, 0)T. Le groupe d'isotropie est obtenu enrésolvant l'équation R.0 + t = 0, e qui impose une translation nulle :
H = {(R, 0) / R ∈ SO3}Une transformation qui amène l'origine au point x est la translation fx = (I3, x), et les osets sontdon les ensembles
Fx = {(R,x) / R ∈ SO3}Notons que les points sont (( équivalents )) aux translations et que 'est ela qui permet d'identi�erpoints et veteurs et de parler de di�érenes ou d'addition de points.3.2.4 Cartes et atlasPour pouvoir travailler loalement dans une variété omme dans l'espae vetoriel Rn, et enpartiulier pour pouvoir dériver, nous aurons besoin d'un système de oordonnées loales, autrementdit une représentation minimale, dont la dimension est elle de la variété. En général, nous nepouvons pas ouvrir toute la variété de manière di�érentiable ave une seule arte (il y a dans le asontraire un di�éomorphisme global ave un espae vetoriel). On demande don un ensemble deartes ouvrant la variété et formant un atlas, exatement omme un atlas géographique représentela surfae de la terre de manière ontinue partout, en hangeant au besoin de arte de temps entemps. Une arte est dé�nie par une bijetion x = ϕi(x) d'un ouvert Di de la représentation dansun ouvert de la variétéM. L'ensemble des artes doit se reouvrir pour qu'il soit possible de passerde l'une à l'autre. On trouvera par exemple une étude de di�érentes représentations des droites 2Det 3D, des plans et des rotations dans (Ayahe, 1991). Nous ne présentons ii que quelques exemplesde artes qui nous serviront par la suite.



52 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 33.2.4.1 Représentation des rotationsNous verrons à la setion (7.1) qu'une rotation 3D peut être aratérisée par un angle θ et un axe
n (un veteur unitaire). Cette représentation n'est ependant pas minimale puisque nous avons uneontrainte unitaire sur l'axe, axe qui n'est de plus pas dé�ni pour la rotation identité. On obtientune représentation minimale mais ambiguë en onsidérant le veteur rotation r = θ.n. Pour dé�nirun atlas, nous avons besoin au minimum de 4 artes :� Carte 1 : Les rotations qui ne sont pas des ré�exions sont représentées par les veteurs rotationde la boule ouverte B3(0, π).� Carte 2, 3 et 4 : Les rotations di�érentes de l'identité dont l'axe n'est pas orthogonal àl'axe des x (respetivement des y et des z) sont représentées par les veteurs rotation de lademi-boule ouverte Bx+

3 = {r ∈ B3(0, 2π) / rx > 0} (respetivement By+

3 , Bz+

3 ).En théorie, nous devrions utiliser les 4 artes et indexer le veteur rotation sur la arte utilisée. Enpratique, nous pourrons nous ontenter d'utiliser la arte prinipale (la première) en se rappelantque, sur la frontière du domaine, les veteurs r = π.n et r = −π.n sont identi�és. Si l'on note
R(r) et r(R) les fontions qui relient la arte prinipale à la variété, on peut érire diretement lesopérations de omposition et d'inversion dans la arte :

r(-1) = r(R(r)T) et r2 ◦ r1 = r(R(r2).R(r1))Le détail de es fontions et de leur dérivation sera présenté à la setion (7.3).3.2.4.2 Transformations rigides, repères et pointsA partir de la représentation des rotations et des veteurs unitaires, et de leurs opérations debase, on peut onstruire failement des représentations pour les transformations rigides, les repèreset les point orientés. Nous résumons simplement ii les représentations utilisées et les opérations debase.Transformations rigides� Représentation : on utilise la arte prinipale qui représente une transformations rigides f =
(R, t) par le veteur rotation r orrespondant à la matrie de rotation R et la translation t :
f = (r, t).� Composition : f2 ◦ f1 = (r2 ◦ r1 , r2 ⋆ t1 + t2)� Inversion: f (-1) = (r(-1) , r(-1) ⋆ (−t))Repères� Représentation : elle est alquée sur elle des transformations rigides. On représente le repère
f = (R,x) par le veteur f = (r, x).� Ation des transformations rigides : f ⋆ f1 ≡ f ◦ f1� Groupe d'isotropie : H = {o}� Représentant des repères : ff = f ∈ Ff .



3.3. Mesure invariante ou uniforme 53Points� Représentation : un point x est évidemment représenté par son veteur de oordonnées.� Ation de la transformation rigide f = (r, t) : f ⋆ x = r ⋆ x+ t.� Groupe d'isotropie : H = {f = (r, 0) / R(r) ∈ SO3}� Représentant des repères : fx = (0, x) ∈ Fx.3.3 Mesure invariante ou uniforme� Mesurer e qui est mesurable, et rendre mesurable e qui ne l'est pas. �Galilei, Galileo (1564 - 1642), ité par H. Weyl� The author disusses valueless measures in pointless spaes. �P.R. Halmos, I want to be a Mathematiian, 19853.3.1 Probabilités géométriques lassiquesL'objet des probabilités géométriques lassiques est de déterminer la probabilité d'observer unévénement quand un ertain nombre d'éléments géométriques sont répartis au hasard. Nous avonsvu ave le paradoxe de Bertrand que le problème de base est la dé�nition de la mesure uniformesur la variété, et qu'une hypothèse raisonnable est de supposer l'invariane de ette mesure parl'ation du groupe de transformation onsidéré.Nous ne nous intéressons ii qu'à la détermination de la mesure invariante, qui sera utilisée auhapitre suivant pour dé�nir des densités de probabilité sur la variété ayant de bonnes propriétés,les probabilités géométriques en question étant en fait plus reliées à la stéréologie qu'à la gestionde l'erreur sur les mesures de primitives géométriques. Une appliation direte de es probabili-tés géométriques sera ependant évoquée dans la seonde partie ave l'étude de la robustesse desalgorithmes d'appariement et le alul du nombre moyen de faux positifs.Pour en revenir à la mesure invariante, observons qu'un réel aléatoire x a une probabilité uni-forme sur R si la probabilité qu'il soit dans un intervalle ]x0 ; x0 + d[ est la même pour tout x(dans un ertain ouvert ave d su�samment faible). Cei se traduit au niveau de la mesure par
d(x0 + x) = dx pour x0 onstant, e que l'on peut interpréter omme l'invariane en translation dela mesure de Lebesgue. De la même façon, on dé�nit la mesure uniforme ou invariante sur lavariété M sous l'ation du groupe G omme la mesure (ou l'élément de volume in�nitésimal) quiest invariant par l'ation de n'importe quel élément �xe f du groupe. Soit dM une telle mesure, elaimplique que dM(f ⋆ x) = dM(x) quelque soit le point x deM.On peut reherher l'expression de ette mesure invariante diretement dans une représentationdonnée (voir (Kendall et Moran, 1963)), mais un formalisme général est développé dans (Santalo,1976) pour l'extraire à partir de la mesure dLG invariante à gauhe sur le groupe G. Nous en donnonsii une tradution simpli�ée en utilisant une représentation minimale.3.3.2 Mesure invariante sur un groupe de Lie (mesure de Haar)Dans un groupe de Lie, la omposition peut être vue vue omme l'ation à droite ou à gauhedu groupe sur lui-même. Nous pouvons don nous intéresser ette fois-i à la mesure invariante à



54 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 3gauhe (dLG(g ◦ f) = dLG(f) pour toute transformation g ∈ G �xée) ou à la mesure invariante àdroite (dRG(f ◦ g) = dRG(f)). Comme le groupe agit à gauhe sur les variétés de primitives dansnotre ontexte, nous sommes prinipalement intéressés par la mesure invariante à gauhe, que nousappellerons simplement mesure invariante.Pour être mathématiquement orret, nous devrions dé�nir l'espae Co(G) des fontions réellesontinues sur G à support ompat 5 et étudier les fontionnelles I sur et espae, 'est-à-dire lesfontions de Co(G) dans R, qui sont homogènes (I(k.α) = k.I(α) pour k ∈ R) et additives (I(α+β) =
I(α) + I(β)). Cela justi�e la notation intégrale :

I(α) =

∫

f∈G
α(f).dG(f)et la ondition d'invariane à gauhe s'érit alors :

∀g ∈ G
∫

f∈G
α(g ◦ f).dLG(g ◦ f) =

∫

f∈G
α(f).dLG(f) (3.5)(Hohshild, 1965) montre que, si le groupe est loalement ompat, il existe une et une seulefontionnelle invariante à gauhe (à un fateur d'éhelle près) véri�ant les propriétés i-dessus.Cette intégrale est appelée l'intégrale de Haar (à gauhe). De manière symétrique, il existe uneunique intégrale de Haar à droite.Il est intéressant de noter que es mesures invariantes à droite et à gauhe sont généralementdi�érentes : ette di�érene est quanti�ée par le module ∆G dé�ni par la relation : dLG(f) =

∆G(f).dRG(f). Le groupe est dit uni-modulaire si ∆G est onstant en tout point du groupe (i.e.égal à 1 à une onstante de normalisation près), 'est-à-dire quand les mesures invariantes à droiteet à gauhe sont identiques. Un groupe ompat est toujours uni-modulaire, mais les groupes seule-ment loalement ompats peuvent avoir des mesures de Haar di�érentes à droite et à gauhe. Lesmesures de Haar à droite et à gauhe sont ainsi identiques sur SO3 puisque le groupe des rotations3D est ompat ('est un sous groupe de l'ensemble des matries véri�ant det(A) = 1, et l'imageréiproque d'un ompat par une appliation ontinue est ompate). Les transformation rigides 3Dsont également uni-modulaires (voir setion 7.4.1.2) bien que le groupe ne soit plus que loalementompat à ause de l'introdution des translations.Les mesures invariantes peuvent être alulées dans le as général par les équations de Maurer-Cartan (Santalo, 1976), mais un théorème très intéressant nous permet de les exprimer simplementdans une représentation minimale : supposons que le domaine de dé�nition de la arte ouvre presquetoute la variété 6 (pour n'avoir qu'une seule arte à utiliser) et que le jaobien de la translation àgauhe JL(f) existe et soit ontinu presque partout. Alors la mesure invariante s'exprime dans ettearte par :
dLG(f) =

df

|JL(f)| ave JL(f) =
∂(f ◦ e)
∂e

∣∣∣∣
e= Id

(3.6)La mesure invariante à droite s'exprime de la même façon en utilisant le jaobien de la translationà droite JR . Le module du groupe est don :
∆G(f) =

|JR(f)|
|JL(f)|5. Un espae topologique E ou un sous-ensemble E d'un espae topologique est dit ompat si l'on peut trouverdans toute union d'ouverts ontenant E un nombre �ni de es ouverts dont l'union ontient E. Intuitivement, elasigni�e que E ne s'étend pas jusqu'à l'in�ni.6. Comme nous intégrons des fontions et non pas des distributions, nous pouvons (( oublier )) un sous-ensemble dugroupe de mesure nulle. On pourrait également partitionner la variété en plusieurs domaines omplémentaires dansdi�érentes artes ave les propriétés requises.



3.3. Mesure invariante ou uniforme 55Une propriété intéressante de e module est que ∆G(f (-1)) = ∆G(f)(-1).Preuve :Soit dLG(f) la mesure proposée dans l'équation (3.6), où l'on note |J | = |det(J)|. On a :
dLG(g ◦ f) =

d(g ◦ f)��� ∂((g◦f)◦e)
∂e

���
e= Id

��� et d(g ◦ f) =

����det

�
∂(g ◦ f)

∂f

����� .dfOn obtient par la dérivation en haîne :
∂((g ◦ f) ◦ e)

∂e

����
e= Id

=
∂(g ◦ f)

∂f
.

∂(f ◦ e)

∂e

����
e= IdComme det(A.B) = det(A).det(B) pour les matries arrées, on peut onlure que dLG(g◦f) = dLG(f).La preuve est identique pour l'invariane à droite de la mesure dRG proposée. �3.3.3 Exemple sur les rotations et les transformation rigidesOn utilise le jaobien de la translation de l'identité dérivé à la setion (7.3.5) pour déterminerla mesure uniforme sur le veteur rotation :

dLG(r) = dRG(r) =
4 sin2(θ/2)

θ2
dr (3.7)où θ = ‖r‖. Pour les transformation rigides, la setion (7.4.1.2) montre que la mesure invariante (àdroite omme à gauhe) dans la représentation f = (r, t) est

dLG (f) = dRG (f) =
4 sin2(θ/2)

θ2
dr.dt (3.8)Les rotations et les transformation rigides sont don uni-modulaires.3.3.4 Mesure invariante sur une variété homogèneNous avons vu à la setion (3.2.3) omment identi�er une variété homogène M ave l'espaequotient G/H. On peut trouver grâe à la setion préédente les mesures invariantes (à gauhe)

dLG et dLH sur les groupes G et H, et érire que dLG = dM.dLH où dM est une mesure surla variété M (ou l'espae quotient G/H). (Santalo, 1976) donne plusieurs formes d'une onditionnéessaire et su�sante pour que dM soit une mesure invariante (i.e. dM(g ⋆ x) = dM(x)). L'uned'elle peut se formuler ainsi (e est ii un élément de la variété M) : supposons que nous utilisonsune représentation minimale dont le domaine de dé�nition ouvre presque toute la variété et que lejaobien de la translation de l'origine J(f) existe et soit ontinu presque partout. Alors la mesureest invariante si et seulement si :
∀h ∈ H, |J(h)| =

∣∣∣∣
∂(h ⋆ e)

∂e

∣∣∣∣
e=o

∣∣∣∣ = 1 (3.9)Cela signi�e que la mesure d'un élément de volume in�nitésimal à l'origine ne hange par sousl'ation du groupe d'isotropie, 'est-à-dire ave les transformations qui laissent l'origine inhangée.Si ette ondition n'est pas véri�ée, il n'existe pas de mesure invariante sur le groupe, et dans le asontraire on peut la aluler omme nous l'avons fait pour le groupe :
dM(x) =

dx

|J(fx)| ave J(fx) =
∂(fx ⋆ e)

∂e

∣∣∣∣
e=o

et fx ∈ Fx (3.10)



56 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 3
Preuve : Soit dM(x) la mesure proposée i-dessus. La ondition d'existene (3.9) est en e�et requisepour que dM soit invariante vis à vis du hoix de fx ∈ Fx : soit fx et f ′

x = fx ◦ h (ave h ∈ H) deuxtransformations de Fx. Par la règle de dérivation en haîne, on peut érire :
J(f ′

x) =
∂(fx ⋆ (h ⋆ e))

∂e

����
e=o

=
∂(fx ⋆ e′)

∂e′

����
e′=o

.
∂(h ⋆ e)

∂e

����
e=o

= J(fx).
∂(h ⋆ e)

∂e

����
e=oet on a |J(fx)| = |J(f ′

x)| si et seulement si ��� ∂(h⋆e)
∂e

���
e=o

��� = 1. La preuve de l'invariane de la mesure
dM(x) est alors très similaire à elle de la mesure du groupe et peut être obtenue en remplaçant (f ◦e)par (fx ⋆ e). �3.3.4.1 Exemple 1 : les repèresPuisque l'ation des transformations rigides sur les repères est identi�able à la omposition àgauhe dans le groupe, la mesure invariante sur les repères (pour les transformations rigides) estidentique. Si l'on note f = (r, x), on a :

dM(f) =
4 sin2(θ/2)

θ2
dr.dxNotons que la ondition d'existene est remplie puisque le groupe d'isotropieH est réduit à l'identité :

∣∣∣∣
∂( Id ⋆ e)

∂e

∣∣∣∣
e=o

∣∣∣∣ = |det(I6)| = 13.3.4.2 Exemple 2 : le as des pointsLe groupe d'isotropie est aratérisé par une translation nulle et on a h ⋆ x = R.x. La onditiond'existene s'érit don |R| = 1, e qui est toujours véri�é (pour des rotations). En utilisant latranslation fx = (0, x) omme fontion de plaement (représentant du oset Fx), on a fx ⋆ e = x etle jaobien se réduit don à J(fx) = I3. La mesure invariante est don la mesure de Lebesgue :
dM(x) = dxNotons que si l'on onsidère le groupe de transformation a�ne, le groupe d'isotropie est toujoursaratérisé par une translation nulle et h ⋆ x = A.x, où A est maintenant une matrie quelonquede déterminant non nul. Il n'existe don pas de mesure invariante puisque |A| 6= 1 en général.3.4 Distane invariante� We ome now to the question: what is a priori ertain or neessary, respetivelyin geometry (dotrine of spae) or its foundations? Formerly we thoughteverything; nowadays we think nothing. Already the distane-onept is logiallyarbitrary; there need be no things that orrespond to it, even approximately. �A. Einstein, "Spae-Time." Enylopaedia Britannia, 14th edDans la setion préédente, nous avons pu déterminer les onditions d'existene de la mesureinvariante en utilisant les jaobiens des opérations de base dans une représentation donnée. Nousnous intéressons ii aux questions de métrique sur le groupe et la variété.



3.4. Distane invariante 57La distane est très souvent utilisée dans les algorithmes géométriques pour lassi�er et quanti�erdes di�érenes ou omme ritère de minimisation, par exemple pour le realage. Elle est même au÷ur de ertains algorithmes omme le plus prohe voisin itératif (Iterative Closest Point: (Beslet MKay, 1992; Zhang, 1994)). Pour pouvoir omparer des primitives géométriques et généraliserainsi un grand nombre de méthodes utilisées sur les points, nous avons besoin d'une fontion dedistane sur nos primitives.Cependant, nous avons vu à la setion (2.3.4) qu'une distane sur la représentation d'une variétén'est généralement pas une distane sur la variété. Rappelons tout d'abord qu'une distane sur lavariétéM est une fontion deM2 dans R véri�ant les quatre propriétés suivantes.� Positivité : dist(x, y) ≥ 0.� Symétrie : dist(x, y) = dist(y, x).� Séparation, aussi appelé aratère dé�ni de la distane : ( dist(x, y) = 0) ⇔ (x = y). Sansette propriété, la fontion dist prend le nom d'éart.� Inégalité triangulaire : dist(x, y) + dist(y, z) ≥ dist(x, z)3.4.1 Utilité d'une distane invarianteComme nous avons vu que l'hypothèse d'invariane sur la mesure permet de lever les paradoxespotentiels sur les probabilités, il est très souhaitable que le résultat de nos algorithmes basés sur ladistane ne dépende ni de la représentation hoisie, ni du système de oordonnée que l'on a hoisispour la variété. Si un objet (ou une primitive) est le plus prohe d'un autre depuis un point de vue,il est souhaitable qu'il le soit toujours depuis un autre point de vue, i.e. après une transformationglobale. Dans ette optique, l'utilisation d'une distane invariante garantie la stabilité du résultatsde nos algorithmes.Un autre exemple est la méthode lassique aux moindres arrés pour aluler la transformationentre un ensemble de primitives xi dans une image ave un ensemble de primitives yi dans uneautre image : le ritère à minimiser est la somme des distanes au arré C(f) =
∑

i dist2(f ⋆ xi, yi).Soit f̄ la transformation qui minimise e ritère. Par simpliité, on supposera qu'elle est unique. Simaintenant les primitives xi sont déplaées globalement par une transformation g (x′i = g ⋆ xi), leritère devient
C ′(f) =

∑

i

dist2(f ⋆ x′i, yi) =
∑

i

dist2((f ◦ g) ⋆ xi, yi) = C(f ◦ g)Ave ou sans la ontrainte d'invariane sur la distane, le nouveau résultat est f̄ ′ = f̄ ◦ g. Si parontre e sont les primitives de la seonde image qui sont globalement déplaées (y′i = g ⋆ yi), leritère est :
C ′′(f) =

∑

i

dist2(f ⋆ xi, y
′
i) =

∑

i

dist2(f ⋆ xi, g ⋆ yi)L'invariane de la distane est une ondition su�sante pour onlure que
C ′′(f) =

∑

i

dist2 ((g(-1) ◦ f) ⋆ xi, yi

)
= C(g(-1) ◦ f)Le nouveau minimum est don f̄ ′′ = g(-1) ◦ f̄, e qui donne le résultat intuitivement esompté :

f̄ = g ◦ f̄ ′′. La même expériene peut être faite si les deux images sont déplaées par la mêmetransformation (e qui orrespond à un hangement de repère global), et l'invariane de la distane



58 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 3est requise pour montrer que la transformation trouvée est f̄ ′′′ = g(-1) ◦ f̄ ◦ g, 'est-à-dire l'expressionde l'anienne transformation après hangement de repère.Dans le reste de ette setion, nous tentons de aratériser les propriétés d'une distane invariantesur le groupe et sur la variété.3.4.2 Distane invariante sur une variétésoient x, y ∈ M deux primitives et g ∈ G une transformation. L'invariane de la distanes'exprime par dist(x, y) = dist(g ⋆ x, g ⋆ y), e qui signi�e en partiulier que ette distane estomplètement dé�nie par la distane N(z) d'une primitive x = fy
(-1) ⋆ x à l'origine. En utilisantomme transformation fy

(-1) ou fx
(-1) dans la formule i-dessus, on obtient en e�et :dist(x, y) = dist(fy(-1) ⋆ x, o) = N(fy

(-1) ⋆ x) = N(fx
(-1) ⋆ y) (3.11)Les axiomes de la distane se traduisent alors, ave l'hypothèse d'invariane, en les propriétéssuivantes :� N(x) ≥ 0 et (N(x) = 0)⇔ (x = o).� N(fx

(-1) ⋆ o) = N(x) for fx ∈ Fx et don N(h ⋆ x) = N(x) pour tout h ∈ H.� N(x) +N(y) ≥ N(fy
(-1) ⋆ x) = N(fx

(-1) ⋆ y) pour tout fx ∈ Fx et fy ∈ FyCes propriétés sont très prohes de elles requises pour dé�nir une norme sur un espae vetoriel,exepté ependant l'homogénéité pour la multipliation par un salaire positif. Pour distinguer lafontion N de la distane invariante assoiée, nous appelons N la (( norme )) de la variété. Notonsque nous avons ii travaillé diretement dans la variété et pas dans une arte partiulière.3.4.3 Distane invariante sur un groupe de LieSi nous travaillons maintenant sur le groupe de transformation G, on peut demander à la distaned'être invariante à droite où à gauhe. Comme dans le as de la variété i-dessus, la distaneinvariante à gauhe est déterminée par une (( norme )) NL sur le groupe satisfaisant les propriétésuivantes :� NL(f(-1)) = NL(f).� NL(f) ≥ 0 et (NL(f) = 0)⇔ (f = Id).� NL(f) +NL(g) ≥ NL(g(-1) ◦ f) = NL(f(-1) ◦ g).L'inégalité triangulaire devenant NR(f) + NR(g) ≥ NR(g ◦ f (-1)) = NR(f ◦ g(-1)) pour une distaneinvariante à droite. Les distanes invariantes à droite et à gauhe orrespondantes sontdistL(f, g) = NL(g(-1) ◦ f) = NL(f(-1) ◦ g) et distR(f, g) = NR(g ◦ f(-1)) = NR(f ◦ g(-1))Nous ne nous intéressons ii qu'à la distane invariante à gauhe ar elle induit une distane inva-riante sur une variété homogène.3.4.4 Distane induite sur la variété par elle du groupeSoit NL une (( norme )) sur le groupe G. On dé�ni la (( semi-norme )) induite sur la variétéhomogèneM par :
N(x) = inf

(h∈H, fx∈Fx)
(NL(h ◦ fx)) = inf

(h1,h2)∈H2
(NL(h1 ◦ fx ◦ h2)) (3.12)



3.4. Distane invariante 59Si l'in�mum de NL(h1 ◦ f ◦h2) est atteint pour haque transformation f par un ouple (h1,h2) ∈ H2,alors la (( semi-norme )) est séparable et est don une (( norme )) (voir preuve i-dessous). Cettepropriété est toujours vraie si le groupe d'isotropie H est ompat mais n'est pas automatiquementvéri�é sinon. Par exemple, il n'y a pas de distane invariante induite sur les points par les similitudesou les transformation a�nes. En partiulier, si le groupe d'isotropie H est omposé d'un nombre �nid'éléments disrets, alors il y une distane invariante sur la variété. C'est le as des repères semi etnon orientés dérits à la setion (7.5) où le groupe d'isotropie est omposé de 2 et 4 transformations.En supposant qu'il existe une norme possédant les propriétés requises, la distane assoiée estautomatiquement invariante et satisfait :dist(x, y) = inf
{fx∈Fx ; fy∈Fy}

( distL(fx, fy)) = inf
{(h1,h2)∈H2}

(
NL(h1 ◦ fx

(-1) ◦ fy ◦ h2)
) (3.13)Preuve : Soit NL une norme sur le groupe G et N la semi norme de l'équation (3.12) induite sur lavariété M. La positivité de N provient diretement de la positivité de NL, et la symétrie déoule deelle de NL et de la symétrie de la dé�nition :

N(fx
(-1) ⋆ o) = inf

(h1,h2)∈H2

�
NL(h1 ◦ fx

(-1) ◦ h2)
�

= inf
(h′

1
,h′

2
)∈H2

�
NL(h′

1 ◦ fx
(-1) ◦ h′

2)
�

= N(x)L'inégalité triangulaire est préservée par l'in�mum:
inf

(h1,h2)∈H2

�
NL(h

(-1)
1 ◦ fx

(-1) ◦ fy ◦ h2)
�

≤ inf
h1∈H

{NL(fx ◦ h1)} + inf
h1∈H

{NL(fy ◦ h2)}

≤ inf
h1,h2

(NL(h1 ◦ fx ◦ h2)) + inf
h1,h2

(NL(h1 ◦ fy ◦ h2))et on obtient au �nal :
N(x) + N(y) ≥ N(fx

(-1) ⋆ y)C'est le aratère dé�ni de la distane qui pose problème, sauf si l'in�mum de NL(h1 ◦ f ◦h2)) est atteintpour toute transformation f par un ouple (h1, h2) ∈ H2 :
N(x) = 0 ⇔ ∃(h1, h2) ∈ H2 / NL(h1 ◦ fx ◦ h2) = 0

⇔ ∃(h1, h2) ∈ H2 / fx = h
(-1)
1 ◦ h2

⇔ fx ∈ H ⇔ Fx = H
⇔ x = o �3.4.5 Distane invariante sur les transformation rigides 3DLa distane Eulidienne sur R3 est induite par la norme L2 : dt(x, y) = ‖x− y‖. Par ailleurs, onmontre dans (Altmann, 1986) ou à la setion (7.1) que l'angle θ de la rotation 3D est une (( norme ))qui induit une distane invariante à gauhe et à droite sur SO3. En utilisant le veteur rotationomme représentation, on a dθ( Id, r) = ‖r‖ = θ et don dθ(r1, r2) = ‖r(-1)2 ◦ r1‖ = ‖r1 ◦ r(-1)2 ‖ (ledernier terme provenant de l'égalité ave l'invariane à droite).On dé�nit don la (( norme )) sur le groupe des transformations rigides (voir setion 7.4.1.1)omme :

Nλ(f) = Nλ((r, t)) = ‖f‖ =
√
λ2 ‖r‖2 + ‖t‖2où λ est un paramètre �xé qui permet de régler l'importane du trièdre (partie rotation) par rapportà la position (partie translation). En e�et, l'angle de la rotation est en radians (ou en degrés...) et latranslation en millimètres, kilomètres ou inhes... On pondère habituellement les deux termes parl'inverse de leur domaine de variation (π pou θ et le diamètre l0 de l'image ou de l'objet d'intérêtpour la translation : λ = l0/π). Quand on a une information sur le niveau de bruit des mesures (i.e.des éart-types σθ et σt), on peut aussi utiliser λ = σt/σθ.La distane invariante à gauhe est don :distL(f1, f2)

2 = ‖f (-1)2 ◦ f1‖2 = λ2‖r(-1)2 ◦ r1‖2 + ‖t1 − t2‖2



60 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 3tandis que la distane invariante à droite est :distR(f1, f2)
2 = ‖f1 ◦ f (-1)2 ‖2 = λ2‖r1 ◦ r(-1)2 ‖2 + ‖t1 − (r1 ◦ r(-1)2 ) ⋆ t2‖2Bien que le groupe des transformations rigides soit uni-modulaire (les mesures invariantes à droiteet à gauhe sont don identiques), les distane invariantes à droite et à gauhe présentées sontvisiblement di�érentes. Cela re�ète le fait que Nλ(f1 ◦ f2) 6= Nλ(f2 ◦ f1).3.4.6 Disussion sur les distanes invariantesA partir d'une distane invariante (à gauhe) sur le groupe de transformation, on peut dondéterminer une distane invariante induite sur la variété. Toutefois, si nous avons une onditionsu�sante pour l'existene (l'in�mum de NL(h1 ◦ f ◦ h2) doit être atteint quelque soit f), etteondition ne semble pas néessaire. De plus elle est quelque peu di�ile à manipuler.Le seond problème de ette approhe est qu'elle néessite de onnaître une distane invariantesur le groupe. Or, si l'on peut aratériser une telle distane, rien dans ette setion ne nous aide àla onstruire.3.5 Métrique riemanniennePour pallier les défauts de l'approhe préédente, nous devons prendre en ompte la struture del'espae sur lequel on travaille : groupe de Lie et variété. Les questions métriques sur de tels espaessont étudiées depuis longtemps dans le adre de la géométrie riemannienne. Nous résumons dansla première setion quelques résultats importants de ette théorie. Pour plus de détail, on pourraonsulter les ouvrages qui ont inspiré ette ompilation : (Spivak, 1979, hap. 9), (Klingenberg, 1982)et (Carmo, 1992).Nous appliquerons ensuite es résultats au as des groupes de Lie onnexes puis des variétéshomogènes, e qui nous donnera les onditions d'existene d'une distane invariante, mais aussi sonexpression et la représentation exponentielle pour ette métrique. Cette représentation prendra uneimportane apitale au hapitre suivant pour aratériser l'espérane d'une primitive aléatoire etpermettra de dé�nir une matrie de ovariane assoiée.3.5.1 Espae vetoriel tangentNous avons déjà vu que les variétés n'étaient pas en général des espaes vetoriels. Pour pouvoirmesurer la vitesse le long d'une ourbe sur une variété, et don la longueur de ette ourbe, il estnéessaire d'introduire l'espae vetoriel tangent à la variété.Soit γ une ourbe di�érentiable sur M passant par un point p en t = 0. Dans un système deoordonnées loales (x,U), γ est représentée par la ourbe γx(t) = x(γ(t)) ∈ U et a pour dérivée

γ̇x(0) = vx ∈ Rn. Si l'on onsidère maintenant une fontion f sur M di�érentiable autour de p età valeur dans R (une observable), on peut érire ette fontion dans la arte x : fx(x) = f(x). Onpeut ainsi onsidérer la dérivée de la fontion omposée f ◦ γ dans la arte x :
∂γf =

∂(f ◦ γ)
∂t

=
∂fx(x)

∂x
.
dγx(t)

dt
=
∂fx

∂x
.vxLa valeur de ∂γf ne dépend pas de la arte hoisie ar f ◦ γ est une fontion de R dans R. Elleest appelée dérivée diretionnelle de f selon γ. On appelle veteur tangent à la ourbe γ (aupoint p) l'appliation ∂γ qui fait orrespondre à toute observable f sa dérivée diretionnelle ∂γf .



3.5. Métrique riemannienne 61L'ensemble des veteurs tangents en un point p ∈M onstitue un espae vetoriel que l'on appelleespae vetoriel tangent et que l'on note TpM.Remarquons enore que la dérivée diretionnelle ∂γf ne dépend pas de la ourbe γ hoisie maisuniquement du veteur vx (si l'on exprime tout dans la arte x) : elle-i est égale à ∂δf du momentque δ est une ourbe di�érentiable telle que δ(0) = p et δ̇x(0) = vx. Il est don raisonnable dereprésenter le veteur tangent ∂v = ∂γ = ∂δ ∈ TpM par son expression vx = γ̇x = δ̇x dans laarte loale. Plus préisément, la arte x induit en tout point p ∈M une base de l'espae vetorieltangent TpM
∂

∂x

∣∣∣∣
x(p)

=

[
∂

∂x1

∣∣∣∣
x(p)

, . . .
∂

∂xn

∣∣∣∣
x(p)

]dans laquelle on peut exprimer le veteur tangent ∂v :
∂v =

∂

∂x
.vx =

n∑

i=1

vxi

∂

∂xiSi l'on hange maintenant de arte et que l'on utilise le système de oordonnées loales y = ϕ(x),la ourbe γ s'exprime par γy(t) = ϕ(γx(t)) et les dérivées sont reliées par le jaobien du hangementde oordonnées : vy = γ̇y = ∂ϕ(x)
∂x .γ̇x. Les notations sont bien ohérentes puisque l'on a

∂v =
∂

∂x
.vx =

∂

∂y
.
∂y

∂x
.vy3.5.2 Métrique riemannienneNous avons maintenant un espae vetoriel tangent TxM en tout point de la variété dans lequelnous pouvons mesurer la vitesse instantanée le long d'une ourbe (la norme du veteur vitesse),pourvu que l'on se dote d'un produit salaire 〈. | .〉. Il faut ependant réaliser que les espaesvetoriels tangents en deux point di�érents de la variété ne sont pas les mêmes et qu'il est di�ilede les omparer. On peut par exemples penser aux di�érents plans tangents de la sphère S2 plongéedans R3 : à l'exeption des points antipodaux, es plans sont tous di�érents.Une métrique riemannienne est une appliation qui donne à haque espae vetoriel tangent

TxM un produit salaire 〈. | . 〉x, ave ependant une ontrainte de ontinuité : si ∂v1(x) et ∂v2(x) sontdeux hamps de veteurs di�érentiables sur la variété, alors 〈∂v1(x)

∣∣ ∂v2(x)

〉
x
doit être une fontiondi�érentiable de x. On peut exprimer e produit salaire dans une arte loale x en remarquantque la ie oordonnée xi est une observable dont on peut aluler le veteur tangent ∂xi . Son produitsalaire ave la dérivée de la je oordonnée 〈∂xi

∣∣ ∂xj

〉
x

= qij(x) est par dé�nition une appliationdi�érentiable sur le domaine de dé�nition de la arte. En rassemblant es fontions dans une matrie
Q(x) = [qij(x)] et en notant que l'expression d'un veteur tangent dans ette arte est ∂v = ∂

∂x .vx =∑n
i=1

∂
∂xi
.vxi , on obtient :

〈∂v | ∂w 〉x =

n∑

i,j=1

vxi .qij(x).wxj = vTx .Q(x).wx (3.14)La matrie symétrique dé�nie positive Q(x) est appelée représentation loale de la métriqueriemannienne dans la arte x. Si l'on hange de arte pour le système de oordonnées loales y,on peut relier les représentations loales de la métrique (aux points de hevauhement) par
Q(y) =

∂y

∂x

T
.Q(x).

∂y

∂x



62 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 3Pour �nir, notons qu'il existe toujours une métrique riemannienne sur une variété puisque l'onpeut plonger ette variété dans un espae Rk (ave k ≤ 2n + 1) et ainsi doter les espaes tangentsdes produits salaires induits par le produit salaire anonique de l'espae ambiant Rk.3.5.2.1 Forme volume ou mesure riemannienneDans une espae vetoriel de base A = (a1, . . . an), le volume du parallélépipède formé par lesveteurs de base est V = |A| = |det(A)| si l'on note A = [a1, . . . an] la matrie de passage de la base
A à la base orthonormée anonique. Pour aluler le volume d'un objet dérit dans la base A, nousdevons don utiliser la mesure |A|.dy pour obtenir le même volume que dans la base anonique.On peut relier (( volume unitaire in�nitésimal )) à la métrique de notre espae vetoriel de la façonsuivante : le produit salaire de deux veteurs y1 et y2 dans la base A est donné par

〈y1 | y2 〉A = yT1 .(AT.A).y2et a don pour matrie symétrique dé�nie positive assoiée : Q = AT.A (ette matrie est indépen-dante de la position puisque l'on est dans un espae vetoriel). La forme volume (que l'on appelleégalement mesure) peut don s'érire : √|Q|.dy.Si l'on se plae maintenant dans une variété riemannienne, et élément de volume in�nitésimalpeut être dé�ni dans haque espae vetoriel tangent et est de plus une fontion di�érentiable dela position sur la variété. On obtient don une mesure sur M qui s'exprime dans une arte loalegrâe à la représentation loale de la métrique :
dM(x) =

√
|Q(x)|.dx (3.15)3.5.2.2 Longueur d'une ourbePour simpli�er les notations, on omettra l'indie x indiquant la arte utilisée pour l'expressiond'une ourbe γ ou d'un veteur tangent v s'il n'y a pas de doute possible.Soit γ : [a, b] ∈ R 7→ M une ourbe di�érentiable par moreau. On note ∂γ(t) ∈ Tγ(t)Mson veteur tangent ou veteur vitesse et γ̇ son expression dans la arte loale. Ave la métriqueriemannienne, on peut mesurer la vitesse instantanée le long de ette ourbe par la norme du veteurtangent et aluler la longueur de la ourbe en intégrant ette vitesse :

Lb
a(γ) =

∫ b

a
‖∂γ‖ .dt =

∫ b

a

(〈
∂γ(t)

∣∣ ∂γ(t)

〉
γ(t)

) 1
2
.dt (3.16)Dans la arte loale, ela s'exprime par :

Lb
a(γ) =

∫ b

a
(γ̇(t)T.Q(γ(t)).γ̇(t))

1
2 .dtL'absisse urviligne se dé�nit omme σγ(t) = Lt

a(γ), et l'on dit qu'une ourbe est paramétrée parl'absisse urviligne si σγ(t) = t.3.5.2.3 Distane riemannienne sur une variété onnexePar dé�nition, la onnexité de la variété implique que l'on puisse joindre deux points quelonquesde elle-i par une ourbe 7. On dé�nit alors la distane entre deux points x et y de M omme la7. La variété étant loalement eulidienne, elle est loalement onnexe par ars. Si de plus elle est onnexe, alorson peut joindre un nombre �ni d'ars dé�nis loalement pour relier deux points : la variété est don onnexe par ar.
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v
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u
t

γ

yFig. 3.5 � Les plans tangents aux points x et y sont di�érents : les veteurs v et w de TxM ne sontpas omparables aux veteurs t et u de TyM et il est don naturel que le produit salaire soit dé�nisur haque plan tangent. Ave ette olletion de produits salaires, on peut aluler la norme duveteur tangent à une ourbe γ (le veteur vitesse instantané) et l'intégration de e veteur le longde la ourbe donne la longueur de elle-i.longueur du plus ourt hemin entre es deux points :dist(x, y) = inf {L(γ) / γ est une ourbe lisse par moreau de x à y} (3.17)3.5.2.4 GéodésiquesTrouver une expression expliite pour la distane est don un problème lié à la détermination desourbes qui minimisent la distane entre deux points. Le alul des variations s'intéresse de manièreplus générale à l'optimisation, le long d'une ourbe γ, d'un lagrangien F (γ, ∂γ). On herhe donla ourbe qui optimise la fontionnelle J (γ) =
∫ b
a F (γ, ∂γ).dt.Dans notre as, nous voulons minimiser la fontionnelle longueur L(γ) =

∫ b
a ‖∂γ‖ .dt, mais lafontionnelle énergie est en fait plus faile à utiliser :

E(γ) =
1

2

∫ b

a
‖∂γ‖2 .dtCe sont les points ritiques 8 de ette fontionnelle que l'on appelle géodésiques. En fait, on peutmontrer qu'une géodésique γ est aussi un point ritique de la fontionnelle longueur L(γ) et estde plus paramètrée par l'absisse urviligne. Réiproquement, si γ est un point ritique de L (dontle veteur tangent ne s'annule pas), alors le paramétrage en absisse urviligne γ(σ(t)) est unegéodésique.On peut don se foaliser sur les géodésiques. En utilisant une arte loale, on peut érire lelagrangien d'énergie :

F (x, ∂v) =
1

2
〈∂v | ∂v 〉x =

1

2
vT.Q(x).v =

1

2

∑

i,j

qij(x).vi.vj8. Les points ritiques d'une fontion sont les points pour lesquelles la di�érentielle s'annule. C'est la formalisationmathématique de la phrase : (( les optimums sont aratérisés par une dérivée nulle )).



64 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 3où x est un point de M, ∂v un veteur de TxM et x, v leur expression dans la arte loale. Onintroduit alors les symboles de Christo�el (on note qij = [Q(-1)]ij les éléments de l'inverse de lareprésentation loale de la métrique Q) :
Γi

j,k =
1

2

n∑

m=1

qim

(
∂qmj

∂xk
+
∂qmk

∂xj
− ∂qjk
∂xm

) (3.18)Le alul des variations montre que les géodésiques (les points ritiques de l'énergie E) sont lesourbes qui satisfont, dans la arte x = (x1, . . . xn), le système suivant d'équations di�érentielles duseond ordre :
d2γi

dt2
+

n∑

j,k=1

Γi
j,k.

dγj

dt
.
dγk

dt
= 0 (3.19)Supposons maintenant que nous ayons déterminé les géodésiques dans un ensemble de artesouvrant la variété (un atlas). On a don un ensemble de ourbes γ : [a, b] 7→ M. La variété estdite géodésiquement omplète si toute géodésique peut être étendue à un domaine de dé�nitionouvrant R tout entier : γ : R 7→ M. Une onséquene importante de la omplétude géodésique estdonnée par le théorème de Hopf-Rinow-De Rham qui assure alors que la variété M est omplètepour la distane induite, dé�nie à l'équation (3.17), et qu'il existe toujours au moins une géodésiquede longueur minimale entre deux points de la variété (dont la longueur est alors la distane entrees points).D'un point de vue pratique, les géodésiques sont déterminées dans une arte x et on obtientles ourbes γ(x,v). Si on a une expression expliite de la variété M et don de x(x), omme dansla plupart des as pour nous, on peut alors érire l'équation des géodésiques diretement sur lavariété : γ(x, ∂v) = x(γ(x,v)). On peut alors véri�er simplement s'il y a ou non des singularités sures géodésiques qui nous empêhent d'étendre leur domaine de dé�nition à R. Notons que ettevéri�ation doit se faire ave l'équation de la géodésique sur la variété et non pas dans la arte.Dans le as où l'on a une dé�nition impliite de la variété, la fontion x(x), est elle aussi impliite,et on doit véri�er l'extension des géodésiques dans les artes, en herhant à raorder les moreauxdans di�érentes artes. Pour simpli�er la suite, nous supposerons dorénavant que la variété estgéodésiquement omplète.3.5.2.5 Appliation exponentiellePour �nir notre résumé de géométrie di�érentielle, nous introduisons une fontion importantequi réalise loalement un di�éomorphisme entre l'espae tangent en un point de la variété et unvoisinage de e point : la fontion exponentielle. Dans le as d'une variété géodésiquement omplète,ette fontion permet de ouvrir presque toute la variété et nous fournit une arte très adaptée autraitement informatique.La théorie des équation di�érentielles du seond ordre nous apprend qu'en tout point x ∈

M, il existe une et une seule géodésique γ(x,∂v) ayant le veteur tangent ∂v ∈ TxM. Celle-i estthéoriquement dé�nie dans un intervalle su�samment petit, mais puisque l'on travaille ave unevariété géodésiquement omplète, elle peut être étendue à R.La fontion exponentielle au point x assoie à tout veteur ∂v de l'espae tangent TxM le pointde la variété atteint au bout d'un temps 1 par l'unique géodésique démarrant de x ave e veteurtangent.
expx :

TxM −→ M
∂v 7−→ expx(∂v) = γ(x,∂v)(1)

(3.20)



3.5. Métrique riemannienne 65On obtient don une desription très simple de la géodésique γ(x,∂v) par l'intermédiaire de ettefontion : γ(x,∂v)(t) = expx(t.∂v). La fontion exponentielle peut don être vue omme le développe-ment de la variété dans l'espae tangent le long des géodésiques.Une propriété très intéressante de la fontion exponentielle est qu'elle réalise loalement undi�éomorphisme d'un voisinage (su�samment petit) de 0 ∈ TxM dans un voisinage Ux du point
x ∈ M. On note logx la fontion inverse. Nous avons don obtenue une arte de la variété entréeen x que l'on appellera arte exponentielle en x et où les géodésiques passant par x sont les droitespassant par l'origine :

logx(γ(x,∂v)) = t.∂vDans un système de oordonnées loales x, le veteur tangent ∂v est représenté par v dans labase ∂
∂x . On peut don utiliser simplement l'espae Rn muni de la base induite par la arte loalepour représenter l'espae vetoriel tangent et noter la arte exponentielle dans ette base :

expx :
Rn −→ M
v 7−→ expx(v) = expx

(
∂
∂x .v

)
= γ(x,∂v)(1)Notons que l'exponentielle est à valeur dans la variété et pas dans la arte loale. Dans un voisi-nage de l'origine 0 ∈ Rn, 'est-à-dire pour des veteurs vitesse initiaux su�samment faibles, etteappliation est un di�éomorphisme et l'on notera −→xy = logx(y) l'inverse.Pour une gestion informatique simple de la variété, il nous reste maintenant à déterminer undomaine de dé�nition ayant une extension maximale.3.5.2.6 Lieu de oupure et domaine maximal de la arte exponentiellePuisque l'on onsidère une variété géodésiquement omplète, il existe toujours au moins unegéodésique minimisante joignant deux points x et y de la variété. Cette géodésique part de x aveun veteur ∂v dont la norme est la distane entre les points :

∀(x, y) ∈M : ∃∂v ∈ TxM / expx(∂v) = y et dist(x, y) = ‖∂v‖ = (〈∂v | ∂v 〉x)1/2Si l'on normalise ette géodésique, (on onsidère maintenant que ‖∂v‖ = 1), il existe un temps
t0 ∈ R∪{+∞} tel que la géodésique γ(x,∂v)(t) = expx(t.∂v) soit minimisante pour t ∈ [0, t0] et ne lesoit plus après pour t ∈ (t0,+∞). Si e temps est �ni, on appelle point de oupure de la géodésiquele point γ(x,∂v)(t0), et le veteur orrespondant t0.∂v est le point de oupure tangentiel.L'ensemble des points de oupures de toutes les géodésiques partant de x est le lieu de ou-pure (ou ut lous) C(x) de e point et l'ensemble des veteurs orrespondants est le lieu deoupure tangentiel C(x). On a don : C(x) = expx(C(x)), et le domaine maximal sur lequel laarte exponentielle expx est bijetive est don l'ouvert qui est à (( l'intérieur )) du lieu de oupuretangentiel :

D(x) = {t.∂v ave t ∈ [0, to) où t0.∂v ∈ C(x)}Ave ette dé�nition, il est aisé de voir que e domaine D(x) est onnexe et étoilé par rapportà l'origine de l'espae tangent TxM. Cependant, la propriété sans doute la plus importante est quel'image de e domaine par l'appliation exponentielle ouvre toute la variété M à l'exeption dulieu de oupure: expx(D(x)) =M−C(x), et le segment de droite de 0 à ∂v ∈ D(x) est transformé enl'unique géodésique joignant x à y = expx(∂v). De plus, la frontière de C(x) = ∂D(x) est ontinue etest onstituée d'un ensemble dense de points où plusieurs géodésiques minimisantes se renontrent.En utilisant un système de oordonnées loales pour donner une base à l'espae vetoriel tangent,on a don obtenu une arte (expx,D(x)) entrée en x ('est-à-dire telle que expx(0) = x), dont le
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Fig. 3.6 � Carte exponentielle et lieu de oupure sur la sphère S2. La géodésique γ(x,v)(t) part du point
x ave le veteur tangent v. Cette géodésique est un grand erle sur la sphère et une droite passantpar 0 dans la arte exponentielle. Le lieu de oupure de x est onstitué de son point antipodal x : onpeut y arriver depuis x par n'importe quel ar de grand erle de longueur π. Le lieux de oupuretangentiel est don le erle de rayon π sur lequel tous les points sont identi�és à x. Si l'on onsidèremaintenant que la sphère S2 est une représentation de l'espae projetif P2, le lieux de oupure de
(x, x) est l'équateur de es deux points sur la sphère (en pointillés), et le lieux de oupure tangentieldans la arte exponentielle est le erle de rayon π/2 sur lequel les points antipodaux sont identi�és.domaine est onnexe et étoilé, et qui ouvre toute la variété modulo l'identi�ation de ertainspoints sur le bord (le lieu de oupure tangentiel) :

D(x) ∈ Rn ←→ M− C(x)
−→xy = logx(y) ←→ y = expx(−→xy)Exemples: Sur la sphère Sn (de entre 0 et de rayon 1) ave la métrique riemannienne anonique(induite par l'espae eulidien ambiant Rn+1), les géodésiques sont les grands erles, et le lieu deoupure d'un point x est son point antipodal −x. La arte exponentielle est obtenue en faisantrouler la sphère sur l'espae tangent et le domaine de dé�nition maximal est don la boule ouverte

D = Bn(π). Le bord de e domaine est la sphère ∂D = Sn−1(π) où tous les points sont identi�és (etreprésentent le point antipodal).Si nous onsidérons l'espae projetif réel Pn obtenu en identi�ant les points antipodaux de lasphère Sn (que l'on suppose de rayon 1), les géodésiques sont une fois de plus les grands erles surette sphère, mais le lieu de oupure du point {x,−x} est ette fois-i l'espae projetif Pn−1 obtenuen identi�ant les points antipodaux de (( l'équateur )) de x ou −x. Le domaine de dé�nition maximalest alors la boule ouverte D = Bn(π
2 ), et le lieu de oupure tangentiel est la sphère ∂D = Sn−1(

π
2 )où les points antipodaux sont identi�és.



3.5. Métrique riemannienne 673.5.2.7 Symétrie des artes exponentiellesSoit γ la géodésique joignant le point y ∈ M au point z en un temps unitaire (on suppose que
z n'est pas sur le lieu de oupure de y ). Si l'on note ∂−→yz = logy(z) le veteur tangent en t = 0, lagéodésique est dérite par γ(t) = expy(t.∂−→yz). En fait, on peut observer que le veteur tangent àette géodésique est onstant le long du trajet, et on a en partiulier ∂γ(1) = ∂γ(0) = ∂−→yz.Considérons maintenant la géodésique δ(t) = γ(1 − t), 'est la géodésique qui joint z à y enun temps unitaire et elle a don pour veteur tangent (en t = 0 et ailleurs) ∂−→zy. Par ailleurs, on a
∂δ(t) = dγ(1−t)

dt = −∂γ(1− t). On obtient don la formule de symétrie suivante :
∂−→yz = logy(z) = logz(y) = −∂−→zy (3.21)Cette équation permettra non seulement de simpli�er nombre de formules par la suite, maisaussi de montrer la symétrie de ertaines dé�nitions ou, plus prosaïquement, de véri�er la préisionnumérique de l'implémentation des opérations de base.3.5.3 Métrique riemannienne invariante sur un groupe de Lie onnexe3.5.3.1 Translation à gauhe et à droiteDans un groupe de Lie, nous avons deux moyens anoniques de omparer les espaes tangentsen di�érents points qui sont donnés par la omposition à gauhe ou à droite par un élément �xe.Dans le voabulaire traditionnel des groupes de transformations, es appliations portent de nomde translations.Les translations à gauhe et à droite de transformation �xe g sont les appliations Lg et Rgdé�nies par

Lg(f) = g ◦ f et Rg(f) = f ◦ gOn peut failement omposer et inverser les translations :
(Lg)

(-1) = Lg(-1) et Lf1(Lf2(f)) = f1 ◦ f2 ◦ f = Lf1◦f2(f)Les formules sont similaires pour la translation à droite.On peut di�érenier es appliations pour obtenir les appliations linéaires L∗g et R∗g de l'espaetangent TfG vers les espaes tangents T(g◦f)G et T(f◦g)G. En e�et, si l'on onsidère la transformation fomme un point mobile f(t) le long d'une ourbe, alors le veteur vitesse ∂f = df
dt de l'espae tangent

TfG est transformé par la translation à gauhe en le veteur vitesse ∂g◦f = d(g◦f)(t)
dt = ∂(g◦f)

∂f .∂f del'espae tangent T(g◦f)G.On peut don érire es di�érentielles omme des opérateurs linéaires qui sont fontion de f :
L∗g(f) =

∂(g ◦ f)

∂f
et R∗g(f) =

∂(f ◦ g)

∂f3.5.3.2 Métrique riemannienne invariante à gauhe et à droiteLes translations à gauhe et à droite onstituent don deux moyens anoniques d'identi�er lesespaes vetoriels tangents en di�érents points du groupe. Ainsi, si ∂vf
∈ TfM est un veteur tangentde TfM, ∂v = (L∗f ( Id))(-1).∂vf

est un veteur tangent à l'origine. En reprenant les notations de lasetion (3.3) utilisées pour la mesure de Haar, on érira ette équation dans une arte quelonque :
v = JL(f)(-1).vf où JL(f) =

∂(f ◦ e)
∂e

∣∣∣∣
e= Id



68 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 3Si l'on hoisit maintenant une produit salaire quelonque 〈. | .〉 sur l'espae tangent à l'origine,aratérisé par la matrie symétrique Q dans notre arte, on peut le transporter en tout point dugroupe grâe à la translation à gauhe (il en serait de même à droite) : si ∂x1 et ∂x2 sont deuxveteurs de l'espae tangent TfM en f, leur transport à l'origine est assuré par l'équation i-dessuset on peut dé�nir le produit salaire sur TfM (exprimé dans notre arte) par
〈x1 | x2 〉f =

〈
JL(f)(-1).x1

∣∣ JL(f)(-1).x2

〉e qui se traduit sur les matries symétriques orrespondantes par
Q(f) = JL(f)(-T).Q.JL(f)(-1) (3.22)3.5.3.3 Mesure riemannienne invarianteL'élément de volume assoié à ette métrique riemannienne est

dG(f) =
√
|Q(f)|.df = λ.

df

|JL(f)|e qui est justement le mesure de Haar invariante à gauhe déterminée à la setion (3.3), où lefateur d'éhelle λ =
√
|Q| s'interprète omme la mesure de la déformation de l'élément de volumeunitaire à l'origine de la métrique par rapport à la représentation minimale que l'on utilise.3.5.3.4 Détermination des géodésiquesPar dé�nition, notre métrique est invariante à gauhe et les géodésiques sont don globalementinvariantes par es translations (i.e. une géodésique reste une géodésique). Plus préisément, si γ(f,∂v)est une géodésique partant de f ave le veteur tangent ∂v , alors g ◦ γ(f,∂v) = γ(g◦f,L∗

g(f).∂v) est aussiune géodésique. On peut don se ontenter de déterminer les géodésiques partant de l'identité etaluler ensuite les géodésiques partant de n'importe quel point par translation à gauhe.Au passage, on pourra noter que si le groupe est ompat (omme par exemple le groupe desrotations), alors il existe une métrique invariante à droite et à gauhe et que les géodésiques deette métrique partant de l'identité sont les sous-groupes à un paramètre. On peut alors utiliserl'équation suivante pour déterminer les géodésiques partant de l'origine :
∀(s, t) ∈ R2, γ(s+ t) = γ(s) ◦ γ(t) = γ(t) ◦ γ(s)Cette équation est souvent plus faile à résoudre que le système d'équations di�érentielles du seonddegré mais n'est valide que pour un groupe ompat et est généralement fausse pour une groupeseulement loalement ompat (omme les transformations rigides par exemple).On suppose à partir de maintenant que l'on a déterminé les géodésiques pour la métrique inva-riante à gauhe, et que le groupe est géodésiquement omplet.3.5.3.5 Carte prinipaleOn appelle arte prinipale la représentation exponentielle à l'identité. Pour simpli�er les nota-tions, on notera log = log Id et exp = exp Id les appliations faisant passer du groupe G à l'espaetangent TM en l'identité et D le domaine dans et espae limité par le lieu de oupure tangentiel.



3.5. Métrique riemannienne 69En utilisant la base de TM induite par la arte f dans laquelle on a déterminé les géodésiques, eten omettant pour simpli�er les indies de référene à l'identité, la arte prinipale est donnée par :
D ∈ Rn ←→ G − C

~f = log(f) ←→ f = exp(~f) = γ( Id,~f)(1)
(3.23)Pour éviter d'avoir à utiliser plusieurs artes dans l'implémentation informatique, nous étendronsette orrespondane à tout le groupe G en identi�ant au besoin ertains points sur le lieu de oupuretangentiel.Puisque ette arte ouvre (presque) toute la variété, on peut y aluler sans problème la om-position et l'inversion de transformations :

~f1 ◦~f2 ≡ log(f1 ◦ f2) = log(exp(~f1) ◦ exp(~f2))

~f(-1) ≡ log(f(-1)) = log(exp(~f)(-1))ainsi que les di�érentielles de es fontions de base. En partiulier, on peut aluler l'expression dela métrique dans ette arte :
Q(~f) = JL(~f)(-T).Q.JL(~f)(-1) ave JL(~f) =

∂(~f ◦~e)
∂~e

∣∣∣∣∣
~e= Id=0Notons que nous avons obtenu toutes les distanes riemanniennes invariantes à gauhe sur legroupe G, paramétrées par le hoix de la matrie symétrique Q. Comme elle-i est de plus dé�niepositive (ses valeurs propres sont stritement positives), on peut la diagonaliser sous la forme Q =

RT.Λ2.R, où la matrie diagonale Λ rassemble les raines arrées des valeurs propres. La matriearrée A = Λ.R est alors appelée raine arrée deQ et permet de se ramener sans perte d'informationau as de la métrique eulidienne anonique : si ~f ′ = A.~f et que l'on retaille le domaine de dé�nitionen onséquene, toutes les propriété de la arte exponentielle sont onservées mais on a maintenant
Q′ = Id.3.5.3.6 Cartes exponentiellesSoit γ( Id,∂~f

) une géodésique. On sait que γ(0) = Id et γ(1) = f. Si nous translatons maintenantette géodésique par g, nous obtenons :
δ = g ◦ γ( Id,∂~f

) = γ(g,L∗
g( Id).∂~f

)ave δ(0) = g et δ(1) = g ◦ f. En reprenant la dé�nition de la fontion exponentielle, on obtientdon expg(L
∗
g( Id).∂~f) = g ◦ exp(∂~f). En notant v = JL(~g).~f, ei s'exprime dans la base induite parla arte prinipale 9, par :

exp~g(v) = g ◦ exp(JL(~g)(-1).v) (3.24)En prenant maintenant v = JL(~g).(~g(-1) ◦~f), on obtient :
−→
gf = log~g(f) = JL(~g).(~g(-1) ◦~f) (3.25)9. Il faut faire bien attention que les bases induites sur les espaes tangents par la arte f d'origine et la arteprinipale ~f ne se orrespondent a priori qu'à l'identité. Les expressions obtenues pour les artes exponentielles end'autres points sont don di�érentes si l'on utilise la base induite par l'une ou l'autre arte.



70 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 33.5.3.7 DistaneLa distane entre deux transformations f et g est la longueur de la géodésique minimisante entrees deux points. Par dé�nition de l'appliation logarithmique, une telle géodésique part de f ave leveteur tangent −→fg = log~f
(g) (ou de manière symétrique à partir du point g), et la distane est lalongueur de e veteur évalué ave la métrique au point f :dist(f, g)2 = ‖ log~f

(g)‖2~f =
−→
fgT.Q(~f).

−→
fgEn ombinant ave l'équation de la métrique (3.22) et l'expression (3.25), ela se traduit dans laarte prinipale par : dist(f, g)2 = (~f(-1) ◦~g)T.Q.(~f(-1) ◦~g) = ‖~f(-1) ◦~g‖2Id (3.26)La dé�nition de notre (( norme )) (ou distane à l'identité) NL de la setion (3.4.3) est don :

NL(f)2 =~fT.Q.~f = ‖~f‖2Id (3.27)3.5.3.8 Identités remarquablesThéorème 3.1 Dans la arte prinipale, on a les relations suivantes :
~f(-1) = −JL(~f)(-1).~f = −JL(~f(-1)).~f (3.28)

(
∂~f(-1)
∂~f

)T
.Q.~f(-1) = Q.~f (3.29)Ces relations s'expriment de manière plus générale par :

(~f(-1) ◦~g) = −J(~g(-1) ◦~f)(-1).(~g(-1) ◦~f) = −JL(~f(-1) ◦~g).(~g(-1) ◦~f) (3.30)
(
∂(~f(-1) ◦~g)

∂~f

)T
.Q.(~f(-1) ◦~g) =

(
∂(~g(-1) ◦~f)

∂~f

)T
.Q.(~g(-1) ◦~f) (3.31)Preuve : La géodésique γ( Id,~f) = exp(t.~f) va de l'identité au point f en un temps unité et s'exprimedans la arte prinipale par γo(t) = t.~f . Considérons la la géodésique inverse : δ(t) = γ(1 − t). Elles'exprime dans la arte prinipale par δo(t) = (1 − t).~f et va de δ(0) = f à l'identité δ(1) = Id et aune longueur unité. Elle a don un veteur tangent δ̇o onstant et égal à −→
f Id = JL(~f).~f(-1) dans la arteprinipale. Par ailleurs, le alul diret à partir de l'équation de la géodésique montre que δ̇o = −~f. Onobtient don la première parie de l'identité remarquable (3.28) :

JL(~f).~f(-1) = −~fObservons également que la géodésique α(t) =~f(-1) ◦ γ(1− t) va de l'origine au point ~f(-1) en un tempsunitaire. Elle a don pour veteur tangent dans la arte prinipale α̇ =~f(-1). Or, le alul diret donne :
α̇(1) =

d(~f(-1) ◦ ((1 − t).~f))

dt

�����
t=1

= −
∂(~f(-1) ◦~e)

∂~e

�����
~e=~o

.~f = −JL(~f(-1)).~fOn obtient don au �nal la seonde partie de (3.28)
~f(-1) = −JL(~f)(-1).~f = −JL(~f(-1)).~fEn remplaçant maintenant la transformation générique ~f par (~f(-1) ◦ ~g) (qui est bien l'expression de latransfo (f(-1) ◦ g) dans la arte prinipale), on obtient la relation (3.30).Une seonde identité remarquable provient de la distane invariante : dist(f, Id) = dist( Id, f(-1)), equi s'exprime dans la arte prinipale par

‖~f‖2
Id =~fT.Q.~f =~f(-T).Q.~f(-1) = ‖~f(-1)‖2

Id



3.5. Métrique riemannienne 71La dérivation de ette égalité donne :
∂‖~f‖2

Id

∂~f
= 2.~fT.Q = 2.~f(-T).Q.

∂~f(-1)
∂~f'est-à-dire la relation (3.29). Notons qu'en déomposant le jaobien, on peut érire la di�érentielle del'inversion omme la omposée de translations à droite et à gauhe :

∂(~f(-1))
∂~f

= −JL(~f(-1)).JR(~f)(-1) = −JR(~f(-1)).JL(~f)(-1)De la même façon, la dérivation dedist(f, g) = dist(f(-1) ◦ g, Id) = dist( Id, g(-1) ◦ f)dans la arte prinipale donne l'identité (3.31). �Il est important de noter que les résultats obtenus dans ette setion onernant la distane etles identités remarquables ne sont valables que dans la arte prinipale et sont en général faux dansune autre représentation du groupe.3.5.4 Métrique riemannienne invariante sur une variété homogène onnexeDans ette setion, la représentation utilisée pour le groupe n'a guère d'importane. Nous érironsdon diretement les transformations en temps qu'éléments du groupe.3.5.4.1 Métrique riemannienne invariantePour omparer les espaes tangents à TM l'origine et TxM au point x, nous avons ette fois-itout un ensemble de transformations fx ∈ Fx. En hoisissant une fontion de plaement fx, onpeut transformer le veteur ∂v ∈ TM de l'espae tangent à l'origine en un veteur ∂vx ∈ TxMtangent au point x. Dans un système de oordonnées loales, ei s'exprime par :
vx = J(fx).v ave J(fx) =

∂(fx ⋆ e)

∂e

∣∣∣∣
e=oCette formule peut être utilisée dans l'autre sens pour dé�nir sur haque espae tangent TxM unproduit salaire par translation du produit salaire à l'origine :

〈y1 | y2 〉x =
〈
J(fx)

(-1).y1

∣∣ J(fx)(-1).y2

〉 ave J(fx) =
∂(fx ⋆ e)

∂e

∣∣∣∣
e=oe qui se traduit sur l'expression loale de la métrique par

Q(x) = J(fx)(-T).Q.J(fx)(-1) (3.32)Une ondition néessaire pour avoir une métrique invariante est évidemment la stabilité de etteexpression par rapport au hoix de la fontion de plaement fx, e qui se réduit à l'invariane de lamétrique à l'origine Q par l'ation du groupe d'isotropie H :
∀h ∈ H J(h)T.Q.J(h) = Q (3.33)Le produit salaire 〈. | .〉x est dans e as une fontion ontinue de x : notre olletion de produitssalaires est don une métrique invariante et la ondition i-dessus est su�sante.



72 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 33.5.4.2 Mesure riemannienne invarianteS'il existe une distane invariante, l'élément de volume in�nitésimal assoié est donné par :
dM(x) =

√
|Q(x)|.dx = λ.

dx

|J(fx)| ave λ =
√
|Q| et fx ∈ FxCette mesure est justement la mesure invariante déterminée à la setion (3.3.4). Notons de plusqu'en prenant le déterminant de l'équation d'existene (3.33) on obtient la ondition |J(h)| = 1, equi était la ondition d'existene pour une mesure invariante.Cependant nous avons ii une ontrainte plus faible : l'existene d'une distane invariante im-plique elle d'une mesure invariante, mais il peut exister une mesure invariante sans qu'il n'y ait dedistane invariante.3.5.4.3 Carte prinipaleComme dans le as des groupes de Lie, on suppose que nous avons pu déterminer l'expressiondes géodésiques à partir d'une arte x et véri�er que la variété est géodésiquement omplète. Ondé�nit alors la arte prinipale omme la représentation exponentielle de la variété à l'origine :

D ∈ Rn ←→ M− C
~y = log(y) ←→ y = exp(~y) = γ(o,~y)(1)

(3.34)où D est le domaine délimité par le lieu de oupure tangentiel ∂D = C(o). Pour des raisons d'implé-mentation pratique, on étendra ii aussi ette orrespondane à toute la variété, en identi�ant aubesoin des points sur le lieu de oupure tangentiel. On peut alors dé�nir l'ation d'une transforma-tion dans la arte prinipale :
f ⋆~x ≡ log(f ⋆ x) = log(f ⋆ exp(~x))ainsi que la di�érentielle de ette fontion. En partiulier, on peut aluler l'expression de la métriquedans ette arte :

Q(~x) = J(f~x)
(-T).Q.J(f~x)

(-1) ave J(f~x) =
∂(f~x ◦~e)
∂~e

∣∣∣∣
~e=o=03.5.4.4 Distane invariante et ation du groupe d'isotropieComme les géodésiques partant de l'origine (les droites passant par zéro) sont transformées parune transformation h du groupe d'isotropie H en géodésiques partant de l'origine, l'ation d'unetelle transformation est linéaire et s'exprime dans la arte prinipale par :

h ⋆~x = J(h).~xPar ailleurs, l'ensemble de toutes les métriques invariantes surM est paramétré par les matriessymétriques dé�nies positives véri�ant l'équation (3.33) :
∀h ∈ H J(h)T.Q.J(h) = Qoù J(h) est ii exprimé dans la arte prinipale.On peut diagonaliser une telle matrie Q sous la forme Q = UT.Λ2.U , où la matrie diagonale

Λ rassemble les raines arrées des valeurs propres. En notant A = Λ.U et en faisant le hangement



3.5. Métrique riemannienne 73de repère ~y = A.~x, on obtient une nouvelle arte exponentielle à l'origine (de domaine Dy = A.Dx)ave la métrique anonique.La ondition d'invariane dans ette nouvelle arte est maintenant Jy(h)T.Jy(h) = Id, e quiimplique que Jy(h) = Rh soit une matrie orthogonale (une matrie de rotation ou rotation plussymétrie). Le groupe d'isotropie H est don un sous-groupe du groupe orthogonal On. Si de plus ilest onnexe, alors le déterminant ne peut pas passer ontinûment de +1 (le déterminant de l'identité)à -1 et on a dans e as H ⊂ SOn ar Id ∈ H.Théorème 3.2 (Orthogonalité du groupe d'isotropie)S'il existe une métrique invariante sur M, alors l'ation du groupe d'isotropie H exprimée dans laarte prinipale reti�ée ~y (ave ~y = A.~x où A est une raine arrée de Q = AT.A) est orthogonale :
∀h ∈ H, ∃Rh ∈ On / ∀y ∈M : h ⋆ ~y = Rh.~ySi H est de plus onnexe, alors l'ation est une pure rotation n-D.3.5.4.5 Cartes exponentiellesAve l'invariane des géodésiques par l'ation des transformations, et en hoisissant une fontionde plaement fx ∈ Fx, on peut failement exprimer la arte exponentielle au point x. Si −→xy est unveteur tangent de TxM exprimé dans la base induite par la arte prinipale, on a :

exp~x(
−→xy) = f~x ⋆ exp(J(f~x)

(-1).~y)On obtient alors la fontion inverse par
−→xy = log~x(y) = J(f~x).(f

(-1)
~x ⋆ ~y) (3.35)Ces fontions sont indépendantes de la fontion de plaement fx hoisie. En e�et, si f ′x est uneautre fontion de plaement, alors il existe une pour haque primitive x une transformation hx telleque : f ′x = fx ◦ hx (ar f ′x et fx sont deux éléments de Fx). On a don : J(f ′~x) = J(f~x).J(h~x). Commel'ation du groupe d'isotropie sur la arte prinipale est linéaire, on a f ′(-1)~x ⋆~y = J(h~x)

(-1).(fx ⋆~y) etdon :
−→xy = log~x(y) = J(f~x).(f

(-1)
~x ⋆ ~y) = J(f ′~x).(f

′(-1)
~x ⋆ ~y)L'invariane de l'exponentielle est similaire.3.5.4.6 DistaneExatement omme pour le groupe de Lie, la distane s'exprime dans la arte prinipale pardist(x, y)2 = ‖ log~x(y)‖2~x = −→xyT.Q(~x).−→xy = (~f(-1)~x ⋆ ~y)T.Q.(~f(-1)~x ⋆ ~y) (3.36)La dé�nition de notre norme N , ou distane à l'origine, de la setion (3.4.2) est don dans la arteprinipale :

N(x)2 = ~xT.Q.~x = ‖~x‖2o (3.37)L'ensemble des distanes invariantes sur la variété est ette fois-i paramétré par les matriessymétriques dé�nies positives Q véri�ant l'équation (3.33), et omme pour les transformations onpeut se ramener sans perte d'information au as de la métrique eulidienne anonique Q′ = Id parle hangement de arte ~y = A.~x



74 Outils de base sur les primitives géométriques Chap. 33.5.4.7 Identités remarquablesThéorème 3.3 Dans la arte prinipale, on a les relations suivantes :
f (-1)
~x ⋆~o = −J(f~x)

(-1).~x = −J(f (-1)
~x ).~x (3.38)

(
∂(f (-1)

~z ⋆~o)

∂~z

)T
.Q.(f (-1)

~z ⋆~o) = Q.~z (3.39)Ces relations s'expriment de manière plus générale par :
(f (-1)

~x ⋆ ~y) = −∂(f (-1)
~x ⋆ ~y)

∂~y
.J(f~y).(f

(-1)
~y ⋆~x) = −J(f~x)

(-1).(∂(f (-1)
~y ⋆~x)

∂~x

)(-1)
.(f (-1)

~y ⋆~x) (3.40)
−→xy = −J(f~x).

∂(f (-1)
~x ⋆ ~y)

∂~y
.−→yx = −

(
∂(f (-1)

~y ⋆~x)

∂~x

)(-1)
.J(f~y)

(-1).−→yx (3.41)
(
∂(f (-1)

~y ⋆~x)

∂~y

)T
.Q.(f (-1)

~y ⋆~x) =

(
∂(f (-1)

~x ⋆ ~y)

∂~y

)T
.Q.(f (-1)

~x ⋆ ~y) (3.42)Preuve : La géodésique γ(o,~x) = exp(t.~x) va de l'origine au point x en un temps unité et s'exprime dansla arte prinipale par γo(t) = t.~x. Considérons la géodésique inverse : δ(t) = γ(1 − t). Elle s'exprimedans la arte prinipale par δo(t) = (1 − t).~x et va de δ(0) = x à l'origine δ(1) = o et a une longueurunité. Elle a don un veteur tangent δ̇o onstant et égal à −→xo = J(f~x).(f
(-1)
~x ⋆o) dans la arte prinipale.Par ailleurs, la dérivation de son équation lui attribue un veteur tangent égal à −~x. On obtient donla première partie de l'identité remarquable (3.38) :

−→xo = J(f~x).(f
(-1)
~x ⋆ o) = −~xObservons également que la géodésique α(t) = f

(-1)
~x ⋆ γ(1 − t) va de l'origine au point f

(-1)
~x ⋆ ~o en untemps unitaire. Elle a don un veteur tangent α̇ dans la arte prinipale onstant et égal à f

(-1)
~x ⋆ ~o.Or, le alul diret donne :

α̇(1) =
d(f

(-1)
~x ◦ ((1 − t).~x))

dt

�����
t=1

= −
∂(f

(-1)
~x ◦~e)

∂~e

�����
~e=~o

.~x = −JL(f
(-1)
~x ).~xOn obtient don au �nal la seonde partie de (3.38)

~fx̃(-1) = −JL(f~x)
(-1).~x = −JL(f

(-1)
~x ).~xConsidérons maintenant la primitive ~z = f

(-1)
~x ⋆ ~y. On veut exprimer la relation −→zo = −~z diretementen fontion de ~x et ~y. La fontion de plaement étant hoisie sur toute la variété, il existe h ∈ H telque f~z = f

(-1)
~x ◦ f~y ◦ h. On a don :

J(f~z) =
∂((f

(-1)
~x ◦ f~y ◦ h) ⋆ e)

∂e
=

∂(f
(-1)
~x ⋆ ~y)

∂~y
.J(f~y).J(h)

J(f
(-1)
~z ) =

∂((h(-1) ◦ f
(-1)
~y ◦ f~x) ⋆ e)

∂e
= J(h)(-1). ∂(f

(-1)
~y ⋆ ~x)

∂~x
.J(f~x)D'un autre �té, puisque l'ation de h est a�ne dans la arte prinipale, on a :

f
(-1)
~z ⋆ o = h(-1) ⋆ (f

(-1)
~y ⋆ ~x) = J(h)(-1).(f (-1)~y ⋆ ~x)On a don

−~z = J(f~z).(f
(-1)
~z ⋆ o) =

∂(f
(-1)
~x ⋆ ~y)

∂~y
.J(f~y).(f

(-1)
~y ⋆ ~x)

−~z = J(f
(-1)
~z )(-1).(f (-1)~z ⋆ o) = J(f~x)

(-1). ∂(f
(-1)
~y ⋆ ~x)

∂~x

!(-1)
.(f

(-1)
~y ⋆ ~x)e qui donne en reportant dans −→zo = −~z les identités remarquables (3.40) et (3.41).



3.6. Résumé 75La distane invariante nous fournit ette fois-i dans la arte prinipale :
~zT.Q.~z = dist(z, o) = dist(o, f (-1)z ⋆ o) = (f

(-1)
~z ⋆~o)T.Q.(f

(-1)
~z ⋆~o)La dérivation de ette égalité nous donne l'identité remarquable (3.39). De même la dérivation dedist(x,y) = dist(f (-1)x ⋆ y, o) = dist( Id, f (-1)y ⋆ x)par rapport à ~y dans la arte prinipale donne l'identité (3.42). �Ces identités remarquables vont non seulement nous permettre de simpli�er les aluls symbo-liques, mais aussi de les véri�er et de tester la préision numérique de leur implémentation. Nousavons ainsi véri�é ave notre bibliothèque 100000 fois es relations pour haque type de primitive(repères, repères semi et non-orientés, points, voir hapitre 7), en tirant les primitives x et y demanière uniforme dans un volume 512x512x512, et sans que la di�érene ne dépasse 10−10. Sur es100000 essais, seulement 20 en moyenne ont une erreur qui dépasse 10−12.3.6 RésuméNous avons formalisé dans e hapitre les primitives géométriques omme des variétés di�é-rentielles sur lesquelles agissent un groupe de Lie. Cette formulation met en avant 3 opérationsfondamentales : la omposition et l'inversion au sein du groupe, et l'ation du groupe sur la variété.En fatorisant les aratéristiques invariantes de nos primitives, on peut onsidérer notre variétéomme le produit de la variété des invariants unaires, sur laquelle le groupe n'agit pas, et unevariété homogène, entièrement soumise à l'ation du groupe.On développe alors un ensemble d'outils mathématiques pour travailler sur ette variété homo-gène en aord ave l'ation du groupe. On détermine ainsi les onditions d'existene et l'expressiond'une mesure uniforme ou invariante sur le groupe et la variété, puis les aratéristiques d'unedistane invariante. Ce n'est toutefois qu'en formalisant ette ontrainte en terme de géométrieriemannienne que nous pouvons développer les onditions d'existene et l'expression d'une telledistane. Ces développements nous fournissent au passage une représentation très spéi�que quenous appelons arte prinipale, et que l'on peut onsidérer omme le développement de la variété lelong de ses géodésiques dans l'espae vetoriel tangent à l'origine. Cette représentation permet uneexpression simple de la distane invariante et prendra une importane apitale au hapitre suivantpour aratériser l'espérane d'une primitive aléatoire et permettre la dé�nition d'une matrie deovariane. Un résumé des formules importantes en pratique sera fourni par le hapitre 6.
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Chapitre 4
Probabilités sur les primitivesgéométriques

� Ainsi, joignant la rigueur des démonstrations de la siene àl'inertitude du hasard, et oniliant es hoses en apparene ontraires,elle peut, tirant son nom des deux, s'arroger à bon droit e titre stupé�ant :La Géométrie du Hasard. �B. Pasal, Adresse à l'Aadémie Parisienne.La mesure invariante du hapitre préédent nous permet de résoudre des problèmes impliquantune distribution uniforme des primitives. Pour pouvoir gérer orretement les erreurs de mesuresur nos primitives géométriques, nous devons plut�t utiliser des distribution entrées autour de laprimitive exate. Nous introduisons don tout d'abord la notion de primitive aléatoire, dont nouspouvons aratériser la distribution par une densité de probabilité basée sur la mesure invariante.Nous examinons également à la setion (4.1) la propagation de es densités par les opérations debase (omposition, inversion d'une transformation et ation du groupe sur la variété).Nous avons vu qu'on obtient une approximation e�ae de la densité en ne onservant que lamoyenne et la ovariane. Le problème que nous attaquerons à la setion (4.2) sera de dé�nir la notionde moyenne sur une variété, indépendante de la représentation utilisée et de préférene ohérenteave l'ation du groupe. Un seond problème, envisagé à la setion (4.3) est la aratérisation etl'obtention de la moyenne ainsi dé�nie. La setion suivante sera onsarée à la dé�nition de lamatrie de ovariane, ainsi qu'à sa propagation, et la dernière setion montrera très rapidementomment on peut utiliser toute ette artillerie pour gérer plusieurs primitives ou transformationsaléatoires simultanément.
77



78 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 44.1 Densité de probabilité d'une primitive aléatoire� Comment oser parler des lois du hasard?Le hasard n'est-il pas l'antithèse de toute loi? �J. Bertrand, Calul des probabilités, 19074.1.1 Primitive aléatoireSi nous reprenons la struture du hapitre 2, nous n'avons pas besoin de touher à la notiond'espae probabilisé, de tribu d'événements et de mesure de probabilité. En bref, la setion (2.2.1)reste d'atualité.Maintenant, au lieu de onsidérer que nous mesurons des variables ou des veteurs qui sontfontion des événements de l'espae probabilisé d'origine Ω, nous nous intéressons à des mesures àvaleur dans une variété M (rappelons que les groupes que nous utilisons sont aussi des variétés).Soit ω ∈ Ω un événement élémentaire. On appelle primitive aléatoire une fontion (borélienne)
x = x(ω) de Ω dansM. Comme dans le as vetoriel, on peut faire abstration de l'espae d'origine
Ω et travailler ave la mesure de probabilité induite sur l'espae de mesure, en l'ourrene la variété
M.On supposera par défaut dans la suite de ette setion que M est homogène et possède unemesure invariante notée dM. Dans le as d'un groupe de Lie G, on le supposera loalement ompat,auquel as il possède toujours une mesure invariante à gauhe dLG.4.1.2 Dé�nition de la densité de probabilitéOn note A la tribu borélienne de la variété M (engendrée par la lasse des ouverts). On ditque la primitive aléatoire x possède ou suit une densité de probabilité p (fontion réelle positiveintégrable 1) si :

∀X ∈ A, Pr(x ∈ X ) =

∫

X
p(y).dM(y) (4.1)La ontrainte de normalisation s'exprime bien sûr par

Pr(M) =

∫

M
p(y).dM(y) = 1On notera par la suite px la densité de la primitive aléatoire x. Un exemple simple de densitéest la densité uniforme sur un ensemble X borné :

pX (y) =
1∫

X dM
1X (y) =

1X (y)

V(X )
(4.2)où V(X ) peut être onsidéré omme le volume de l'ensemble X .Les densités se dé�nissent de manière similaire pour un groupe de transformation G. On peutependant utiliser la mesure invariante à gauhe où à droite, qui sont di�érentes si le groupe n'estpas uni-modulaire. Comme le groupe agit à droite, nous supposons dans la suite que la densité estdé�nie en utilisant la mesure invariante à gauhe.1. Les fontions à support ompat sont en partiulier intégrables.



4.1. Densité de probabilité d'une primitive aléatoire 794.1.3 Densité dans une représentationSoit px la densité d'une primitive aléatoire x. Si x = π(x) est une représentation de la variété(dé�nie presque partout pour simpli�er), on obtient un veteur aléatoire x = π(x), dont la densité
ρx est maintenant dé�nie par la mesure de Lebesgue dx à la plae de la mesure invariante dM(x).En inorporant l'expression de la mesure invariante obtenue à l'équation (3.10), la probabilité pourque x soit dans un ensemble X est

Pr(x ∈ X ) =

∫

X
px(y).dM(y) =

∫

π(X )

px(y)

|J(fy)|
.dy =

∫

π(X )
ρx(y).dy = Pr(x ∈ π(X ))où J(fy) est le jaobien de l'ation de fy ∈ Fy sur l'origine. Par dé�nition, la densité du veteuraléatoire x est don (en se limitant au domaine de dé�nition de la arte : y ∈ D) :

ρx(y) =
px(y)

|J(fy)|
(4.3)Notons que la densité px que nous avons dé�nie pour une primitive aléatoire x ne dépend pasde la arte utilisée pour la variété, e qui n'est absolument pas le as de la densité ρx du veteuraléatoire x la représentant : si x1 = π1(x) et x2 = π2(x) sont deux représentations di�érentes de lavariété, les jaobiens sont généralement di�érents et on a :

ρx1(π1(x)) 6= ρx2(π2(x))4.1.4 Propagation d'une densitéNous examinons ii le as d'une seule primitive ou transformation aléatoire soumise aux opéra-tions géométriques de base.Théorème 4.1 (Ation d'une transformation �xe sur une primitive aléatoire)Soit x une primitive aléatoire de densité px et f ∈ G une transformation �xe. Alors la densité de laprimitive aléatoire f ⋆ x est
p(f⋆x)(y) = px(f(-1) ⋆ y) (4.4)Preuve : La probabilité que y = f ⋆ x soit dans un ensemble Y est

P (f ⋆ x ∈ Y) = P (x ∈ f(-1) ⋆ Y) =

Z
(f(-1)⋆Y)

px(z).dM(z)e qui donne ave le hangement de variable z = f(-1) ⋆ y, et puisque dM est la mesure invariante,
P (f ⋆ x ∈ Y) =

Z
Y

px(f(-1) ⋆ y).dM(y)On obtient l'équation (4.4) ave la dé�nition de la densité. �Rappelons que le module ∆G(g) du groupe quanti�e par di�érene entre la mesure invariante àdroite et la mesure invariante à gauhe : dLG(g) = ∆G(g).dRG(g) (voir setion 3.3.2). A moins que legroupe ne soit uni-modulaire, la omposition d'une transformation aléatoire par une transformation�xe onduit à des densités di�érentes suivant que l'on ompose à gauhe ou à droite. Nos densitéssont e�etivement dé�nies par la mesure invariante à gauhe, qui n'est généralement pas invarianteà droite.Théorème 4.2 (Translation d'une transformation aléatoire)Soit f une transformation aléatoire de densité pf , et fo une transformation �xe. La densité de gl =
fo ◦ f , la translation à gauhe de f , est obtenue (ave la même preuve que préédemment) par

p(fo◦f)(g) = pf (f
(-1)
o ◦ g) (4.5)



80 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4La densité de la translation à droite gr = f ◦ fo est quant à elle :
p(f◦fo)(g) =

∆G(g ◦ f(-1)o )

∆G(g) .pf (g ◦ f(-1)o ) (4.6)Preuve : La probabilité que gr soit dans un ensemble Y ⊂ G est :
Pr ((f ◦ fo) ∈ Y) = Pr(f ∈ (Y ◦ f(-1)o )) =

Z
(Y◦f

(-1)
o

)

pf (f
′).dLG(f ′)Ave le hangement de variable f ′ = g ◦ f

(-1)
o , on obtient

Pr((f ◦ fo) ∈ Y) =

Z
Y

pf (g ◦ f(-1)o ).dLG(g ◦ f(-1)o )

=

Z
Y

∆G(g ◦ f(-1)o ).pf (g ◦ f(-1)o ).dRG(g ◦ f(-1)o )Maintenant, puisque dRG est la mesure invariante à droite, on peut simpli�er et revenir à la mesureinvariante à gauhe :
Pr((f ◦ fo) ∈ Y) =

Z
Y

∆G(g ◦ f(-1)o ).pf (g ◦ f(-1)o ).dRG(g)

=

Z
Y

∆G(g ◦ f
(-1)
o )

∆G(g)
.pf (g ◦ f(-1)o ).dLG(g)On onlut ave la dé�nition de la densité. �Théorème 4.3 (Ation d'une transformation aléatoire sur l'origine)Soit f une transformation aléatoire de densité pf . Son ation sur l'origine o détermine une primitivealéatoire y = f ⋆ o de densité

p(f⋆o)(y) =

∫

H
pf (fy ◦ h).dH(h) (4.7)Preuve : La probabilité que x = f ⋆ o soit dans un ensemble X ∈ M est donnée par

Pr(f ⋆ o ∈ X ) =

Z
FX

pf (g).dG(g) ave FX = {g ∈ G / g ⋆ o ∈ X}Si fx est un représentant de Fx, l'ensemble des transformations FX est don FX = {fx◦h/x ∈ X , h ∈ H}.La probabilité i-dessus s'érit don
Pr(x ∈ X ) =

Z
X ,H

pf (fx ◦ h).dM(x).dH(h) =

Z
X

�Z
H

pf (fx ◦ h).dH(h)

�
.dM(x)L'équation (4.7) suit. �Si l'on veut maintenant appliquer la transformation aléatoire à une primitive x di�érente del'origine, on peut hoisir fx ∈ Fx et érire : y = f ⋆ x = (f ◦ fx) ⋆ oThéorème 4.4 (Ation d'une transformation aléatoire sur une primitive �xe)Soit f une transformation aléatoire de densité pf . Son ation sur la primitive x détermine uneprimitive aléatoire y = f ⋆ x de densité

p(f⋆x)(y) =

∫

H
p(f◦fx)(fy ◦ h).dH(h) =

∫

H

∆G(fy ◦ h ◦ f (-1)
x )

∆G(fy ◦ h)
.pf (fy ◦ h ◦ f (-1)

x ).dH(h) (4.8)4.1.5 Algèbre des densités des primitives et transformations aléatoiresNous avons vu omment la densité se propageait si une transformation ou une primitive étaitaléatoire. La question est maintenant de propager les densités si tous les éléments sur lesquels on



4.1. Densité de probabilité d'une primitive aléatoire 81agit sont aléatoires. Cei nous donnera un ensemble ohérent d'opérations, au moins au niveaumathématique, pour travailler ave les primitives et les transformations aléatoires.Théorème 4.5 Composition de transformation aléatoiresSoit f1 et f2 deux transformation aléatoires de densité pf1 et pf2. La densité de la transformationomposée est
p(f1◦f2)(f) =

∫

G
pf1(g).pf 2(g

(-1) ◦ f).dLG(g) (4.9)Preuve : Soit F ⊂ G un ensemble de transformations. L'ensemble A des ouples (g1, g2) tels que
g1 ◦ g2 ∈ F peut s'érire de deux façons :

(1) A =
n
(g1, g2) / g1 ∈ G , g2 ∈ g

(-1)
1 ◦ F

o
(2) A =

n
(g1, g2) / g2 ∈ G , g1 ∈ F ◦ g

(-1)
2

oEn utilisant la première formulation, la probabilité pour que f = f1 ◦ f2 soit dans l'ensemble F est
Pr(f1 ◦ f2 ∈ F) =

Z
G

 Z
g
(-1)
1

◦F

pf2(g2).dLG(g2)

!
pf1(g1).dLG(g1)

=

Z
G

�Z
F

pf2(g
(-1)
1 ◦ g2).dLG(g2)

�
pf1(g1).dLG(g1)

=

Z
F

�Z
G

pf2(g
(-1)
1 ◦ g2).pf1(g1).dLG(g1)

�
dLG(g2)Nous avons don obtenu la densité reherhée. En utilisant la seonde formulation de l'ensemble A, ona :

Pr(f1 ◦ f2 ∈ F) =

Z
G

 Z
F◦g

(-1)
2

pf1(g1).dLG(g1)

!
pf2(g2).dLG(g2)

=

Z
G

�Z
F

pf1(g ◦ g
(-1)
2 ).dLG(g ◦ g

(-1)
2 )

�
pf2(g2).dLG(g2)

=

Z
G

�Z
F

∆G(f ◦ g(-1))
∆G(f)

pf1(g ◦ g
(-1)
2 ).dLG(g)

�
pf2(g2).dLG(g2)Cei donne la densité

p(f1◦f2)(f) =

Z
G

∆G(f ◦ g(-1))
∆G(f)

.pf1(f ◦ g(-1)).pf2(g).dLG(g)Cependant, on doit noter que le hangement de variable g1 = g ◦ g
(-1)
2 nous ramène à la première formede la densité. �Analogie ave le produit de onvolution On doit noter l'analogie remarquable de la formule(4.9) ave le produit de onvolution lassique obtenu pour l'addition de deux veteurs aléatoires de

Rn. Rappelons la formule (2.11) : la densité du veteur aléatoire z = x+ y est donné par le produitde onvolution
p(x+y)(z) = px ⊛ py(z) =

∫Rn

px(t).py(z − t).dtCette formule peut être trouvée omme un as partiulier de l'équation (4.9) dérivée i-dessus :onsidérons le groupe des translations de Rn. On trouve que la mesure invariante à gauhe (et àdroite dans e as) est dLG(f) = df (f est ii un veteur de translation), et omme l'inversion et laomposition s'érivent g(-1) = −g et f ◦ g = f + g, on obtient :
p(f1+f2)(f) =

∫Rn

pf1
(g).pf2

(f − g).dgThéorème 4.6 (Inversion d'une transformation aléatoire)Soit f une transformation aléatoire de densité pf . La densité de la transformation inverse s'exprime



82 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4en utilisant le module du groupe :
pf (-1)(g) = ∆G(g(-1)).pf (g(-1)) (4.10)Preuve : La première étape est de déterminer la relation entre dLG(g(-1)) et dLG(g). En supposantque l'on soit dans un système de oordonnées loales, on a d(g(-1)) =

��� ∂g(-1)
∂g

��� .dg, et don :
dLG(g(-1)) =

����∂g(-1)
∂g

���� . |JL(g)|

|JL(g(-1))| .dLG(g)D'un autre �té, on a :
JR(g(-1)) =

∂(e ◦ g(-1))
∂e

����
e= Id

=
∂(e ◦ g(-1))
∂(g ◦ e(-1)) ����e= Id

.
∂(g ◦ e(-1))

∂e(-1) ����
e(-1)= Id

.
∂(e(-1))

∂e

����
e= Idet don

JR(g(-1)) =
∂g(-1)

∂g
.JL(g).

∂(e(-1))
∂e

����
e= IdMais le dernier termes est la matrie identité, et la première formule se simpli�e don en

dLG(g(-1)) =
|JR(g(-1))|
|JL(g(-1))| .dLG(g) ⇐⇒ dLG(g(-1)) = ∆G(g(-1)).dLG(g)Maintenant, soit f une transformation aléatoire de densité pf , et F un ensemble de transformations :

Pr(f (-1) ∈ F) = Pr(f ∈ F(-1)) =

Z
F(-1) pf (g).dLG(g)

=

Z
F

pf (g
(-1)).dLG(g(-1)) =

Z
F

∆G(g(-1))pf (g
(-1)).dLG(g)Cei donne la densité proposée. �Théorème 4.7 (Ation d'une transformation aléatoire sur une primitive aléatoire) Soit

f une transformation aléatoire de densité pf et x une primitive aléatoire de densité px. La densitéde la primitive aléatoire y = f ⋆ x est
pf⋆x(y) =

∫

G
pf (g).px(g(-1) ⋆ y).dLG(g) (4.11)On peut enore noter la similarité ave un produit de onvolution. L'analogie serait plut�t ettefois-i l'ation d'un veteur de translation aléatoire à un point aléatoire.Preuve : Soit X un ensemble de primitives. L'ensemble A des ouples (f, x) tels que f ⋆ x ∈ X peuts'érire

A =
n

(f, x) / f ∈ G , x ∈ f(-1) ⋆ X
oet la probabilité que y = f ⋆ x soit dans X est don

Pr(f ⋆ x ∈ X ) =

Z
G

�Z
g(-1)⋆X px(y).dM(y)

�
.pf (g).dLG(g)

=

Z
G

�Z
X

px(g(-1) ⋆ z).dM(z)

�
pf (g).dLG(g)

=

Z
X

�Z
G

px(g(-1) ⋆ z).pf (g).dLG(g)

�
.dM(z)La densité de la primitive aléatoire y = f ⋆ x est don donnée par l'équation (4.11). �4.1.6 Espérane d'une fontion réelle (observable)Soit ϕ(x) une fontion à valeur réelle sur la variété M, et x une primitive aléatoire de densité

px. Alors ϕ(x) est une variable aléatoire réelle dont on peut aluler l'espérane. On note :
E [ ϕ(x) ] = Ex [ ϕ ] =

∫

M
ϕ(y).px(y).dM(y) (4.12)



4.2. Primitive et transformation moyenne 83Cette notion de l'espérane orrespond à elle que l'on a dé�nie sur les variables et veteurs aléa-toires, mais n'est pas ii extensible à la dé�nition d'une valeur moyenne de la distribution. Notonsque l'opérateur d'espérane ainsi dé�ni est toujours linéaire : si λ1 et λ2 sont deux salaires et ϕ1 et
ϕ2 deux fontions à valeur dans R, on a

Ex [ λ1.ϕ1 + λ2.ϕ2 ] = λ1.Ex [ ϕ1 ] + λ2.Ex [ ϕ2 ]Une propriété intéressante onerne le devenir de ette espérane lorsque l'on transforme lesystème par une transformation �xe f :
E(f⋆x) [ ϕ ] =

∫
M ϕ(y).p(f⋆x)(y).dM(y) =

∫
M ϕ(y).px((f(-1) ⋆ y).dM(y)

=
∫
M ϕ(f ⋆ z).px(z).dM(z)où l'on a utilisé le hangement de variable z = f (-1) ⋆ y. Notons ϕf la fontion translatée : ϕf(x) =

ϕ(f ⋆ x). Alors, on a
E(f⋆x) [ ϕ ] = Ex [ ϕf ]En partiulier, si ϕ est une fontion invariante (e qui ne peut être le as sur une variété homogène),alors son espérane est aussi invariante.L'espérane d'une fontion sur le groupe de transformation est bien évidemment similaire, et lapropriété i-dessus est toujours valable pour la translation à gauhe.4.1.7 DisussionNous avons développé dans ette setion une théorie des probabilités sur les primitives homogèneset les transformations aléatoires fondée sur des densités relatives à la mesure invariante (à gauhepour le groupe). Ces densités sont intrinsèques à la variété (i.e. ne dépendent pas de la arte hoisie)mais peuvent aisément être reliées à la densité lassique du veteur aléatoire représentant la primitivealéatoire dans n'importe quelle représentation.Nous avons ensuite étendu les opérations de base (omposition, inversion et ation) aux primi-tives aléatoires en alulant la propagation des densités. D'un point de vue mathématique, nousavons don obtenu une algèbre ohérente pour gérer les primitives et les transformations (( détermi-nistes )) et aléatoires.Dans le as où il n'existerait pas de mesure invariante sur la variété, on peut enore dé�nir ladensité de probabilité à partir d'une mesure (( dite uniforme )) sur la variété, mais on doit gérerles hangements de mesures induits par les transformations dans les formules de propagation. Lesformules en auses sont alulables, bien que nettement plus omplexes et n'o�rent plus du tout lasimpliité du shéma présenté ii.D'un point de vue pratique, il nous reste maintenant à approximer es densités par des valeurssigni�atives, omme nous avons (( simpli�é )) la densité des veteurs aléatoires par leur moyenne etleur matrie de ovariane.4.2 Primitive et transformation moyenneNous nous intéressons ii à la notion de moyenne d'une primitive aléatoire, en préférant eterme à elui d'espérane (même si nous l'emploierons aussi) pour mieux di�érenier la notiond'élément milieu d'une distribution de elle d'espérane d'une fontion réelle.Rappelons l'espérane ou la valeur moyenne d'un veteur aléatoire x de densité px :

x = E [ x ] =

∫

D
y.px(y).dy



84 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4Comme d'un point de vue pratique nous aurons rarement des densités mais plus souvent un ensemblede mesures ou une population {xi} provenant de ette densité, on rappelle également la moyenneempirique
x = E [ {xi} ] =

1

n

∑

i

xiqui est en fait un estimateur statistique de la moyenne ayant de bonnes propriétés.La généralisation de es formules du as vetoriel au as d'une variété n'est pas triviale, ommenous l'avons vu ave le (( paradoxe )) de la setion (2.3.3). En partiulier, le résultat de l'intégraleou de la somme n'est pas obligatoirement dans le domaine de dé�nition : une somme de matriesde rotations n'a pas de raison d'être orthogonale, partiulièrement pour de grandes déviations. Deplus, et opérateur d'espérane ne ommute pas (en général) ave un hangement de repère oul'appliation d'une transformation. Cei signi�e dans le as d'objets eulidiens que notre moyennedépend du repère de l'espae hoisi, e qui est inaeptable.Il existe de nombreuses solutions ad ho pour éviter haun des problème indépendemment etla plupart du temps pour des as partiuliers. L'idée prinipale de es heuristiques et de (( entrer ))le domaine de dé�nition de la représentation de la variété utilisée avant de faire la moyenne. Si elaest simple dans le as du erle, ela devient tout de suite plus problématique pour des primitivesomme les droites 3D ou les repères, où la variété est bien plus omplexe. Remarquons ependantque si l'on a pu entrer notre représentation, alors la moyenne est justement au entre et le problèmeest résolu. L'espérane ou la moyenne au sens de Fréhet est un formalisme bien posé qui réaliseette idée : la entralité d'une primitive est basée sur sa distane par rapport à une distributionou d'autres mesures, et la primitive moyenne est elle qui optimise ette (( entralité )). Par ontre,omme on parle d'optimisation, on perd en général l'uniité de la solution : il peut y avoir plusieursprimitives moyennes.4.2.1 Espérane ou moyenne de FréhetSoit x un veteur aléatoire de Rn. Fréhet a observé dans (Fréhet, 1944; Fréhet, 1948) quela variane σ2x(y) = E
[ dist(x, y)2 ] est minimisée pour la valeur moyenne x = E [ x ]. Le pointimportant pour qui permet de généraliser ette formulation est que l'espérane d'une fontion réelle(mesurable) est toujours bien dé�nie (voir setion 4.1.6).On onsidère don une distane sur la variété M. Dans notre as, on hoisira la distane inva-riante si elle existe ou la distane invariante à gauhe sur le groupe G. Soit x une primitive aléatoirede densité px. L'espérane de la distane au arré entre ette primitive aléatoire et une primitive�xe y est dé�nie par :
σ2
x(y) = E

[ dist(y,x)2
]

=

∫

M
dist(y, z)2.px(z).dM(z) (4.13)Si la variane σ2

x(y) est �nie pour toute primitive y (e qui est en partiulier véri�é si la densité a unsupport ompat), nous appelons primitive moyenne ou espérée toute primitive x̄ minimisantette variane. On note E [ x ] l'ensemble des primitives moyennes. On a don :
E [ x ] = arg min

y∈M

(
E
[ dist(y,x)2

]) (4.14)S'il existe au moins une primitive moyenne x̄, on appelle variane la valeur minimale σ2
x = σ2

x(x̄)et éart-type la raine arrée de ette valeur.



4.2. Primitive et transformation moyenne 85De la même façon, on dé�nit la moyenne empirique ou disrète d'un ensemble de mesures
x1, . . . xn par la version disrète :

E [ {xi} ] = arg min
y∈M

(
E
[
{ dist(y, xi)

2}
])

= arg min
y∈M

(
1

n

∑

i

dist(y, xi)
2

) (4.15)et s'il existe au moins une primitive moyenne x̄, on appelle éart-type empirique (ou RMS pourRoot Mean Square) la valeur s =
√

1
n

∑
i dist(x̄, xi)2.On peut dé�nir ainsi d'autres types de valeurs entrales : on appelle déviation moyenne à l'ordre

α la valeur
σx,α(y) = (E [ dist(y,x)α ])1/α =

(∫

M
dist(y, z)α.px(z).dM(z)

)1/α (4.16)Si ette fontion est bornée sur M, on appelle primitive entrale à l'ordre α toute primitive
x̄α la minimisant. A titre d'exemple, on obtient les modes de la densité pour α = 0 (les primitivespour lesquelles la densité est maximale), la médiane pour α = 1, omme nous l'avons observé à lasetion (2.2.2.5), et le (( baryentre )) du support de la densité (qui doit être un ompat dans eas) pour α→∞. La dé�nition de es valeurs entrales s'applique sans problème dans le as disretd'un ensemble de mesures de primitives, exepté sans doute pour les modes (α = 0) et α → ∞ oùl'ensemble des primitives espérées est respetivement E0 [ {xi} ] =M et E∞ [ {xi} ] = {xi}, e quin'apporte pas grand hose.Notons que la moyenne de Fréhet est dé�nie ainsi dans tout espae métrique et don en par-tiulier dans toute variété riemannienne, indépendamment des hypothèses d'invariane que l'ononsidère ii. En partiulier, tout e que nous venons de dire se transpose littéralement dans leas d'une moyenne sur le groupe G, ave la onvention que nous utilisons la mesure et la distaneinvariante à gauhe.4.2.2 Existene et uniité : espérane de KarherIl est évident que, omme notre moyenne est le résultat d'une minimisation, l'existene de lamoyenne n'est pas assuré (le minimum global n'est pas forément atteint), et le résultat est de toutefaçon un ensemble et non plus un seul élément (il peut y avoir plusieurs minimums). En e sens, onse rapprohe du omportement lassique de ertaines valeurs entrales de veteurs aléatoires. C'estle as des modes, par exemple : on peut tout à fait envisager des distributions multimodales quireprésentent une variable entrée autour de plusieurs valeurs. Cependant, l'espérane de Fréhet nepermet pas de dé�nir tous les modes, même dans le as vetoriel : on ne onserve que le (ou les)modes d'intensité maximale.Pour assouplir ette ontrainte, (Karher, 1977) propose de onsidérer les minimums loaux dela variane σ2

x(y) (équation 4.13) et non plus simplement les minimums globaux. Comme il y a biensûr plus de minimums loaux que globaux, l'ensemble des moyennes au sens de Fréhet est un sous-ensemble de elles de Karher. Notons au passage que le fait d'utiliser un minimum loal permet dearatériser les solutions en utilisant simplement les dérivées d'ordre deux au point onsidéré.En utilisant ette dé�nition étendue, (Karher, 1977) et (Kendall, 1990) ont pu établir desonditions sur la variété et la distribution pour garantir l'existene et l'uniité de la moyenne. L'ex-pression de es onditions néessite l'introdution de quelques notions omplémentaires de géométriedi�érentielle dont nous donnons ii un aperçu très simpli�é.



86 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4Courbure riemannienne d'une variété Gauss a montré que la ourbure (gaussienne) d'unesurfae peut s'exprimer en fontion de la métrique de ette surfae. Riemann a utilisé ette propriétépour généraliser la notion de ourbure aux variétés (riemanniennes) de la façon suivante : en un point
x de la variété, on hoisit un sous-espae vetoriel V ⊂ TxM de dimension 2 dans l'espae tangent ene point. L'espae engendré par les géodésiques deM démarrant du point x ave un veteur tangentinlus dans V est une sous-variété deM possédant la métrique induite. C'est don une surfae donton peut déterminer la ourbure de Gauss : on appelle ourbure setionnelle ou ourbure deRiemann κ(x,V) ette quantité intrinsèque. Il est lair que dans le as d'un espae vetoriel, laourbure est toujours nulle. Dans les as simples, la (( surfae )) de la variété est toujours du même�té du plan tangent, et la ourbure est toujours positive. C'est le as de la sphère ou de SO3. Parontre, pour les transformations rigides, on rajoute les translations (don un espae vetoriel deourbure nulle), et la variété est simplement dite de ourbure non-négative. On peut envisagerdes variétés de ourbure toujours négative, omme le paraboloïde hyperbolique z = x2− y2 (la sellede heval).Boule géodésique régulière Une boule B(x, r) est l'ensemble des point y ∈M dont la distaneà la primitive x est stritement inférieure au rayon r. La boule est dite géodésique si elle ne renontrepas le lieu de oupure du entre x, 'est-à-dire s'il existe une unique géodésique joignant le entreà n'importe quel point de la boule. Soit κ le maximum de la ourbure riemannienne dans la boule.La boule est dite régulière si son rayon véri�e l'inégalité 2.r.

√
κ < π.Par exemple, sur la sphère S2 de rayon 1, la ourbure est onstante et égale à 1, et une boulegéodésique est régulière si r < π/2. Elle peut don presque ouvrir un hémisphère, mais elle ne peutjamais inlure un point de l'équateur. Dans une variété de ourbure négative, une boule géodésiquerégulière peut ouvrir l'espae entier (d'après le théorème d'Hadamard, une telle variété (si elle estonnexe) est d'ailleurs di�éomorphe à Rn).Nous pouvons maintenant revenir à notre problème.Théorème 4.8 (Existene et uniité de la moyenne de Karher)Soit x une primitive aléatoire de densité px.� (Kendall, 1990) Si le support de px est inlus dans une boule géodésique régulière B(y, r),alors il existe une et une seule moyenne de Karher de x sur ette boule.� (Karher, 1977) Si le support de px est inlus dans une boule géodésique régulière B(y, r) etque la boule de rayon double B(y, 2.r) est enore géodésique et régulière, alors la variane σ2

x(z)est une fontion onvexe de z et a un et un seul point ritique sur B(y, r), néessairement lamoyenne de Karher.Ces onditions sont relativement ontraignantes, mais assurent ependant un omportementohérent de notre moyenne pour des distributions loalisées.4.2.3 Autres dé�nitions possibles de l'espéraneSi la moyenne de Fréhet nous onvient très bien ar elle présente de bonnes propriétés pourréaliser l'optimisation, il existe des travaux proposant d'autres dé�nitions de la notion de moyenneou de baryentre dans une variété. Nous les signalons ii par soui de omplétude et par l'intérêtmathématique qu'elle peuvent présenter, mais elles semblent peu appliables d'un point de vuepratique.Une autre propriété qui peut également servir de point de départ pour une généralisation del'espérane est la suivante (Doss, 1949) : si x est une variable aléatoire réelle, alors le seul nombre



4.2. Primitive et transformation moyenne 87réel x̄ véri�ant
∀y ∈ R |y − x̄| ≤ E [ |x− x̄| ]est égal à la moyenne de x : x̄ = E [ x ].Si l'on se plae maintenant dans un espae métrique, on peut dé�nir la moyenne au sens deDoss omme l'ensemble des éléments x̄ ∈M de la variétés véri�ant :

∀y ∈M dist(y, x̄) ≤ E [ dist(x, x̄) ](Herer, 1986; Herer, 1988) montre que ette dé�nition omprend entre autre l'espérane lassiquedans un espae de Banah (mais omprend éventuellement d'autres points en plus), et développeune espérane onditionnelle basée sur ette dé�nition.Une dé�nition similaire mais ne faisant pas intervenir de propriétés métriques est utilisée dans(Emery et Mokobodzki, 1991) et reprise dans (Arnaudon, 1994; Arnaudon, 1995) en utilisant lesfontion onvexes sur la variété. Rappelons qu'une fontion surM à valeur dans R est onvexe si sarestrition à toute géodésique (onsidérée omme fontion de R dans R) est onvexe. Le baryentreonvexe d'une primitive aléatoire x de densité px est l'ensemble B(x) des primitives y ∈ M tellesque α(y) ≤ E [ α(x) ] pour toute fontion réelle α onvexe et bornée sur un voisinage du support de
px. Cette dé�nition semble d'un intérêt restreint dans notre as puisque sur les variétés ompates,omme la sphère où la variété SO3 des rotations, les géodésiques se ferment sur elles-mêmes et lesseules fontions onvexes sont les fontions onstantes. Toute variable aléatoire dont la distributiona pour support la variété entière, par exemple si la densité ne s'annule pas, a don pour baryentrela variété toute entière.Cependant, dans le as où le support de la distribution est inlus dans un ouvert fortementonvexe 2 U , Emery montre que les baryentres exponentiels, dé�nis omme les points ritiquesde la variane σ2

x(y) (équation 4.13), sont un sous-ensemble du baryentre B(x). Les minimumsloaux et globaux étant en partiulier des points ritiques, les baryentres exponentiels inluentdon les moyennes de Karher et de Fréhet.(Piard, 1994) réalise une synthèse très bien onstruite de toutes es notions de moyenne etmontre que toute dé�nition d'un baryentre est reliée à un onneteur, qui détermine lui-même uneonnexion (et don éventuellement une métrique). Un propriété très intéressante de ette formula-tion est que la distane entre deux baryentres (de dé�nitions di�érentes) pour la même primitivealéatoire est de l'ordre de O(σ2
x). Pour les primitives aléatoires su�samment entrées, toutes lesvaleurs entrales sont don prohes.4.2.4 Propagation de la moyenneComme nous avons alulé la propagation des densités, il nous serait fort utile de onnaître lapropagation de la moyenne au sein des opérations de base. Notons que les propriétés (( d'invariane ))ou de ohérene de la moyenne ave l'ation des transformations sont dues à l'utilisation d'unedistane invariante et ne sont don plus valables s'il n'existe pas de distane invariante.Théorème 4.9 (Ation d'une transformation �xe sur une primitive aléatoire)

E [ g ⋆ x ] = g ⋆ E [ x ] et E [ {g ⋆ xi} ] = g ⋆ E [ {xi} ] (4.17)Ce résultat tient également pour l'ensemble des primitives entrales d'ordre quelonques.2. On utilise ii fortement onvexe au sens où deux points quelonques de U sont reliés par une unique géodésiqueminimisante inluse dans U et dépendant de façon C∞ des deux points. Il existe alors en tout point une arteexponentielle ouvrant U et ne renontrant pas le lieu de oupure.



88 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4
Preuve : Soit z = g ⋆ x la primitive aléatoire obtenue par l'ation de la transformation �xe g sur laprimitive aléatoire x. On a :

σ2
z(y) = E

� dist(g ⋆ x, y)2
�

=

Z
M

dist(y, g ⋆ x)2.px(x).dM(x)Grâe à l'invariane de la distane, on obtient
σ2
z(y) =

Z
M

dist(g(-1) ⋆ y, x)2.px(x).dM(x) = σ2
x(g(-1) ⋆ y)La primitive x̄ minimise don σ2

x(x) si et seulement si z̄ = g ⋆ x̄ minimise σ2
z(z), e qui se rééritE [ z ] = g ⋆ E [ x ]. De plus, les varianes sont égales : σz = σx.La même argumentation tient pour la stabilité de la primitive entrale d'ordre quelonque, ainsi quepour la moyenne empirique omme nous l'avons remarqué à la setion (3.4.1). �Théorème 4.10 (Translation à gauhe d'une transformation aléatoire)

E [ g ◦ f ] = g ◦ E [ f ] et E [ {g ◦ fi} ] = g ◦ E [ {fi} ] (4.18)Ce résultat tient également pour l'ensemble des primitives entrales d'ordre quelonques.Preuve : Remplaer dans la preuve préédente l'ation (⋆) par la omposition (◦) et une primitive xpar une transformation f . �Question ouverte 4.1 (Inversion d'une transformation aléatoire)Quelles sont les relations entre es ensembles moyens?
E
[
g(-1) ] ?

= E [ g ](-1) et E
[
{g(-1)i }

] ?
= E [ {gi} ](-1)L'ériture des varianes nous donne :

σ2
g(-1)(f) = E

[ dist(g(-1), f)2 ] =

∫

G

dist(g(-1), f)2.pg(g).dLG(g)mais il n'est pas évident d'en onlure quelque hose.Question ouverte 4.2 (Translation à droite d'une transformation aléatoire)Quelles sont les relations entre es ensembles moyens?
E [ g ◦ f ]

?
= E [ g ] ◦ f et E [ {gi} ◦ f ]

?
= E [ {gi} ] ◦ fL'ériture des varianes nous donne (z est ii une transformation) :

σ2
(g◦f)(z) = E

[ dist(g ◦ f, z)2
]

=

∫

G

dist(g ◦ f, z)2.pg(g).dLG(g)mais ette fois-i, la distane n'a pas de raison d'être invariante à droite et nous ne pouvons rien onlure.Question ouverte 4.3 (Ation d'une transformation aléatoire)Quelles sont les relations entre es ensembles moyens?
E [ f ⋆ x ]

?
= E [ f ] ⋆ x et E [ f ⋆ x ]

?
= E [ f ] ⋆ E [ x ]



4.3. Propriétés et obtention des primitives moyennes 89Si la primitive x est déterministe, la variane s'érit :
σ2

(f⋆x)(z) =

∫

G

dist(f ⋆ x, z)2.pf (f).dLG(f)et si elle est aléatoire :
σ2

(f⋆x)(z) =

∫

G,M

dist(f ⋆ x, z)2.pf (f).px(x).dLG(f).dM(x)e qui se peut enore s'érire
σ2

(f⋆x)(z) =

∫

G

σ2
x(f(-1) ⋆ z).pf (f).dLG(f) =

∫

M

σ2
(f⋆x).px(x).dM(x)Une fois de plus, on ne peut pas onlure grand hose.4.3 Propriétés et obtention des primitives moyennesEn reprenant l'idée de baryentre exponentiel de Emery, nous allons pouvoir aratériser lesmoyennes de Karher d'une primitive aléatoire omme étant, entre autres, des points ritiques dela variane. L'idée lassique pour faire ela est de dire que la dérivée s'annule en es points. Dansle as d'une variété, ela se traduit par l'annulation de l'espérane vetorielle lassique dans lareprésentation exponentielle en e point. Dans le as, plus intéressant pour nous, d'une variétéhomogène géodésiquement omplète pour une métrique invariante donnée, nous n'utilisons que laarte prinipale dé�nie à la setion (3.5.4.3) omme le log de la variété à l'origine, mais nouspouvons transporter toutes les artes exponentielles en e point grâe à des transformations adaptés.Cei permet d'érire les résultats de manière synthétique dans une seule représentation, et mènediretement à un algorithme itératif pour la détermination de la primitive moyenne.Nous présentons les résultats pour le as de la variété, mais il est lair qu'ils s'appliquent dela même façon au groupe de transformation G muni de la distane invariante à gauhe. Il fautalors évidemment exprimer les transformations dans la arte prinipale : il su�t de remplaer lafontion de plaement f~x par~f, J(f~x) par JL

~f et dM par dLG pour obtenir les propriétés reherhéessur le groupe. Notons que si l'on ne s'intéresse qu'à la variété, on peut utiliser n'importe quellereprésentation pour le groupe de transformation, du moment que son ation sur la variété peut êtreexprimée dans la arte prinipale de elle-i : ~y = f ⋆~x doit être alulable.4.3.1 Caratérisation d'une valeur moyenneLes optimums de la variane σ2
x(y) sont aratérisés par une dérivée nulle par rapport à laprimitive y. Nous pourrions développer ette ondition diretement dans la arte prinipale etsimpli�er les équations en utilisant les identités remarquables du théorème (3.3), mais il est plusélégant et plus rapide de suivre (Emery et Mokobodzki, 1991) et de demander un gradient nul.4.3.1.1 Gradient d'une fontion à valeur réelleSoit α une fontion à valeur réelle. Le gradient en un point est la diretion dans laquelle ettefontion roît le plus vite. Sur une variétéM, on dé�ni le gradient au point x d'une fontion α par :

∀ ∂v ∈ TxM 〈∇α | ∂v 〉x = ∂vα



90 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4Cette dé�nition orrespond au gradient lassique dans Rn même dans le as d'une base non ortho-normée et s'étend bien sûr en tout point de la variété. Le gradient est alors un hamps de veteur.Si l'on exprime ette relation dans une arte x, on a : ∂vα = ∂α(x)
∂x .v et 〈∇α | v 〉x = ∇αT.Q(x).v.L'égalité de es deux termes pour tout veteur v entraîne don la relation :

∂α

∂x

T
= Q(x).∇α (4.19)4.3.1.2 Gradient du arré de la distaneObservons tout d'abord que la distane entre deux primitives x et y est la longueur de lagéodésique entre les points, et don la norme du veteur tangent ∂−→xy ∈ TxM, en aord ave laformule (3.36) : dist(x, y)2 = ‖∂−→xy‖2 où ‖.‖ est la norme anonique de Rn. La primitive x étant�xée, le gradient de αx(y) = dist(x, y)2 = ‖∂−→xy‖2 est alors lassique :

∇αx(y) = 2.∂−→xy = −2.∂−→yxLa seonde expression est plus adaptée et l'on obtient en terme de dérivées partielles dans la arteprinipale :
∂( dist(~x,~y)2)

∂~y

T
= −2.Q(~y).−→yx = −2.J(f~y)

(-T).(f (-1)~y ⋆~x) (4.20)4.3.1.3 Hessienne du arré de la distaneOn peut aller plus loin et aluler les dérivées seondes : on a tout d'abord la dérivée roiséeexate (le seond terme est obtenu par symétrie) :
∂2( dist(~x,~y)2)

∂~x ∂~y
= −2.J(f~y)

(-T).∂(f (-1)~y ⋆~x)

∂~x
= −2.J(f~x)

(-T).∂(f (-1)~x ⋆ ~y)

∂~y
(4.21)Pour la matrie hessienne H~y, observons tout d'abord qu'en utilisant l'identité remarquable (3.40),on a :

J(fȳ)
(-T).(f (-1)~x ⋆ y) = −Q(~y).

(
∂(f (-1)~x ⋆ ~y)

∂~y

)(-1)
.(f (-1)~x ⋆ ~y)En négligeant les termes en ÿ.y devant les termes en ẏ2 dans la dérivation (voir par exemple (Gillet al., 1981, setion 4.7)), on obtient :

H~y =
∂2( dist(~x,~y)2)

∂~y2
≃ 2.Q(~y).

(
∂(f (-1)~x ⋆ ~y)

∂~y

)(-1)
.

(
∂(f (-1)~x ⋆ ~y)

∂~y

)
≃ 2.Q(~y) (4.22)Notons que e résultat est également la matrie hessienne exate du arré d'une distane eulidienne,même si le repère n'est pas eulidien (Q 6= Id).4.3.1.4 Optimums de la varianeOn onsidère maintenant une primitive aléatoire x et sa variane par rapport à un point �xe y

σ2
x(y) =

∫

M
dist(y, z)2.px(z).dM(z)



4.3. Propriétés et obtention des primitives moyennes 91Les points ritiques x̄ ont un gradient nul :
∂(σ2

x(~y))

∂~y

∣∣∣∣
T
~y=x̄

= 0 ⇐⇒ ∇σ2
x(x̄) = 0 = −2.

∫

M
logx̄(z).px(z).dM(z)Notons que ette dernière intégrale a bien un sens puisque l'on intègre la fontion −→̄xz = logx̄(z)à valeurs dans l'espae vetoriel Tx̄M. En utilisant la arte prinipale, on obtient

E [ logx̄(x) ] = J(fx̄).

∫

M
(f (-1)x̄ ⋆~z).px(~z).dM(~z) = 0Considérons maintenant la primitive aléatoire e = f (-1)x̄ ⋆ x ou de manière équivalent, x = fx̄ ⋆ e.Alors, d'après le théorème (4.1), les densités sont reliées par px(z) = pe(f

(-1)
x̄ ⋆ z), et la formulei-dessus se simpli�e en ∫

M
(f (-1)x̄ ⋆~z).pe(f

(-1)
x̄ ⋆~z).dM(~z) = 0et omme la mesure est invariante, le hangement de variable ~y = f (-1)x̄ ⋆~z donne :

∫

D
~y.pe(~y).

d~y

|JL(f~y)|
= 0 ⇐⇒ E [~e ] =

∫

D
~y.ρ~e(~y).d~y = 0en notant~e le veteur aléatoire représentant la primitive aléatoire e = f (-1)x̄ ⋆x dans la arte prinipale.Nous avons don obtenu une aratérisation des baryentres exponentiels :Théorème 4.11 (Caratérisation des primitives moyennes)Une ondition néessaire (mais pas su�sante) pour qu'une primitive x̄ soit une moyenne de Fréhetou de Karher de la primitive aléatoire x est que le veteur aléatoire ~e représentant la primitivealéatoire e = f(-1)x̄ ⋆ x dans la arte prinipale ait une espérane nulle au sens vetoriel lassique.

x̄ ∈ E [ x ] =⇒ E [~e ] = E
[
f (-1)
x̄ ⋆~x

]
=

∫

D
~y.ρ~e(~y).d~y = 0 (4.23)La aratérisation est similaire pour le as disret ou empirique :

x̄ ∈ E [ {xi} ] =⇒ E [ {~ei} ] = E
[
{f (-1)

x̄ ⋆~xi}
]

=
1

n

∑

i

~ei = 0 (4.24)De manière plus générale, la ondition néessaire E [ logx̄(x) ] = 0 exprime le fait que l'espéranede Fréhet ou de Karher orrespond à l'espérane lassique dans la arte exponentielle entrée aupoint moyen x̄. L'utilisation de distanes invariantes et d'une fontion de plaement fx ∈ Fx nouspermet de translater es propriétés pour les exprimer à l'origine en n'utilisant qu'une seule arte :la arte prinipale. C'est un atout majeur pour la gestion informatique de es variétés.4.3.1.5 ExemplesSi l'on onsidère le groupe des translations, ou bien les points soumis aux translations ou mêmeaux transformations rigides, on hoisit omme fontion de plaement la translation de l'origine aupoint et on a f (-1)x = −x. La aratérisation d'un point moyen x̄ est :
E [−x̄+ x ] = 0



92 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4qui n'est qu'une formulation alternative de la formule bien onnue x̄ = E [ x ].Pour des rotations, la arte prinipale est le veteur rotation pourvu d'un angle inférieur à π, etle veteur rotation r̄ orrespondant à la rotation espérée satisfait :
E
[
r̄(-1) ◦ r

]
= 0Si le veteur rotation espéré r̄ est su�samment entré dans la arte prinipale (i.e. si l'anglede la rotation est faible) et si la distribution est su�samment rassemblée autour de ette valeur(il est souhaitable par exemple que r̄ + δr ne dépasse pas les frontières du domaine de dé�nitionpour la plus grosse partie de la distribution), alors un développement limité au premier ordre dansl'intégrale dé�nissant l'espérane donne

r̄(-1) ◦ r = r − r̄ +O(‖r̄‖2) +O(‖r̄ − r‖2)et on obtient don une espérane lassique prohe de l'espérane de Fréhet : E [ r ] ≃ r̄.Il faut ependant faire attention ar es ondition ne sont pas aisément véri�ables en pratique,et plus on s'en éloigne, plus la di�érene est sensible : voir par exemple la �gure (4.1). De plus, iln'est pas évident que e genre d'approximation soit valide ave d'autres représentations.4.3.2 Un algorithme pour obtenir la moyenneUn algorithme lassique pour déterminer un minimum est la desente de gradient. Comme nousavons vu que l'on pouvait aluler simplement le gradient du arré de la distane et que, de plus,on a un moyen anonique de revenir d'un plan tangent à un point de la variété (l'appliationexponentielle), et algorithme itératif paraît tout à fait adapté.Supposons que l'on ait, à un instant t, une estimation x̄t de la moyenne de la primitive aléatoire
x. Le gradient de la variane en e point est :

∇σ2
t = ∇σ2

x(x̄) = −2.E
[
logx̄t

(x)
]
∈ Tx̄tMLa dérivée est don

δσ2
t =

∂σ2
t

∂x̄

T
= Q(x̄t).∇σ2

t = −2.J(fx̄t)
(-T).E [ f (-1)x̄t

⋆~x
]et la matrie hessienne :

Hσ2
t

=

∫

M

∂2 dist(~y,~z)2
∂~y2

∣∣∣∣
y=x̄

.px(z).dM(z) = 2.Q(x̄)L'idée est don d'avaner depuis x̄t en suivant la géodésique partant dans la diretion opposée à
δσ2

t . Pour savoir de ombien il faut avaner, on utilise l'approximation au seond ordre qui onsisteà pondérer e veteur par l'inverse de la matrie hessienne. On avane don du veteur :
−→
δxt = −H (-1)

σ2 .δσ
2 = J(fx̄t).E

[
f (-1)x̄t

⋆~x
]

= E
[
logx̄t

(x)
]Comme e veteur est donné dans l'espae tangent en x̄t, il su�t d'utiliser l'exponentielle en epoint :

x̄t+1 = expx̄t

(−→
δxt

)
= fx̄t ⋆ exp

(
J(fx̄t)

(-1).−→δxt

)
= fx̄t ⋆ exp

(
E
[
f (-1)x̄t

⋆~x
]) (4.25)
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(a) L'espérane standard et elle deFréhet sont identiques à l'origine.
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(b) Quand l'espérane de Fréhet estprès de l'origine, l'espérane las-sique peut être onsidérée ommeune approximation au premier ordre.
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E [ {ri} ]

E [ {ri} ]

(d) Ave un niveau de bruit plusélevé, il n'est plus possible de devi-ner la séparation permettant d'éviterl'e�et de frontière.Fig. 4.1 � Comportement des rotations espérées et des matries de ovariane assoiées : projetiondans le plan (rx, ry) des veteurs rotation mesurés, de leur espérane lassique et de Fréhet etdes ellipsoïdes d'inertitude orrespondant à χ2 = 15. Le erle représente la frontière de la arteprinipale (θ = ‖r‖ = π). Rappelons que lorsqu'on traverse ette frontière pour sortir de la arteprinipale au point r = π.n, on rentre en fait dans la arte par le point symétrique r′ = π.(−n).Notons également que la bonne façon de visualiser les matries de ovariane serait de ramener larotation espérée au entre omme sur la �gure (4.1(a)) pour que la représentation orresponde à laarte exponentielle en e point.



94 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4Si l'on onsidère maintenant le as de la moyenne disrète ou empirique, nettement plus intéres-sant d'un point de vue pratique, le veteur −→δxt est donné par
−→
δxt = E

[
{logx̄t

(xi)}
]

=
1

n

∑

i

J(fx̄t).
(
f (-1)x̄t

⋆~xi

)On avane don de la moitié de e veteur dans Tx̄M et on revient à la variété, e qui s'exprimeaussi dans la arte prinipale par
x̄t+1 = expx̄t

(
−→
δxt) = fx̄t ⋆ exp

(
J(fx̄t)

(-1).−→δxt

)Cei qui se simpli�e pour donner la formule d'évolution suivante dans la arte prinipale :
x̄t+1 = fx̄t ⋆

(
1

n

∑

i

(
f (-1)x̄t

⋆~xi

)
) (4.26)Notons que dans le as où l'ation du groupe est linéaire ou a�ne dans la arte prinipale,l'ation de la transformation est distributive vis-à-vis de l'addition, et l'évolution se simpli�e en

xt+1 =
1

n

∑

i

xiOn retrouve don bien le baryentre ou moyenne lassique dans un espae vetoriel. Qui plus est,on onverge dans e as en une seule étape et de manière exate. Cet algorithme est don tout à faitadapté dans une optique (( orientée objet )) où l'on veut implémenter des algorithmes génériques quifontionnent sur toutes les primitives de la même façon. Les seules opérations qui di�èrent suivantle type de primitive onsidéré sont ii l'ation du groupe sur les primitives (dans la arte prinipale)et la fontion de plaement f~x.Un avantage important de ette desente de gradient par rapport à d'autres algorithmes simi-laires est que nous n'avons auun problème de projetion du plan tangent vers la variété, grâeà la relation anonique qui relie les deux : l'exponentielle. De plus, même si le gradient nous faitsortir du domaine de dé�nition de la arte, l'appliation exponentielle est dé�nie sur le plan tangenttout entier (pare que la variété est supposée géodésiquement omplète) et on peut don toujoursrevenir sans problème. Dans la pratique, le problème ne se pose même pas puisque les domaines dedé�nition des artes prinipales que nous envisagerons sont onvexes, omme le disque B1(π) pourun veteur unitaire ou la boule B3(π) pour le veteur rotation, et le baryentre est assuré de resterdans le domaine.Un dernier point important pour �nir et algorithme itératif est de trouver un point de départ depréférene prohe de la solution. On peut hoisir l'une des primitives xi au hasard, ou bien attribuerà haque primitive sa distane moyenne (ou médiane pour être robuste) par rapport aux autresprimitives et hoisir elle qui minimise e ritère de entralité initiale. Cette méthode de hoix dupoint de départ peut être randomisée de manière assez e�ae (Huber, 1981; Rousseeuw et Leroy,1987).Le problème de l'uniité de la solution peut être résolu en répétant l'algorithme à partir deplusieurs primitives di�érentes pour véri�er l'obtention d'un minimum unique. Quand on onnaît laourbure de la variété (si par exemple elle est onstante ou majorée par κ), on peut aussi utiliser aposteriori le théorème (4.8) d'existene et d'uniité. En e�et, dans la arte prinipale, toute bouleentrée en zéro et ne renontrant pas le lieu de oupure est une boule géodésique de entre l'origineet de même rayon sur la variété. Lorsqu'on a obtenu une moyenne x̄, on peut translater une boule



4.4. Matrie de ovariane 95géodésique entrée sur e point en une boule géodésique entrée à l'origine en onsidérant les résidus
~ei = f (-1)x̄ ⋆~xi. Si le maximum r de la norme de es résidus est su�samment faible :

r = max
i
‖~ei‖ = max

i
dist(x̄, xi) <

π√
κla boule géodésique de entre x̄ et de rayon r est régulière et ontient le support de la distributiondisrète : il n'existe don qu'un seul minimum, néessairement elui qu'on a déjà trouvé.4.3.2.1 Exemple : le repère moyenPrenons omme exemple un ensemble de mesures de repères fi = (ri, xi). En utilisant le veteurrotation et le veteur translation omme représentation, on est dans la arte exponentielle maispour simpli�er les formules, on oubliera la �èhe sur es veteurs. On herhe don le repère moyen

f̄ = (r̄, x̄) au sens de Karher. La distane invariante (ou invariante à gauhe si l'on onsidère quee sont des transformations) est donne en setion (7.4.1.1) :dist(f̄ , fi) = Nλ(f̄ (-1) ◦ fi) = Nλ(f (-1)i ◦ f̄)ave
Nλ(r, x)2 = λ.‖r‖2 + ‖x‖2 et f̄ (-1) ◦ fi =

(
r̄(-1) ◦ ri ; r̄(-1) ⋆ (xi − x̄)

)On peut appliquer diretement la formule (4.26) qui se simpli�e en :
f̄t+1 =

(
r̄t ◦

(
1

n

∑

i

(r̄(-1)t ◦ ri)
)

;
1

n

∑

i

xi

)La position moyenne x̄ est don le baryentre des positions, omme on pouvait s'y attendre intuiti-vement, et la minimisation pour la rotation est indépendante. La séparation entre la rotation et latranslation (ou le trièdre et la position) était en e�et visible diretement sur le ritère des moindresarrés :
s2λ(f̄) = λ2

∑

i

‖r̄(-1) ◦ ri‖2 +
∑

i

‖xi − x̄‖2Notons enore que la solution obtenue est indépendante du paramètre λ qui nous sert à omparerles angles de rotation ave les distanes eulidiennes de points, e qui est satisfaisant.Nous avons également proposé dans (Penne et Thirion, 1995) et nous verrons au hapitre(8.3) des méthodes similaires, mais utilisant les informations de deuxième ordre (les matries deovarianes).4.4 Matrie de ovarianeNous avons obtenu jusqu'ii un équivalent de l'espérane, ou plut�t de la valeur entrale pourles primitives aléatoires, et un indie de dispersion : la variane par rapport à un point. Pour allerplus loin, observons que la matrie de ovariane d'un veteur aléatoire x par rapport à un point yreprésente la dispersion diretionnelle du veteur (( di�érentiel )) x − y. En reprenant les notationsvetorielles lassiques, on noterait e veteur : −→yx, et la dé�nition de la matrie de ovariane dupoint aléatoire x par rapport à un point �xe y serait :
Σxx(y) = E

[−→yx.−→yxT ] =

∫Rn

(−→yx).(−→yx)T.px(x).dx



96 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 4En fait, 'est vraiment la notion de bipoint développée à l'origine par Grassman qui onvientpour l'extension de la notion de veteur aux variétés di�érentielles : si x et y sont deux point dela variétéM (supposée suivre les hypothèses usuelles), on peut interpréter le veteur −→yx = logy(x)dé�nit préédemment omme un représentant du (( bipoint )) (y, x). Par ontre, on ne peut plusfaire abstration du point de départ pour onstituer un veteur omme une lasse d'équivalene desbipoints. Observons également que le veteur −→yx est en général ontraint de rester dans le domainede dé�nition D(y) de la arte logarithmique en y, délimité par le lieu de oupure tangentiel C(y).Pour en revenir à la matrie de ovariane, remarquons que l'on peut exprimer la densité deprobabilité du veteur aléatoire −→yx dans la arte logy grâe à l'équation (4.3) ou utiliser la mesureinvariante et omme le domaine de dé�nition D(y) est étoilé par rapport à l'origine (et que le lieude oupure est de mesure nulle), la dé�nition exhibée i-dessus a enore un sens :
Σxx(y) = E

[−→yx.−→yxT ] =

∫

D(y)
(−→yx).(−→yx)T.px(x).dM(x) (4.27)Ave nos hypothèses, on peut toujours se ramener à la arte prinipale pour obtenir :

Σxx(y) = J(f~y).E
[

(f (-1)~y ⋆~x).(f (-1)~y ⋆~x)T ] .J(f~y)
TEn fait, on s'intéresse en général à la matrie de ovariane entrée, 'est-à-dire relative à lamoyenne :Dé�nition 4.1 Soit x une primitive aléatoire sur la variétéM possédant les propriétés habituelles,et x̄ ∈ E [ x ] une primitive moyenne que l'on suppose unique pour simpli�er les notations (dansle as ontraire, il faut onserver la moyenne de référene). On note Σxx et on appelle matrie deovariane de x la matrie de ovariane par rapport à ette moyenne :

Σxx = Σxx(x̄) = E
[−→̄

xx.
−→̄
xxT ] =

∫

D(x̄)
(
−→̄
xx).(

−→̄
xx)T.px(x).dM(x)En utilisant la arte prinipale et la primitive aléatoire e = f(-1)x̄ ⋆x que l'on peut interpréter ommel'erreur autour de l'origine, on a :

Σxx = J(fx̄).Σee.J(fx̄)T où Σee = E
[
~e.~eT ] =

∫

D
~y.~yT.ρ~e(y).dyLa ovariane empirique est dé�nie de la même façon en utilisant la version disrète de l'espé-rane : si x̄ est la moyenne de l'ensemble de primitive {xi}, la ovariane est

Σxx = J(fx̄).

(
1

n

∑

i

(f (-1)x̄ ⋆~xi).(f
(-1)
x̄ ⋆~xi)

T) .J(fx̄)
T (4.28)Notons que, omme dans le as d'un veteur aléatoire, la trae de la matrie de ovariane estégale à la variane : Tr(Σxx) = E

[ Tr(−→̄xx.−→̄xxT)
]

= E [ dist(x̄,x) ] = σ2
xCei est bien sûr valide pour la ovariane et la variane relatives à un point �xe autre que lamoyenne.
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Fig. 4.2 � La ovariane est dé�nie dans le plan tangent au point moyen omme la matrie deovariane lassique du (( veteur déviation )) : Σxx = E

[
−→
xx .

−→
xx

T ].4.4.1 Approximation d'une primitive aléatoireD'un point de vue informatique, nous avons maintenant su�samment de paramètres pour ap-proximer une primitive aléatoire x : si x̄ est la moyenne (supposée unique pour simpli�er) et Σxx laovariane assoiée, on érira omme dans le as d'un veteur aléatoire :
x ∼ (x̄,Σxx)Dans le as où il y a plusieurs moyennes qui réalisent le minimum de la variane (global au sensde Fréhet ou loal au sens de Karher), les matries de ovarianes n'ont auune raison génériqued'être les mêmes. On doit don gérer l'ensemble des valeurs moyennes et des ovarianes assoiées.En pratique, il est rare que l'on ait à le faire.4.4.2 Algèbre des primitives et transformations déterministes et aléatoiresComme nous avons alulé la propagation des densités et des moyennes, nous nous attahonsii à la propagation des matries de ovarianes dans les fontions de base. Notons enore une foisque les propriétés (( d'invariane )) ou de ohérene ave l'ation des transformations sont dues àl'utilisation d'une distane invariante et ne sont don pas forément valables s'il n'existe pas dedistane invariante.Théorème 4.12 (Ation d'une transformation �xe sur une primitive aléatoire)Soit x ∼ (x̄,Σxx) une primitive aléatoire. L'ation d'une transformation �xe est :

y = f ⋆ x ∼ (f ⋆ x̄ , J.Σxx.J
T) ave J =

∂(f ⋆~x)

∂~x

∣∣∣∣
~x=x̄

(4.29)Preuve : Puisque ȳ = f ⋆ x̄, il existe une transformation h ∈ H telle que fy = f ◦ fx ◦ h. Il su�t alorsd'érire dans la dé�nition de Σyy le jaobien sous la forme omposée :
J(fȳ) =

∂(fȳ ⋆~e)

∂~e

����
~e=0

=
∂((f ◦ fx̄ ◦ h) ⋆~e)

∂~e

����
~e=0

=
∂(f ⋆ ~x)

∂~x

����
~x=x̄

.
∂(fx̄ ⋆~e)

∂~e

����
~e=0

.J(h) = J.J(fx̄).J(h)et f
(-1)
ȳ ⋆~y = J(h)(-1).(f (-1)x̄ ⋆~x) puisque l'ation de H est linéaire dans la arte prinipale. En reportantdans la dé�nition, on trouve le résultat. �Théorème 4.13 (Translation à gauhe d'une transformation aléatoire)Soit f1 ∼ (̄f1,Σf1f1) une transformation aléatoire. La translation à gauhe par une transformation
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f2 = g ◦ f1 ∼

(
g ◦ f̄1 , J.Σf1f1 .J

T) ave J =
∂(~g ◦~f)
∂~f

∣∣∣∣∣
~f=f̄1

(4.30)Preuve : Remplaer dans la preuve préédente l'ation (⋆) par la omposition (◦) et une primitive xpar une transformation f . Enlever également toute allusion à h puisque H = { Id}. �Les formules sont bien entendu aussi valides pour la propagation de la version empirique (oustatistique) de la matrie de ovariane. Notons que dans es deux as, les formules de propagationde la moyenne et de la ovariane sont exates, omme dans le as a�ne pour les veteurs aléatoires(setion 2.2.4.2).Pour la propagation dans les autres opérations, nous n'avons pas été apable de déterminer dansquelles onditions les formules suivantes sont exates. Nous nous ontenterons don de les justi�erpar l'approximation au 1er ordre du théorème (2.1).
• (Inversion d'une transformation aléatoire)Soit f ∼ (̄f,Σff ) une transformation aléatoire. La transformation inverse est donnée au1er ordre par aléatoire. La translation à gauhe par une transformation �xe est :

f (-1) ∼ (f̄(-1) , J.Σff .J
T) ave J =

∂~f(-1)
∂~f

∣∣∣∣∣
~f=f̄

(4.31)
• (Translation à droite d'une transformation aléatoire)Soit f1 ∼ (̄f1,Σf1f1) une transformation aléatoire. La translation à droite par une transforma-tion �xe est :

f2 = f1 ◦ g ∼
(
f̄1 ◦ g , J.Σf1f1 .J

T) ave J =
∂(~f ◦~g)

∂~f

∣∣∣∣∣
~f=f̄1

(4.32)
• (Ation d'une transformation aléatoire sur une primitive �xe)Soit f ∼ (̄f ,Σff ) une transformation aléatoire. L'ation sur une primitive �xe est :

y = f ⋆ x ∼
(
f̄ ⋆ x , J.Σff .J

T) ave J =
∂(~f ⋆~x)

∂~f

∣∣∣∣∣
~f=f̄

(4.33)
• (Ation d'une transformation aléatoire sur une primitive aléatoire)Soit f ∼ (̄f ,Σff ) une transformation aléatoire et x ∼ (x̄,Σxx) une primitive aléatoire. L'ationde la transformation sur la primitive produit une nouvelle primitive aléatoire :

y = f ⋆ x ∼
(
f̄ ⋆ x̄ , J~f .Σff .J

T
~f

+ J~x.Σxx.J
T
~x

) (4.34)ave
J~f =

∂(~f ⋆~x)

∂~f

∣∣∣∣∣
~f=f̄

ave J~x =
∂(~f ⋆~x)

∂~x

∣∣∣∣∣
~x=x̄

• (Composition de deux transformations aléatoires)Soit f1 ∼ (̄f1,Σf1f1) et f2 ∼ (̄f2,Σf2f2) deux transformations aléatoires leur omposition est :
g = f2 ◦ f1 ∼

(
f̄2 ◦ f̄1 , J~f2.Σf2f2 .J

T
~f2

+ J~f1.Σf1f1 .J
T
~f1

) (4.35)
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J~f2 =

∂(~f2 ◦~f1)
∂~f2

∣∣∣∣∣
~f2=f̄2

ave J~f1 =
∂(~f2 ◦~f1)
∂~f1

∣∣∣∣∣
~f1=f̄14.5 Plusieurs primitives aléatoiresOn onsidère maintenant que l'on a plusieurs mesures simultanées provenant de la même expé-riene aléatoire. Nous développons rapidement ii le as de deux primitives aléatoires x et y à valeursdans deux variétésM et N de dimensions quelonques. Ce paragraphe se généralise aisément à unnombre quelonque (mais �ni) de primitives aléatoires.On range es deux mesures dans une primitive z = (x,y) appartenant à la variété produit

M×N . La mesure et la métrique sur ette variété produit est simplement le produit des mesureset des métriques et si les groupes agissant sur M et N sont notés G1 et G2, ette mesure et ettemétrique sont invariantes pour le groupe produit (diret) G1×G2. On peut don dé�nir simplementla densité pz(z) = p(x;y)(x, y) (relativement à la mesure dM.dN ). Comme dans le as des veteursaléatoires, les densités marginales des primitives aléatoires x et y sont obtenues par intégrationpartielle :
px(x) =

∫

N
p(x,y)(x, y).dN (y) et py(y) =

∫

M
p(x,y)(x, y).dM(x)La moyenne de la mesure onjointe est

z̄ ∈ E [ z ] = E [ x ]× E [ y ] ⇐⇒ x̄ ∈ E [ x ] et ȳ ∈ E [ y ]et, en supposant pour simpli�er qu'il n'y a qu'une seule moyenne, la ovariane est donnée par
Σzz =

[
Σxx Σxy

Σyx Σyy

]où Σxy = ΣT
yx est la matrie de ovariane roisée

Σxy = E
[−→̄

xx.
−→̄
yyT ]où les veteurs signi�ent que l'on utilise la arte logarithmique propre à haune des variétés.Mesures indépendantes Notons que la densité onjointe pz(z) se fatorise en

p(x,y)(x, y) = px(x).py(y)si et seulement si les primitives aléatoires x et y sont indépendants, e qui sera souvent supposé enstatistiques. Il est aisé de voir que l'intégrale de la ovariane roisée se fatorise également danse as en Σxy = E
[−→̄

xx
]
.E
[−→̄

yyT ] et grâe à la aratérisation de la moyenne, haune de esintégrales est nulle : Σxy = 0.



100 Probabilités sur les primitives géométriques Chap. 44.6 Disussion sur les aspets probabilistesLa donnée d'une mesure invariante sur le groupe ou la variété nous permet de dé�nir sans auunproblème les densités de probabilité assoiées à des primitives aléatoires. De plus, l'invariane deette mesure permet de aluler simplement la propagation de es densités pour les opérations debases sur les primitives et leurs transformations : omposition, inversion et ation. En e qui onernel'espérane, on ne peut par ontre dé�nir proprement que elle d'une observable, 'est-à-dire d'unefontion réelle, ou par extension vetorielle.La dé�nition d'une valeur moyenne pour une primitive aléatoire est don nettement plus om-plexe que dans le as vetoriel et néessite une formulation variationelle basée sur la distane :l'espérane au sens de Fréhet ou de Karher. Comme la moyenne est maintenant le résultat d'unproblème de minimisation, l'existene et l'uniité ne sont pas assurés, sauf sous ertaines onditions(théorème 4.8). Pour dé�nir une matrie de ovariane, nous devons faire intervenir la arte expo-nentielle au point moyen : la primitive aléatoire est alors représentée vetoriellement et est de plusentrée dans un ouvert étoilé et symétrique. La généralisation de la matrie de ovariane lassiquene pose alors pas de problème. De manière plus générale, on pourrait onevoir une matrie de ova-riane assoiée à d'autres dé�nitions de la moyenne en utilisant la notion de onneteur introduitedans (Piard, 1994), dont la arte exponentielle n'est qu'un exemple.L'utilisation de la distane invariante nous permet d'obtenir des formules de propagation exateset ohérentes ave l'ation d'une transformation déterministe (e qui équivaut à hanger de repère).Nous avons don obtenu la stabilité reherhé pour ette dé�nition. Par ontre, nous n'avons pasété apable de déterminer des formules exates en e qui onerne les autres opérations de base, eten partiulier la translation à droite. Comme dans le as des densités il a fallu faire intervenir lemodule du groupe (le rapport entre la mesure invariante à gauhe et la mesure invariante à droite),on peut se demander s'il ne faut pas faire intervenir ii un rapport entre l'invariane à gauhe et àdroite de la distane. Lorsque le groupe est ompat, ela ne pose pas de problème puisqu'il existeune distane bi-invariante (Spivak, 1979; Carmo, 1992), par exemple pour les rotations ou la sphèreunitaire. Cei est en général faux lorsque le groupe est seulement loalement ompat, par exemplepour les transformations rigides. D'un autre �té, les propriétés de stabilité peuvent être onservéesave une ontrainte plus faible que l'invariane : si
∀(x, y) ∈M2 dist(f ⋆ x, f ⋆ y) = α(f). dist(x, y)alors les varianes minimums ne sont pas onservées mais les primitives qui les réalisent le sont.On pourrait peut être reherher une distane sur le groupe ayant e type de propriété ave desfontion di�érentes αL et αR pour la omposition à gauhe et à droite, et en déduire des propriétéssupplémentaires pour la propagation des moments dans les opérations de base.



Chapitre 5
Aspets statistiques

� Ne royez qu'en les statistiquesque vous avez vous même falsi�ées. �Berlin-Est, Novembre 1989Pour pouvoir appliquer les développements théoriques du hapitre préédent à des problèmesstatistiques, et en partiulier modéliser le bruit de mesure, nous avons besoin de supposer queplusieurs mesures en des point di�érents de la variété sont (( identiques )). La question que nousnous poserons à la setion (5.1) est : qu'est-e qu'une distribution identique et indépendante? Ceionduira aux modèles de bruits homogènes et isotropes.Pour d'autres appliations statistiques, la onnaissane de la moyenne et de la ovariane n'estpas su�sante : il nous faut supposer une densité de probabilité. Comme dans le as vetoriel, on peutdé�nir l'information d'une distribution et herher la densité (de moyenne et de ovariane �xée)qui minimise ette information. Nous dé�nirons ainsi à la setion (5.2) l'équivalent de la distributiongaussienne sur notre variété.A�n de onlure notre ensemble d'opérations sur les primitives et les transformations aléatoires, ilnous reste enore à dé�nir dans la setion (5.3) une distane statistique entre primitives déterministeset aléatoires ou entre primitives aléatoires : 'est la distane de Mahalanobis. En utilisant la loigaussienne préédemment déterminée, on peut alors envisager un test similaire au χ2 pour rejeterles mesures aberrantes.Pour �nir e hapitre, nous résumerons les résultats importants des hapitres préédents, enessayant de dégager lairement la démarhe mathématique à suivre pour obtenir les opérations debase sur les primitives, et les algorithmes génériques sur les primitives géométriques qui s'exprimentalors à partir de es opérations.5.1 Modèles de bruitPourquoi doit-on supposer que les bruits de mesures sur di�érentes primitives sont (( identiques )),ou plut�t suivent une loi similaire? On pourrait se passer de ette hypothèse si l'on pouvait répéterun grand nombre de fois la mesures de haque primitive géométrique. Dans la réalité, 'est très101



102 Aspets statistiques Chap. 5di�ile, en partiulier en imagerie médiale : on ne peut pas faire passer 50 fois un même patientau sanner ou à l'IRM, d'autant plus qu'il faudrait onserver les mêmes paramètres et le mêmepositionnement. Il nous faut don supposer que l'ensemble des primitives que l'on mesure dans uneaquisition est orrompue par le même type de bruit, e qui est par ailleurs sans doute justi�é auregard de la variation des paramètres entre divers aquisitions. Nous avons vu à la setion (2.3.5)qu'un bruit additif identique sur les représentations des primitives ne onvenait pas, e qui devrait,en e point du manusrit, sembler évident.Pour omprendre quelle modélisation de l'erreur nous devons adopter, examinons tout d'aborde qu'est une mesure : soit x une primitive exate. A ause du bruit, sa mesure est orrompue etnous ne pouvons mesurer que la primitive aléatoire x ave la densité de probabilité px(y). Cettedensité est en général di�érente pour haque point exat x de la variété. La desription du proessusd'erreur pour toute la variété est don un hamp de primitives aléatoires x(x) de densité px(x)(y) :sahant que l'on doit mesurer x, nous observerons une réalisation x̂ de la primitive aléatoire x(x)ave la probabilité px(x)(x̂). Un proessus de bruit est entièrement dérit par un tel hamp.5.1.1 Proessus homogènesL'idée de base pour dé�nir une distribution identique en di�érents points de la variété estque, dans le adre géométrique, on ne peut omparer des (( objets )) que par l'intermédiaire detransformations : une primitive aléatoire x est don similaire en terme de bruit à une primitivealéatoire y s'il existe une transformation de G qui permet d'identi�er leur densités. Le proessus debruit tout entier sur la variétéM est dit homogène si le bruit de mesure de tout point x deM estsimilaire au bruit de mesure à l'origine (et don similaire au bruit de mesure de tout autre points
y).5.1.1.1 Exemple sur les points dans le planNous avons représenté dans la �gure (5.1) les ellipsoïdes d'inertitude du bruit de mesure de dif-férents points dans le plan. En utilisant l'approximation au seond ordre de la distribution (que l'onsuppose entrée), la densité est aratérisée par la matrie de ovariane et et ellipsoïde représentetoute l'information dont nous disposons : deux bruits sont similaires si leurs ellipsoïdes d'inertitudessont ongruents, 'est-à-dire superposables au moyen d'une transformation rigide. Dans l'exemplede la �gure (5.1), les bruits de mesures des Xi sont similaires, mais les bruits sur Y1 et Y2 sontdi�érents de tous les autres.

X1

X2
X3 X4

X5

Y1

Y2Fig. 5.1 � Les distributions du bruit sur les points Xi sont similaires (pour les transformationrigides) mais les bruits sur les points Y1 et Y2 n'ont de similitude ave auun autre.



5.1. Modèles de bruit 1035.1.1.2 Formalisation mathématiqueSoit pe la densité d'une primitive aléatoire e = x(o) mesurant l'origine o et fx ∈ Fx une transfor-mation qui amène l'origine au point x. La densité de probabilité de x = fx ⋆ e (mesurant x = fx ⋆ o)est donnée par l'équation (4.4) : p(fx⋆e)(y) = pe(f
(-1)
x ⋆ y). La distribution du bruit px(x) au point xest don similaire à la densité du bruit à l'origine s'il existe une transformation fx ∈ Fx telle que

px(x)(y) = p(fx⋆e)(y).Dé�nition 5.1 Bruit homogèneUn proessus de bruit px(x) sur une variété M est homogène si
∀x ∈M , ∃fx ∈ Fx tel que px(x)(y) = pe

(
f(-1)x ⋆ y

)En revenant au niveau des primitives aléatoires, on peut dire queThéorème 5.1 Un proessus de bruit homogène x(x) sur M est entièrement déterminé par laprimitive aléatoire e qui mesure l'origine, de densité pe, et par une fontion de plaement fx : x ∈
M 7→ fx ∈ Fx qui (( met en plae )) l'erreur de mesure du point x.5.1.1.3 Exemple ave les repères et les transformations rigidesDans e as partiulier, les primitives et les transformations sont identi�ées, les osets sontréduits à des singletons et la fontion de plaement fg est l'identité (fg = g). On peut don érire unproessus de bruit homogène sur les repères omme suit : soit e la primitive aléatoire (( mesure del'origine )). Alors la primitive aléatoire mesurant f est f = f◦e. C'est le modèle de bruit (( ompositif ))que nous avons proposé dans (Penne et Thirion, 1995).5.1.1.4 Choix de la fontion de plaementLes repères sont un as très spéi�ques puisque le groupe d'isotropie H est réduit à l'identité.Pour les autres types de primitives, les osets ne sont plus des singletons et de multiples hoix sontalors possibles pour la fontion de plaement fx. Une ontrainte raisonnable est la ontinuité (oula di�érentiabilité) de la densité px(x)(y) par rapport aux primitives x et y. Cependant, e n'estsouvent pas su�sant pour obtenir une fontion de plaement unique.Prenons enore une fois l'exemple des points et approhons la densité au seond ordre par lamatrie de ovariane 1 : le bruit additif standard est obtenu ave la translation omme fontion deplaement (fx = (0, x)) et n'importe quelle matrie de ovariane Σee = E [ e.eT ] pour la mesurede l'origine. On a alors le proessus de bruit x(x) = fx ⋆ e = x+ e. Cependant, on peut onevoird'autres fontions de plaement ontinues, qui amènent à onsidérer des modèles de bruit étrangesmais possibles : nous en avons exhibé un exemple dans la �gure (5.2).Une autre idée pour restreindre le hoix de la fontion de plaement est d'imposer une ontrainteplus forte basée sur l'invariane : 'est e qui amène aux modèles de bruit isotropes.5.1.2 Modèles de bruit isotropes ou invariants

(( Isotrope )) est un adjetif habituellement utilisé pour les modèles de bruit sur les points qui sontinvariants par rotation (et translation). Nous généralisons ette notion aux variété homogènes enimposant que le proessus de bruit soit globalement invariant sur la variété par l'ation de n'importe1. L'approximation par la matrie de ovariane ne simpli�e que la densité et n'interfère auunement ave le hoixde la fontion de plaement.
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Fig. 5.2 � Un modèle de bruit homogène dans le plan (représenté par les ellipsoïdes d'inertitude)induit par la fontion de plaement fx = (R(x), x) où R(x) est la rotation 2D d'angle θ = ‖x‖ [2π].quelle transformation du groupe. Cela s'exprime par l'invariane du hamp de densités px(x) parune transformation f quelonque :
px(f⋆x)(f ⋆ y) = px(x)(y) = px(x)(f

(-1) ⋆ (f ⋆ y)) = pf⋆x(x)(f ⋆ y)En prenant f = fz ∈ Fz et x = o, on obtient la ondition :
∀fz ∈ Fz x(z) = x(fz ⋆ o) = fz ⋆ x(o) = fz ⋆ eEn partiulier, on a pour l'origine :

∀h ∈ H pe(h ⋆ y) = pe(y)Au niveau des primitives aléatoires, ela se résume parDé�nition 5.2 Bruit isotropeUn bruit isotrope est un bruit homogène dont l'erreur de mesure de l'origine e est invariante sousl'ation du groupe d'isotropie H : h ⋆ e = eNotons qu'un bruit isotrope est indépendant de la fontion de plaement fx hoisie. La seule a-ratéristique d'un tel bruit est la densité de probabilité de mesurer e lorsqu'on herhe à mesurerl'origine, soumise à la ondition d'invariane i-dessus.5.1.2.1 Exemple sur les pointsDans e as, h ⋆ e = R.e où R est une matrie de rotation quelonque, et on a don pe(y) =
pe (R ⋆ y).Cela signi�e que le bruit (autour de l'origine x = 0) est invariant par rotation et donisotrope au sens lassique. On peut aller de l'origine au point x par n'importe quelle transformation
fx ∈ Fx et en partiulier ave la translation de veteur x. La mesure x de x est don : x = x+ e, equi est un bruit additif. Cependant, l'addition représente ii la omposition des translations.



5.2. Distribution (( gaussienne )) 105Si nous nous restreignons à l'approximation de la densité au seond ordre (la matrie de ova-riane), la propriété d'invariane implique que Σee = E [ e.eT ] = σ2 Id, e qui est le bruit isotropelassique sur les points.5.1.3 Choix du modèle de bruitEn l'absene de onnaissane sur la formation de l'image et le proessus d'extration des primi-tives, le bruit le plus simple que l'on puisse utiliser est le bruit isotrope. Dans e as, la densité peest ontrainte à être invariante sous l'ation du groupe d'isotropie H. Si l'on veut apturer une ani-sotropie, nous devons utiliser un modèle de de bruit homogène et hoisir une fontion de plaement.En vision par ordinateur, la plupart des primitives sont extraites d'images qui sont des tableauxréguliers de pixels (ou de voxels en 3D) et il semble raisonnable de hoisir si 'est possible un modèlede bruit invariant par translation. Dans le as général, il peut être possible de supposer l'invarianedu bruit par un sous-groupe du groupe de transformation.Dans le as où la variété est identi�ée ave le groupe, omme pour les points en translation oules repères ave les transformations rigides, les bruit homogènes sont automatiquement isotropesar la fontion de plaement est unique et il n'y a pas de ontrainte sur la matrie de ovariane àl'origine.5.1.4 Relation ave le bruit additifIl est intéressant de noter que pour les rotations 2D (ave la représentation angulaire) ou pour lestranslations (i.e. les points), la omposition orrespond à l'addition (éventuellement modulo 2.π).Dans es as, les bruits homogènes et additifs sont identiques, e qui induit une intuition faussepour les as plus omplexes. Plus généralement, le modèle de bruit additif orrespond au modèlehomogène dès que l'ation du groupe de transformation sur les primitives (ou sur lui-même) estlinéaire dans la représentation onsidérée, auquel as l'espae tangent orrespond à la variété. Ilexiste alors une matrie F pour haque transformation f telle que f ⋆ x = F.x (ou f ◦ g = F.g) et lejaobien ∂f⋆x
∂x = F est don indépendant de la position x de la primitive.L'adéquation du modèle de bruit homogène (ou (( ompositif ))) sur les primitives de type repèresera montrée à la setion (9.3.3) ave l'analyse du bruit de mesure estimé sur les points extrémaux.5.2 Distribution (( gaussienne ))Les développements de ette setion ne doivent pas être onsidérés omme l'unique façon degénéraliser la loi gaussienne aux variétés ni omme la meilleure façon de le faire, mais plut�t ommel'une des nombreuses pistes qui se présentent. En e�et, il est di�ile de trouver parmi les trèsnombreuses propriétés de la gaussienne elles qui pourront servir e�aement de base pour lagénéralisation.L'approhe que nous présentons ii est basée sur la minimisation de l'information et permet dedé�nir dans quelques as simples les équations expliites de la (( gaussienne )) sur une variété. Celadonne une bonne idée de e qu'elle peut être sur des variétés plus omplexes et montre que l'onpeut approximer ette distribution par la gaussienne usuelle pour des ovarianes faibles.



106 Aspets statistiques Chap. 55.2.1 Information et loi uniformePuisque nous pouvons intégrer sans problème une fontion à valeur réelle, nous pouvons étendrela dé�nition de l'entropie à une primitive aléatoire :
H [ x ] = −E [ log(px(x)) ] = −

∫

M
log(px(x)).px(x).dM(x) (5.1)ou de manière équivalente l'information :

I [ x ] = −H [ x ] =

∫

M
log(px(x)).px(x).dM(x)Cette dé�nition est bien raisonnable puisque la densité pU qui minimise l'information si l'on saitseulement que la mesure est dans le ompat U est la densité uniforme sur e ompat :

pU (x) = 1U (x)

/∫

U
dM(y)Si l'on veut exprimer l'information de la primitive aléatoire dans une arte, la densité est selonl'équation (4.3) : ρx(y) = px(y)/ |J(fy)|. En tenant ompte de l'expression de la mesure invariante,l'information s'érit don

I [ x ] =

∫

D
log(ρx(x)).ρx(x).dx +

∫

D
log(|J(fx)|).ρx(x).dxOn peut interpréter le premier terme omme l'information (( lassique )) que l'on aurait pu dé�nirhâtivement diretement dans la arte, mais le seond terme nous montre qu'une fois de plus, ettedé�nition aurait dépendu de la arte hoisie. En e�et, e terme exprime le fait que la mesureuniforme n'est pas la mesure de Lebesgue dans la arte et mesure en quelque sorte la loalisationde l'information de notre distribution par rapport à la mesure uniforme sur la variété.Une propriété tout à fait entrale de notre notion d'information déoule de l'utilisation de lamesure invariante :Théorème 5.2 (Invariane de l'information)Soit x une primitive aléatoire et f une transformation déterministe. Alors l'information de la pri-mitive aléatoire y = f ⋆ x est égale à elle de x :

I [ f ⋆ x ] = I [ x ]Preuve : La densité de y est donnée par le théorème (4.4) :
py(y) = p(f⋆x)(y) = px(f(-1) ⋆ y)En reportant dans la dé�nition de l'information, on a :

I [ y ] =

Z
M

log(px(f(-1) ⋆ y)).px(f(-1) ⋆ y).dM(y)En faisant le hangement de variable y = f ⋆ x, et vu que la mesure est invariante, on obtient
I [ y ] =

Z
M

log(px(x)).px(x).dM(x) = I [ x ] �



5.2. Distribution (( gaussienne )) 1075.2.2 Loi gaussienneSi l'on suppose maintenant que l'on onnaît la moyenne et la ovariane d'une primitive aléatoire :
x ∼ (x̄,Σ), on peut herher omme dans le as réel ou vetoriel la densité qui minimise l'informationonditionnelle

I [ x | E [ x ] = x̄, Σxx = Σ ]Avant de herher à former le lagrangien, observons que omme l'information est invariante paration d'une transformation �xe, on peut reherher la densité de la primitive e = f (-1)x ◦x minimisantl'information assoiée, e qui signi�e que l'on peut toujours se ramener à la reherhe d'une densitéde moyenne nulle 2. Cei permet de simpli�er grandement les aluls et de ne onsidérer que desdistributions qui seront entrées dans la arte prinipale.On onsidère don pour la dérivation de la densité que x̄ = o. Rappelons que les ontraintes àvéri�er sont les suivantes, en utilisant pour simpli�er la densité ρ orrespondant à p dans la arteprinipale :
• C'est une densité de probabilité normalisée : p(x) ≥ 0 et ∫

D
ρ(~x).d~x = 1,

• de moyenne unique l'origine, don aratérisée par : E [ ~x ] =

∫

D
~x.ρ(~x).d~x = 0,

• et de ovariane Σ : E
[
~x.~xT ] =

∫

D
~x.~xT.p(~x).d~x = ΣxxVu les ontraintes, nous allons érire le lagrangien dans la arte prinipale et non pas diretementdans la variété. Il y a don des ontraintes à rajouter sur le bord du domaine : la valeur de la densité

ρ doit être identique pour les points du lieu de oupure tangentiel C = ∂D qui orrespondentau même point physiquement sur la variété : si x ∈ C(o) est un point du lieu de oupure sur lavariété, l'ensemble des points orrespondants sur le bord de la arte prinipale (le lieu de oupuretangentiel) est onstitué d'au moins deux points (il y a au moins deux géodésiques minimisantesqui se renontrent en x), et les onditions aux limites s'érivent don :
∀~x ∈ log(x) p(x) = Cte = ρ(~x).|J(f~x)|En pratique, on peut envisager deux as :� il y a deux géodésiques seulement qui se renontrent en e point du lieu de oupure, et en e aselle partent ave des veteurs tangent opposés, e qui veut dire que les onditions aux limitessont du style ρ(~x) = ρ(−~x). Dans e as, nous pouvons oublier d'inlure la ontrainte : ellesera automatiquement véri�ée grâe à la symétrie de la matrie de ovariane. Nous verronsun exemple ave le erle S1, mais 'est aussi le as des rotations SO3 et plus généralementdes espaes projetifs.� Il y a une in�nité de géodésiques qui se renontrent en e point. C'est le as par exemple surla sphère S2 où toutes les géodésiques partant de l'origine (le p�le nord) se renontrent à unedistane de π au p�le sud : la valeur de la densité ρ doit être identique sur tout le erle derayon π autour du domaine de dé�nition.Nous onjeturons que les onditions aux limites de e type sont automatiquement véri�éesdans le as d'une matrie de ovariane isotrope, mais il faut absolument les inlure dans lelagrangien dans le as général.2. Nous ne onsidérons ii que le as où la moyenne existe et est unique.



108 Aspets statistiques Chap. 5Le seond as néessiterait une étude plus poussée et sans doute plus rigoureuse. Nous ne déve-loppons ii que le premier as (on ne gère pas de onditions aux limites), e qui permet de donner uneidée générale de la distribution gaussienne sur une variété. Dans e qui suit, log et exp représententle logarithme et l'exponentielle lassique sur R. Le lagrangien s'érit don
Λ(ρ) =

∫

D

(
ρ. log(ρ) + ρ. log(|J~x|) + α.ρ+ βT.~x.ρ+

~xT.Γ.~x
2

.ρ

)
.d~xLe lagrangien est stationnaire si la dérivée est nulle :

∂Λ(ρ)

∂ρ
= 0 = log(ρ) + 1 + log(|J~x|) + α+ βT.~x +

~xT.Γ.~x
2e qui donne :

ρ(~x) =
exp(−α− 1)

|J~x|
. exp

(
−βT.~x− ~xT.Γ.~x

2

)En reportant dans les ontraintes, on trouve
• Normalisation : exp(1 + α) =

∫

D
exp

(
−βT.~x− ~xT.Γ.~x

2

)
.
d~x

|J~x|
• Moyenne nulle : ∫

D
~x. exp

(
−βT.~x− ~xT.Γ.~x

2

)
.
d~x

|J~x|
= 0

• Covariane �xée : ∫

D
(~x.~xT − Σ) . exp

(
−βT.~x− ~xT.Γ.~x

2

)
.
d~x

|J~x|
= 0En fait, omme le domaine de dé�nition D est symétrique par rapport à l'origine, on trouve que

β = 0 onvient pour assurer une moyenne nulle. En simpli�ant les équations et en revenant à ladensité sur la variété, on obtient don :
px(x) = k. exp

(
−~x

T.Γx.~x

2

) ave k(-1) =

∫

M
exp

(
−~x

T.Γx.~x

2

)
.dM(x)et la matrie symétrique de paramètres Γx est solution de l'équation :

∫

M
~x.~xT. exp

(
−~x

T.Γx.~x

2

)
.dM(x) = k(-1).ΣxxA partir de es équations, on peut aluler l'information de ette distribution : omme

log(px(x)) = log(k) − ~xT.Γx.~x
2 , on a :
I [ px ] = log(k)− 1

2
.

∫

M
~xT.Γ(-1)

x .~x.px(x).dM(x)En notant que xT.V.y = Tr(V.y.xT), on peut sortir la matrie Γ de l'intégrale, et elle-i se simpli�eomme dans le as vetoriel pour donner la matrie de ovariane. On a au �nal :
I [ px ] = log(k)− 1

2
.Tr (Γx.Σxx)Soit maintenant une primitive aléatoire x de moyenne x̄ quelonque et de ovariane Σxx. Laprimitive aléatoire e = f (-1)x̄ ⋆ x est de moyenne nulle et de ovariane Σee = J(fx̄)

(-1).Σxx.J(fx̄)
(-T).Grâe à l'invariane de l'information, la densité minimisante sahant la moyenne x̄ et la ovariane

Σxx est donnée par la translation inverse x = fx̄ ⋆ e où la primitive e est de densité gaussienne de



5.2. Distribution (( gaussienne )) 109moyenne nulle et de ovariane Σee. La densité gaussienne de moyenne x̄ et de ovariane Σxx estdon :
px(x) = pe(f

(-1)
x̄ ⋆ x) = k. exp

(
−(f (-1)x̄ ⋆~x)T.Γe.(f

(-1)
x̄ ⋆ x)

2

)En utilisant la arte exponentielle en x̄, et en notant Γx = J(fx̄)
(-T).Γe.J(fx̄)

(-1) on peut érire
px(x) = k. exp

(
−
−→̄
xxT.Γx.

−→̄
xx

2

) ave k(-1) =

∫

M
exp

(
−
−→̄
xxT.Γx.

−→̄
xx

2

)
.dM(x)Observons par ailleurs que l'équation qui relie Σee et Γe peut se aussi réérire dans la arte expo-nentielle en x̄ pour relier diretement Σxx et Γx :

k(-1).Σxx =

∫

M

−→̄
xx.
−→̄
xxT. exp

(
−
−→̄
xxT.Γx.

−→̄
xx

2

)
.dM(x)L'information étant invariante, ette distribution a la même information que la distribution entréeà l'origine, et omme à la fois la onstante de normalisation k et Tr (Γx.Σxx) sont invariants, laformule ne hange pas. On peut résumer les résultats ainsi :Théorème 5.3 (Distribution gaussienne)On appelle distribution gaussienne sur la variété M (véri�ant les propriétés usuelle plus la (( sim-pliité )) du lieu de oupure) la densité minimisant l'information onnaissant la moyenne et la ova-riane. La loi gaussienne N(x̄,Γx)(y) de moyenne x̄ et de ovariane Σxx sur la variétéM (véri�antles propriétés usuelle plus la (( simpliité )) du lieu de oupure) est

N(x̄,Γx)(y) = k. exp

(
−
−→̄
xyT.Γx.

−→̄
xy

2

) (5.2)où la onstante de normalisation est
k(-1) =

∫

M
exp

(
−
−→̄
xyT.Γx.

−→̄
xy

2

)
.dM(y) (5.3)et la matrie symétrique de paramètres Γx est solution de l'équation :

k(-1).Σxx =

∫

M

−→̄
xy.
−→̄
xyT. exp

(
−
−→̄
xyT.Γx.

−→̄
xy

2

)
.dM(y) (5.4)Les paramètres de la loi sont x̄ et Γx, et son information est donnée par :

I
[
N(x̄,Γx)

]
= log(k)− 1

2
.Tr (Γx.Σxx) (5.5)A partir du paramètre Γ, on peut aluler, au moins de manière numérique, la ovariane de laprimitive aléatoire. La détermination inverse est plus dure et néessite la résolution des équationsouplées (5.3) et (5.4).Notons au passage qui si x ∼ (x̄,Σxx) est une primitive aléatoire de densité gaussienne N(x̄,Γx),alors y = f ⋆ x est enore une primitive aléatoire gaussienne N(ȳ,Γy) de moyenne ȳ = f ⋆ x̄ et deparamètre

Γy = J (-T).Γx.J
(-1) où J =

∂(f ⋆~x)

∂~x

∣∣∣∣
~x=x̄alors que sa ovariane est Σyy = J.Σxx.J

T. On pressent ii une relation du type Σ = Γ(-1) que nousallons préiser dans les exemples i-dessous.



110 Aspets statistiques Chap. 55.2.3 Exemple 1 : le as vetorielOn onsidère bien sûr les transformations rigides. La mesure invariante se simpli�e dans e as à
dM(x) = dx et la arte prinipale est de plus identi�ée à l'espae vetoriel d'origine. L'intégrationdes équations pour la normalisation et la ovariane est alors lassique, et, en utilisant le hangementde variable y = A.x dans l'intégrale de la ovariane où A est une raine arrée de la matriesymétrique Γ (Γ = AT.A), on obtient :

k(-1) =

∫Rn

exp

(
−x

T.Γ.x
2

)
.dx = |A|(-1).∫Rn

exp(−‖y‖
2

2
).dyCette dernière intégrale se alule aisément en oordonnées polaires dans Rn : si r = ‖y‖ est le rayonet Ω l'angle solide, on a dy = rn−1.dr.dΩ et don :

k(-1) = |A|(-1).(∫
Sn−1

dΩ

)
.

(∫ ∞

0
exp(−r2/2).rn−1.dr

)

= |A|(-1).(2.πn/2

Γ(n
2 )

)
.
(
Γ
(

n
2

)
.2(n−2)/2

)
= (2π)

n
2√
|Γ|où Γ est la fontion Gamma ou fontion Eulérienne de deuxième espèe. Pour la ovariane, rap-pelons que Σ =

∫Rn x.x
T.k. exp

(
−xT.Γ.x

2

)
.dx. En utilisant le hangement de variable y = A.x,l'intégrale se simpli�e en

A.Σ.AT = |A|(-1).k.∫Rn

y.yT. exp(−‖y‖2/2).dyLes omposantes hors diagonales sont nulles ar on intègre des fontion anti-symétriques, et on apour la ie omposante diagonale :
[A.Σ.AT]ii = |A|(-1).k.(∫R y2

i . exp(y2
i /2).dyi

)
∏

j 6=i

∫R exp(y2
j /2).dyj




= |A|(-1).( |A|
(2π)

n
2

)
.
(√

2.π
)
.
(
(2.π)

n−1
2

)
= 1On a don A.Σ.AT = Id, e qui se traduit en Γ = Σ(-1). La densité est don bien la densité gaussiennelassique :

N(0,Γ)(x) = k. exp

(
−x

T.Γ.x
2

)
=

1

(2.π)n/2.
√
|Σ|

. exp

(
−x

T.Σ(-1).x
2

)5.2.4 Exemple 2 : le erleEn onsidérant le erle dans le plan R2, un groupe de transformation approprié est le groupe desrotations, et la représentation exponentielle pour la distane invariante est l'angle θ ∈ D =]− π;π[du point du erle ave, par exemple, l'axe des x. La mesure invariante est alors simplement dθ.Si l'on onsidère maintenant un erle de rayon r et que l'on onserve la métrique du plan, lareprésentation exponentielle devient x = r.θ et le domaine est D =] − a; a[, où a = π.r. La mesureinvariante est alors dx = r.dθ et le fateur de normalisation s'érit :
k(-1) =

∫ a

−a
exp

(
−γ.x

2

2

)
.dx =

√
2π

γ
.erf(√γ

2
.a

)



5.2. Distribution (( gaussienne )) 111où erf est la fontion d'erreur erf(x) = 2√
π
.
∫ x
0 exp(−t2).dt. La densité est alors

N(0,γ)(x) =

√
γ

2π
.
exp

(
−γ.x2

2

)erf(√γ
2 .a
) = k. exp

(
−γ.x

2

2

)e qui est en fait une gaussienne lassique tronquée. Cei se ressent dans la liaison entre la variane
σ2 et le paramètre γ par l'introdution d'un biais dans la relation σ2 = 1/γ. L'intégration del'équation de variane donne en e�et :

σ2 =

∫ a

−a
x2.k. exp

(
−γ.x

2

2

)
.dx =

1

γ

(
1− 2.a.k. exp

(
−γ.a

2

2

))Pour �xer les idées, il est intéressant de regarder quelques propriétés aux limites : si le rayontend vers l'in�ni, le erle devient la droite réelle R et on obtient σ2 = 1/γ et la densité gaussienneunidimensionnelle lassique, omme on pouvait s'y attendre.Un autre as limite est intéressant : omme le erle est ompat et borné, la variane ne peutpas devenir in�nie omme dans le as réel. En e�et, si l'on fait tendre le paramètre γ vers 0 (e quiorrespond dans le as vetoriel à faire tendre la variane vers l'in�ni), un développement limité de
σ2 donne σ2 = a2/3 +O(γ). L'étalement maximal de la gaussienne est don :

σ2
0 = lim

γ→0
σ2 =

a2

3
pour une densité de N(0,0)(x) =

1

2.aOn retrouve don la densité uniforme sur le erle omme la densité gaussienne de paramètre 0.A l'opposé, si γ tend vers l'in�ni, on obtient le Dira à l'origine (voir �gure 5.3).5.2.5 Approximation pour Σ faiblePour �nir, remarquons quand même que si la distribution gaussienne est (( su�samment en-trée 3 )), alors la mesure invariante dans la arte exponentielle autour de la primitive x̄ est à peu dehoses près la mesure de Lebesgue :
dM(

−→̄
xy) =

√
|Q(
−→̄
xy)|.d−→̄xy ≃

√
|Q(~̄x)|.d−→̄xyNotons que la base induite par la arte prinipale sur l'espae tangent au point x̄ n'est pas ortho-normée et nous sommes obligés de onserver la métrique pour remédier à ela. L'autre solutiononsisterait à se ramener à l'origine. La partie de l'exponentielle qui serait en dehors du domaine,omme les ontraintes éventuelles sur les bords, deviennent aussi négligeables et on est alors dansle as (( quasi-vetoriel )) où la distribution est donnée par

N(x̄,Γx)(y) ≃ k. exp

(
−
−→̄
xyT.Γx.

−→̄
xy

2

)ave
k(-1) ≃ (2.π)n/2.

√
|Q(~̄x).Σxx| et Γx ≃ Σ(-1)

xxIl serait intéressant de développer plus avant ette approximation, et en partiulier d'en préiserl'ordre par rapport à la variane σ2 et sans doute également du rayon d'injetion et de la ourburemaximale.3. Cei dépend a priori de Σ mais aussi de la ourbure de la variété qui intervient dans l'expression de la mesureinvariante et de l'extension du domaine de dé�nition de la arte exponentielle.
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Fig. 5.3 � Variane en fontion du paramètre γ de la gaussienne sur le erle de rayon 1 et dans
R. Cette variane tend vers σ2

0 = π2/3 pour la distribution uniforme sur le erle (γ = 0) alorsqu'elle tend vers l'in�ni pour la mesure uniforme sur R. Il est intéressant de noter que pour unefaible variane (ii γ > 1), une bonne valeur approhée de la relation entre la variane sur le erleet le paramètre γ est σ2 ≃ 1/γ, 'est-à-dire identique au as réel.Retour à l'information : approximation pratique Supposons que l'on ait estimé, à partirdu même ensemble de données, les matries de ovarianes à l'origine de deux modèles de bruitsdi�érents. Pour savoir lequel est le plus adapté, il paraît raisonnable de hoisir le modèle de bruitle plus informatif. Pour ela, on assoie à haque modèle de bruit l'information minimale parmi lesdistribution ayant ette moyenne et ovariane.Le problème qui se pose est évidemment de aluler l'information de la distribution gaussienne,étant donné qu'on ne sait pas en général en aluler les paramètres. A�n d'obtenir quand même unritère pratique, nous nous plaerons dans le as d'une ovariane Σ faible développé i-dessus. Laformule (5.5) se réduit alors à
I [N(x̄,Γx) ] = −n

2
(1 + log(2.π)) − 1

2
log
(
det(Q(~̄x).Σ)

)En pratique, on assoiera don à une primitive aléatoire x ∼ (x̄,Σxx) l'information :
I [ x ] = −n

2
(1 + log(2.π)) + log (|J(f~̄x)|)−

1

2
. log (|Σ|) (5.6)5.2.6 DisussionL'approhe (( minimisation de l'information )) pour la dé�nition de la gaussienne sur une variétésemble prometteuse et permet d'obtenir une famille de distributions allant du Dira, la distributionpontuelle exate, à la distribution uniforme (ou la mesure uniforme si l'espae n'est pas ompat).Cependant, le lien entre le paramètre Γ et la ovariane Σ de la distribution gaussienne est loin d'être



5.3. Distane de Mahalanobis 113aussi simple que dans le as vetoriel et les équations ne sont pas toujours intégrables formellement,même si l'on pourrait onevoir des algorithmes pour le faire numériquement.Ainsi, dans le as des rotations, la mesure invariante est donnée pour le veteur rotation (la arteprinipale) par l'équation (3.7) : dG(r) = 4 sin2(θ/2)
θ2 dr et la densité gaussienne entrée à l'origine deparamètre Γ est N(0,Γ)(r) = k. exp(−rT.Γ.r/2). En passant en oordonnées polaires (r = θ.n), onpeut exprimer la onstante de normalisation par :

k(-1) = 4

∫

n∈S2

∫ π

θ=0
sin2(θ/2). exp

(
−θ2.

nT.Γ.n
2

)
.dθ.dnet la ovariane est :

Σ = 4.k.

∫

n∈S2
n.nT.∫ π

θ=0
θ2. sin2(θ/2). exp

(
−θ2.

nT.Γ.n
2

)
.dθ.dnOr les intégrales ∫ π

θ=0 sin2(a.x).e−a.x2
.dx et ∫ π

θ=0 x
2. sin2(a.x).e−a.x2

.dx ne sont pas alulableformellement à notre onnaissane. On ne peut don pas développer plus la notion de gaussiennesans une étude approfondie des algorithmes numériques qui nous permettraient de aluler k et Σen fontion de Γ et de façon réiproque k et Γ en fontion Σ.Un seond problème qui demanderait également une étude approfondie onerne la as où plusde deux géodésiques minimisantes se renontrent sur le lieu de oupure, omme par exemple surle sphère S2. Nous onjeturons qu'il n'y a pas de problème si la distribution est isotrope, maisil faut absolument introduire des ontraintes sur le bord du domaine en as d'anisotropie et ladistribution ne devrait plus être de (( forme exponentielle )) dans e as. Il serait également intéressantde faire le lien ave la théorie des statistiques diretionnelles (voir par exemple (Bingham, 1974;Jupp et Mardia, 1989; Kent, 1992; Mardia, 1995)). Il semblerait d'ailleurs qu'un ertain nombre dedistributions examinées dans es travaux puissent être exprimées dans le formalisme variationneldéveloppé ii grâe à l'utilisation de onneteurs invariants (au sens de (Piard, 1994)) di�érents duonneteur métrique invariant (la arte exponentielle) sur lequel nous avons basé notre théorie.5.3 Distane de Mahalanobis5.3.1 Dé�nition de la distane simpleLe problème que l'on se pose maintenant est de omparer la mesure ŷ d'une primitive avela distribution d'une primitive aléatoire x ∼ (x̄,Σxx), par exemple pour savoir si la mesure peutdéemment provenir de ette distribution. Dans le adre statistique, on suppose plut�t que l'on aune mesure bruitée x ∼ (x̂,Σxx) : x̂ est alors notre mesure et Σxx représente l'inertitude que l'ona estimée sur ette mesure. En supposant que le bruit est entré, on veut savoir si ette primitivealéatoire peut être une mesure de la primitive exate y.Dans le as d'une distribution gaussienne dans un espae vetoriel, 'est le test du χ2 quipermet de répondre à ette question. Ce test mesure la probabilité de la distane de Mahalanobis
µ2 = (x̂ − x̄)T.Σ(-1)xx .(x̂− x̄) en supposant que x̂ soit une réalisation de x. Si la probabilité est tropfaible (i.e. µ2 est trop grand), on rejette l'hypothèse. Cette dé�nition de la distane de Mahalanobisse généralise aisément au as des variétés :Dé�nition 5.3 (Distane de Mahalanobis simple)On appelle distane de Mahalanobis simple entre une primitive aléatoire x ∼ (x̄,Σxx) et une primi-tive �xe y la valeur :

µ2(x, y) =
−→̄
xyT.Σ(-1)

xx .
−→̄
xy (5.7)



114 Aspets statistiques Chap. 5On peut évidement exprimer ette distane dans la arte prinipale : si l'on note e = f (-1)x̄ ⋆x l'erreurramenée à l'origine et z = f (-1)x̄ ⋆ y l'erreur de mesure également ramenée à l'origine, on a :
µ2(x, y) = (f (-1)x̄ ⋆ ~y)T.J(fx̄)

T.Σ(-1)
xx .J(fx̄).(f

(-1)
x̄ ⋆ ~y) = ~zT.Σ(-1)

ee .~z = µ2(e, z)5.3.2 PropriétésSoit f une transformation déterministe et x0 = f ⋆x et y′ = f ⋆y les transformées de la primitivealéatoires x et de la primitive �xe y. Alors on a :
−−→
x̄′y′ = J.

−→̄
xy et Σx0x0 = J.Σxx.J

T ave J =
∂(f ⋆~x)

∂~x

∣∣∣∣
~x=~̄xIl su�t don d'érire la dé�nition de µ2(x0, y′) pour voir que ette expression est égale à la distanede Mahalanobis avant transformation :

µ2(f ⋆ x, f ⋆ y) = µ2(x, y) (5.8)Cei nous permet également de nous ramener à la arte prinipale ave une omplexité algorith-mique plus faible que préédemment grâe à la transformation f (-1)y :
µ2(x, y) = µ2(f(-1)y ⋆ x, o) = ~̄eT.Σ(-1)

ee .~̄e où e = f(-1)y ⋆ x (5.9)En�n, une dernière propriété qui nous sera utile onerne la distane de Mahalanobis moyenne.La parallèle est à faire ave la variane : σ2
x = E

[ dist(x, x̄)2
], mais en utilisant ii la distane deMahalanobis :

E
[
µ2(x, x̄)

]
=

∫

M

−→̄
xyT.Σ(-1)

xx .
−→̄
xy.px(y).dM(y) = Tr(Σ(-1)

xx .

∫

M

−→̄
xy.
−→̄
xyT.px(y).dM(y)

)où le dernier terme est obtenu en utilisant l'identité zT.A.z = Tr(A.z.zT). L'intégrale est don égaleà la matrie de ovariane et omme Tr(Σ(-1)
xx .Σxx) = Tr( Idn) = n, on obtient l'identité suivante

E
[
µ2(x, x̄)

]
= n (5.10)Cette identité est très utile pour di�érents tests statistiques. Nous l'utiliserons en partiulierau hapitre 9 pour valider a posteriori l'inertitude estimée sur le realage de deux ensembles deprimitives.5.3.3 Autre dé�nitionEn partant de la densité gaussienne de moyenne x̄ et de ovariane Σxx :

N(x̄,Γ)(y) = k. exp

(
−
−→̄
xyT.Γ.−→̄xy

2

)on pourrait envisager une dé�nition de la distane de Mahalanobis omme l'entropie (( normalisée ))de la primitive �xe y par rapport à la gaussienne :
µ′2(x, y) = log(k)− 2. log(N(x̄,Γ)(y)) =

−→̄
xyT.Γ.−→̄xy



5.3. Distane de Mahalanobis 115Cette dé�nition, si elle peut présenter de nombreux avantages, a l'inonvénient majeur de reposersur une famille de distributions �xée (la gaussienne) et n'est don pas adaptée si on onnaît ladistribution exate de la primitive aléatoire x et non plus seulement sa moyenne et sa ovariane.De plus, d'un point de vue omplexité algorithmique, elle repose sur le paramètre Γ de la gaussienneque nous avons vu di�ilement alulable.Cependant, pour une distribution quasi-gaussienne su�samment entrée, on a la relation Σ(-1)
xx ≃

Γ et les deux dé�nitions sont don équivalentes. Dans le as vetoriel, es deux dé�nitions sontévidemment identiques.5.3.4 Test du χ2Connaissant la loi de x (par exemple gaussienne) et en supposant que ŷ en soit une réalisation,on pourrait penser à aluler la distribution expliite de µ2(x, ŷ) et généraliser ainsi le test du χ2 auxvariétés. En pratique, e type de alul s'avère di�ile, omplexe et surtout spéi�que à haque typede primitive. Étant donné qu'on ne sait déjà pas mener les aluls des paramètres de la gaussiennesur les rotations, il paraît illusoire de vouloir dériver la distribution du χ2 assoiée. De manière plusgénérale, il serait intéressant d'explorer es distributions mais le travail néessaire dépasse le adrede e manusrit.Dans la pratique, on supposera que les distributions sont quasi-gaussiennes et su�sammententrées pour que l'on soit dans le adre (( quasi-vetoriel )) : la distribution de µ2(x, y) est alorsquasiment un χ2
n si y est bien une réalisation de x, où le nombre de degrés de liberté n est ladimension de la variété. Rappelons pour mémoire que la densité de probabilité du χ2 à n degrés delibertés est donnée par

pχ2
n
(u) =

1

2.Γ
(

n
2

) .
(u

2

)
. exp

(
−u

2

) (5.11)Rappelons également que la fontion Γ est alulable par la propriété de réurrene : Γ(x + 1) =
x.Γ(x) ave Γ(1) = 1 et Γ(1

2) =
√
π. On obtient don

Γ(
n

2
) = (k − 1)! si n = 2.k et Γ(

n

2
) =
√
π.

k−1∏

i=0

(i+
1

2
) si n = 2.k + 15.3.5 Distane de Mahalanobis entre primitives aléatoires5.3.6 Dé�nition théoriqueOn suppose ii que l'on a deux mesures bruitées x ∼ (x̄,Σxx) et y ∼ (ȳ,Σyy), et l'on voudraittester si es deux primitives aléatoires peuvent être les mesures d'une même primitive exate z. Si'est le as, il existe une primitive z telle que µ2(x, z) et µ2(y, z) soient simultanément faibles, etla primitive �xe la mieux plaée pour remplir es onditions est évidemment elle qui minimise lasomme de es deux distanes de Mahalanobis. La dé�nition de la distane de Mahalanobis entredeux distributions serait don

µ2(x,y) = min
z

(
µ2(x, z) + µ2(y, z)

)
= min

z

(−→̄
xzT.Σ(-1)

xx .
−→̄
xz +

−→̄
yzT.Σ(-1)

yy .
−→̄
yz
) (5.12)L'inonvénient majeur de ette dé�nition est qu'elle néessite une minimisation. Or, dans un algo-rithme de reonnaissane, ette distane sert non seulement de test de déision, par exemple pouraepter un appariement ou le rejeter omme aberrant, mais aussi de ritère de lassi�ation de esappariements. Il est don souhaitable que son alul soit rapide. Cette onstatation nous amène àonsidérer une autre dé�nition, sans doute plus ad ho, mais qui ne néessite pas de minimisation.



116 Aspets statistiques Chap. 55.3.7 Dé�nition pratiqueDé�nition 5.4 (Distane de Mahalanobis double)On appelle distane de Mahalanobis entre deux primitives aléatoires x ∼ (x̄,Σxx) et y ∼ (ȳ,Σyy) ladistane de Mahalanobis simple entre la primitive aléatoire z = f (-1)
y ⋆ x et l'origine :

ν2(x,y) = µ2(f (-1)
y ⋆ x, o) (5.13)En utilisant les équations de propagation de la moyenne et de la ovariane (setion 4.4.2) et ennotant :

J~x =
∂(f (-1)~y ⋆~x)

∂~x
J~y =

∂(f (-1)~y ⋆~x)

∂~y
=
∂(f (-1)~y ⋆~x)

∂f (-1)~y

.
∂f (-1)
∂f

∣∣∣∣
f=f~y

.
∂f~y
∂~yles jaobiens estimés en (x̄, ȳ), la primitive aléatoire z = fy ⋆x est aratérisée par une moyenne de

z̄ = fȳ ⋆ x̄ et une ovariane de Σzz = J~x.Σxx.J
T
~x + J~y.Σyy.J

T
~y et la distane de Mahalanobis est

ν2(x,y) = z̄T.Σ(-1)
zz .z̄ = (f (-1)ȳ ⋆ x̄)T.(J~x.Σxx.J

T
~x + J~y.Σyy.J

T
~y )(-1).(f (-1)ȳ ⋆ x̄)Théorème 5.4 (Invariane de la distane de Mahalanobis)Soient x et y deux primitives aléatoires et f une transformation déterministe. Alors :

ν2(f ⋆ x, f ⋆ y) = ν2(x,y) (5.14)Preuve :Notons x′ = f ⋆ x et y′ = f ⋆ y. Il existe don h ∈ H tel que fy′ ◦ h = f ◦ fy, e qui donne :
f
(-1)
y′ = h ◦ f

(-1)
y ◦ f (-1). Soit maintenant z = f

(-1)
y ⋆ x. On obtient don z′ = f

(-1)
y′ ⋆ x′ = h ⋆ z, e quis'exprime dans la arte prinipale pour la primitive moyenne par

z̄′ = J(hz̄).z̄puisque l'ation est hz̄ est linéaire dans ette arte.Pour aluler la matrie de ovariane de z0, on utilise justement le jaobien ∂~z′

∂~z
estimé à la valeurmoyenne. On a don : Σz′z′ = J(hz̄).Σzz.J(hz̄)

T. En reportant dans la dé�nition de la distane deMahalanobis, on trouve :
ν2(f ⋆ x, f ⋆ y) = z̄′

T
.Σ

(-1)
z′z′ .z̄′ = z̄T.Σ(-1)

zz .z̄ = ν2(x,y) �5.3.8 Équivalene des dé�nitions dans le as vetorielThéorème 5.5 (Distane de Mahalanobis double et minimum)Soient x ∼ (x,Σxx) et y ∼ (y,Σyy) deux veteurs aléatoires. On note Λ = (Σxx + Σyy)(-1). Leminimum sur z ∈ Rn de µ2(x, z) + µ2(y, z) est obtenu pour le veteur
z = ( Id− Σxx.Λ).x + ( Id− Σyy.Λ).y (5.15)ave la valeur :

µ2(x,y) = min
z

(
µ2(x, z) + µ2(y, z)

)
= (x− y)T.Λ.(x− y) = ν2(x,y) (5.16)Notons que ette équivalene et la formulation exate du résultat sont à la base des équationsdu �ltre de Kalman. Pour développer la preuve, nous aurons besoin du lemme d'inversion, dont onpourra trouver une démonstration dans (Maybek, 1979, p. 213).Lemme 5.1 (Lemme d'inversion)Soit deux matries symétriques dé�nies positives W et S de dimension m et n, et une matrie Mde dimension n×m. Alors :

(MT.W (-1).M + S(-1))(-1) = S − S.MT(W +M.S.MT)(-1).M.S (5.17)



5.3. Distane de Mahalanobis 117Preuve : (théorème 5.5)Le minimum dans C(z) = µ2(x, z) + µ2(y, z) est aratérisé par une dérivée nulle par rapport à z :
∂C(z)

∂z
= 2

�
(x − z)T.Σ(-1)xx + (y − z)T.Σ(-1)yy � = 0Le minimum est don obtenu pour

z = (Σ(-1)xx + Σ(-1)yy )(-1).(Σ(-1)xx .x + Σ(-1)yy .y)ave une matrie hessienne dé�nie positive : Hz = Σ
(-1)xx + Σ

(-1)yy . On a don bien un minimum unique.Utilisons le lemme d'inversion pour (( simpli�er )) z : on a M = Id, W = Σxx et S = Σyy (etréiproquement). En notant Λ = (Σxx + Σyy)(-1) et en fatorisant, on obtient :
(Σ(-1)xx + Σ(-1)yy )(-1) = { Id − Σyy.Λ} .Σyy = { Id − Σxx.Λ} .ΣxxEn reportant dans z, on trouve :

z = ( Id − Σxx.Λ).x + ( Id − Σyy.Λ).yReportant maintenant ette valeur dans µ2(x, z). Comme Σ
(-1)xx .(z − x) = Σ

(-1)xx ( Id − Σyy.Λ).y − Λ.x,on a :
µ2(x, z) = (z − x)T.Σ

(-1)xx .(z − x)
= xT.Λ.Σxx.Λ.x − 2.yT.( Id − Λ.Σyy).Λ.x

+yT.( Id − Λ.Σyy).Σ
(-1)xx .( Id − Σyy.Λ).yPour simpli�er le terme en yT.y, posons S = Λ.Σyy.Λ, et W = −M ave M = MT = S(-1) − Λ(-1).Nous allons réutiliser le lemme d'inversion. Pour ela, observons que

M.S = Id − Λ(-1).S = Id − Σyy.Λ

M.S.MT + W = (M.S − Id).M = −Λ(-1).S.M

= Λ(-1) − Σyy = −ΣxxLe terme en yT.y se simpli�e don grâe au lemme d'inversion en
( Id − Λ.Σyy).Σ

(-1)xx .( Id − Σyy.Λ) = S.MT.(M.S.MT + W )(-1).M.S

= S − (S(-1) + MT.W (-1).M)(-1)
= S − (S(-1) − M)(-1)
= Λ.Σyy.Λ − Λe qui simpli�e µ2(x, z) en :

µ2(x, z) = −xT.Λ.Σxx .Λ.x − 2.yT.( Id − Λ.Σyy).Λ.x + yT.(Λ − Λ.Σyy.Λ).yL'addition des distanes de Mahalanobis par rapport à x et y donne don :
µ2(x, z) + µ2(y, z) = xT(Λ.Σxx.Λ + Λ − Λ.Σxx.Λ).x

+yT(Λ.Σyy.Λ + Λ − Λ.Σyy.Λ).y
−2.yT(2.Λ − Λ.Σyy.Λ + −Λ.Σxx.Λ).xComme (Σxx + Σyy) = Λ(-1), on trouve �nalement :

µ2(x, z) + µ2(y, z) = (x − y)T.Λ.(x − y) = ν2(x,y) �5.3.9 Disussion sur la distane de MahalanobisNous avons dé�ni une distane statistique entre une mesure y d'une primitive et une primitivealéatoire x qui généralise, sur la base de la matrie de ovariane, la distane de Mahalanobis las-sique. De plus, elle est invariante par l'ation d'une transformation �xe et suit, pour une ovarianesu�samment faible, une loi du χ2 à n degrés de liberté (n étant la dimension de la variété).L'extension de ette dé�nition à une distane entre deux primitives pose ependant plus deproblèmes et néessiterait sans doute une étude plus poussée. Nous avons tout d'abord proposé unedé�nition basée sur la minimisation :
µ2(x,y) = min

z

(
µ2(x, z) + µ2(y, z)

)qui généralise orretement la distane de Mahalanobis simple de l'équation (5.9) si l'on onsidèreque la distane de Mahalanobis entre deux primitives déterministes di�érentes est in�nie partout et



118 Aspets statistiques Chap. 5que la distane entre deux primitives déterministes égales est nulle. Cette dé�nition est évidemmentinvariante par l'ation d'une transformation �xe et symétrique mais elle est di�ile à implémenteret augmente onsidérablement les temps de aluls à ause de la dé�nition impliite.Nous avons don proposé une autre dé�nition qui se alule diretement et orrespond à lapremière dans le as vetoriel. Elle est également invariante mais elle n'est généralement pas symé-trique :
µ2(f (-1)y ⋆ x, o) = ν2(x,y) 6= ν2(y,x) = µ2(f (-1)x ⋆ y, o)Cependant, nous n'avons observé lors de nos expérienes que des di�érenes relatives de l'ordrede 2% entre µ2(x,y) et µ2(y,x). De plus, l'équivalene de ette dé�nition ave la dé�nition parminimisation dans le as vetoriel nous permet de onsidérer que nous avons ainsi obtenu uneapproximation de ν2(x,y). Cette valeur approhée apparaît en pratique largement su�sante pourlasser des appariements et rejeter des mesures aberrantes.Par ontre, la dé�nition par minimisation ouvre la voie à des algorithmes de alul de la moyenneinluant des informations du seond ordre : voir à e sujet les divers algorithmes du hapitre 8.5.4 ConlusionOn peut onsidérer que nous avons onlu ave les aspets statistiques notre théorie de l'inerti-tude sur les primitives géométriques. L'étude des modèles de bruits nous a permis de aratériser lesbruits homogènes et isotropes qui seront à la base de nos appliations statistiques, et nous avons puébauher une étude des distributions équivalentes à la gaussienne sur les variété homogènes grâeà la minimisation de l'information. Cei nous permet en partiulier de justi�er le hoix d'une dis-tribution quasi-gaussienne dans la arte exponentielle au point x̄ omme distribution de référenepour la primitive aléatoire x ∼ (x̄,Σxx), et de justi�er le test du χ2 sur la distane de Mahalanobissimple. L'approximation de la distane de Mahalanobis entre deux primitive probabilistes prendrason importane dans la seonde partie de e manusrit, pour la fusion de primitives ou l'estimationde la transformation entre deux objets (le realage).



Chapitre 6
Synthèse : implémentation pratique

Nous avons développé jusqu'ii un ensemble d'outils mathématiques pour gérer l'inertitude surles primitives géométriques. Nous présentons dans ette setion un résumé pratique des formulesimportantes et surtout de la démarhe à suivre pour pouvoir appliquer ette théorie.La première setion rappelle les étapes mathématiques qui onduisent à l'obtention des géodé-siques et de la arte prinipale. Nous présentons ensuite les quelques opérations de base à implé-menter pour haque type de primitive à partir desquelles nous pouvons onstruire la plupart desalgorithmes sur les primitives, de manière totalement indépendante du type de primitive onsidéré.Cette façon (( orientée objet )) de travailler ave les primitives géométriques est à la base de labibliothèque C qui implémente la théorie développée jusqu'ii pour les repères, les repères semi-orientés et non orientés et les points. Nous développerons les aluls néessaires à es primitives etles appliations dans la seonde partie de e manusrit (voir hapitre 7).6.1 Phase mathématique : géodésiques et arte prinipaleOn s'intéresse don ii à une variété de primitives géométriques M soumises à l'ation d'ungroupe de transformation G. Nous nous foaliserons dans un premier temps sur le groupe de trans-formation, en supposant qu'il soit dé�ni de manière indépendante des primitives, par exemples parson ation sur un espae eulidien. C'est le as du groupe des transformations rigides que nousonsidérons dans e manusrit, mais on pourrait penser à d'autres groupes omme les similitudes,les transformations a�nes ou les transformations projetives.6.1.1 Le groupe de transformation GLe premier travail est de dé�nir les éléments du groupes, par exemple omme une sous-variétéd'un espae vetoriel eulidien. Les transformations a�nes en n-D sont ainsi dé�nies par une matrie
n×n A et un veteur de translation t, 'est-à-dire n.(n+1) éléments réels. Cependant, tous les pointsde et espae Rn.(n+1) ne représentent pas un élément du groupe puisque l'on a la ontrainte det(A) 6=
0 pour que la matrie soit inversible. De même, les transformations rigides sont représentables parune matrie n × n R, véri�ant les ontraintes R.RT = RT.R = Id et det(R) = +1, et un veteurde translation t ∈ Rn. Cette façon de dé�nir l'ensemble des transformations permet de montrer119



120 Synthèse : implémentation pratique Chap. 6aisément qu'on a bien une variété di�érentielle puisqu'il su�t pour ela que les ontraintes soientnon dégénérées (de jaobien non nul). On note habituellement f et g des points de ette variété G.Pour que l'on puisse travailler sur le groupe, il faut enore un élément neutre que l'on appelleraidentité ( Id) et l'expression des opérations de omposition (f ◦ g) et d'inversion (f (-1)).Nous supposerons de plus, pour pouvoir obtenir une distane entre tous les éléments du groupe,que le groupe est onnexe. Cela revient à dire que deux transformations quelonques peuvent êtrereliés par une suite de transformations ontinues. Cette hypothèse est en général justi�ée si l'ontravaille en vrai 3D. On devrait ainsi restreindre le groupe des transformations a�nes à elles dedéterminant positif (la feuille qui ontient l'identité) ar on ne peut pas passer ontinûment d'undéterminant positif à un déterminant négatif sans passer par une matrie de déterminant nul, quin'est plus une transformation puisqu'elle n'est pas inversible. Cela orrespondrait par exemple àreplier R3 tout entier dans un plan, une droite ou un seul point, e qui semble peu réaliste.Le as d'un groupe onnexe ompat C'est un as un peu spéial puisqu'il existe alors unemétrique invariante à droite et à gauhe en même temps, et que les géodésiques partant de l'iden-tité pour ette métrique sont les sous-groupes à un paramètre. Une propriété intéressante est quetoutes les transformations d'un sous groupe à un paramètre ommutent. La démarhe est alors dearatériser la ommutation de deux transformation (f ◦ g = g ◦ f), puis de trouver l'expression desourbes γ(t) sur le groupe satisfaisant :
∀(s, t) ∈ R2, γ(s+ t) = γ(s) ◦ γ(t) = γ(t) ◦ γ(s)Puisque es sous-groupes sont dé�nis sur R tout entier et que le groupe est supposé onnexe, legroupe est géodésiquement omplet. De plus, on obtient les géodésiques partant d'un point f par latranslation à gauhe f ◦ γ(t) (ou à droite γ(t) ◦ f puisque la métrique est bi-invariante).Il ne reste plus alors qu'à aratériser l'espae tangent à l'identité (i.e. trouver un espae vetorielde dimension n qui lui soit di�éomorphe), aluler le veteur tangent v en t = 0 à une telle ourbe,et réérire l'équation de la ourbe γv en fontion de e veteur tangent. L'exponentielle est alorsdé�nie par :

exp(v) = γv(1)La suite est alors identique au as général.Cas général : groupe onnexe loalement ompat La démarhe est ii un peu plus ompli-quée puisque l'on doit passer par une arte pour déterminer les géodésiques. On suppose don quel'on a une représentation minimale du groupe que l'on notera f et dont le domaine est un ouvertautour de l'identité. Par une translation appropriée dans la arte, on peut se ramener à une arteentrée en l'identité, 'est-à-dire telle que l'identité soit représentée par le veteur nul. On déterminealors l'expression de la omposition f ◦ g dans ette arte (pour des transformations su�sammentprohes des l'identité), ainsi que les dérivées de ette opération et en partiulier le jaobien de latranslation à gauhe, qui permet de onstruire la représentation loale de la métrique invariante àgauhe.
Q(x) = JL(f)(-T).Q.JL(f)(-1) ave JL(f) =

∂(f ◦ e)
∂e

∣∣∣∣
e= IdNotons qu'on peut hoisir sans problème la métrique à l'identité Q = Id puisque les géodésiques sontglobalement invariantes au hoix de ette métrique. De plus, on pourra toujours hanger après-oupette métrique Q en appliquant un hangement de variable a�ne dans la arte prinipale.



6.1. Phase mathématique : géodésiques et arte prinipale 121Le plus di�ile est alors à faire : résoudre le système d'équations di�érentielles du seond ordresuivant pour trouver l'équation des géodésiques.
d2γi

dt2
+

n∑

j,k=1

Γi
j,k.

dγj

dt
.
dγk

dt
= 0On rappelle que les symboles de Christo�el sont donnés par

Γi
j,k =

1

2

n∑

m=1

qim

(
∂qmj

∂xk
+
∂qmk

∂xj
− ∂qjk
∂xm

)où qij = [Q(f)(-1)]ij . On pourra ependant se ontenter des géodésiques partant de l'origine, 'est-à-dire de zéro dans notre arte entrée. S'il existe toujours une solution, il n'est pas dit qu'elle soitexpliite et exprimable ave nos fontions usuelles. Cependant, on supposera que 'est le as ii.Une fois qu'on a l'équation loale des géodésiques autour de l'identité dans notre arte, ondétermine leur équation diretement dans le groupe G et on véri�e qu'elles s'étendent sans singularitéà R tout entier et que le groupe est ainsi géodésiquement omplet.On alule alors le veteur tangent v à haque géodésique dans la arte loale ou, omme dansle as du groupe ompat, dans un espae vetoriel di�éomorphe à l'espae tangent à l'identité, eten réérit l'équation de la ourbe γv en fontion de e veteur. L'exponentielle est alors dé�nie par :
exp(v) = γv(1)On inverse alors ette expression pour obtenir l'ensemble V(f) des veteurs v satisfaisant exp(v) = f,puis on détermine le lieu de oupure, limitant le domaine de dé�nition. Pour ela, il su�t de se sou-venir qu'il n'existe qu'une seule géodésique minimisante à l'intérieur du domaine et éventuellementplusieurs sur le bord (le lien de oupure). On peut don aluler la (( norme )) de haque primitive

f :
NL(f) = dist(f, Id) = min

v∈V(f)
(‖v‖)et réduire V(f) à l'ensemble des veteurs de norme minimale :

Vmin(f) = arg min
v∈V(f)

(‖v‖)On a alors obtenu la arte prinipale. Si Vmin(f) n'est pas réduit à un seul élément, alors f faitpartie du lieu de oupure de l'identité et Vmin(f) est l'ensemble des veteurs à identi�er sur le lieude oupure tangentiel, et si Vmin(f) = {~f} est réduit à un seul élément, alors on est en général àl'intérieur du domaine de dé�nition D (bien qu'oasionnellement f puisse appartenir au lieu deoupure).6.1.2 La variété MComme on a dé�ni le groupe de transformation, il nous faut dé�nir la variété, par exemple ommeune sous-variété d'un espae vetoriel eulidien. On notera x ∈ M un tel élément. On représenteraainsi un point extrémal par un repère semi-orienté, 'est-à-dire une position x ∈ R3, un veteurunitaire n normal à la surfae en e point, et les deux diretions prinipales unitaires (±t1,±t2)orthogonales entre elles et au veteur normal. Si les ontraintes ne sont pas dégénérées, alors on aune struture de variété di�érentielle (e qui est le as par exemple pour ‖n‖ = 1 ou 〈t1 | t2 〉 = 0).



122 Synthèse : implémentation pratique Chap. 6L'étape suivante est de dé�nir l'ation d'une transformation f (quelle qu'en soit sa représentation)sur une primitive x. On notera : y = f ⋆x. Il est bien évident que le résultat de ette ation doit êtreune primitive de M. Il faudra au besoin étendre l'ensemble des primitives utilisées pour satisfaireette ontrainte. On utilisera par exemple des trièdres quelonques (mais non dégénérés) et nonplus simplement des trièdres orthonormés si l'on utilise des transformations a�nes au lieu destransformations rigides.Pour que notre variété soit homogène, il nous faut alors séparer la partie invariante des primitivesde la partie qui (( bouge )) ave le groupe. On ne s'intéresse dans la suite qu'à la partie homogène,mais les invariants (dits unaires puisqu'ils ne font intervenir qu'une seule primitive) peuvent êtreonservés et utilisés à d'autres �ns telles que la mise en orrespondane. Remarquons au passageque si notre variété est homogène pour un groupe onnexe, elle est automatiquement onnexe.On hoisit alors une origine que l'on appelle o, et on détermine le groupe d'isotropie en e point :
H = {h ∈ G / h ⋆ o = o}puis le oset d'un point x ∈M :
Fx = {g ∈ G / g ⋆ o = x}et en�n on se hoisit une fontion de plaement fx, de préférene la plus simple possible, mais quipourra éventuellement servir à dé�nir un modèle de bruit homogène (( standard )). La translationde veteur x est ainsi tout a fait adaptée omme fontion de plaement pour les points soumis auxtransformations rigides. De manière générale, un hoix généralement agréable est la transformation(ou l'une des transformations) de Fx qui minimise la distane à l'identité :
fx ∈ arg min

f∈Fx

( dist(f, Id))On a ainsi hoisi la façon la plus rapide d'aller de l'origine o au point x 1. Remarquons égalementque dans le as d'un groupe d'isotropie disret et �ni, on a ainsi obtenu la arte prinipale (setion3.4.4).La démarhe pour obtenir les géodésiques dans le as général est très similaire au as du groupegénéral : on suppose que l'on a une représentation minimale de la variétéM entrée à l'origine et ondétermine l'expression de l'ation du groupe y = f ⋆x dans ette arte (pour x su�samment prohede l'origine et f su�samment prohe de l'identité), et le jaobien de la translation de l'origine :
J(f) =

∂(f ⋆ x)

∂x

∣∣∣∣
x=oOn peut alors en�n savoir s'il existe une métrique invariante par G sur M : il existe alors unematrie symétrique dé�nie positive Q véri�ant

∀h ∈ H J(h)T.Q.J(h) = QEn supposant qu'une telle matrie existe, on onstruit alors la représentation loale de la mé-trique invariante Q(x) = J(fx)(-T).Q.J(fx)(-1) et on herhe à résoudre le système d'équations di�é-rentielles du seond ordre dé�nissant les géodésiques dans la arte loale. On peut se ontenter desgéodésiques partant de l'origine, les géodésiques partant de x étant obtenues grâe à la translation detransformation fx. On exprime alors l'équation des géodésiques diretement dans la variétéM et onvéri�e qu'elles s'étendent sans singularité à R tout entier et que la variété est ainsi géodésiquementomplète. La détermination de la arte prinipale est alors alquée sur le as du groupe.1. Il serait d'ailleurs intéressant de savoir dans quelles onditions, ave e hoix de fx, la ourbe γ(t) = (t.~fx) ⋆ o estune géodésique de M pour la métrique invariante, et quel est le lien ave l'existene d'une métrique invariante. Cettepropriété est véri�ée pour les primitives que nous utilisons dans e manusrit et pourrait s'avérer un moyen e�aepour déterminer les géodésiques de M si on a déterminé elles de G.



6.2. Implémentation des opérations atomiques 1236.2 Implémentation des opérations atomiquesNous appelons opérations atomiques les opérations qui sont spéi�ques à haque type de pri-mitive. Nous baserons tous nos algorithmes (qu'ils soient bas ou haut niveau) sur es quelquesopérations atomiques, e qui nous permettra à tout moment de modéliser un problème ave unnouveau type de primitive en ayant à notre disposition tous les algorithmes déjà développés : ilsu�ra pour ela de mener les aluls mathématiques néessaires à l'implémentation des opérationsatomiques. Certaines de es opérations et ette façon de voir les hoses étaient déjà pressenties dans(Smith et Cheeseman, 1987; Smith et al., 1988), mais es travaux passent totalement sous sileneles problèmes liés à la représentation hoisie pour les primitives et les singularités que ela peutoasionner (par exemple ave les angles d'Euler).Revenons pour l'instant à un type de primitive et un groupe de transformation : on suppose quel'on a déterminé leur artes prinipales. Pour simpli�er les expressions, on suppose de plus que esartes sont exprimées dans une base orthonormée pour la métrique (i.e. Q = Id).Le premier type d'opérations important, que ela soit pour le groupe ou pour la variété, estla tradution entre les représentations lassiques et la arte prinipale. Cela permet de relier sansproblème la bibliothèque qui implémente ette théorie ave le reste du monde et onstitue en quelquesorte son interfae ave d'autres programmes. Nous aurons ainsi besoin de traduire un veteurrotation en un quaternion unitaire ou en une matrie de rotation, et vie-versa. A l'intérieur de labibliothèque, on ne travaillera ependant qu'ave les artes prinipales.6.2.1 Opérations atomiques sur le groupeIl s'agit pour le groupe de la omposition, l'inversion et leur jaobiens :� Composition : ~f ◦~g ;
∂(~f ◦~g)

∂~f
;

∂(~f ◦~g)

∂~g� Inversion : ~f(-1) ;
∂~f(-1)
∂~fOn pourra également envisager d'implémenter le jaobien des translations à gauhe et à droite pourdes raisons d'e�aité algorithmique.� Translation de l'identité : JL(~f) =

∂(~f ◦~e)
∂~e

∣∣∣∣∣
~e=0

; JR(~f) =
∂(~e ◦~f)
∂~e

∣∣∣∣∣
~e=0En�n, nous utiliserons le �ltrage de Kalman étendu pour ertains problèmes d'estimation, et lamise à jour de l'état peut faire sortir elui-i du domaine de dé�nition de notre arte prinipale.Cela ne pose pas vraiment de problème théorique puisque l'exponentielle est dé�nie sur tout l'espaetangent, mais plut�t un problème pratique puisque toutes nos opérations sont onçues pour travaillerave des valeurs omprises dans le domaine de la arte. Nous avons don besoin d'une dernièreopération qui onsiste à ramener un veteur ~f ′ représentant une primitive f à sa valeur ~f dans ledomaine (ou à l'une de ses valeurs sur le lieu de oupure), en empruntant bien sûr la géodésique.Le jaobien de ette opération sera néessaire pour pouvoir réajuster la matrie de ovariane.� Domaine : ~f(~f ′) ;

∂~f(~f ′)

∂~f ′6.2.2 Opérations atomiques sur la variétéEn e qui onerne la variété des primitives, nous avons l'ation du groupe omme analogue dela omposition et la fontion de plaement (f (-1)x ⋆ o pouvant être onsidéré omme un analogue de



124 Synthèse : implémentation pratique Chap. 6l'inverse). Les jaobiens sont bien sûr néessaires.� Ation : ~f ⋆~x ;
∂(~f ⋆~x)

∂~f
;

∂(~f ⋆~x)

∂~x� Fontion de plaement : ~f~x ;
∂~f~x
∂~xDe même que pour le groupe, on peut envisager d'implémenter diretement le jaobien de la trans-lation de l'origine :� Translation de l'origine : J(~f~x) =

∂(~f~x ⋆~e)

∂~e

∣∣∣∣∣
~e=0et nous utiliserons le �ltre de Kalman, don nous aurons besoin de nous ramener dans le domaine :� Domaine : ~x(~x′) ;

∂~x(~x′)
∂~x′Dans notre bibliothèque, nous avons implémenté pour toutes es opérations une version ditesimple, sans les jaobiens, et une version alulant l'opération et ses jaobiens. Cei permet deréduire au minimum le nombre de aluls de jaobiens et de multipliations matriielles, et ainsi dediminuer les temps de alul (au détriment, mais dans une faible part, du volume du ode).6.3 Opérations de base sur les primitives probabilistesAyant onstruit et implémenté les fontion atomiques pour les transformations et tous les typesde primitives qui nous intéressent, on peut s'abstraire du type de primitive utilisé et implémenter unefois pour toutes les opérations qui suivent. Le jour où l'on voudra rajouter une nouvelle primitive,il su�ra de programmer ses fontions atomiques et toutes les opérations et algorithmes dérits àpartir de maintenant fontionneront automatiquement.Le groupe de transformation G étant une variété, il est lair qu'un grand nombre des opérationsde base s'applique également au groupe. Nous développons don dans la suite les opérations de basesur la variété, en ne les traduisant sur le groupe que si les di�érenes ou les simpli�ations sontsigni�atives.6.3.1 Primitives probabilistesSoit x une primitive aléatoire. Nous supposerons que sa moyenne de Fréhet

E [ x ] = arg min
y∈M

(
E
[ dist(y,x)2

])est unique et a pour expression E [~x ] = ~̄x dans la arte prinipale. Sa matrie de ovariane estdonnée dans ette même arte par :
Σxx = E

[−→̄
xx.
−→̄
xxT ] = J(~f~̄x).E

[
(~f(-1)~̄x

⋆~x).(~f(-1)~̄x
⋆~x)T ] .J(~f~̄x)TCes paramètres sont en général su�sants pour gérer de manière informatique la primitive aléatoireet on dé�nit don un (( objet géométrique aléatoire )) (ou probabiliste) ave l'approximation :

x ∼ (~̄x,Σxx)Une primitive probabiliste sera don pour nous un objet omposé d'un veteur de dimension n(la dimension de la variété), d'une matrie de ovariane n × n, et d'un type indiquant de quelle



6.3. Opérations de base sur les primitives probabilistes 125primitive il s'agit. A haque type de primitive est assoié son ensemble d'opérations atomiques.Pour être préis, on devrait subordonner le type de primitive au groupe de transformation que l'ononsidère, mais nous ne onsidérons dans notre implémentation que les transformations rigides. Ilfaut également noter que les transformations sont des objets d'une lasse di�érente puisque ertainesopérations di�érent.Note sur l'implémentation Dans ette optique, une primitive exate ou déterministe a simple-ment une ovariane nulle. Elle peut don être gérée exatement omme une primitive probabiliste,mais pour éviter des aluls de jaobiens longs et inutiles, on pourra rajouter dans la strutureinformatique de l'objet un drapeau indiquant si l'objet est déterministe ou probabiliste et ne faireles aluls reliés à la matrie de ovariane que dans e dernier as.Notons également que la matrie de ovariane est symétrique. Si la variété est de dimension
n, elle n'a don que n.(n + 1)/2 omposantes libres. A�n d'éviter des aluls inutiles et de res-ter ohérent, il est souhaitable d'utiliser un odage de la matrie de ovariane ne onservant que
n.(n+ 1)/2 omposantes indépendantes et de réérire toutes les opérations sur la matrie de ova-riane diretement dans e odage. A titre d'information, les prinipales opérations sur les matriessymétriques (et surtout elles qui sont les plus oûteuses en temps de alul) sont l'inversion, la dia-gonalisation et surtout (( l'ation )) d'un jaobien : Λ = J.Σ.JT. Une optimisation de es opérationsdans le odage symétrique est don de la plus haute importane pour obtenir des algorithmes hautniveau rapides sur les primitives aléatoires. Par ailleurs, la minimisation du nombre des opérationsà e�etuer (ii dans le sens de multipliation et addition de réels) apporte également un gain depréision numérique.6.3.2 Opérations géométriques sur les primitives probabilistesLa première opération géométrique, 'est la distane entre deux primitives de même type. Onne préise pas ii les matries de ovariane puisqu'elles n'interviennent pas.� Distane (~x ; ~y) 7−→ dist(x, y) =

√(
~f(-1)~x ⋆ ~y

)T
.
(
~f(-1)~x ⋆ ~y

)Ensuite, nous avons besoin de faire agir une transformation probabiliste sur une primitive pro-babiliste et, pour simpli�er l'expression des algorithmes de plus haut niveau, de la (( fontion deplaement probabiliste )) :� Ation d'une transformation(
f ∼ (~̄f,Σff ) ; x ∼ (~̄x,Σxx)

)
7−→ y = f ⋆ x ∼

(
~̄f ◦ ~̄x , Σyy

)ave
Σyy = J~f .Σff .J

T
~f

+ J~x.Σxx.J
T
~x où J~f =

∂(~f ⋆~x)

∂~f

∣∣∣∣∣
~f=~̄f

et J~x =
∂(~f ⋆~x)

∂~x

∣∣∣∣∣
~x=~̄x� Fontion de plaement probabiliste

x ∼ (~̄x,Σxx) 7−→ fx ∼
(
~f~̄x ; J.Σxx.J

T) ave J =
∂~f~x
∂~x

∣∣∣∣∣
~x=~̄xPour implémenter la distane de Mahalanobis, nous proédons en deux étapes : une premièrefontion pour la distane de Mahalanobis simple par rapport à l'origine, et une seonde fontionpour la distane de Mahalanobis double approhée.� Distane de Mahalanobis à l'origine z ∼ (~̄z,Σzz) 7−→ µ2(z, o) = ~̄zT.Σ(-1)

zz .~̄z



126 Synthèse : implémentation pratique Chap. 6� Distane de Mahalanobis double
(
x ∼ (~̄x,Σxx) ; y ∼ (~̄y,Σyy)

)
7−→ ν2(x,y) = µ2(f(-1)y ⋆ x, o)En prenant omme onvention que, s'il y a une primitive déterministe, 'est y (on inverse au besoinles arguments dans la proédure), la distane de Mahalanobis double implémente également ladistane simple.6.3.3 Opérations géométriques sur les transformations probabilistesToute es opérations sont très similaires pour le groupe, exepté que l'ation doit être remplaépar la omposition et l'inverse de la fontion de plaement par l'inversion :� Composition

(
f1 ∼ (~̄f1,Σf1f1) ; f2 ∼ (~̄f2,Σf2f2)

)
7−→ g = f2 ◦ f1 ∼

(
~̄f2 ◦~̄f1 , Σgg

)ave
Σgg = J~f2 .Σf2f2 .J

T
~f2

+ J~f1 .Σf1f1 .J
T
~f1

où J~f2 =
∂(~f2 ◦~f1)
∂~f2

∣∣∣∣∣
~f2=

~̄f2

et J~f1 =
∂(~f2 ◦~f1)
∂~f1

∣∣∣∣∣
~f1=

~̄f1� Inversion
(
f ∼ (~̄f,Σff )

)
7−→ f (-1) ∼ (~̄f (-1) , J.Σff .J

T) ave J =
∂~f(-1)
∂~f

∣∣∣∣∣
~f=~̄fIl est immédiat d'en déduire les proédures pour les aluls de distane.6.3.4 Opérations statistiques sur les primitivesD'un point de vue statistique, nous avons plut�t une mesure x̂ et un modèle de bruit sur ettemesure, estimé par ailleurs. Un modèles de bruit isotrope étant représenté par une matrie de ova-riane Σ à l'origine véri�ant J(~h).Σ.J(~h)T = Σ, on onsidérera notre mesure omme une primitivealéatoire

x ∼
(
~̂x,Σxx

) ave Σxx = J(~f~̂x).Σ.J(~f~̂x)Toù ~f~x est notre fontion de plaement par défaut (elle n'a pas ii d'importane).Dans le as d'un bruit homogène, il n'y a plus de ontraintes sur la ovariane à l'origine maisla fontion de plaement est un paramètre du bruit. Dans notre implémentation, on se ontente dela fontion de plaement par défaut (d'où l'intérêt de bien la hoisir au départ), mais on pourraitonevoir la fontion plus générique suivante :� Modélisation statistique (
~̂x ; Σ ; ~f~x

)
7−→ x ∼

(
~̂x, J(~f~̂x).Σ.J(~f~̂x)T)A l'inverse, il est souvent utile de pouvoir interpréter le bruit sur une primitive aléatoire résultantd'une expériene, ne serait-e que pour pouvoir estimer le modèle ou le niveau de bruit. Il estimpossible d'estimer la fontion de plaement ave une seule mesure et même très di�ile de l'estimerave plusieurs mesures (supposées distribuées identiquement et indépendamment). On la supposedon onnue (ou devinée) et la ovariane à l'origine est donnée par la fontion :� Mesure du bruit (

x ∼ (~̄x,Σxx) ; ~f~x

)
7−→ Σ = J(~f~̄x)(-1).Σxx.J(~f~̄x)(-T)



6.4. Quelques algorithmes moyen niveau 127L'ation du groupe d'isotropie sur la arte prinipale étant une rotation (puisque l'on onsidère que
Q = Id), le hoix d'une autre fontion de plaement n'oasionne en fait qu'une rotation de laovariane Σ à l'origine.Deux autres opérations statistiques sont enore intéressantes à implémenter pour pouvoir jugerde l'inertitude d'une primitive aléatoire et omparer par exemple di�érents modèles de bruit. Ils'agit de la variane σ2

x et de l'information (approhée) de la distribution gaussienne assoiée :� Variane x ∼ (~̄x,Σxx) 7−→ σ2
x = Tr(J(~f~̄x)(-1).Σxx.J(~f~̄x)(-T))� Information

(~̄x,Σxx) 7−→ I [ x ] = −n
2

(1 + log(2.π)) + log
(
|J(~f~̄x)|

)
− 1

2
. log (|Σ|)6.3.5 Opérations statistiques sur les transformationsLe groupe d'isotropie étant réduit à l'identité, nous n'avons pas ii de problème de fontion deplaement et tous les bruits homogènes sont isotropes. La modélisation et l'interprétation d'unetransformation probabiliste sont don simpli�ées en :� Modélisation statistique (

~̂
f ; Σ

)
7−→ f ∼

(
~̂
f, JL(

~̂
f).Σ.JL(

~̂
f)T)� Mesure du bruit (

f ∼ (~̄f,Σff )
)

7−→ Σ = JL(~̄f)(-1).Σff .J(~̄f)(-T)La mesure de la variane et de l'information se déduisent de manière similaire.6.4 Quelques algorithmes moyen niveau6.4.1 Primitive moyenne et ovarianeSupposons que l'on ait une série de m mesures xi que l'on onsidère omme des réalisationsindépendantes d'une même primitive aléatoire y ∼ (ȳ,Σyy). On peut déterminer une estimation dela primitive moyenne grâe à l'algorithme de desente de gradient développé à la setion (4.3.2) :� Initialiser l'estimation ave une mesure quelonque, disons la première : ~̄y0 = ~x1 (l'indie del'estimation se réfère à l'itération tandis que elui des mesures se réfère au numéro de lamesure).� Caluler l'estimation au temps t+ 1 :
~̄yt+1 =~f~̄yt

⋆

(
1

m

∑

i

(
~f(-1)~̄yt

⋆~xi

))� Un ritère d'arrêt ohérent est une distane entre deux estimations su�samment faible :dist(~̄yt, ~̄yt+1) < ε.On peut alors estimer la ovariane sur la primitive aléatoire y qui a généré les mesures par
Σyy =

1

m− 1
.J(~f~̄y).

(
m∑

i=1

(~f(-1)~̄y
⋆~xi).(~f

(-1)
~̄y

⋆~xi)
T) .J(~f~̄y)

TLa normalisation par 1
m−1 au lieu de 1

m est lassique en statistiques et ompense le biais introduitl'utilisation d'une estimée de la valeur moyenne au lieu de la valeur moyenne exate (voir par exemple(Anderson, 1958; Bard, 1974) ou (Koh, 1988)).



128 Synthèse : implémentation pratique Chap. 6Il faut bien faire attention que la ovariane Σyy que nous venons de aluler n'est pas représen-tative de l'inertitude sur la primitive moyenne estimée, mais aratérise le proessus qui a donnélieu aux mesures. Cet algorithme sera repris et implémenté au hapitre 8 en ompagnie d'algorithmesde fusion et de realage du même type.6.4.2 Génération de primitives aléatoires� The generation of random numbers is too importantto be left to hane. �Robert R. Coveyou, Oak Ridge National LaboratoryPour pouvoir faire des expérienes ave des données synthétiques, nous avons deux problèmesde génération aléatoire. Supposons pour l'instant que nous ayons un ensemble de primitives données
{~xi} représentant un objet dans une image. A�n de simuler le proessus d'aquisition de l'image, onapplique éventuellement une transformation f à et objet pour obtenir les primitives (exates) {~yi}dans la seonde image et on veut bruiter haque primitive indépendemment selon un ertain modèlede bruit, le bruit gaussien étant le plus adapté puisqu'il minimise l'information en ne onnaissantque la moyenne et la ovariane.Le seond problème apparaît lorsque l'on veut simuler des faux positifs, 'est-à-dire des primitivesqui sont là (( par hasard )) ou s'a�ranhir de la forme de notre objet et partir d'un (( objet aléatoire )).Le modèle aléatoire le plus adapté est alors la distribution uniforme dans l'image.Génération aléatoire gaussienne En supposant que notre modèle de bruit soit homogène etentré, il est aratérisé par une fontion de plaement fx et une ovariane à l'origine Σ. Le modèlede bruit pour la primitive i est don : ~yi = ~f~yi

⋆~ei où tous les ~ei sont des bruits indépendants demoyenne nulle et de ovariane Σ dans la arte prinipale. La gaussienne lassique étant une bonneapproximation de la distribution minimisant l'information, le problème se ramène don au tirage deveteurs aléatoires gaussiens. L'algorithme est don le suivant pour haque primitive (on oublie iil'indie) :� Tirer un veteur aléatoire ~e suivant la loi gaussienne approhée N(0,Σ(-1)).� Véri�er si e veteur est dans le domaine de la arte prinipale (en utilisant l'opération ato-mique (( domaine ))). S'il est en dehors en retirer un autre.� Le (( veteur )) ~e représente l'erreur de mesure sur l'origine. Il ne reste plus qu'à le plaeromme un erreur de mesure sur la primitive y : ~̂y =~f~y ⋆~e.De manière plus générale, on peut ainsi générer des primitives aléatoires ayant la loi gaussienneapprohée N
(z,Σ

(-1)
zz )

: il su�t de se ramener à l'origine pour travailler dans la arte prinipale etd'appliquer l'algorithme préédent. Si~f~z est la fontion de plaement utilisée au point z, la ovarianeà utiliser dans l'algorithme préédent est :
Σ = J(~f~z)

(-1).Σzz.J(~f~z)
(-T)Il ne reste qu'à préiser omment on peut tirer un veteur aléatoire x de loi N(0,Σ(-1)) :� Diagonaliser la ovariane : Σ = RT.Λ.R, où R est une matrie de rotation n-D et Λ est lamatrie diagonale des valeurs propres.



6.5. Conlusion 129� Comme Σ est positive, les valeurs propres sont positives et on peut en prendre une rainearrée : Λ = D2. On note A = D.R la (( raine arrée )) de Σ. Le veteur aléatoire y = A(-1).xdoit alors suivre la loi normale réduite à n dimensions N(0, Idn).� Tirer les n omposantes du veteur aléatoire y indépendamment selon la loi normale unidi-mensionnelle N(0,1) pour obtenir ŷ.� Retourner le veteur x̂ = A.ŷ.Rappelons qu'on peut obtenir un tirage a de loi normale N(0,1) à partir de deux tirages u1 et
u2 uniformes sur [0, 1] par la formule :

a =
√
−2. ln(u1). cos(2.π.u2)Génération aléatoire uniforme Le problème du tirage uniforme est plus omplexe et néessi-terait théoriquement une proédure spéi�que pour haque type de primitive. Comme nous nousintéressons ii à des primitives 3D dé�nies à partir de points de l'image 3D (omme les les repères),nous nous ontentons d'une proédure de tirage uniforme sur les transformations rigides 3D en sui-vant e protoole : on tire la translation omme un point 3D uniforme dans l'image et une rotation3D uniforme. On applique ensuite ette transformation aléatoire uniforme ~f à la primitive originepour obtenir la primitive aléatoire ~y = ~f ⋆ ~o. L'idée générale pour voir que l'on obtient une distri-bution uniforme est de onsidérer la mesure dG sur le groupe omme dG = dM.dH (puisque nousavons une mesure invariante). Comme les intégrales sont e�etuées sur des ompats (l'image est�nie), on obtient bien une primitive aléatoire uniforme dans l'image.Cette proédure de génération aléatoire uniforme est un peu ad ho et demanderait une étudeplus poussée pour pouvoir être exprimée génériquement dans le même adre que le reste de nosopérations. Néanmoins, elle fournit dans notre as les résultats néessaires à des expérimentationsstatistiques synthétiques �ables.6.5 ConlusionNous avons montré dans la synthèse omment la théorie développée dans ette première partiedu manusrit pouvait être appliquée et implémentée en mahine dans une struture orientée objetgénérique, ne dépendant pas du type de primitive onsidéré. Nous suivrons ainsi au hapitre 7ette méthodologie pour dériver les développements mathématiques néessaires à l'expression de laarte prinipale et des quelques opérations atomiques assoiées aux primitives qui nous intéressent :repères, repères semi et non-orientés, points, points.Cette struture nous permettra ensuite de onevoir relativement simplement d'autres algo-rithmes de moyen niveau et de haut niveau sur les primitives, par exemple onernant le realageet sa validation aux hapitres 8, 9 et 12, ou enore la reonnaissane aux hapitres 10 et 11.Nous pensons que ette struture orientée objet pourrait être étendue aux variétés homogènes nepossédant pas de métrique invariante mais simplement une onnexion invariante moyennant quelquesmodi�ations des opérations atomiques. Cei permettrait alors l'utilisation direte des algorithmesde haut niveau pour es nouveaux types de primitives.
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Chapitre 7
Primitives rigides en 3D

� Mathematiians have long sine regarded it as demeaningto work on problems related to elementary geometry in twoor three dimensions, in spite of the fat that it it preiselythis sort of mathematis whih is of pratial value. �B. Grünbaum and G. C. Shephard,Handbook of Appliable Mathematis.La théorie de l'inertitude sur les variétés que nous avons développée jusqu'ii néessite l'expres-sion de la arte exponentielle et des opérations atomiques assoiées. Nous étudierons tout d'aborddans e hapitre les rotations vetorielles de R3. Cette étude ne suit pas exatement et dépassemême le adre de la synthèse développée au hapitre préédent (elle a été érite antérieurement),mais elle peut ainsi permettre une autre approhe des tehniques génériques présentées dans lapartie théorique.A partir du veteur rotation et de ses opérations atomiques, nous pourrons développer rela-tivement simplement les aluls néessaires aux transformations rigides, don aux repères. Nousenvisagerons alors le as des repères semi et non orientés, et nous onlurons par les points.7.1 Rotations vetorielles de R3La littérature onernant les rotations 3D est abondante et diversi�ée. D'un point de vue mathé-matique, nous ne iterons que (Altmann, 1986), (Kanatani, 1990, hap. 3 & 6) et (Faugeras, 1993)qui fournissent des synthèses assez omplètes. On pourra également onsulter la littérature sur lesquaternions indiquée à la setion (7.2), qui a aussi in�uené l'ériture de ette setion, ainsi que lalittérature sur les représentations des rotations évoquée à la setion (7.3).
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134 Primitives rigides en 3D Chap. 77.1.1 De�nitionLet {i, j, k} be a right handed orthonormal basis of the eulidean spae R3, and B = {e1, e2, e3}be a set of three vetors. The linear mapping from {i, j, k} to B is given by the matrix
R = [e1, e2, e3] =



e11 e21 e31
e12 e22 e32
e13 e23 e33


 (7.1)If we now want B to be an orthonormal basis, the matrix R veri�es

R.RT = RT.R = I3 and det(R) = +1 (7.2)whih implies det(R) = ±1 and gives rise to the group O(3) of orthogonal matries. If we want Bto be also right handed, we have to impose det(R) = 1. Suh matries are alled rotations. Eahright handed orthonormal basis an then be represented by a unique rotation and onversely eahrotation maps {i, j, k} onto a unique right handed orthonormal basis.Rotations an also be seen as a subset of linear maps of R3. They orrespond in this ase totheir usual interpretation as transformations of R3: they are positive isometries (maps onservingorientation and dot produt): 〈R.x | R.y 〉 = 〈x | y 〉. In partiular, they onserve the length ofa vetor: ||R.x|| = ||x||. With the omposition law, and I3 as identity, rotations forms a non-ommutative group denoted by SO3 (3D rotation group).The three main operations on rotations are:� the omposition of R1 and R2: R = R2.R1 (beware of the order),� the inverse of R: R(-1) = RT,� and the appliation of R to a vetor x: y = R.x.7.1.2 Geometri parameters: axis and angleLet R be a 3-D rotation matrix. It is haraterized by its axis n (unit vetor) and its angle
θ. The relationship between these two representations are given by the Rodrigues formula (see forinstane (Kanatani, 1993)).

R = Id+ sin θ.Sn + (1− cos θ).S2
n = cos θ. Id+ sin θ.Sn + (1− cos θ).n.nT (7.3)The matrix Sn is the skew matrix orresponding to (left) ross produt: for all vetor v we have

Sn.v = n× v. If the oordinates of n are (nx, ny, nz), the matrix Sn is
Sn =




0 −nz ny

nz 0 −nx

−ny nx 0


 (7.4)and we have the relation S2

n = n.nT − Id, used to derive the seond part of equation (7.3). Notethat Sn uniquely determines the vetor n. Conversely, let Tr(R) be the trae of R; the parametersare:
θ = arccos

(Tr(R)− 1

2

) and Sn =
R−RT
2. sin θ

(7.5)The last equation is valid only when θ ∈]0;π[. Indeed, for θ = 0 (i.e. identity) the rotation axis n isnot determined, and sin(θ) = 0 for re�etions (i.e. when θ = π).



7.1. Vetorial rotations of R3 1357.1.2.1 R lose to identity: θ is smallSine the axis n is not de�ned for identity, there is a singularity and a numerial instabilityaround it. However, we an ompute the rotation vetor with a Taylor expansion:
Sr = θ Sn =

θ

2 sin θ
.(R−RT) =

1

2
.

(
1 +

θ2

6

)
.(R −RT) +O

(
θ4
)7.1.2.2 R lose to a re�etion: π − θ is smallThe axis is this time well de�ned, but we have to use another equation. From Rodrigues formula,we get R+RT − 2. Id = 2.(1− cos θ).S2

n, and sine S2
n = n.nT − Id, we have

n.nT = Id+
1

2.(1− cos θ)
. (R+RT − 2. Id)Let ̺ = 1/(1 − cos θ); taking diagonal terms gives

n2
i = 1 + ̺.(Ri,i − 1) ⇒ ni = εi

√
1 + ̺.(Ri,i − 1)The o� diagonal terms are used to determine the signs εi: onsidering that the sign of n1 is ε ∈

{−1;+1}, we an ompute that sign(nk) = ε.sign(R1,k +Rk,1)If we have an exat re�etion, the sign ε does not matter sine rotating lokwise or ounter-lokwise gives the same result, but for a quasi-re�etion, this sign is important. In this ase, thevetor w = 2. sin θ.n is very small but not identially null: it an be omputed without numerialinstabilities with Sw = R − RT. Sine θ < π, the largest omponent wk in absolute value of thisvetor must have the same sign as the orresponding omponent nk of vetor n.7.1.3 Di�erential propertiesThe orthogonal group O3 is de�ned as a subspae of R3×3 by equation (7.2) whih give riseto 6 independent salar equations sine R.RT is symmetri. Hene O3 is a di�erential manifold ofdimension 3. Taking into aount the onstraint det(R) = 1 amounts to keep the omponent ofidentity. Sine the omposition and inversion maps are in�nitely di�erentiable, SO3 is moreover aLie group.7.1.3.1 Tangent spaeLet R(t) be a urve on SO3: onstraint (7.2) is di�erentiated into
dR

dt
.RT +

(
dR

dt
.RT)T

= 0 or RT.dR
dt

+

(
RT.dR

dt

)T
= 0whih means that dR

dt
.RT and RT.dR

dt
are skew matries. Hene

∃ ωr, ωl ∈ R3 suh as dR

dt
= Sωr .R = R.Sωl

(7.6)



136 Primitives rigides en 3D Chap. 7In partiular, if R = I3, the derivative is Sω:Théorème 7.1 the tangent spae TSO3 of SO3 at identity is the vetorial spae of skew matries,isomorphi to R3. The tangent spae TRSO3 at R is given by
TRSO3 = {Sω.R/ω ∈ R3} = {R.Sω/ω ∈ R3}Two important and anonial maps on a Lie group are very useful for studying the tangent spae:these are the left and right translations. In the ase of SO3 they are the left and right ompositionby a �xed rotation R0

SO3 −→ SO3

LR0 : R 7−→ LR0(R) = R0.R
RR0 : R 7−→ RR0(R) = R.R0

(7.7)Their di�erentials realize anonial isomorphisms between the tangent spaes of SO3 at di�erentpoints. The di�erential of a funtion ϕ maps the tangent vetor of any urve γ(t) to the tangentvetor of the urve ϕ(γ(t)). Let X be a vetor of TRSO3 and γ(t) a urve on SO3 de�ned around
R with γ(0) = R and having the tangent vetor dγ

dt = X. The left translation of γ is the urve
γ1(t) = R0.γ(t) and its tangent vetor at 0 is Y = dγ1

dt = R0.X. The di�erential L∗R0
of LR0 is thenfor any R in SO3

TRSO3 −→ TR0.RSO3

L∗R0
: X 7−→ L∗R0

(X) = R0.XThe di�erential R∗R0
is de�ned in the same way.In partiular, if R = I3, we have two anonial isomorphisms between the tangent spae atidentity TSO3 and the tangent spae TRSO3 at any point R (sine the formulations of L∗R0

and
R∗R0

and independent of R, we denote their restrition to R = I3 by the same names).
TSO3 −→ TRSO3

L∗R : Sω 7−→ R.Sω

R∗R : Sω 7−→ Sω.R
(7.8)Di�erential properties of rotations are then ompletely reduible to di�erential properties aroundidentity in TSO3.7.1.3.2 Struture of TSO3: the Lie algebra of SO3We already know that TSO3 is the vetorial spae of skew symmetri matries, identi�able with

R3. If we now onsider that (R3,+,×) is an algebra (× is the ross produt), we an indue analgebra on TSO3. Let X = Sω1 and Y = Sω2 be two vetors of TSO3, then the vetor Z = S(ω1×ω2)belongs to TSO3 and is alled the braket of X and Y :
Z = S(ω1×ω2) = Sω1 .Sω2 − Sω2 .Sω1 = X.Y − Y.X = [X,Y ]Hene (TSO3,+, [., .]) is an algebra. It is in fat the Lie algebra of the group SO3. The next step isto give a metri to the group : onsider the following eulidean dot produts on matries and on R3:

〈M1 |M2 〉Rn×m = Tr(MT
1 .M2) = Tr(M2.M

T
1 ) and 〈x | y 〉R3 = xT.y = Tr(x.yT)They indues on TSO3 the dot produt

〈Sω1 | Sω2 〉TSO3

def
=

1

2
.Tr(ST

ω1
.Sω2) = 〈ω1 | ω2 〉R3



7.1. Vetorial rotations of R3 137The dot produt on matries an also be used on any tangent spae : let X = Sωl
.R = R.Sωr and

Y = Sω′
l
.R = R.Sω′

r
be two vetors of TRSO3. Their dot produts is

〈X | Y 〉TRSO3
=
〈
R.Sωr

∣∣R.Sω′
r

〉
TRSO3

=
1

2
.Tr(ST

ωr
.RT.R.Sω′

r
) =

〈
Sωr

∣∣ Sω′
r

〉
TSO3or equivalently

〈X | Y 〉TRSO3
=
〈
Sωl

.R
∣∣∣ Sω′

l
.R
〉

TRSO3

=
1

2
.Tr(Sω′

l
.R.RT.ST

ωl
) =

〈
Sωl

∣∣∣ Sω′
l

〉
TSO3Hene the metri on TRSO3 is invariant by left or right translation from TSO3. Suh a metri isalled a bi-invariant Riemannian metri.Théorème 7.2 The tangent spae of SO3 at identity TSO3 is the vetorial spae of skew symmetrimatries. With the Lie braket [., .] and the eulidean metri 〈X | Y 〉 = 1

2 .Tr(XT.Y ), it forms ametri algebra whih is anonially isomorphi to (R3,+,×, 〈. | .〉R3).The tangent spae TRSO3 at R is transported from TSO3 with the left or right translation byequation (7.8).7.1.4 Exponential map7.1.4.1 Integral urvesLet RX(s) be a one parameter subgroup of SO3 (homomorphism from (R,+) to (SO3, .). This isa ontinuous urve whih is also a subgroup of SO3. By de�nition and sine (R,+) is ommutative
RX(s+ t) = RX(s).RX(t) = RX(t).RX(s)This means in partiular that RX(t) and RX(s) ommute: they have the same rotation axis n. RX(s)is thus a rotation of axis n and angle θ(s). We will denote by R(n, θ) suh a rotation. Reporting thisin the de�nition, we �nd θ(s+ t) = θ(s) + θ(t) and hene θ(s) = λ.s with some λ ∈ R. Computingthe derivatives, we �nd

dRX

ds

∣∣∣∣
0

= X = λ.Sn ∈ TSO3 and dRX

ds

∣∣∣∣
s

= X.RX(s) = RX(s).X ∈ TRX
SO3We established that to eah one-parameter subgroup RX(s) = R(n, λ.s) of SO3 orresponds aunique vetor X = λ.Sn of TSO3. The onverse is also true and RX(s) is alled the integralurve of X. It is to be noted that X and λ.X generate the same integral urve with proportionalparameterizations.This is a partiular ase of a more general theorem for Lie groups whih state that there is aone to one orrespondene between one parameter subgroups of the Lie group and one dimensionalsub-algebras of its Lie algebra.7.1.4.2 Exponential mapLet X = θ.Sn with ‖n‖ = 1 be a vetor of TSO3 and RX(s) = R(n, θ.s) the integral urve of X.The exponential map 1 is de�ned as the map from TSO3 to SO3 whih assigns RX(1) to X. Hene

exp(X) = exp(θ.Sn) = R(n, θ)1. The name �exponential map� will be justi�ed with the metri properties: integral urves are geodesis.



138 Primitives rigides en 3D Chap. 7Another exponential map, the matrix exponential, an be de�ned for X as the limit of the series
Id+X/1! +X2/2! + . . .. Sine X is a skew matrix, X3 = −θ2.X and the series redued to

eX = I3 +
sin θ

θ
.X +

1− cos θ

θ2
.X2 = I3 + sin θ.Sn + (1− cos θ).S2

n = R(n, θ)Hene both exponentials turn out to be the same and using the isomorphism between R3 and TSO3we an de�ne the exponential of the rotation vetor r = θ.n:
R(r) = exp(Sr) = R(n, θ) with θ = ‖r‖ and n =

r

θThe exponential map is a sort of �development� of SO3 onto its tangent spae TSO3: eah one-dimensional subspae R.Sn is mapped on its integral urve R(n,R) and we will see that the lengthalong these urves are onserved.7.1.5 Metri properties7.1.5.1 De�nitionsLet γ : s ∈ [a, b] ⊂ R 7→ γ(s) ∈ SO3 be a pieewise urve on SO3 and γ̇ the tangent vetor of γat s. The length of the urve γ is de�ned by
L(γ) =

∫ b

a

√
〈γ̇(s) | γ̇(s)〉.ds (7.9)Let now Γ be the set of urves joining rotations R1 and R2. The map

SO3 × SO3 −→ R

ρ : (R1, R2) 7−→ infγ∈Γ L(γ)
(7.10)is the anonial metri on SO3. The urves γ minimizing the riterion L(γ) are alled geodesis.Sine the metri omes from a bi-invariant metri on TSO3, the length riterion (7.9) is invariantby left and right translations and �nding geodesis amounts to �nd geodesis starting from identity.7.1.5.2 Geodesis and metri on SO3For a Lie group with a bi-invariant Riemannian metri, it turns out that geodesis startingfrom identity, one-parameter subgroups and integral urves (starting also from identity) are threedi�erent approahes for the same urves (Spivak, 1979, hap.10). Let γX(s) = exp(λ.s.Sn) be suha urve. Its derivative at identity is γ̇X(0) = X = λ.Sn and γ̇X(s) = X.γX(s) = γX(s).X elsewhere.Hene

〈γ̇(s) | γ̇(s)〉 = 〈X |X 〉 = λ2. 〈n | n〉 = λ2and the distane from identity to R(n, θ) = γX(θ/λ) is
ρ(I3,R(n, θ)) =

∫ θ/λ

0

√
λ2.ds = θWith an ar-length parameterization, we obtain γSn(θ) = R(n, θ) = exp(θ.Sn). These urves are

2π-periodi and γSn(θ) = γ(−Sn)(−θ). Hene shortest paths (or minimizing geodesis) are uniquelyde�ned for θ < π and doubly de�ned for θ = π.Théorème 7.3 The anonial metri on SO3 is given by
ρ(R1, R2) = ρ(I3, R

T
1 .R2) = θ(RT

1 .R2) = arccos

(
(Tr(RT

1 .R2)− 1)

2

)



7.2. Quaternions 139Geodesis of SO3 starting from identity are the urves θ 7→ R(n, θ) = exp(θ.Sn). Shortest pathsfrom identity to the non re�etion rotation R = exp(θ.Sn) (0 ≤ θ < π) are given by
t ∈ [0, θ] 7→ exp(t.Sn)Shortest paths from identity to re�etion R = exp(πSn) are doubly de�ned by the above formula

(θ = π) with n and −n as unit vetors. Other geodesis are obtained by left or right translation.7.2 Quaternions � The invention of the alulus of quaternions is a step towards theknowledge of quantities related to spae whih an only be ompared forits importane, with the invention of triple oordinates by Desartes.The ideas of this alulus, as distinguished from its operations andsymbols, are �tted to be one of the greatest use in all parts of siene. �J.C. Maxwell, Proeedings of the London Mathematial Soiety 3, 1869Avant de dé�nir proprement la arte prinipale et d'explorer les propriétés du veteur rotation, iln'est pas inutile de s'intéresser à une autre représentation des rotations fort utilisée : les quaternionsunitaires. Nous introduirons tout d'abord les propriétés générales de l'algèbre des quaternions etexaminerons ensuite le lien entre rotation et quaternion unitaire. Cette setion nous donnera desjaobiens relativement simples (en partiulier pour la omposition des rotations) que nous utiliseronspostérieurement ave le veteur rotation. Nous �nirons par le alul de la mesure uniforme, e quinous fournira un algorithme très simple pour obtenir des rotations aléatoires uniformes.Cette setion est prinipalement inspirée de (Le Borgne, 1987) pour la partie di�érentielle etde (Casteljau, 1987) pour les quaternions matriiels (on pourra également voir (Walker et Shao,1991) et (Horaud et Monga, 1993)). Les avantages alulatoirs des quaternions pour représenterles rotations ont été explorés dans (Reyes-Avila, 1990; Reyes-Avila, 1991; Funda et Paul, 1988) etsurtout (Capolsini et al., 1993) pour leur implémentation symbolique. On pourra bien sûr se référerà (Altmann, 1986) pour un point de vue plus mathématique.7.2.1 De�nitionsIntrodued by Hamilton around 1843, the 4 dimensional algebra of quaternions Q is a genera-lization of omplex numbers. The basi set is R4 with the anonial basis {1, i, j, k}. The additionis the anonial addition of R4 and the produt ∗ is de�ned by distributivity and the followingformulas
• i2 = j2 = k2 = −1

• i ∗ j = −j ∗ i = k j ∗ k = −k ∗ j = i k ∗ i = −i ∗ k = jThe quaternion algebra has hene a struture of skew �eld (non ommutative division ring). Anotherequivalent de�nition is the set of omplex matries
q =

[
a b

−b a

]
=

[
t+ ix y + iz
−y + iz t− ix

]with the matrix addition and produt (a is here the omplex onjugate of a).



140 Primitives rigides en 3D Chap. 77.2.1.1 Vetorial quaternionsFrom the �rst de�nition, it is easy to see that Q has a sub�eld isomorphi to R (basis 1)and a vetorial subspae of basis {i, j, k} identi�ed with R3. This subsets are alled real and purequaternions. Eah quaternion q an be uniquely written as the sum of a real and a pure quaternionand an then be onsidered equivalently as a pair q = (a, v) or a vetor q = (a, vT)T, where a ∈ Ris the real part and v ∈ R3 the pure part. For simpler notations, we will use q = (a, v) to denotethe vetorial form of the quaternion. The operations de�ned on quaternions to form the algebra arethen :
• Addition : (a1, v1) + (a2, v2) = (a1 + a2, v1 + v2)

• Internal multipliation : (a1, v1) ∗ (a2, v2) = (a1.a2 − 〈v1 | v2 〉 , v1 × v2 + a1v2 + a2v1)where �×� and �〈. | .〉� are the usual ross and dot produts on R3.As for omplex numbers, we de�ne the onjugate quaternion
• (a, v) = (a,−v)and the anonial dot produt of R4 an be written
• 〈q1 | q2 〉 = 1

2 .(q1 ∗ q2 + q2 ∗ q1) = a1.a2 + 〈v1 | v2 〉The norm is then
• |q|2 = 〈q | q 〉 = ‖q‖2Q = q ∗ q = a2 + ‖v‖2R3 = ‖q‖2R4whih is ompatible with the produt: |q1 ∗ q2| = |q1|.|q2|. This allows to write very simply theinverse quaternion :
• q(-1) =

q

|q|2 for q 6= 0.7.2.1.2 CommutationLet q1 = (a1, v1) and q2 = (a2, v2) be two quaternions. Their produt is usually non ommutative.The ommutator of q1 and q2 is de�ned by
[q1, q2] = q1 ∗ q2 − q2 ∗ q1 = (0, 2.v1 × v2)This means that two quaternions ommutes if and only if their pure part are ollinear. It shall benoted that the ommutator is always a pure quaternion.7.2.1.3 Pure quaternionsAs said above, the set of quaternions (0, x) with x ∈ R3 is trivially identi�ed with R3 itself. Let

x and y be two vetors (elements of R3). Their quaternion produt is
x ∗ y = (−〈x | y 〉 , x× y)and their ross produt is then

x× y =
1

2
[x, y]



7.2. Quaternions 1417.2.1.4 DerivationLet p(t) and q(t) be urves on Q. The derivation of the produt is easily proved to be the nonommutative derivation
d

dt
(p ∗ q) =

dp

dt
∗ q + p ∗ dq

dtand the derivative of the onjugate is the onjugate derivative
dq

dt
=

(
dq

dt

)The derivatives of most expressions easily follows, as we an treat variable quaternions as usual,but without ommutativity.7.2.1.5 Matriial quaternions and anti-quaternionsLet q = (a, v) be a quaternion onsidered as a vetor of R4. We de�ne the matriial quaternion
Qq as the 4x4 matrix verifying for any other quaternion p in vetor form:

Qq.p = q ∗ pWriting the matrix by part, we have
Qq = a.I4 +

[
0 −vT
v Sv

] (7.11)It an be easily veri�ed that Qq1.Qq2 = Q(q1∗q2). Quaternions an then be also identi�ed with a 4dimensional subspae of 4x4 real matries. If we now onsider quaternions q and p by row vetors(denoted by qT and pT), we an de�ne another 4x4 matrix Pq verifying for any other pT :
pT.Pq = (p ∗ q)T ⇐⇒ PT

q .p = (p ∗ q)Writing the matrix by part,we have
Pq = a.I4 +

[
0 vT
−v Sv

] (7.12)We have also Pq1.Pq2 = P(q1∗q2). The matrix Pq will be alled the anti-quaternion of q.Properties of matriial quaternions
• Pq.p = p ∗ q and Qq.p = q ∗ p
• Qq = QT

q and Pq = PT
q

• Qp.Pq = Pq.Qp

• Qq.Q
T
q = QT

q .Qq = ‖q‖2.I4 = Pq.P
T
q = PT

q .Pq

• det(Qq) = det(Pq) = ‖q‖4If q be a unit quaternion (‖q‖ = 1), we have thus Qq.Q
T
q = Qq.

TQq = I4 and det(Qq) = 1, andsimilarly for Pq, whih shows that the matries Qq and Pq are rotations of Q ≡ R4.



142 Primitives rigides en 3D Chap. 77.2.2 Quaternions and rotations7.2.2.1 From unit quaternions to rotationsA partiular subgroup of Q is the sphere of unit quaternions (equivalent to S3). Let q = (a, v)be suh a quaternion. The map
Rq : Q −→ Q

p 7−→ q ∗ p ∗ qis an inner automorphism of Q that onserves pure quaternions. Its restrition to R3 onservesorientation and the dot produt: this is a rotation of R3.7.2.2.2 From unit quaternions to rotationsLet x be a vetor onsidered as a pure quaternion. The ation of Rq produes the vetor y =
q ∗x ∗ q and sine x ∗ q = Pq.x, we an write y = (Qq.Pq).x. Developing the produt and identifyingwith y = R.x (the ation of a 3-D rotation), we �nd

Qq.Pq = Pq.Qq = ‖q‖2.I4 + 2.

[
0 0
0 a.Sv + S2

v

]
=

[
1 0
0 R

]Théorème 7.4 Let q = (a, v) be a unit quaternion. The assoiated rotation matrix is given by
R = I3 + 2.a.Sv + 2.S2

v (7.13)This formula is the equivalent of the Rodrigue formula for quaternions.Let R ↔ q denote the assoiation between rotation matrix R and rotation quaternion q. Asdiret properties of this representation, we have:
• If R1 ↔ q1 and R2 ↔ q2 then R1.R2 ↔ q1 ∗ q2.
• If R↔ q then R(-1) ↔ q = q(-1)and by de�nition, the appliation of to vetor x is
• y = R.x = q ∗ x ∗ q = Qq.Pq.x7.2.2.3 From rotation matries to unit quaternionsAssume now that R is a rotation of angle θ around axis n. From Rodrigues' formula we have forthe symmetri part 2.S2

v = (1− cos θ).S2
n and hene v = ± sin

(
θ
2

)
n. With the unit onstraint, weobtainThéorème 7.5 Two opposite unit quaternions are assoiated with the rotation of angle θ aroundaxis n. They are given by

q = ±
(

cos
θ

2
, sin

θ

2
.n

)The spae SO3 is then isomorphi to P3 the projetive spae obtained by identifying antipodal pointson the sphere S3.From now on, we will all rotation quaternion q the ouple (q,−q) with ‖q‖ = 1, and give as valueone of the two opposite quaternions.Using the relations of setion (7.1.2) about the geometri parameters of the rotation, we andiretly obtain the rotation quaternion q from the rotation matrix R from the following formulas:Tr(R) = 1 + 2 cos θ R−RT = 2. sin θ.Sn



7.2. Quaternions 143Hene, q is de�ned for Tr(R) 6= −1 by
q = ±(a, v) with a =

√
1 + Tr(R)

2
and Sv =

1

2.
√

1 + Tr(R)
.(R−RT) (7.14)If Tr(R) = −1 we have to use the other form of Rodrigues' formula : R = I3 + 2.S2

n = 2.n.nT − I3.Assuming n = (x, y, z)T, we have in this ase 2.n.nT = R − I3 = [2.x.n, 2.y.n, 2.z.n]. It is thensu�ient to normalize the greater olumn vetor (in norm) of R − I3 to obtain the axis n. Therotation quaternion q is then given by q = ±(0, n).7.2.3 Di�erential properties of rotation quaternionsLet R(t) ↔ q(t) be a urve on SO3 and Ṙ(t) and q̇(t) the derivatives of these quantities.Remember that the rotation quaternion q is the ouple (q,−q). We all derivative of the rotationquaternion q the ouple (q̇,−q̇) in the same sign order: the derivative representation is determinatedby the hoie of the quaternion. Sine |q|2 = q ∗ q = q ∗ q = 1, we have q̇ ∗ q + q ∗ q̇ = 0 and then
〈q̇ | q 〉 = 0 and q̇ = −q ∗ q̇ ∗ qLet now x and y be vetors suh that

R(t).x = y(t) = q(t) ∗ x ∗ q(t)The derivation of y an be done for both sides:
ẏ = Ṙ.x = Sωr .R.x = ωr × (q ∗ x ∗ q) = 1

2 .(ωr ∗ q ∗ x ∗ q − q ∗ x ∗ q ∗ ωr)
= q̇ ∗ x ∗ q + q ∗ x ∗ q̇ = q̇ ∗ x ∗ q − q ∗ x ∗ q ∗ q̇ ∗ qHene we �nd that q ∗ ẏ ∗ q = [q ∗ q̇, x] = 1

2 .[q ∗ ωr ∗ q, x] and sine this is true for every x ∈ R3, weonlude with the following theorem.Théorème 7.6 The tangent spae TqSO3 of SO3 at rotation quaternion q is given by 〈q̇ | q 〉 = 0and if R(t)↔ q(t) we havė
R = Sωr .R = R.Sωl

⇐⇒ q̇ =
ωr

2
∗ q = q ∗ ωl

2From the above theorem it is lear that the left and right translations and their di�erentials arejust left and right produt by the orresponding rotation quaternion. The tangent spae T1SO3 of
SO3 at rotation quaternion identity is simply the set of pure quaternions, i.e. R3. It is anoniallylink to the tangent spae TSO3 at rotation matrix identity by

T1SO3 ←→ TSO3
ω
2 ←→ Sω

(7.15)7.2.3.1 Lie algebra of T1SO3 and dot produtFrom the ommutation properties of setion (7.2.1.2), the Lie braket in TSO3 [Sω1 , Sω2] =
S(ω1×ω2) immediately transfers in T1SO3 as the lassial ommutator

[ω1

2
,
ω2

2

]
=
ω1 × ω2

2



144 Primitives rigides en 3D Chap. 7and the dot produt on TSO3 : 〈Sω1 | Sω2 〉TSO3
= 〈ω1 | ω2 〉R3 . is transported on T1SO3 by

〈ω1

2

∣∣∣ ω2

2

〉
T1SO3

= 〈ω1 | ω2 〉R3 = 4.
〈ω1

2

∣∣∣ ω2

2

〉QThis metri is trivially invariant by left and right translations. Hene the dot produt on the tangentspae of rotation quaternions (identi�ed with left or right translation to T1SO3) is 4 times theanonial dot produt of the quaternions spae Q.7.2.3.2 Di�erentials of standard mapsNow that we have the basi properties of the tangent spaes, it is interesting to see how vetorsare mapped between these tangent spaes by standard funtions on quaternions. these maps analso be restrited to rotation quaternion. We indiate if a simpli�ation ours in this ase. Someof these jaobians will be used in the next setion for omputing the jaobians of some maps on therotation vetor.
• Left translation by p: q 7→ p ∗ q.

Jl(p) =
∂(p ∗ q)
∂q

=
∂(Qp.q)

∂q
= Qp

• Right translation by q: p 7→ p ∗ q = Pq.p = PT
q .p

Jr(q) =
∂(p ∗ q)
∂p

=
∂(Pq.p)

∂p
= PT

q

• Inversion: q = (a, v) 7→ q(-1) =
q

|q| =
(a,−v)
a2 + ‖v‖2

JInv(q) =
∂q(-1)
∂q

=
J

〈q | q 〉 + 2.
q.qT
〈q | q 〉2

with J =
∂q

∂q
=

[
1 0
0 −I3

]In the ase of rotation quaternions, we have ‖q‖ = 1, and the formula simpli�es to
JInv(q) = −QT

q .Pq

• Ation of a �Rotation� q on x: x 7→ q ∗ x ∗ q = Qq.Pq.x

JR(q) =
∂(q ∗ x ∗ q)

∂x
= Qq.PqIf q is a rotation quaternion (‖q‖ = 1) assoiated with R, this jaobian simpli�es to :

JR(q) =

[
1 0
0 R

]To obtain the derivative with respet to q, we have to ome bak to the de�nition of a jaobianmatrix : the di�erential Jf of a funtion f is the linear funtion that maps to the tangent vetor
q̇ of the moving point q, the tangent vetor Jf .q̇ of the moving point f(q). In our ase, wehave :

J(q, x).q̇ = q̇ ∗ x ∗ q + q ∗ x ∗ q̇ = P(q∗x).q̇ +Q(q∗x).J.q̇



7.2. Quaternions 145whih shows that
J(q, x) =

∂(q ∗ x ∗ q)
∂q

= Pq.P
T
x +Qq.Qx.JDeveloping this formula, we �nd if x is a vetor and q = (a, v) :

J(q, x) = 2

[
0 0

a.x+ v × x 〈x | v 〉 .I3 − a.Sx

]

7.2.4 Exponential mapAs for rotations matries, the exponential map an be de�ned in T1SO3 from integral urves,but also with the quaternion exponential from the formula
exp(q) =

+∞∑

i=0

qi

i!
= 1 +

q

1!
+
q2

2!
+ . . .Sine the quaternions produt is not ommutative, this exponential behave globally as the matrixexponential.In our ase, we are interested in exponential of vetors (from T1SO3), whih turn out to giveunit quaternions. Indeed, let x = (0, θ.n) be a vetor, then x2 = (−θ2, 0), x3 = (0,−θ2.n) and soon. The series redues then to

exp(x) = (cos θ , sin θ.n) =

(
cos(‖x‖) , sin(‖x‖). x‖x‖

)Let r = θ.n be a (rotation) vetor, we have then the following relation
R = exp(Sr)←→ q = exp

(r
2

)where the �rst is the matrix exponential and the seond the quaternion one.7.2.5 Geodesis for rotation quaternionsLet Rp ↔ p and Rq ↔ q be two rotations. The transportation of the SO3 metri gives:
ρ(p, q) = ρ(Rp, Rq) = ρ(I3, R

T
p .Rq) = θwhere θ is the angle of the rotation RT

p .Rq. On the other hand, rotation quaternion q ∗ p =
±(cos(θ/2), sin(θ/2)n) has a dot produt with identity

〈1 | q ∗ p〉 = 〈q | p〉 = ± cos(θ/2)We an then distinguish two ases depending on the hoie of the representations (signs) of p and
q leading to a positive or a negative dot produt 〈p | q 〉. The two representations will be saidompatible if the dot produt is positive: the distane is θ = 2arccos(〈p | q 〉) in this ase. We anthen write the anonial distane of SO3:

ρ(p, q) = 2. arccos
(∣∣∣〈p | q 〉Q∣∣∣) (7.16)



146 Primitives rigides en 3D Chap. 7The rotation quaternion distane is then twie the lassi distane on the surfae of S3 (betweentwo quaternions of the same hemisphere).Geodesis starting from identity to the rotation quaternion q = exp(θ.n/2) are given by thefollowing formula for θ ≤ π
q(t) = exp(t.n) = (cos(t) , sin(t).n) with 0 ≤ t ≤ θ

2

(
≤ π

2

)This is in fat the equation of a piee of irle on the (unit) sphere S3 and in the plane {1, n}. Byleft and right translation, we obtain every other geodesi. If we want to express these geodesis interms of quaternions (not rotation quaternions), we haveThéorème 7.7 Geodesis for rotation quaternions are the piees of irle of enter q = 0 (on theunit sphere S3 of Q) with a length (in Q) less than π/2, along with their antipodal piee of irle.7.2.6 Uniform density for rotationsWe saw in setion (3.3) how to ompute the invariant measure (or uniform measure) diretly orfrom the metri. Here is another approhes that give the same result. This will give us an easy wayto sample unifrom rotations.7.2.6.1 Uniform measure over rotation quaternionsLet σ(q).dq be the probability of a small area around q, and σp(p ∗ q).d(p ∗ q) the probability ofthe same area after a global left translation of the group: they are the same and hene relate by thelassial hange in variables formula σp(p∗q) = σ(q).(det(Jl))
(-1) where Jl is the Jaobian of the lefttranslation. The uniform randomness is de�ned by requiring that σ is invariant by left translation,that is σp = σ. In the ase of quaternions, this jaobian does not depend upon the appliation point:

Jl =
∂(p ∗ q)
∂q

= Qpand if p is a unit quaternion, we have det(Qp) = 1. Hene σ(p ∗ q) = σ(q) and taking q = 1 givesthe onstant density σ(p) = σ(1) for any p. Sine the set of rotation quaternions is ompat, we anobtain the uniform density by normalization (remember that q and −q represent the same rotation):
1 =

1

2
.

∫

SO3

σ(q).dq =
σ(1)

2
.

∫

S3

dq = σ(1)π2We obtain thus the invariant (or Haar) measure on rotation quaternions:
σ(q).dq =

dq

π2
(7.17)There are in fat two invariant measures sine we ould have hosen a right invariane for σ. In the

SO3 ase, left and right Haar invariant measures turn out to be the same.7.2.6.2 Computation of a (uniform) random rotationFrom formula (7.17), the problem redues to �nd a uniform random vetor on the sphere S3.This an be ahieved as follows.� Choose the 4 oordinates of a quaternion p uniformly in [−1, 1]. The quaternion p has then auniform probability in the hyperube.



7.3. Veteur rotation 147� Rejet the sample if ‖p‖ > 1 or ‖p‖ < ε where ε is a small threshold set to avoid numerialinstabilities around 0 for next step. We obtain a uniform probability in the ball with a hole
B4(0, 1) − B4(0, ε).� Normalize p. The quaternion q =

p

‖p‖ obtained has a uniform probability over the sphere S3.7.3 Veteur rotationLa représentation des rotations est un sujet étudié depuis longtemps (voir par exemple (Stuelp-nagel, 1964)), mais qui prend une importante toute partiulière en robotique (Paul, 1982; Latombe,1991) et en vision par ordinateur (Kanatani, 1993). Nous avons vu dans la setion préédente lesquaternions unitaires, mais plusieurs types d'angles d'Euler sont également ouramment utilisés.Le veteur rotation n'est guère employé en temps que représentation pratique avant (Ayahe,1989, hap. 12), bien que les paramètres axe et angle soient fort onnus. Remarquons que, dansnotre as, e sont les propriétés génériques de la arte exponentielle qui nous amènent à hoisirette représentation et que les propriétés théoriques dérivées sur les primitives probabilistes dansles hapitres préédents ne seraient généralement pas valides ave une autre représentation.7.3.1 La arte prinipaleSi l'on reprend les résultats (heureusement onordants) des deux setions préédentes sur lesgéodésiques pour la métrique bi-invariante, on sait déjà que la arte prinipale est onstituée duveteur rotation r = θ.n, où n est l'axe de rotation (unitaire) et θ l'angle de la rotation autour de etaxe. Comme et angle est dé�ni à 2.π près, tous les veteurs rk = (θ+2.k.π).n (k ∈ Z) représententla même rotation R = R(θ, n). La (( norme )) de ette rotation est don
N(R) = dist(R, Id) = inf

k∈Z|θ + 2.k.π|Le lieu de oupure (de l'identité) est onstitué des rotations pouvant être atteintes par deux géodé-siques de même distane : e n'est possible que si θ = π, e qui orrespond à un retournement quel'on peut atteindre en partant ave le veteur tangent r = π.n ou r′ = π.(−n).Théorème 7.8 (Carte prinipale du groupe SO3)La arte prinipale du groupe des rotations 3D est formée des veteurs rotation r = θ.n de la bouleouverte D = B(0, π). La norme est dans ette arte est : θ(R) = N(r) = dist(R, I3) = ‖r‖.Le lieu de oupure est onstitué des retournements (rotations d'angle π), qui orrespondent auxveteurs rotation (identi�és) r = π.n et −r = π.(−n) sur le bord du domaine C = S3(0, π).Notons pour mémoire que si l'on voulait obtenir un atlas, il faudrait dé�nir au minimum troisautres artes. En suivant (Ayahe, 1989) , on pourrait garder la même représentation r = θ.n maisave les domaines formés des demi boules ouvertes Bx = {r ∈ B(0, 2π)/rx > 0} (respetivement
By et Bz) ouvrant les rotations di�érentes de l'identité et ayant un axe orthogonal à l'axe des x(respetivement de y et des z).Grâe à l'utilisation de la métrique invariante, nous pouvons en fait nous ontenter de la arteprinipale, puisque l'on obtient une arte entrée en n'importe quelle rotation R en translatant (àgauhe) la arte prinipale.



148 Primitives rigides en 3D Chap. 77.3.2 Relation entre le veteur rotation et les autres représentations7.3.2.1 Conversion entre veteur et matrie de rotationLe veteur rotation r = θ.n peut être alulé à partir de la matrie de rotation en utilisantles paramètres angle et axe omme à la setion (7.1.2). A l'inverse, la formule de Rodrigues nouspermet de aluler diretement la matrie de rotation à partir du veteur de rotation :
R = Id+

sin θ

θ
.Sr +

(1− cos θ)

θ2
.S2

r ave θ = ‖r‖Pour éviter les instabilités numériques autour de θ = 0, on utilisera les développements limitéssuivants :
sin θ

θ
= 1− θ2

6
+O

(
θ4
) et (1− cos θ)

θ2
=

1

2
− θ2

24
+O

(
θ4
)7.3.2.2 Conversion entre veteurs rotation et quaternions unitairesLes deux fontions suivantes permettent de passer de l'une des représentations à l'autre, et nouspermettront en partiulier de aluler le jaobien de la omposition de deux veteurs rotation enpassant par les quaternions. Nous ne donnons ii que les formules de passage, leur jaobiens serontdéveloppés à la setion (7.3.4).Considérons un veteur rotation r = θ.n et un quaternion rotation q = ±(a, v) représentantla même rotation R. Nous avons don a = cos(θ/2) et v = sin(θ/2).n. La onversion du veteurrotation au quaternion est don :

q(r) =

(
cos(θ/2) ;

sin(θ/2)

θ
.r

) où θ = ‖r‖A l'inverse, le veteur rotation peut être obtenu à partir du quaternion par la formule suivante (lanotation ‖q‖=1
=== signi�e (( égal si ‖q‖ = 1 )) ) :
r(q) = 2.sign(a). arcsin

(
‖v‖√

a2 + ‖v‖2

)
.
v

‖v‖
‖q‖=1
=== 2.sign(a).

arcsin(‖v‖)
‖v‖. v7.3.3 Opérations atomiques sur le veteur rotationSoit r = θ.n (ave n unitaire) un veteur rotation représentant la rotation R. Nous nous in-téressons dans ette setion à l'ation de r sur un veteur x (y = r ⋆ x), à l'inversion r(-1), à laomposition de deux veteurs rotation r = r2 ◦ r1 et en�n à la normalisation (opération qui ramènedans le domaine). Si les opérations ne sont pas très dures à réaliser, le alul de leur jaobiens, lui,est plus di�ile. Nous étudierons d'abord l'inversion et la normalisation, qui sont les plus failes,puis l'ation sur un veteur et en�n la omposition qui demandera de passer par les quaternionsunitaires. Le leteur pourra se référer à l'appendie (A.3) pour la di�éreniation des opérateursusuels.7.3.3.1 Inversion d'un veteur rotation : r(-1) = −rTout est déjà dans le titre, il ne reste plus qu'à érire le jaobien :

JInv(r) =
∂r(-1)
∂r

=
∂(−r)
∂r

= − Id (7.18)



7.3. Veteur rotation 1497.3.3.2 Domaine : r = ψ.n 7→ r′ = θ.n (|θ| ≤ π)Considérons un veteur rotation r = ψ.n où n est un veteur unitaire mais où l'angle ψ = ‖r‖est quelonque. Pour optimiser l'implémentation de ette fontion, il onviendra de remarquer quesi ψ ≤ π, alors on est déjà dans le domaine de la arte prinipale ou sur sa frontière et il n'y aauune modi�ation à faire.Dans le as général, on reherhe l'entier k0 minimisant la norme du veteur rotation. Comme
ϕ est positif, la solution est donnée par

k0 = arg min
k∈N |ϕ− 2.k.π| =

⌊
ϕ

2.π
+

1

2

⌋
=

⌊‖r‖
2.π

+
1

2

⌋où ⌊x⌋ est la valeur entière immédiatement inférieure à x. On doit don retourner le veteur rotationsuivant (si ϕ 6= 0) :
r′ = (ϕ− 2.k0.π).

r

ϕ
=

(
1− 2.k0.π

‖r‖

)
.ret le jaobien est donné par la formule :

∂r′

∂r
= I3 −

2.k0.π

‖r‖3 .S2
r7.3.3.3 Ation d'un veteur rotation sur un veteur : r ⋆ x = R.xSahant aluler la matrie de rotation assoiée à r, il n'y pas de problème pour aluler r ⋆ x =

R.x ni le jaobien de l'ation par rapport au veteur x :
∂(r ⋆ x)

∂x
= RLe alul de jaobien ∂(r⋆x)

∂r par rapport à r est un peu plus di�ile. Il sera ependant néessairepour les transformations rigides et pour estimer des rotations. Considérons pour ela les fontionssuivantes :
α =

sin θ

θ
β =

(1− cos θ)

θ2
γ =

α̇

θ
δ =

β̇

θOn peut alors érire, la formule de Rodrigues sous la forme :
r ⋆ x = x+ α.Sr.x+ β.S2

r .xEn prenant en ompte les dérivées suivantes :
∂(Sr.x)

∂r
= −Sx

∂(S2
r .x)

∂r
= Sx.Sr − 2.Sr.Sx

∂θ

∂r
=
rT
θon peut di�érenier r ⋆x par la omposition des jaobiens. Après fatorisation, on obtient le résultatsuivant (Les développements limités permettent d'éviter les instabilités numériques autour de θ = 0).Théorème 7.9 (Ation du veteur rotation r sur le veteur x)Soit r un veteur rotation, et α, β, δ et γ les fontion suivantes de θ = ‖r‖ :

α = sin θ
θ = 1− θ2

6 β = (1−cos θ)
θ2 = 1

2 − θ2

24 +O
(
θ4
)

γ = α̇
θ = (cos θ−α)

θ2 = 1
3 − θ2

30 +O
(
θ4
)

δ = β̇
θ = (α−2β)

θ2 = − 1
12 + θ2

180 +O
(
θ4
)



150 Primitives rigides en 3D Chap. 7Alors on a :
r ⋆ x = R.x et ∂(r ⋆ x)

∂x
= R ave R = I3 + α.Sr + β.S2

r (7.19)
∂(r ⋆ x)

∂r
= −Sx. (γ.r.r

T − β.Sr + α. Id)− Sr.Sx. (δ.r.r
T + 2.β. Id) (7.20)Pour optimiser e dernier alul, on pourra noter que Sr.Sx = x.rT−〈x | r 〉 .I3 = x.rT−Tr(x.rT).I3.Lien ave d'autres travaux : Une autre façon de di�érenier l'ation d'un veteur rotation estdonné dans (Ayahe, 1989) : soient η et Ur la fontion et la matrie suivante :

η =
(1− α)

θ2
=

1

6
− θ2

120
+O

(
θ4
) and Ur = η.S2

r + β.Sr + I3et du le veteur in�nitésimal du = Ur.dr. Alors N. Ayahe a montré que, pour n'importe quelinrément in�nitésimal dr du veteur rotation r, l'inrément dR de la matrie de rotation R estdonné par dR = Sdu.R. Pour obtenir à partir de ela le jaobien de l'ation d'un veteur, on peutérire :
(R + dR).x−R.x = dR.x = Sdu.R = −S(R.x).du = −S(R.x).Ur.dret on obtient don

∂(r ⋆ x)

∂r
= −S(R.x).Ur (7.21)e qui n'est qu'une forme fatorisée de l'équation (7.20). D'un point de vue appliatif, la formepréédente est plus rapide ar elle néessite moins d'opérations en mahine.7.3.4 Composition de deux veteurs rotationLa omposition est sans doute l'opération la plus omplexe. On pourrait bien sûr aluler lesmatries de rotation assoiée, les multiplier (R = R2.R1) et revenir au veteur rotation, mais eserait très di�ile à di�érenier. Nous avons hoisi de passer par les quaternions unitaires ommeétape intermédiaire, en sahant que la dérivée du produit des quaternions est très simple.Si r1 et r2 sont deux veteurs rotation, le prinipe est don de aluler les quaternions unitaires

q1 et q2 assoiés, de les multiplier (q = q2 ∗ q1), et de revenir au veteur rotation :
r = r2 ◦ r1 = r(q(r2) ∗ q(r1))On peut alors obtenir les jaobiens de r par rapport à r1 et r2 grâe aux jaobiens omposés suivants :

∂r

∂r1
=
∂r

∂q
.
∂q

∂q1
.
∂q1
∂r1

et ∂r

∂r2
=
∂r

∂q
.
∂q

∂q2
.
∂q2
∂r2

(7.22)Rappelons pour mémoire que les jaobiens de la omposition des quaternions sont (voir setion(7.2.3.2)):
∂(q2 ∗ q1)

∂q1
= Qq2 et ∂(q2 ∗ q1)

∂q2
= PT

q1Le problème est maintenant de aluler les jaobiens de la onversion entre veteur rotation etquaternion unitaire. Nous n'érirons pas ii de formule omplète pour les jaobiens omposés, maises multipliations matriielles ne posent auun problème numériquement.



7.3. Veteur rotation 1517.3.4.1 Du veteur rotation r au quaternion qSoit q = (a, v) le quaternion unitaire (ave a > 0) assoié au veteur rotation r. A partir desformules a = cos(θ/2) et v = sin(θ/2)
θ .r, on obtient

∂a
∂r = − sin(θ/2)

2 . r
T
θ = −vT

2 and ∂v
∂r = cos(θ/2)

2.θ .r.rT − sin(θ/2)
2.θ .

(
Sr
θ

)2En utilisant l'identité S2
r = r.rT − θ2.I3, on peut simpli�er le résultat pour obtenir le théorèmesuivant.Théorème 7.10 (Conversion veteur rotation / quaternion)Soit un veteur de rotation r et κ, λ les fontions suivantes de θ = ‖r‖ :

κ = sin(θ/2)
θ = 1

2 − θ2

48 +O
(
θ4
)

λ = sin(θ/2)
θ3 − cos(θ/2)

2.θ2 = 1
24 .
(
1− θ2

40

)
+O

(
θ4
)Les deux quaternions unitaires assoiés et les jaobiens de ette onversion sont donnés ave ε = ±1par :

q(r) = ε.

∣∣∣∣
a
v

ave a = cos(θ/2) et v = κ.r (7.23)
∂q
∂r = ε.




∂a
∂r

∂v
∂r


 ave ∂a

∂r = −vT
2 et ∂v

∂r = κ.I3 − λ.r.rT (7.24)7.3.4.2 Du quaternion unitaire q au veteur rotation rSoit q = (a, v) un quaternion et r le veteur rotation assoié au quaternion unitaire q
‖q‖ . On peutobtenir r à partir de q grâe aux équations suivantes :

r(q) = 2.sign(a). arcsin

(
‖v‖√

a2 + ‖v‖2

)
.
v

‖v‖
‖q‖=1
=== 2.sign(a).

arcsin(‖v‖)
‖v‖ .vNotons que d'autres équations seraient possibles mais onduiraient à des dérivations plus omplexes.Si a est positif, on peut érire :

∂r
∂a = −2.v

a2+‖v‖2
‖q‖=1
=== −2.v

∂r
∂v = 2.a

a2+‖v‖2 .
v.vT
‖v‖2 − 2

‖v‖ arcsin
(

‖v‖
a2+‖v‖2

)
. S2

v
‖v‖2

‖q‖=1
=== 2.

{
arcsin(‖v‖)
‖v‖ .I3 +

(
a− arcsin(‖v‖)

‖v‖

)
. v.vT
‖v‖2

}Pour a négatif, on utilise les équations i-dessus ave q′ = −q :
∂r
∂a = ∂r

∂a′ .
∂a′

∂a = −2.v′.(−1) = −2.v

∂r
∂v = ∂r

∂v′ .
∂v′

∂v = −2.
{

arcsin(‖v‖)
‖v‖ .I3 +

(
−a− arcsin(‖v‖)

‖v‖

)
. v.vT
‖v‖2

}



152 Primitives rigides en 3D Chap. 7Au �nal, on peut regrouper les aluls pour ‖q‖ = 1 dans le théorème suivant :Théorème 7.11 (Conversion quaternion unitaire / veteur rotation)Soit q = (a, v) un quaternion et τ , ξ les fontions suivantes de µ = ‖v‖ :
τ = 2.sign(a).arcsin(µ)

µ = 2.sign(a).
(
1 + µ2

6

)
+O

(
µ4
)

ξ = 2.a−τ
µ2 = 2.sign(a).

µ.
√

1−µ2−arcsin(µ)

µ3 = −2.sign(a)
(

2
3 + µ2

5

)
+O

(
µ4
)où sign est la fontion signe ave sign(0) = ±1 indi�éremment. Le veteur rotation assoié et lejaobien de ette onversion sont donnés par

r(q) = τ.v et ∂r

∂q
=

∂r

∂(a, v)
= [−2.v ; τ.I3 + ξ.v.vT] (7.25)7.3.5 Jaobien de la translation à gauhe de l'identitéLes aluls onernant les opérations atomiques sont maintenant terminés : on peut faire agir,omposer et inverser des veteurs rotation, et aluler le jaobien de es opérations. Cependant,pour une implémentation e�ae, il est utile d'extraire l'expression symbolique du jaobien de latranslation à gauhe de l'identité. Cela nous permettra d'optimiser numériquement son alul, maisaussi de aluler l'expression symbolique de la densité uniforme dans la arte prinipale.Le prinipe est le même que pour la omposition, mais ave des simpli�ations dûes à r1 = 0. Apartir de r2 ◦ r1 = r(q(r2) ∗ q(r1)), la dérivation en haîne nous donne :

∂(r2 ◦ r1)
∂r1

∣∣∣∣
r1=0

=
∂r(q)

∂q

∣∣∣∣
q=q2

.
∂(q2 ∗ q1)

∂q1

∣∣∣∣ q1=0
q2=q(r2)

.
∂q(r1)

∂r1

∣∣∣∣
r1=07.3.5.1 Des veteurs rotation aux quaternions unitaireOn a ii r1 = 0 et r2 = θ2.n2. Les quaternions assoiés sont don

q1 = (1, 0) et q2 =

(
cos(θ2/2) ,

sin(θ2/2)

θ2
.r2

)Nous n'avons besoin que du jaobien ∂q1

∂r1
: en reprenant les notations de la setion (7.3.4.1), onalule aisément ave θ1 = 0 que κ1 = 1

2 et λ1 = 1
24 . Il ne reste plus qu'à reporter dans l'équation(7.24) pour obtenir :

∂q1
∂r1

∣∣∣∣
r1=0

=
1

2
.

[
0
I3

]7.3.5.2 Composition des quaternionsComme q1 = 1, on a évidemment q = q2 ∗ q1 = q2. Le jaobien est simplement :
∂(q2 ∗ q1)

∂q1
= Qq2 = cos(θ2/2).I4 +

sin(θ2/2)

θ2
.

[
0 −rT2
r2 Sr2

]La multipliation des deux premiers jaobiens donne don :
∂(q2 ∗ q1)
∂q1

.
∂q1
∂r1

=
cos(θ2/2)

2
.

[
0
I3

]
+

sin(θ2/2)

2.θ2
.

[
−rT2
Sr2

]



7.3. Veteur rotation 1537.3.5.3 Du quaternion unitaire au veteur rotationComme q = q(r2), il est bien évident que r(q) = r2. Le jaobien est par ontre un peu plusompliqué. Ave les notations de la setion (7.3.4.2), et puisque l'on sait que a = cos(θ2/2) et
v = sin(θ2/2)

θ2
.r2, on a :

τ = 2.sign(a).arcsin(‖v‖)
‖v‖ =

θ2
sin(θ2/2)

et ξ =
2.a− τ
µ2

=
2. cos(θ2/2) − θ2

sin(θ2/2)

sin(θ2/2)2e qui donne en reportant dans l'équation (7.25) :
∂r

∂q
=

[
−2.

sin(θ2/2)

θ2
.r2 ;

θ2
sin(θ2/2)

.I3 +

(
2. cos(θ2/2) −

θ2
sin(θ2/2)

)
.
r2.r

T
2

θ2

]Il ne reste plus qu'à multiplier ette matrie ave la préédente pour obtenir le résultat.Théorème 7.12 (Jaobien de la translation à gauhe de l'identité)Soit r un veteur rotation de norme ‖r‖ = θ et ϕ et ω les fontions suivantes
ϕ =

θ/2

tan(θ/2)
= 1− θ2

12
+O(θ4) et ω =

1− ϕ
θ2

=
1

12
+

θ2

720
+O(θ4)Le jaobien de la translation à gauhe de l'identité est

JL(r) =
∂(r ◦ e)
∂e

∣∣∣∣
e=0

= ϕ.I3 + ω.r.rT +
Sr

2
(7.26)D'un point de vue numérique, il faudra aussi se mé�er des valeurs de θ prohes de π pour éviterles erreurs lors du alul de tan(θ/2). On utilisera alors :

ϕ =
θ.(π − θ)

4
+O

(
(π − θ)3

) et ω =
1− ϕ
θ27.3.6 Jaobien de la translation à droite de l'identitéLa dérivation est omplètement similaire à la translation à gauhe, exepté que

∂(q2 ∗ q1)
∂q2

= PT
q1

= cos(θ1/2).I4 +
sin(θ1/2)

θ1
.

[
0 −rT1
r1 −Sr1

]et on obtient :Théorème 7.13 (Jaobien de la translation à droite de l'identité)Soit r un veteur rotation de norme ‖r‖ = θ et ϕ et ω les mêmes fontions que pour la translationà gauhe. Le jaobien de la translation à droite de l'identité est :
JR(r) =

∂(r ◦ e)
∂e

∣∣∣∣
e=0

= ϕ.I3 + ω.r.rT − Sr

2
(7.27)



154 Primitives rigides en 3D Chap. 77.3.7 Mesure invarianteLes déterminants des jaobiens de la translation à droite ou à gauhe de l'identité sont
det(JL(r)) =

θ2

4. sin(θ/2)2
et det(JR(r)) =

−θ2

4. sin(θ/2)2Les mesures invariantes à droite et à gauhe sont don identiques, omme on pouvait s'y attendrepuisque la métrique est bi-invariante.Théorème 7.14 (Mesure bi-invariante)Soit r un veteur rotation de norme ‖r‖ = θ. La mesure invariante (à droite omme à gauhe) est
dSO3(r) = 4.

sin(θ/2)2

θ2
.dr (7.28)7.3.8 Véri�ation des identités remarquablesPour �nir ette setion sur le veteur rotation et pour valider toutes es formules, véri�ons lesidentités remarquables du théorème (3.1). Pour ommener, notons que omme S−r = −Sr = ST

r ,on a :
JL(r(-1)) = JL(−r) = JL(r)T = JR(r) = ϕ.I3 + ω.r.rT − Sr

2Comme par dé�nition Sr.r = r×r = 0, on a JL(r(-1)).r = (ϕ+ω.θ2).r, e qui se simpli�e, en sahantque ω = (1− ϕ)/θ2, en
JL(r(-1)).r = r = −r(-1)De la même façon, on a

JL(r).(−r) = −JL(r).r = −rL'identité (3.28) est don véri�ée. L'identité (3.29) est trivialement véri�ée puisqu'elle s'exprime
(−I3)T.(−r) = r.7.4 Transformations rigides en 3D et repèresSoit B = {o, i, j, k} la base orthonormée direte anonique de l'espae eulidien R3 (on a don
o = (0, 0, 0)T et [i, j, k] = I3). Considérons maintenant une autre base orthonormée direte F =
{t, i′, j′, k′}. Elle est formée d'un point de oordonnées t dans B et de trois veteurs unitairesorthogonaux i′, j′ et k′ qui forment un trièdre. F est don un repère. Le mouvement rigide amenantde B à F est unique et s'érit en oordonnées homogènes :

M =

[
R t
0 1

] ave R =
[
i′, j′, k′

]On peut don érire une transformation rigide (ou de manière équivalente un repère) omme leouple f = (R, t), ave R ∈ SO3 et t ∈ R3. Cette façon d'érire une transformation rigide (oumouvement pour d'alléger les éritures) met bien en évidene la struture de variété que l'on érira
M3 = SO3 ⋉ R3. En e�et, M3 est alors une sous-variété de R3×3 × R3 ave les ontraintes déjàonnues sur les matries de rotation.



7.4. Transformations rigides en 3D et repères 155Pour déterminer les opérations de base sur les mouvements, et en partiulier les règles de ompo-sition et d'inversion ompatibles ave l'ation des mouvements sur l'espae eulidien R3, observons(en passant au besoin par les matries homogènes) que l'ation de f sur un veteur homogène est :
f ⋆ x = R.x+ tPour exprimer la omposition, il su�t de multiplier les matries homogènes :

f1 ◦ f2 = (R1.R2 , R1.t2 + t1)et l'identité étant Id = (I3, 0), l'inversion est :
f(-1) = (R(-1) , −R(-1).t)Nous avons les opérations de base sur le groupe, il nous faut maintenant une arte loale pourdéterminer les géodésiques.7.4.1 Carte prinipalePour obtenir une représentation minimale, il paraît raisonnable d'utiliser le veteur rotation

r = θ.n assoié à R et le veteur translation t. On peut alors représenter à la fois la transformationrigide de B à F et le repère F (tous deux exprimés dans B) par le veteur de dimension 6 :
f =

∣∣∣∣
r
tNotons qu'on aurait également pu utiliser les angles d'Euler ou d'autres représentations minimalesdes rotations, mais ette représentation s'avérera la bonne puisqu'il s'agira en fait de la représenta-tion exponentielle pour la métrique invariante à gauhe. Pour simpli�er les notations, nous érironsomme pour les quaternions f = (r, t) ∈M3 tout en onsidérant f omme un veteur 6D.Les opérations de omposition et d'inversion se traduisent aisément dans ette arte en utilisantles opérations de la setion préédente sur le veteur rotation :

f2 ◦ f1 = (r2 ◦ r1 , r2 ⋆ t1 + t2) et f (-1) = (r(-1) , r(-1) ⋆ (−t))Notons que l'identité est bien le veteur nul dans ette représentation.7.4.1.1 Métrique invariante à gauheLe jaobien de la translation à gauhe s'exprime alors par
JL(f) =

∂(f ◦ e)
∂e

∣∣∣∣
e=0

=




∂(r◦er)
∂er

∣∣∣
er=0

0

0 R


 =



JL(r) 0

0 R


 (7.29)Choisissons une métrique Q à l'origine qui soit ompatible ave la métrique eulidienne anoniquesur R3 et ave la métrique anonique sur les rotations :

Q =

[
I3 0
0 I3

] d'où Q(f) = JL(f)(-T).Q.JL(f)(-1) =

[
Q(r) 0

0 I3

]



156 Primitives rigides en 3D Chap. 7Comme ette matrie est diagonale par blo, les géodésiques partant de l'identité sont le produitdiret des géodésiques sur les translations et les rotations : f(s) = (s.r , s.t).Théorème 7.15 La représentation f = (r, t) munie du domaine D = B3(0, π) × R3 est la arteprinipale pour le groupe des transformations rigides M3 muni de la distane invariante à gauheanonique.Remarquons que la (( norme )) d'un mouvement est NL(f) = ‖f‖ =
√
θ(R)2 + ‖t‖2. Nous aurionspu ajouter un paramètre λ par exemple sur la métrique des rotations pour permettre de pondérerl'in�uene des radians (pour la rotation) sur les mètres (ou les inhes...). On aurait alors obtenu :

Nλ(f)2 = Nλ((r, t))2 = λ2.‖r‖2 + ‖t‖2On peut véri�er que ette (( norme )) dé�nit bien une distane sur le groupe et véri�e lesontraintes que nous avions développé à la setion (3.4.3).Preuve : ( Nλ est une norme au sens de la setion (3.4.3))Cette norme est positive et nulle seulement pour ‖r‖ = ‖t‖ = 0, 'est-à-dire pour l'identité. Si f = (r, t),la transformation inverse est f (-1) = (r(-1), r(-1)⋆(−t)) et omme θ = ‖r‖ est une norme sur les rotations,on a :
Nλ(f (-1))2 = λ2.‖r(-1)‖2 + ‖ − RT.t‖2 = Nλ(f)2L'inégalité triangulaire se montre à partir de l'inégalité triangulaire sur les métriques des rotations etdes translations. En e�et, soient f1 = (r1, t1) et f2 = (r2, t2) deux mouvements :

f
(-1)
1 ◦ f2 =

�
r
(-1)
1 ◦ r2 ; r

(-1)
1 ⋆ (t2 − t1)

�et don Nλ(f
(-1)
1 ◦ f2)

2 = λ2 ‖r
(-1)
1 ◦ r2‖

2 + ‖RT
1 .(t2 − t1)‖

2. L'inégalité triangulaire sur les rotationsassure que θ(r
(-1)
1 ◦ r2) ≤ θ1 + θ2 (où θi = ‖ri‖) et nous avons sur les veteurs : ‖t2 − t1‖

2 = ‖t1‖
2 +

‖t1‖
2 − 2 〈t1 | t2 〉. Don :

Nλ(f
(-1)
1 ◦ f2)

2 ≤ θ2
1 + θ2

2 + 2θ1θ2 + ‖t1‖
2 + ‖t2‖

2 + 2‖t1‖‖t2‖Comme (θ1θ2 + ‖t1‖‖t2‖)
2 = (θ2

1 + ‖t1‖
2)(θ2

2 + ‖t2‖
2) − (θ1‖t2‖ − θ2‖t1‖)

2, on obtient
Nλ(f

(-1)
1 ◦ f2)

2 ≤ (θ2
1 + ‖t1‖

2) + 2
p

(θ2
1 + ‖t1‖2)(θ2

2 + ‖t2‖2) + (θ2
2 + ‖t2‖

2)

≤
�p

θ2
1 + ‖t1‖2 +

p
θ2
2 + ‖t2‖2

�2Il su�t de prendre la raine arrée pour obtenir l'inégalité reherhée :
Nλ(f

(-1)
1 ◦ f2) ≤ Nλ(f1) + Nλ(f2) �7.4.1.2 Mesure invarianteComme on a alulé le jaobien de la translation à gauhe, on peut aluler elui de la translationà droite :

JR(f) =
∂(e ◦ f)

∂e

∣∣∣∣
e=0

=




∂(er◦r)
∂er

∣∣∣
er=0

0

∂(er⋆t)
∂er

∣∣∣
er=0

I3


 =



JR(r) 0

−St I3


 (7.30)Nous ne résoudrons pas ii les équations des géodésiques pour la métrique invariante à droite,mais on peut véri�er qu'elles sont di�érentes. On peut également aluler les équations des ourbesintégrales (les sous-groupes à un paramètre), et s'aperevoir que es ourbes ne orrespondent pasnon plus aux géodésiques pour la distane invariante à gauhe.Par ontre, les mesures invariantes à droite et à gauhe sont identiques : le groupe est uni-modulaire. En e�et, les déterminants des translations à gauhe et à droite de l'identité sont :

det(JL(f)) = det(JL(r)).det(R) et det(JR(f)) = det(JR(r)).det(I3)



7.4. Transformations rigides en 3D et repères 157et omme det(R) = 1 et det(JL(r)) = det(JR(r)), on obtient :
dM3(f) = dLM3(f) = dRM3(r) =

4. sin2(θ/2)

θ2
.dr.dt =

4. sin2(θ/2)

θ2
.df (7.31)7.4.2 Opérations atomiques sur les mouvementsMaintenant que nous avons la arte prinipale, il ne nous reste plus qu'à déterminer les jaobiensde l'inversion et de la omposition des mouvements, ainsi que la normalisation.7.4.2.1 Inversion d'un mouvement

f = (r, t) 7−→ f (-1) = (r(-1) , r(-1) ⋆ (−t))Comme l'inverse du veteur rotation est r(-1) = −r, le jaobien est
JInv =

[
−I3 0

∂(r(-1)⋆t)
∂r(-1) −RT ] (7.32)7.4.2.2 Composition des mouvements

f2 = (r2 , t2) , f1 = (r1 , t1) 7−→ f2 ◦ f1 = (r2 ◦ r1 ; r2 ⋆ t1 + t2)On notera J1 le jaobien de f = f2 ◦ f1 par rapport à r1 et J2 elui par rapport à r2. Ils sontdonnés par
J1 =

∂(f2 ◦ f1)

∂f1
=
∂(r2 ◦ r1 , r2 ⋆ t1 + t2)

∂(r1, t1)
=

[
∂(r2◦r1)

∂r1
0

0 R2

] (7.33)
J2 =

∂(f2 ◦ f1)

∂f2
=
∂(r2 ◦ r1 , r2 ⋆ t1 + t2)

∂(r2, t2)
=

[
∂(r2◦r1)

∂r2
0

∂(r2⋆t1)
∂r2

I3

] (7.34)7.4.2.3 Normalisation d'un mouvement (Domaine)
f = (r, t) ∈ R6 7−→ f ′ = (r′, t′) ∈ DLes seules ontraintes de domaine sont sur le veteur rotation : soit r′ = D(r) la normalisationdu veteur rotation et JD(r) son jaobien. La normalisation du mouvement f et son jaobien sontalors :

f ′ = D(f) = (D(r), t) et JD(f) =
∂f ′

∂f
=

[
JD(r) 0

0 I3

]



158 Primitives rigides en 3D Chap. 77.4.3 Véri�ation des identités remarquablesRappelons que le jaobien de la translation à gauhe de l'identité est :
JL(f) =

[
JL(r) 0

0 R

]Comme JL(r(-1)).r = r, il su�t de poser la multipliation pour voir que JL(f (-1)).f = −f (-1). Demême, omme JL(r).(−r) = −r, on obtient JL(f).f (-1) = −f . L'identité (3.28) est don véri�ée.Par ontre, pour l'identité (3.29), nous devons observer que
JT

Inv =

[
−I3

∂(r(-1)⋆t)
∂r(-1) T

0 −R

]Or, en prenant la formule (7.21), on a ∂(r(-1)⋆t)
∂r(-1) = −S(R.t).Ur, soit : ∂(r(-1)⋆t)

∂r(-1) T
= UT

(−r).S(RT.t) d'où
∂(r(-1) ⋆ t)
∂r(-1) T

.RT.t = UT
(−r).S(RT .t).(R

T.t) = 0ar Sy.y = y × y = 0. On a don bien :
∂f (-1)
∂f

T
.f (-1) =

∣∣∣∣∣
r + ∂(r(-1)⋆t)

∂r

T
.RT.t

t
= f7.4.4 Opérations atomiques sur les repèresD'un point de vue purement di�érentiel, les repères sont identiques (di�éomorphes) aux mouve-ments. On notera don également M3 la variété des repères. On hoisit bien évidemment l'originedes repères omme étant la base anonique : elle orrespond dans notre représentation à l'identité desmouvements. Le groupe d'isotropie H étant réduit à l'identité, on a une parfaite identi�ation desmouvements et des repères. On notera d'ailleurs f = (r, x) un repère orrespondant au mouvement

f = (r, x).En partiulier, la fontion de plaement est l'identité : ff = f et son jaobien est don J(ff ) = I6,et il su�t de revenir à la dé�nition de f = (r, t) omme repère ou mouvement pour voir que l'ationdu mouvement g sur le repère f est simplement : g⋆f = g◦f . Le jaobien est évidemment égalementelui de la omposition. Le domaine est stritement identique au as des mouvements.7.5 Repères semi-orientés et non-orientésEn imagerie médiale volumique, nous utiliserons beauoup les points extrémaux dé�nis dans(Thirion et Gourdon, 1995). Ce sont des points sur une iso-surfae qui optimisent un ritère degéométrie di�érentielle basé sur la ourbure. Certains de es points peuvent ainsi être vu ommela généralisation des points de oin. Étant dé�nis sur une surfae, es points sont munis des deuxdiretions prinipales de ourbure (t1, t2) et de la normale à la surfae, e qui forme un repère ares trois veteurs sont orthonormés.En fait, e n'est pas tout à fait un repère, mais e que l'on appellera un repère semi-orienté ar lesdiretions prinipales t1 et t2 ne sont que des diretions, 'est-à-dire que l'on mesure indi�éremment
±t1 et ±t2
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1

t2

t

Point extrémal
n

Ligne de crête

Fig. 7.1 � Un point extrémal sur une iso-surfae7.5.1 Trièdres semi-orientésLe trièdre est formé des veteurs {±t1,±t2, n}.On peut toujours hoisir l'orientation du veteur
t2 pour que e trièdre soit orthonormé diret. Il nous reste alors les deux trièdres {ε.t1, ε.t2, n}(ε = ±1) pour représenter la même primitive. Choisissons pour origine de notre variété le repèreanonique (ave t1 = ex, t2 = ey et n = e3), alors la �gure (7.2) montre que le groupe d'isotropieest H = {I3,Π3} où Π3 = R(π, e3) est la rotation d'angle π autour de n = e3.

3 e  = n3

t1

e2

e1

t2

e  = n 3

e  = t1 1

e  = t2 2

π

Fig. 7.2 � Les deux trièdres représentant le trièdre semi-orienté (( origine )).L'ensemble des trièdres semi-orientés est don le quotient de l'espae des trièdres ('est-à-diredes rotations) par H : notre variété est SO3/H. Comme le groupe d'isotropie H est disret et �ni,il existe une distane invariante induite (voir setion (3.4.4)) et on peut enore représenter unetelle primitive par un veteur rotation. Les géodésiques sont toujours les mêmes, seul le domaine dedé�nition de la arte prinipale hange.7.5.1.1 Carte prinipaleSoit s = θ.n le veteur rotation représentant l'un des deux trièdres semi-orientés possibles (ave
θ = ‖s‖ ≤ π), le seond étant s′ = s ◦ π3, ave π3 = π.e3. Le veteur qui appartient au domaine dedé�nition de la arte prinipale est elui qui a la norme minimale. En passant par les quaternions,on a :

p =

∣∣∣∣
cos(θ/2)
sin(θ/2).n

et q3 =

∣∣∣∣
0
e3soit :

p′ = ±
∣∣∣∣

cos(θ′/2)
sin(θ′/2).n

= p ∗ q3 =

∣∣∣∣
sin(θ/2). 〈e3 | n〉
sin(θ/2).n× e3 + cos(θ/2).e3Comme les angles θ et θ′ sont ompris entre 0 et π, les sinus et osinus sont positifs et on obtient :

cos(θ′/2) = sin(θ/2).|n[3]|, où n[3] est la omposante de n selon e3. Cosinus est une fontion dé-roissante sur le domaine qui nous intéresse et θ′ est don supérieur à θ si cos(θ′/2) < cos(θ/2). On
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θ ≤ θ′ ⇐⇒ tan

(
θ

2

)
≤ 1

|n[3]|
(7.35)Le domaine de dé�nition est don :

D =

{
s = (s[1], s[2], s[3])

T ∈ R3 / ‖s‖ ≤ π2 et |s[3]|. tan(‖s‖2 )
≤ ‖s‖

}7.5.1.2 Opérations atomiques sur les trièdres semi-orientésLa fontion de plaement de SO3/H dans SO3 est faile à hoisir : 'est l'identité. Ave e hoix,le jaobien de la translation de l'origine est JL(s), elui du veteur rotation.Domaine Pour normaliser le trièdre semi-orienté s, on ommene par le normaliser omme si'était un veteur de rotation simple : s′ = D(s) ave le jaobien JD(s), puis on véri�e la ontraintesupplémentaire :si |s′[3]|. tan
(‖s′‖

2

)
≤ ‖s′‖ alors s′′ = s′ ◦ π3 et J ′′ =

∂(s′ ◦ π3)

∂s′
.JD(s)et on retourne s′′ et J ′′, sinon on retourne s′ ave le jaobien JD(s).Ation d'une rotation On note s notre trièdre semi-orienté, et s′ = r ◦ s le résultat de laomposition des veteurs rotation, ave les jaobiens J1 et J2.

s′ = r ◦ s J1 =
∂s′

∂r
=
∂(r ◦ s)
∂r

J2 =
∂s′

∂s
=
∂(r ◦ s)
∂sComme s′ n'est pas forément dans le domaine, il faut éventuellement le normaliser :si |s′[3]|. tan

(‖s′‖
2

)
≤ ‖s′‖ alors s′′ = s′ ◦ π3 et J ′ =

∂(s′ ◦ π3)

∂s′
.et on retourne r ⋆ s = s′′ ave les jaobiens J ′′1 = J ′.J1 et J ′′2 = J ′.J2, sinon on retourne r ⋆ s = s′ave les jaobiens J1 et J2.7.5.2 Trièdres non-orientésOn peut ainsi ontinuer à réduire les aratéristiques de notre repère : supposons maintenantque l'on veuille utiliser les points extrémaux pour faire du realage multi-modalité, par exempleentre une image IRM et une image sanner X. Comme es images ne mesurent pas les mêmesaratéristiques des tissus, un ertain nombre d'interfaes entre organes seront inversées. C'est enpartiulier le as au niveau du bord de l'os. Cette fois-i, même la normale du point extrémal n'estplus orientée : on peut mesurer n ou −n.Le trièdre est ette fois-i formé des veteurs {±t1,±t2,±n}. On peut toujours hoisir l'orien-tation des veteurs pour qu'il soit orthonormé diret. Il nous reste alors quatre trièdres possiblespour représenter le même trièdre non-orienté, illustrés sur la �gure (7.3). Choisissons pour originede notre variété le repère anonique (ave t1 = ex, t2 = ey et n = e3), alors le groupe d'isotropie est

H = {I3,Π1,Π2,Π3} où Πi = R(π, ei) est la rotation d'angle π autour du veteur de base ei.Comme pour le as des trièdres semi-orientés, notre variété est SO3/H, et la arte prinipale estonstituée du veteur rotation mais ave un domaine plus restreint. La détermination de e domaineet des opérations atomiques est alquée sur elle des trièdres semi-orientés.
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Fig. 7.3 � Les quatre trièdres représentant le trièdre non-orienté (( origine )).7.5.2.1 Carte prinipaleSoit s = θ.n le veteur rotation représentant l'un des trièdres non-orientés possibles (ave θ =
‖s‖ ≤ π), les trois autres étant si = s ◦ πi, ave πi = π.ei. Le veteur qui appartient au domaine dedé�nition de la arte prinipale est elui qui a la norme minimale. En passant par les quaternions,on trouve ette fois-i :

cos(θi/2) = sin(θ/2).|n[i]|Pour trouver le veteur rotation de norme minimale, on peut déjà omparer les θi entre eux :
θi ≤ θj ⇐⇒ |n[i]| ≥ |n[j]| ⇐⇒ |s[i]| ≥ |s[j]|et parallèlement omparer θ et les θi

θ ≤ θi ⇐⇒ tan

(
θ

2

)
≤ 1

|n[i]|Le domaine de dé�nition est don :
D =

{
s = (s[1], s[2], s[3])

T ∈ R3 / ‖s‖ ≤ π2 et ∀ i ∈ {1, 2, 3} |s[i]|. tan
(‖s‖

2

)
≤ ‖s‖

}7.5.2.2 Opérations atomiques sur les trièdres non-orientésLa fontion de plaement de SO3/H dans SO3 est faile à hoisir : 'est l'identité. Ave e hoix,le jaobien de la translation de l'origine est elui du veteur rotation.Domaine Pour normaliser le trièdre non-orienté s, on ommene par le normaliser omme si'était un veteur de rotation simple : s′ = D(s) ave le jaobien JD(s), puis herhe l'indie k dela omposante la plus grande (en valeur absolue) de e veteur s′ :
k = arg max

i∈{1,2,3}
|s′[i]|



162 Primitives rigides en 3D Chap. 7et on véri�e la ontrainte supplémentaire :si |s′[k]|. tan
(‖s′‖

2

)
≤ ‖s′‖ alors s′′ = s′ ◦ πk et J ′′ =

∂(s′ ◦ πk)

∂s′
.JD(s)sinon on retourne r ⋆ s = s′ ave le jaobien JD(s).Ation d'une rotation Le proédé est stritement alqué sur l'ation d'une rotation sur untrièdre semi-orienté, mais ave le hoix de l'indie k omme i-dessus qui remplae l'indie �xe 3.7.5.3 Repères semi et non-orientésPour onstruire maintenant des repères semi ou non-orientés, il su�t d'ajouter un point 3Dqui représente la loalisation de e repère dans l'espae : z = (s, x), exatement omme on l'a faitpour les repères, le trièdre semi ou non-orienté s et ses opérations atomiques remplaçant le veteurrotation. Nous résumons ii les opérations atomiques obtenues.

• Fontion de plaement : fz = z ∂fz

∂z = I6
• Translation de l'origine :

J(fz) =

[
JL(s) 0

0 R(s)

]où JL(s) est le jaobien de la translation à gauhe de l'identité pour le veteur rotation et
R(s) la rotation assoiée à s (onsidéré omme veteur rotation).

• Normalisation :
z′ = D(z) = (D(s), x) JD(z) =

[
JD(s) 0

0 I3

]où D(s) est la normalisation des repères semi ou non-orientés et JD(s) son jaobien.
• Ation d'un mouvement f = (r, t) :

f ⋆ z = (r ⋆ s , R.x+ t)
∂(f ⋆ z)

∂z
=

[
∂(r⋆s)

∂s 0
0 R

]
∂(f ⋆ z)

∂f
=

[
∂(r⋆s)

∂r 0
∂(r⋆x)

∂r I3

]Il faut bien noter dans es formules que ∂(r⋆x)
∂r est le jaobien de l'ation du veteur rotationsur le point x tandis que ∂(r⋆s)

∂r et ∂(r⋆s)
∂s sont les jaobiens de l'ation du veteur rotation surle repère semi ou non-orienté s.7.6 Points � Puisque le point n'a pas (théoriquement, du moins) d'existene,il est bizarre que l'idée que l'on se fait du point soit elle d'un rond.Mais ne pourrait-il pas y avoir des points arrés ou triangulaires? �Claude Cossette, Les Images démaquillées:approhe sienti�que de la ommuniation par l'image.Les points de R3 étant justement les primitives ave lesquelles on savait travailler sans notrethéorie, il est intéressant de les inlure aussi dans notre implémentation et de véri�er qu'on obtientbien les résultats attendus.



7.7. Conlusion 1637.6.1 Points de R3Il est naturel de prendre omme origine o = (0, 0, 0)T . Nous avons déjà vu que l'ation d'unetransformation f = (r, t) est f ⋆x = R.x+t. Le groupe d'isotropie est obtenu en résolvant l'équation
R.0 + t = 0, e qui impose une translation nulle :

H = {(R, 0) / R ∈ SO3}Les osets sont don les ensembles
Fx = {(R,x) / R ∈ SO3}Un représentant partiulièrement agréable à manipuler est fx = (0, x), la translation de veteur x.Cette fontion de plaement onduit en partiulier à des bruits homogènes additifs, e qui est lamodélisation usuelle sur les points. Le jaobien de la translation de l'origine est alors

J(fx) =
∂(f (-1)x ⋆ e)

∂e
=
∂(e − x)
∂e

= I3et la métrique invariante est don bien la métrique anonique : Q(x) = Id3. Il n'y a pas de problèmede normalisation puisque le domaine de dé�nition est R3 tout entier, et il ne reste don plus qu'àdéterminer les jaobiens de l'ation d'une transformation rigide f = (r, t) :
∂(f ⋆ x)

∂f
=
∂(r ⋆ x+ t)

∂(r, t)
=

[
∂(r ⋆ x)

∂r
;
∂t

∂t

]
=

[
∂(r ⋆ x)

∂r
; I3

]

∂(f ⋆ x)

∂x
=
∂(r ⋆ x+ t)

∂x
= R7.7 ConlusionNous avons montré dans e hapitre que l'on pouvait mener les aluls néessités par la théoriedes hapitres préédents sur un nombre important de primitives tridimensionnelles sous l'ationdu groupe des transformations rigides. Ayant implémenté les opérations atomiques dérivées danse hapitre, nous avons à notre disposition tous les algorithmes bas et moyen niveau développépréédemment.Nous nous foaliserons dans la seonde partie de e manusrit sur des algorithmes haut niveauet leurs appliations, utilisant pour ela les primitives dé�nies dans e hapitre.
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Chapitre 8
Realage et fusion de primitives :estimation et préision

� Errors using inadequate data are muhless than those using no data at all. �Charles BabbageOn s'intéresse dans e hapitre à deux prinipaux problèmes d'estimation. Le premier est l'es-timation d'un mouvement rigide à partir d'appariement de primitives et le alul de l'inertitudesur ette estimation : 'est le realage. Le seond problème, déjà abordé dans la synthèse de lapremière partie (hap. 6), onerne l'obtention de la moyenne ou la fusion de primitives probabi-listes. Nous nous attahons également à aluler l'inertitude sur l'estimation obtenue. Les solutionsapportées à es deux problèmes sont très similaires puisqu'elles passent toutes par une minimisationaux moindres arrés. Cependant, il n'y a guère que dans le as des points où il existe une solutionexpliite, abondamment illustrée dans la littérature (Arun et al., 1987; Horn, 1987; Umeyama, 1991;Zhuang et Huang, 1994) et très peu de travaux s'intéressent à l'inertitude sur ette estimation (onpourra ependant noter (Kanatani, 1993) et (Csurka et al., 1995)).Nous rappelons dans la setion (8.1) les prinipales solutions expliites onnues pour l'estimationde transformations aux moindres arrés à partir d'appariements de points et nous développons uneméthode pour en estimer l'inertitude. Les solutions expliites ne se généralisant pas au as deprimitives quelonques, nous devons développer dans la setion (8.2) des méthodes par desente degradient ou �ltrage de Kalman pour traiter le as de primitives géométriques plus générales.Par ontre, les méthodes d'estimation de l'inertitude sur la transformation se généralisent assezbien (setion 8.3), mais reposent sur la onnaissane du bruit sur les données (les primitives). Nousétudions don dans la setion (8.4) l'estimation a posteriori du modèle de bruit (i.e. après fusionou realage), de manière à pouvoir réinjeter ette onnaissane dans les algorithmes de fusion etde realage pour en déterminer l'inertitude : 'est la base de l'algorithme d'estimation pratiqueprésenté à la setion (8.5). 165



166 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 88.1 Realage à partir d'appariements de pointsPour introduire le problème du realage, nous supposerons dans ette setion que les objets sontreprésentés par des ensembles de N points appariés {xi} et {yi} dans R3, et que la transformationentre es objets est rigide. S'il n'y avait auune erreur d'appariement ni de mesure, on aurait don
yi = R.xi + t pour tout i, et on pourrait déterminer les paramètres du mouvement ave seulementtrois ouples de points appariés en position générique : on a alors 9 équations salaires pour 6inonnues (3 pour la rotation et 3 pour la translation) et 3 invariants (les distanes entre les points).Malheureusement, on n'a jamais des données exates, et l'on doit don prendre en ompte leserreurs de mesures. A ause des 3 invariants, il est très peu probable que le système évoqué i-dessus ait une solution ar il est sur-ontraint. La solution usuelle est alors de minimiser l'erreuraux moindres arrés. La résolution de e problème est bien onnue, soit par les quaternions (Horn,1987; Ayahe, 1991; Faugeras, 1993; Horaud et Monga, 1993), soit par la déomposition en valeurssingulières (SVD) (Arun et al., 1987; Umeyama, 1991), et sera rappelée à la setion (8.1.1). Lesmêmes tehniques nous permettrons également de faire une ourte inursion dans le as non-rigidepour aluler la similitude et la transformation a�ne aux moindres arrés (setion 8.1.2).Le seond problème est que la transformation que l'on alule à partir des données bruitéesn'est évidemment pas la transformation exate entre les primitives exates. Il est don important,voire vital dans ertaines appliations médiales (plani�ation de hirurgie par exemple), d'estimerl'inertitude que l'on a sur notre transformation. Nous verrons une méthode qui permet de le fairepour la transformation aux moindres arrés et une méthode basée sur le �ltrage de Kalman quipermet en plus de prendre en ompte l'inertitude sur les points dans notre estimation.8.1.1 Calul de la transformation rigide aux moindres arrésOn herhe les paramètres de la rotation R et la translation t minimisant le ritère :

C(R, t) =
∑

i

‖yi −R.xi − t‖2 (8.1)8.1.1.1 Calul de la translationLa translation optimale est aratérisée par une dérivée nulle du ritère :
∂C

∂t
= −2.

∑

i

(yi −R.xi − t)T. = 0 ⇐⇒
∑

i

yi −R.
(∑

i

xi

)
= N.tEn notant x̄ = 1

N .
∑

i xi et ȳ = 1
N .
∑

i yi les baryentres des deux ensembles de points, on obtientdon :
t̂ = ȳ −R.x̄ (8.2)et en exprimant les points en repère baryentrique : x′i = xi− x̄ et y′i = yi− ȳ, le ritère à minimiserse réérit :

C ′(R) =
∑

i

‖y′i −R.x′i‖2Notons que ette aratérisation de la translation optimale ne suppose pas que R soit unerotation, mais que e soit simplement un opérateur linéaire. L'équation (8.2) est don enore validesi l'on reherhe une similitude ou une transformation a�ne au lieu d'un mouvement. De même,ette aratérisation est valable dans n'importe quelle dimension, et pas seulement en dimension 3.Dans la suite de ette setion, nous supposerons que les points xi et yi sont exprimés en repèrebaryentrique, e qui permet de s'a�ranhir de la translation.



8.1. Realage à partir d'appariements de points 1678.1.1.2 Rotation : méthode des quaternionsSoit q un quaternion rotation (don unitaire) et {xi} et {yi} les deux ensembles de veteursappariés, identi�és à des quaternions purs. Le ritère aux moindres arrés se réérit alors (voir lasetion (7.2.2)) :
C(q) =

∑

i

‖yi − q ∗ xi ∗ q‖2 =
∑

i

‖yi ∗ q − q ∗ xi‖2.‖q‖2 =
∑

i

‖yi ∗ q − q ∗ xi‖2puisque ‖q‖ = 1. En utilisant les quaternions matriiels, on a yi ∗ q = Qyi .q et −q ∗ xi = −PT
xi
.q =

Pxi .q ar xi est un veteur. Cei permet don de simpli�er le ritère en
C(q) = qT.A.q ave A =

(∑

i

(Qyi + Pxi)
T.(Qyi + Pxi)

)Notons que omme xi et yi sont des quaternions purs, on a : PT
xi

= −Pxi et QT
yi

= −Qyi . La matrie
A peut don être alulée plus e�aement par A = −∑i(Qyi + Pxi)

2. Pour minimiser e ritèresous la ontrainte ‖q‖2 = 1, on érit le lagrangien
Λ(q) = C(q)− λ.(‖q‖2 − 1) = qT.(A− λ.I4).q + λelui-i doit être stationnaire à l'optimum :

∂Λ(q)

∂q
= 0 ⇐⇒ (A− λI4).q = 0Ave la ontrainte ‖q‖ = 1, les optimums sont don les veteurs propres unitaires de la matrie A,et le minimum absolu est, parmi les 4 veteurs propres, elui qui est assoié à la plus petite desvaleurs propres (puisque C est une somme de arrées, les valeurs propres sont positives).Théorème 8.1 (Méthode des quaternions pour les moindres arrés 3D)Le quaternion rotation minimisant le ritère aux moindres arrées
C(q) =

∑

i

‖yi − q ∗ xi ∗ q‖2est donné par le veteur propre unitaire q̂ assoié à la plus petite valeur propre λ de la matrie :
A = −

(∑

i

(Qyi + Pxi)
2

) (8.3)La valeur du ritère au minimum est alors Ĉ = λ.8.1.1.3 Rotation : méthode SVDCette méthode de résolution est inspirée de (Umeyama, 1991). On suppose bien sûr que lespoints xi et yi est exprimés en repère baryentrique, mais on se plae ii en dimension quelonque
n, la dimension 3 n'amenant pas de simpli�ation partiulière. Observons tout d'abord que 〈x | y 〉 =
xT.y = Tr(y.xT). On peut don simpli�er notre ritère en :

C(R) =
∑

i ‖yi‖2 +
∑

i ‖xi‖2 − 2.
∑

i 〈yi | R.xi 〉
=
∑

i ‖yi‖2 +
∑

i ‖xi‖2 − 2.Tr (
∑

iR.xi.y
T
i )



168 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 8et le minimum du ritère C est obtenu pour la matrie de rotation R̂ maximisant le ritère G(R) =Tr(R.KT), où K est la matrie de orrélation K =
∑

i yi.x
T
i . Pour résoudre e nouveau ritère,érivons le lagrangien :

Λ = Tr(R.KT)− Tr (L.(R.RT − Id))− 2.g.(det(R)− 1)où L est une matrie symétrique de multipliateurs de Lagrange pour prendre en ompte laontrainte R.RT = Id et g un multipliateur salaire pour la ontrainte det(R) = +1. Un op-timum est aratérisé par un lagrangien stationnaire : d'après l'appendie B (équations (B.2) et(B.10)), on a :
∂(Tr(R.KT))

∂R
= K

∂(Tr(L.R.RT))

∂R
= 2.L.R et ∂ det(R)

∂R
= R∗ = det(R).R(-T) = Ret omme R est une matrie de rotation, la dérivée du lagrangien devient :

∂Λ

∂R
= 2.K − 2.R.L− 2.g.R = 0 (8.4)Il nous reste maintenant à déduire de ette équation et des ontraintes les valeurs de R et desmultipliateurs L et g. En introduisant la matrie L′ = L + g. Id, l'équation (8.4) se réduit à

R.L′ = K, et nous avons déjà éliminé un multipliateur.Soit maintenant K = U.D.V T une déomposition en valeurs singulières de K. On rappelle que
U et V sont des matries orthogonales (qui peuvent être impropres) et D est la matrie diagonaledes valeurs singulières (positives). Comme L est une matrie symétrique, on a :

L′2 = (L′.RT)(R.L′) = KT.K = V.D2.V TLes matries L′2 et L′ ommutent évidemment, et peuvent don être diagonalisées dans la mêmebase : la matrie L′ est don L′ = V.D.S.V T où S = DIAG(s1, . . . , sn) ave si = ±1. Comme lamatrie S est égale à son inverse et ommute ave D, on trouve en reportant dans R.L′ = K :
R.V.D = U.S.DLa matrie de rotation R = U.S.V T est toujours solution de ette équation, mais elle n'est pasforément la seule. Elle l'est si les valeurs singulières sont non nulles (K est alors de rang maximal), et(Umeyama, 1991) montre que 'est enore le as si l'on a une seule valeur singulière nulle (rang(K) =

n− 1). La dernière ontrainte, elle du déterminant, se traduit alors par : det(S) = det(U).det(V ).En reportantR = U.S.V T dans la valeur du ritère, on trouve que la valeur de elui-i à l'optimum(qui dépend de S) est :
Ĝ = Tr(R.KT) = Tr(U.S.D.UT) = Tr(D.S) =

n∑

i=1

di.siEn supposant que les valeurs singulières soient triées par ordre déroissant, le maximum du ritèreest don obtenu pour s1 = . . . = sn−1 = +1 et sn = det(U).det(V ).Théorème 8.2 (Méthode SVD pour les moindres arrés n-D)Soit U.D.V T = K une déomposition singulière de la matrie K, dont les valeurs singulières (po-sitives) sont triées par ordre déroissant. Alors le maximum du ritère G(R) = Tr(R.KT) sur lesrotations (propres) est atteint pour
R̂ = U.S.V T ave S = DIAG(1, . . . 1,det(U).det(V )) (8.5)



8.1. Realage à partir d'appariements de points 169ave la valeur Ĝ = Tr(D.S). Le maximum est unique si le rang de K est n− 1 ou n.Cette rotation est également la solution du ritère aux moindres arrés C = ‖yi − R.xi‖2 si
K est la matrie de orrélation K =

∑
i yi.x

T
i , et le minimum est atteint ave la valeur Ĉ =∑

i ‖yi‖2 +
∑

i ‖xi‖2 − 2.Tr(D.S).Il est évident, puisque l'on minimise le même ritère, que la solution par les quaternions etelle par la SVD sont identiques (si es solutions sont uniques). Une étude réente (Lorusso et al.,1995) ompare d'ailleurs es deux algorithme d'un point de vue numérique, plus la déompositionpolaire (Horn et al., 1988) et la méthode des quaternions duaux (Walker et Shao, 1991). Rappelonsque toutes es méthodes déterminent la solution du même problème : la transformation rigide auxmoindres arrés entre points appariés. Cette étude onlue que la di�érene de préision est insigni-�ante (du niveau de la préision numérique de la mahine), les temps de aluls sont omparables(15% maximum de di�érene, pouvant être oasionnés par un défaut d'optimisation dans l'implé-mentation) et que la seule di�érene (à peine) sensible est la sensibilité des algorithmes lorsque lespoints utilisés s'approhent d'une on�guration dégénérée.8.1.2 Similitude et transformation a�ne aux moindres arrésLe même type de ritère, les moindres arrés, peut servir à déterminer le realage par d'autrestransformations, omme les similitudes ou les transformations a�nes :
C(s,R, t) =

∑

i

‖yi − s.R.xi − t‖2 ou C(A, t) =
∑

i

‖yi −A.xi − t‖2Nous avons déjà vu que la translation est déterminée par les baryentres et la partie linéaire optimale(rappelons que x̄ et ȳ sont les baryentres des deux ensembles de points) :
t̂ = ȳ − Â.x̄On peut don onsidérer que les points sont en repère baryentrique et oublier la translation.8.1.2.1 Similitude aux moindres arrésNotons σ2

x =
∑

i ‖xi‖, σ2
y =

∑
i ‖yi‖ et bien sûr K =

∑
i yi.x

T
i . Le ritère est alors :

C =
∑

i

‖yi − s.R.xi − t‖2 = s2.σ2
x − 2.s.Tr(R.KT) + σ2

yLe minimum sur la rotation R est don obtenu pour la même rotation R̂ que dans le as rigide, etle minimum sur l'éhelle s pour
∂C

∂s
= 2.s.σ2

x − 2.Tr(R.KT) = 0soit pour
ŝ =

Tr(R̂.KT)

σ2
x

(8.6)Remarquons que, dans le as 3D, on aurait pu obtenir aussi la solution par la méthode desquaternions : si le quaternion unitaire q représente la rotation R, le quaternion p =
√
s.q représente



170 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 8la similitude (s,R) : p∗x∗p = s.(q∗x∗q) ≡ s.R.x. On peut véri�er que la rotation q̂ reste inhangéepar rapport au as rigide (e que l'on a déjà observé ave la méthode SVD), et que l'on obtient
ŝ =

σ2
x + σ2

y − ĈR

2.σ2
xoù ĈR est la valeur du ritère au minimum pour les moindres arrées rigides.8.1.2.2 Moindres arrés a�nesLe ritère est :

C(A) =
∑

i

‖yi −A.xi‖2 = σ2
y − 2.

∑

i

yTi .A.xi +
∑

i

xi.A
T.A.xiest les optimums sont aratérisés par une dérivée nulle. Grâe aux formules de l'appendie B, ona :

∂(yT.A.x)
∂A

= y.xT et ∂(xT.AT.A.x)
∂A

= 2.A.x.xTEn notant Σxx =
∑

i xi.x
T
i , Σyy =

∑
i yi.y

T
i les matries de dispersion et Σyx = K =

∑
i yi.x

T
i lamatrie de orrélation habituelle, un optimum est don aratérisé par

∂C

∂A
=
∑

i

2.A.xi.x
T
i − 2.

∑

i

yi.x
T
i = 0 ⇐⇒ A.Σxx = ΣyxSi Σxx est inversible, le minimum est unique et est obtenu pour

Â = Σyx.Σ
(-1)
xx (8.7)Dans le as ontraire, le minimum n'est pas unique, et l'un des minimums est obtenu ave la pseudo-inverse Σ+

xx au lieu de de l'inverse Σ(-1)
xx .8.1.2.3 Disussion sur l'estimation des similitudes et transformation a�nesContrairement au as des transformations rigides, la métrique sur les points n'est pas invariantepar les similitudes ou les transformations a�nes. Un ertain nombre de propriétés d'invariane oude stabilité de notre estimation de la transformation ne sont don plus valides (voir par exemple lasetion (3.4.1)). En partiulier, la transformation f̂xy estimé entre les xi et les yi n'est plus l'inversede la transformation f̂yx estimée entre les yi et les xi.En e�et, si l'on prend le as a�ne, on a en général Σyx.Σ

(-1)
xx 6= Σyy.Σ

(-1)
xy . Cei est dû au fait quel'on estime pas f̂xy et f̂yx dans le même repère de l'espae eulidien. Plus préisément, on estime

f̂xy en supposant que l'espae des y est muni de la métrique anonique, alors que l'on estime f̂yx ensupposant que la métrique anonique est sur l'espae des x.La prise en ompte de ette modi�ation de la métrique (et du fait que les géodésiques sontependant globalement onservées) pourrait onduire à l'extension de notre théorie de l'inertitude(première partie) aux groupes de type a�ne et non plus seulement rigide.



8.1. Realage à partir d'appariements de points 1718.1.3 Estimation de l'inertitude sur la transformationJusqu'à présent, nous n'avons pas supposé de modèle de bruit sur nos points et nous avonssimplement onsidéré un estimateur de la transformation rigide. L'inertitude sur ette estimationdépend ependant de l'inertitude sur les données : on notera Σxixi et Σyiyi les matries de ova-riane représentant l'inertitude sur nos points. On peut don voir nos données omme des ensemblesde points aléatoires appariés xi ∼ (xi,Σxixi) et yi ∼ (yi,Σyiyi).Pour quanti�er l'inertitude sur une transformation, et en l'ourrene ii un mouvement rigide,la matrie de ovariane dé�nie dans la première partie de e manusrit semble tout à fait adaptée.On utilise don la arte prinipale ~f = (r, t) pour les mouvements.8.1.3.1 Transformation rigide estimée aux moindres arrésOn rangeant toutes nos données (les oordonnées des points) dans un grand veteur χ dont laovariane est diagonale par blos (en supposant que tous les points soient indépendants) : χ ∼
(χ,Σ��) où

χ = (xT1 , . . . xTN , yT1 , . . . yTN )T
Σ�� = DIAG(Σx1x1 , . . .ΣxNxN ,Σy1y1, . . .ΣyNyN )On peut se ramener au formalisme développé à la setion (2.14) : le mouvement estimé est

~̂f = arg min
~f
C(~f, χ) ave C(~f, χ) =

1

2
.
∑

i

zTi .zi où zi = yi −~f ⋆ xiNous avons ajouté ii un fateur 1/2 qui ne hange rien à l'optimisation ni au résultat mais quisimpli�e les aluls. La fontion impliite aratérisant un optimum est don
Φ(χ,~f) =

∂C

∂~f

T
=
∑

i

(
∂zi

∂~f

)T
.zi = 0Pour aluler les dérivées seondes, on néglige les termes en z.z̈ par rapport aux termes en ż2 (voirpar exemple (Gill et al., 1981, setion 4.7)) :

H =
∂Φ

∂~f
≃∑i

(
∂zi

∂~f

)T
.
(

∂zi

∂~f

)

∂Φ

∂χ
≃∑i

(
∂zi

∂~f

)T
.
(

∂zi
∂χ

)et l'équation (2.14) nous donne la matrie de ovariane sur ~f :
Σf̂ f̂ = H (-1).(∂Φ

∂χ

)
.Σ��.(∂Φ

∂χ

)T
.H (-1)

= H (-1).(∑i

(
∂zi

∂~f

)T
.
(

∂zi
∂χ

)
.Σ��.(∂zi

∂χ

)T
.
(

∂zi

∂~f

))
.H (-1)Le résultat est don :

Σf̂ f̂ = H (-1).(∑
i

(
∂zi

∂~f

)T
.Σzizi .(∂zi

∂~f

))
.H (-1) (8.8)Dans le as d'un bruit isotrope, identique et indépendant sur tous les points d'une image(Σxixi = σ2

x. Id et Σyiyi = σ2
y . Id), le veteur d'erreur zi = yi − ~f ⋆ xi est enore isotrope :
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Σzizi = (σ2

x +σ2
y).Id = σ2

z .Id. Notons que 'est à ette ondition que les moindres arrés fournissentune estimation optimale. Le terme entral de la dernière équation (la somme) se simpli�e don pourdonner σ2
z .H, e qui se simpli�e ave H (-1) :

Σf̂ f̂ = σ2
z .H

(-1) ave H =
∑

i

(
∂(~f ⋆ xi)

∂~f

)T
.

(
∂(~f ⋆ xi)

∂~f

) (8.9)8.1.3.2 Filtrage de KalmanSi l'on suppose maintenant que l'on a une information d'inertitude sur haque point grâe à samatrie de ovariane, on peut toujours utiliser les moindres arrés, mais et estimateur n'est plusoptimal. Si l'un des appariement est par exemple dix fois plus préis que les autres, ou plus préisdans une diretion qu'une autre, on ne peut pas utiliser quantitativement ette information.L'idée pour remédier à ela est de pondérer haque terme dans les moindres arrés en fontion deson information, et don d'utiliser la matrie de ovariane omme métrique : on ne minimise plusalors la distane lassique mais la distane de Mahalanobis. Le �ltrage de Kalman est un algorithmeinrémental pour réaliser e type de minimisation (nous renvoyons le leteur à l'appendie C pourles expliations et les équations du �ltre de Kalman) et qui atualise à haque étape la matrie deovariane sur l'estimation (qui sera pour nous un mouvement).Dérivons tout d'abord l'équation de mesure. Comme nous n'utilisons que des paires de pointsappariés, l'équation de mesure est identique pour tout i on peut oublier pour l'instant les indies.Si les points x et y étaient mesurés exatement, on aurait par hypothèse y−~f ⋆x = 0. La mesure dees points est en fait orrompue par un bruit que l'on suppose additif et indépendant : on ne mesureque x = x + δx et y = y + δy. On suppose que es bruits sont entrés et de ovariane onnue :
δx ∼ (0,Σxx) et δy ∼ (0,Σyy). En reportant dans l'équation y −~f ⋆ x = 0, on obtient :

y − δy −R.x− t+R.δx = 0et on isole l'erreur pour obtenir l'équation de mesure (ou veteur d'erreur) :
z = y −~f ⋆ x = δy −R.δx ∼ (0,Σzz) ave Σzz = Σyy +R.Σxx.RTOn herhe don à minimiser le ritère :

C(~f) =
∑

i

µ2(zi, 0) =
∑

i

ẑTi .Σ(-1)zizi .ẑioù ẑi est ette fois-i la valeur alulée à partir des mesures.Pour satisfaire au formalisme du �ltre de Kalman (étendu), il faut en fait rajouter dans e ritèrela distane de Mahalanobis par rapport à une estimation initiale de l'état, et aluler la matrie Mqui exprime loalement l'in�uene du veteur d'état sur le veteur d'erreur ('est une approximationau premier ordre). Dans notre as, on a :
M =

∂z

∂~f
= −∂

~f ⋆ x

∂~fCe jaobien fait partie des opération atomiques que nous avons développé sur les points au hapitre7 (setion 7.6.1).



8.2. Realage à partir d'appariements de primitives 173On peut don résumer l'algorithme d'estimation du mouvement par �ltrage de Kalman ommeei :� Initialiser l'état f0 ave l'identité ou l'estimation aux moindres arrés et une matrie de o-variane su�samment grande (entre 100 et 500 fois la ovariane estimée pour les moindresarrés par exemple) pour minimiser l'in�uene de et état initial sur la transformation �naleet surtout sur l'estimation de son inertitude.On pourra bien sûr utiliser une estimée initiale si on en possède une.� Pour haque ouple de points appariés (xi,yi) :� Caluler zi = yi −~f(i−1) ⋆ xi, et la matrie Mi =
∂zi

∂~f
= −∂(~f ⋆ xi)

∂~f
estimée en ~f(i−1),� Mettre à jour l'état de f(i�1) ∼ (~f(i−1),Λ(i−1)) à fi ∼ (~fi,Λi) en utilisant les équations du�ltre (C.1).� Normaliser la transformation fi : omme le �ltre est additif, il peut nous faire sortir dudomaine de la arte prinipale.Nous avons don obtenu deux méthodes pour estimer la transformation rigide et son inertitudeentre deux ensembles de points appariés : on utilisera les moindres arrés lassiques si on ne onnaîtpas le modèle de bruit sur les points (ela revient en fait à supposer un bruit isotrope identiqueet indépendant sur haun des deux ensembles) et le �ltre de Kalman si on a la ovariane sur lespoints, ou si l'on veut supposer un modèle de bruit non isotrope. Nous disuterons des avantagesde l'un ou l'autre des algorithmes à la setion (8.2.3).8.2 Realage à partir d'appariements de primitivesPuisque l'on a dé�ni dans la première partie de e manusrit la distane entre deux primitivesdéterministes et la distane de Mahalanobis entre deux primitives probabilistes, il est possible degénéraliser les deux méthodes préédentes au as d'appariement de primitives homogènes ayant unedistane invariante. Toutefois, la omplexité de la reherhe d'une solution expliite pour le realagedes points n'engage pas à faire de même pour des primitives plus omplexes, d'autant que essolutions expliites sont intrinsèquement spéi�ques à haque type de primitive et de transformation.On se ontentera don d'algorithmes génériques itératifs.8.2.1 Moindres arrés simplesSoient {xi} et {yi} deux ensembles de primitives appariées. L'erreur de superposition pour unetransformation f est

C(f) =
1

2
.
∑

i

dist(yi, f ⋆ xi)
2 =

1

2
.
∑

i

dist ((f(-1)yi
◦ f) ⋆ xi , o

)2
=

1

2
.
∑

i

‖~zi‖2où ~zi est le veteur d'erreur dans la arte prinipale :
~zi = (~f(-1)~yi

◦~f) ⋆~xiL'idée de base est don de faire une desente de gradient pour obtenir le minimum. Il faut dondériver le veteur d'erreur ~z = (~f(-1)~y ◦~f) ⋆~x par rapport à la transformation ~f. Comme on retrouveraégalement e veteur d'erreur pour la minimisation de la distane de Mahalanobis, qui néessiterade plus le alul de la ovariane Σzz, il est utile d'ajouter le (( veteur d'erreur )) à la liste des



174 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 8opérations de base sur les primitives géométriques. Pour ela, il su�t de détailler les jaobiens deette opération et de les exprimer en fontion des opérations atomiques sur les transformations etles primitives onsidérées.8.2.1.1 Le veteur d'erreur pour le realage ~z = (~f(-1)~y ◦~f) ⋆~xObservons tout d'abord que l'on peut érire e veteur sous la forme ~z =~f(-1)~y ⋆ (~f ⋆~x), forme quiest plus adaptée à la dérivation. Calulons en premier :
−→xf =~f ⋆~x ave les jaobiens J1 =

∂(~f ⋆~x)

∂~x
et J2 =

∂(~f ⋆~x)

∂~fpuis ~f(-1)~y et J3 =
∂~f(-1)~y

∂~f~y
.
∂~f~y
∂~y

et en�n
~z =~f(-1)~y ⋆−→xf ave les jaobiens J4 =

∂(~f(-1)~y ⋆−→xf )

∂−→xf
et J5 =

∂(~f(-1)~y ⋆−→xf )

∂~f(-1)~yA partir de es jaobiens, on peut aisément aluler
J~x =

∂~z

∂~x
= J4.J1 J~y =

∂~z

∂~y
= J5.J3 J~f =

∂~z

∂~f
= J4.J2Pour les moindres arrés simples, on se ontentera de retourner ~z et J~f , et on implémente l'opé-ration suivante sur les primitives probabilistes pour la minimisation de la distane de Mahalanobispar �ltrage de Kalman ou desente de gradient :� Veteur d'erreur pour le realage

(
x ∼ (~x , Σxx) , y ∼ (~y , Σyy) , ~f

)
7−→

(
z ∼ (~z , Σzz) , J~f

)où la ovariane est Σzz = J~x.Σxx.J
T
~x + J~y.Σyy.J

T
~y8.2.1.2 Desente de gradientSupposons que l'on ait une estimation ourante ~ft au temps t de la transformation reherhée.On alule alors pour haque paire de primitives appariées le veteur d'erreur ~zi et son jaobien

J~f(t,i)
par rapport à la transformation ourante. On a alors

∂C

∂~ft
=
∑

i

~zTi .J~f(t,i) soit Φt =

(
∂C

∂~ft

)T
=
∑

i

JT
~f(t,i)

.~ziPour aluler la matrie hessienne, on néglige omme d'habitude les termes en f̈ .f par rapport auxtermes en ḟ2 :
Ht =

∂Φt

∂~ft
=
∑

i

JT
~f(t,i)

.J~f(t,i)On avane don d'un temps unité suivant la géodésique partant de ~ft ave le veteur tangent −→δf t ∈
T~f
G suivant :

−→
δf t = −H (-1)

t .Φt = −
(∑

i

JT
~f(t,i)

.J~f(t,i)

)(-1)
.

(∑

i

JT
~f(t,i)

.~zi

) (8.10)



8.2. Realage à partir d'appariements de primitives 175Comme e veteur −→δf t est exprimé dans la arte exponentielle en ~ft, l'estimation au temps t+ 1 estdonnée par l'équation (3.24) :
~ft+1 = exp~ft

(
−→
δf t) =~ft ◦

(
JL(~ft)

(-1).−→δf t

) (8.11)Il reste à spéi�er un point de départ (une estimation initiale de la transformation) et un ri-tère d'arrêt pour notre desente de gradient : en l'absene d'information supplémentaire, on pourratoujours partir de l'identité, et s'arrêter lorsque la norme de la transformation d'ajustement estinférieure à un seuil �xé ou que le nombre d'itération devient trop grand. En pratique, nous avonsobservé que et algorithme onverge toujours en environ 10 itérations pour un seuil ε = 10−10sur ‖−→δf ‖~f = ‖JL(~f)(-1).−→δf ‖, soit quasiment à la préision numérique de la mahine. quelque-soit lenombre d'appariements.8.2.1.3 Estimation de l'inertitude au minimumPuisque nous avons minimisé réellement la norme de veteurs d'erreur (grâe à la arte ex-ponentielle), les développements e�etués sur les points sont toujours valides. En supposant uneovariane Σzizi
sur le veteur d'erreur ~zi, on a enore d'après (2.14) :

Σf̂ f̂ = H (-1).(∑
i

∂Φ

∂~zi

)
.Σ��.(∂Φ

∂~zi

)T
.H (-1) = H (-1).(∑

i

JT
~fi
.Σzizi

.J~fi

)
.H (-1)où les jaobiens et la matrie hessienne sont bien sûr estimés au minimum. Comme dans le as despoints, ette minimisation aux moindres arrés n'est optimale que si Σzizi

= σ2
z . Id, et l'inertitudesur la transformation se simpli�e alors en

Σf̂ f̂ = σ2
z .H

(-1) ave H =
∑

i

JT
~fi
.J~fi (8.12)Notons que ette hypothèse est beauoup plus forte que la simple isotropie et qu'elle demande debien hoisir la métrique invariante : par exemple sur les repères, la variane σ2

θ sur le veteur rotationdoit être du même ordre de grandeur que la variane σ2
x sur la position. Le hoix des unités est dondes plus importants.8.2.2 Minimisation de la distane de MahalanobisDérivons tout d'abord l'équation de mesure. Comme nous n'utilisons que des appariements deprimitives d'un seul type, l'équation de mesure est identique pour tout i on peut oublier pourl'instant les indies. Si les primitives x et y étaient exates, on aurait y = f ⋆ x, soit l'équation demesure (vetorielle) :

(~f(-1)~y ◦~f) ⋆~x = 0En fait, on n'a aès qu'aux valeurs bruitées x ∼ (~x,Σxx) et y ∼ (~y,Σyy) que l'on supposeraentrées et de ovariane onnue. En remplaçant les valeurs exates par leur mesure, on obtient leveteur d'erreur probabiliste :
~zi = (~f~y(-1) ◦~f) ⋆~x (8.13)On herhe don à minimiser le ritère :

C(f) =
∑

i

µ2(zi, 0) =
∑

i

~zTi .Σ(-1)
zizi .~zi



176 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 88.2.2.1 Filtrage de KalmanPour le �ltrage de Kalman, il faut ependant rajouter à e ritère la distane de Mahalanobispar rapport à une estimation initiale de l'état. Il n'y a alors guère de di�érene ave l'algorithmepour l'estimation à partir de points :� Initialiser l'état f0 ave l'identité ou l'estimation aux moindre arrés et une matrie de o-variane su�samment grande (50 fois la ovariane estimée pour les moindres arrés parexemple) pour minimiser l'in�uene de et état initial sur la transformation �nale et surtoutsur l'estimation de son inertitude.On pourra bien sûr utiliser une estimée initiale si on en possède une.� Pour haque ouple de primitives appariés (xi,yi) :� Caluler zi et la matrie M = J~f estimée en ~f(i−1),� Mettre à jour l'état de f(i�1) ∼ (~f(i−1),Λ(i−1)) à fi ∼ (~fi,Λi) en utilisant les équations du�ltre (C.1),� Normaliser la transformation fi.La dernière étape, la normalisation, pourrait ertainement être supprimée en reprenant les équationsdu �ltre et en exprimant que −→δf n'est pas une erreur additive mais un veteur de T~f
G (omme i-dessus ou i-dessous). Par ontre, il faudrait également voir e que ela implique sur la mise à jourde la matrie de ovariane. Comme nous avons une implémentation très optimisée du �ltre deKalman lassique, il est presque sûr que les temps de alul en seraient augmentés.8.2.2.2 Desente de gradientLa méthodologie est elle des moindres arrés simples, mais sur le ritère des distanes deMahalanobis :
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zizi .J~f(t,i)Le veteur d'ajustement est alors −→δf t = −H (-1)

t .Φt et l'équation d'évolution reste :
~ft+1 = exp~ft

(
−→
δf t) =~ft ◦

(
JL(~ft)

(-1).−→δf t

) (8.14)Comme pour les moindres arrés simples, il faut un point de départ et un ritère d'arrêt. Enpratique, nous avons observé une onvergene à 10−10 en environ 15 itérations si l'on part del'identité, et en 5 à 10 itération si l'on démarre de l'estimation aux moindres arrés simples.Il reste à déterminer l'inertitude sur la transformation à l'optimum : ela se fait enore une foisexatement omme pour les moindres arrés simples, mais sans auune hypothèse sur la ovarianesdes veteurs d'erreur, et on obtient :
Σf̂ f̂ = H (-1) ave H =

∑

i

JT
~f
.Σ(-1)

zizi .J~f (8.15)



8.2. Realage à partir d'appariements de primitives 1778.2.3 Comparaison des algorithmesNous noterons en abrégé LSQ, KAL et MAHA les trois méthodes de realage développées i-dessus. Les résultats de es algorithmes dépendent de nombreux paramètres et il importe de neséletionner que les plus importants. Nous avons hoisi de regarder la préision relative de esalgorithmes et les temps de aluls en fontion du nombre de primitives, en gardant un modèlede bruit �xé. La préision absolue de haque méthode est théoriquement prédite par la matrie deovariane de haque estimation, et nous en véri�erons la validité au hapitre 9. Nous onsidéronsii que le modèle de bruit sur les données est onnu.Pour réaliser es statistiques, nous hoisissons pour haque estimation un nombre N de primitivesréparties aléatoirement dans une (( image )) 512x256x128, une transformation rigide aléatoire (aveune translation limitée à 512) que nous appliquons à es primitives pour obtenir le seond ensemblede primitives, et nous bruitons ensuite toutes les primitives de manière indépendante ave un bruithomogène de ovariane �xée à Σ = DIAG(0.0024, 0.0030, 0.038; 0.22, 0.31, 0.084) pour les primitivesde type repère et Σee = DIAG(0.2, 0.3, 0.09) pour les points. Cette matrie de ovariane n'est pasinnoente, 'est le modèle du bruit que nous obtiendrons au prohain hapitre (setion 9.3.3) enanalysant les point extrémaux dans ertaines images IRM.8.2.3.1 Préision relative des méthodesNous nous attahons ii à quanti�er la préision relative des trois méthodes entre elles. Lesexpérienes i-dessous ont été réalisées ave des repères semi-orientés, simulant ainsi des pointsextrémaux pour être le plus prohe possible des onditions d'appliation de nos algorithmes enimagerie médiale.Sur le même ensemble d'appariements synthétique, on alule la transformation par LSQ, KALet MAHA et, pour haune de es trois estimations, on alule la transformation résiduelle parrapport à la transformation exate. Pour simpli�er, on ne onserve que l'angle θ de la rotationrésiduelle et la norme d de la translation. Comme es valeurs d'erreur hangent beauoup avel'ensemble d'appariement onsidéré, et que de plus on ne veut étudier que la préision relativedes trois méthodes, nous avons hoisi de prendre l'erreur de MAHA omme référene (la plupartdu temps 'est la plus préise) : on alule don les rapports εθLSQ = θLSQ/θMAHA et εdLSQ =
dLSQ/dMAHA et de manière similaire pour KAL. Ces rapport indiquent don si la méthode LSQ(resp. KAL) est plus préise que MAHA (εLSQ < 1) ou moins préise (εLSQ > 1).Pour avoir des statistiques valables, nous avons e�etué 150 realages pour un nombre de primi-tive �xé, et nous présentons dans la �gure (8.1) la moyenne et l'éart-type 1 des préisions relativesde LSQ et KAL par rapport à MAHA.Dans es expérienes, le �ltrage de Kalman (KAL) est initialisé ave le résultat de LSQ, enmultipliant par 50 la ovariane sur l'estimation pour ne pas trop biaiser l'estimation �nale del'inertitude. La préision relative est alors très similaire à elle de MAHA. La solution est d'ailleurstrès prohe (exepté une légère sous-évaluation de l'inertitude sur le realage). Notons par ontreque KAL diverge souvent si l'état initial est trop éloigné de la solution ou si l'inertitude sur etétat initial est trop élevée.Par ontre, LSQ est en moyenne 1.2 fois moins préis sur la rotation et 1.4 fois mois préis surla translation. La solution donné par LSQ est par ailleurs quasiment identique à elle fournie par lasolution expliite aux moindres arrés sur les points par la méthode des quaternions (on note QUAT1. Comme la préision relative est multipliative (2 fois plus préis orrespond à ε = 0.5), nous avons alulé lamoyenne et l'éart-type de log(ε), mais nous présentons le résultat sous forme de rapport pour une ompréhensionplus aisée.
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Fig. 8.1 � Préision relative sur la rotation et la translation des méthodes LSQ et KAL par rapportà MAHA, en fontion du nombre de primitive.et algorithme). Cei est dû au fait que l'on utilise la métrique anonique sur les mouvements (i.e.la rotation en radians et la translation en voxels), métrique qui donne une in�uene beauoup plusimportante aux points qu'aux trièdres.Pour �nir, notons que le gain de préision obtenu en utilisant l'information d'inertitude surles repères dépend pour une large part de ette inertitude initiale. Ave un modèle de bruit oùle trièdre a un éart-type de 1 degré (soit environ 0.017 rad) et le point un éart-type de 1 voxel,on peut obtenir une estimation 2 fois plus préise ave MAHA ou KAL (initialisé orretement)qu'ave LSQ ou QUAT.8.2.3.2 Temps de alulsLes aluls sont e�etués sur une DEC alpha 3000 à 166 Mhz, et les temps donnés sont desmoyennes sur 100 à 500 estimations. Pour obtenir un temps de alul �able, nous avons utilisé lepro�ler GNU gprof qui permet d'obtenir le temps passé dans une proédure en inluant le tempspassé dans tous les desendants (les fontions appelées). Notre référene temporelle est le temps dealul des moindres arrés lassiques (méthode QUAT) : environ 20 ms pour 100 appariements depoints.La première expériene onerne l'in�uene du nombre de points sur le temps de alul du rea-lage. Les temps donnés i-dessous sont des moyennes sur les quatre types de primitives onfondues(repères, repères semi et non-orienté, points). Les algorithmes KAL et MAHA sont initialisés avele résultat de LSQ : nous donnons le déompte du temps passé dans l'algorithme proprement dit etle temps total ave l'initialisation. Nombre d'appariements10 50 100 500LSQ 87 ms 355 ms 640 ms 2970 msKAL 19 ms / 106 ms 102 ms / 457 ms 195 ms / 835 ms 957 ms / 3927 msMAHA 105 ms / 192 ms 397 ms / 752 ms 740 ms / 1380 ms 3510 ms / 6480 ms



8.2. Realage à partir d'appariements de primitives 179La relation entre le nombre d'appariements et le temps est approximativement linéaire, et onen onlu que, pour realer 100 primitives, il faut ompter environ 650 ms par primitive pour LSQ,650+200=850 ms pour le �ltrage de Kalman et 650+750=1400 ms ave MAHA. En omparaisondes 20 ms de la solution expliite des moindres arrés sur les points, il est lair qu'on y perd, bienque les temps de aluls restent raisonnables pour des appliations qui ne sont pas (( temps réel )).Le deuxième paramètre intéressant à isoler est l'in�uene du type de primitive. Nous avons portédans le tableau i-dessous le temps de alul moyen pour le realage de 100 primitives.Repères Repèressemi-orientés Repèresnon-orientés PointsQUAT 20 msLSQ 694 ms 785 ms 820 ms 275 msKAL 216 ms / 910 ms 245 ms / 1030 ms 250 ms / 1070 ms 87 ms / 362 msMAHA 792 ms / 1486 ms 880 ms / 1665 ms 870 ms / 1690 ms 368 ms / 643 msComme toutes nos primitives possèdent atuellement un point (l'origine pour les repères), onpeut oublier un instant e qu'il y a autour du point et initialiser les algorithmes KAL et MAHApar QUAT au lieu de LSQ : les temps de onvergene restent similaires, et l'initialisation ne ompteplus que pour 20 ms.8.2.3.3 DisussionLes trois algorithmes KAL, MAHA et LSQ fontionnant diretement sur les primitives ont leursavantages et leurs inonvénients : les moindres arrés simples sont en général e�aes et relativementrapides, mais sont sensibles au hoix de la métrique, en partiulier pour l'estimation de l'inertitudesur la transformation. Par ontre, ils fournissent une bonne estimation de la transformation, mêmeen l'absene l'information sur l'inertitude des primitives appariées.Les méthodes KAL et MAHA supposent que l'on onnaisse (ou que l'on ait estimé) la ovarianesur les primitives. La desente de gradient sur la distane de Mahalanobis est le plus lent des troisalgorithmes (quoique l'on puisse l'aélérer notamment en l'initialisant ave les moindres arréessimples), mais semble donner une estimation �able de la transformation et de son inertitude danstous les as. Par ontre, le �ltrage de Kalman est très rapide mais extrêmement sensible à l'esti-mation initiale : démarrer ave l'identité est une ovariane élevée onduit souvent à une estimationfantaisiste de la transformation. On pourrait penser à itérer le �ltre, pour avoir un meilleur pointde départ, mais on perd son avantage prinipal : l'inrémentalité. De plus, on risque d'estimer uneinertitude erronée puisque les mesures ne sont plus indépendantes et que la donnée d'une ova-riane plus faible sur l'état initial (qui stabilise le �ltre) diminue elle de l'état �nal, mais dans uneproportion di�ilement alulable.En fait, le �ltrage de Kalman est e�ae pour faire de la fusion ou de la mise à jour : si l'on adéjà une estimation de la transformation et de son inertitude, et que l'on ne peut pas onserverles appariements (par exemple pour des raisons de plae mémoire), on peut toujours mettre à jourinrémentalement ette transformation grâe au �ltre lorsque d'autres appariements se présentent.Au lieu d'estimer diretement ave le �ltrage de Kalman depuis une transformation initiale ino-hérente, on pourra onserver les premiers appariements (par exemples les 10 premiers), aluler latransformation initiale ave MAHA, puis utiliser le �ltre normalement.



180 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 88.2.3.4 Conlusion : utilisation des algorithmesIl reste ependant que es trois algorithmes ont des temps de aluls très élevés par rapport à
(( simpli�ation )) de nos primitives en points et l'utilisation de QUAT, pour un apport de préision�nalement relativement faible en général. Il semble don approprié d'utiliser QUAT, au moins eninitialisation de tous les algorithmes dès que l'on peut le faire (à partir de 3 primitives). LSQ estalors disquali�é puisqu'il donne à très peu de hoses près le même résultat (ave notre métrique etnotre modèle de bruit).On pourra s'arrêter ii si l'on reherhe plus la rapidité que l'estimation. Pour améliorer quandmême le résultat, on peut utiliser une passe de KAL (en ne multipliant la ovariane de QUAT quepar 10 ou 20 pour garantir la onvergene), puis MAHA pour �gnoler l'estimation et realuler unevaleur non biaisée de l'inertitude (typiquement 3 itérations su�sent pour onverger). On obtientalors les temps suivant pour realer 100 repères : 20 ms pour QUAT, 220 ms pour KAL, et 620 mspour MAHA, soit un total de 850 ms. On peut desendre à 440 ms environ en n'autorisant qu'uneseule itération dans MAHA, juste pour realuler l'inertitude.Notons pour �nir que l'on peut estimer une transformation unique ave un seul appariement derepères. Par ontre, il y a deux (resp. 4) solutions ave les repères semi (resp. non) orientés. Cettemultipliité disparaît ave deux appariements de repères semi ou non-orientés en position générique,mais l'algorithme LSQ onverge parfois dans e as vers un minimum loal à ause du faible poidsdu trièdre vis-à vis des points. On peut en général déteter ette onvergene parasite par la lenteurde la onvergene (typiquement plus de 30 itérations au lieu d'une quinzaine), mais il onvient detoute façon de tester la desente de gradient depuis les di�érents points de départ possibles pourêtre sûr d'obtenir le minimum global. L'algorithme MAHA semble être apable de passer outre esminimums loaux : nous n'avons pas observé de onvergene parasite.8.3 Fusion de primitives ou de transformationsNous avons développé dans la partie théorique (setion 4.3.2) un algorithme par desente degradient pour estimer la moyenne d'un ensemble de mesures {xi} supposées être des réalisationsde la même primitive aléatoire x. Le problème que l'on se pose ii est de aluler l'inertitude surette estimation, omme on l'a fait à la setion préédente pour la transformation, et de fusionnerplusieurs estimations munies de leur inertitude.Pour ela, nous pouvons utiliser les mêmes algorithmes que pour estimer une transformation,mais les ritères sont plus simples et le problème mieux posé.8.3.1 Moyenne : moindres arrés simplesRappelons brièvement l'algorithme de la setion (4.3.2) : étant donné un ensemble de N primi-tives {xi} (ensées être des réalisations de la même primitive aléatoire), la moyenne de Karher oude Fréhet est l'élément minimisant le ritère des moindres arrés :
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8.3. Fusion de primitives ou de transformations 181et ses dérivées sont la matrie hessienne (équation 4.22) et la dérivée roisée :
H = N.Q(~y) = N.J(~f~y)
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)) (8.16)On prend omme point de départ l'une de nos mesures et on s'arrête omme d'habitude lorsquela norme du veteur d'ajustement devient inférieure à un seuil ε. En pratique, nous avons observéque 5 à 10 itérations su�sent pour une onvergene à 10−10 ave les repères (éventuellement semiou non-orientés). Ave les points, on onverge bien sûr en une seule itération (à environ 10−14).Inertitude de l'estimation Le minimum ŷ est dé�ni par le fontion impliite Φ = 0 : on utiliseenore une fois l'équation (2.14) pour obtenir
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TLes mesures xi étant supposées être des observations de la même primitive aléatoire x ∼ (x̄,Σxx),il su�t d'approximer la moyenne x̄ par son estimation ŷ pour voir que tous les veteurs d'erreursuivent la même loi : ~zi ∼ (0,Σzz), ave Σzz = J(~f~y)

(-1).Σxx.J(~f~y)
(-T). On obtient don au �nal laovariane très simple sur notre estimée :
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.Σxx (8.17)Notons au passage qu'on peut estimer Σzz par :
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i8.3.2 Fusion : minimisation de la distane de MahalanobisDérivons tout d'abord l'équation de mesure : on suppose que nos mesures xi sont toutes desréalisation de primitives aléatoires de même moyenne : xi ∼ (x̄,Σxixi). Les veteurs d'erreur

~zi =~f~y ⋆~xisont don de moyenne nulle si notre estimation y orrespond bien à la moyenne x̄. Pour prendreen ompte l'information ontenue dans haune des matries de ovariane des mesures, on herhedon à minimiser la distane de Mahalanobis de haque mesure ave la moyenne :
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182 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 8Pour le �ltrage de Kalman et la desente de gradient, nous aurons besoin de la dérivée duveteur d'erreur par rapport à l'état ourant ~y et de la matrie de ovariane de~zi. Malheureusement,l'introdution des matries de ovariane ne permet pas les simpli�ations utilisées pour les moindresarrés simples, et on a seulement :
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T8.3.2.1 Filtrage de KalmanNous n'avons plus ette fois-i de problème pour initialiser le �ltre, on démarre ave pour étatla première mesure : y1 = x1. Ensuite, pour haque autre mesure xi :
• Caluler zi et la matrie M = J~yi

estimée en ~y(i−1),
• Mettre à jour l'état de y(i−1) ∼ (~y(i−1),Λ(i−1)) à yi ∼ (~fi,Λi) en utilisant les équations du�ltre (C.1),
• Normaliser la primitive probabiliste yi.8.3.2.2 Desente de gradientSi l'on érit le ritère C(y) =
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zizi .~zi, la dérivée et la matrie hessienne de e ritère pourl'estimation ~yt sont don :
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) (8.18)Comme pour les autres algorithmes, on prend omme point de départ l'une de nos mesures,et pour le ritère d'arrêt un seuil sur la norme du veteur d'ajustement (en pratique, nous avonsobservé une onvergene à 10−10 en une quinzaine d'itérations). Pour déterminer l'inertitude surla transformation à l'optimum, on a exatement le même type d'équations que pour le realage :
Σŷŷ = H (-1), où H est la matrie hessienne à l'optimum (par exemple la dernière alulée).8.3.3 Comparaison des algorithmesOn note omme pour le realage en LSQ, KAL et MAHA les trois méthodes pour la fusiondéveloppées i-dessus.8.3.3.1 Préision des résultatsNous avons réalisé le même type d'expérienes que pour le realage, mais il n'y a pas ii deméthode qui donne un résultat meilleur en général si toutes les primitives ont la même inertitude :les préisions relatives se tiennent toutes à moins de 5% près. Par ontre, on peut observer unepréision un peu plus importante pour MAHA et KAL dans le as de la fusion de deux ou troisprimitives ayant des bruits très di�érents.



8.3. Fusion de primitives ou de transformations 1838.3.3.2 Temps de alulsLes expérienes sont réalisées dans les mêmes onditions que pour le realage, mais notre ré-férene temporelle est ii le temps de alul du baryentre de 100 points (sans détermination del'inertitude sur l'estimée) : 0.2 ms.La première expériene onerne l'in�uene du nombre de points sur le temps de alul de laprimitive moyenne. Les temps donnés i-dessous sont des moyennes sur les quatre types de primitivesonfondues (repères, repères semi et non-orienté, points). L'algorithme MAHA est initialisé ave lerésultat de LSQ; nous donnons le déompte du temps passé dans l'algorithme proprement dit et letemps total ave l'initialisation. Nombre de primitives10 50 100 500LSQ 6 ms 30 ms 60 ms 285 msKAL 10 ms 53 ms 109 ms 540 msMAHA 10 ms / 16 ms 42 ms / 72 ms 83 ms / 143 ms 537 ms / 822 msIl est lair sur es hi�res que la relation est linéaire, et on en onlut qu'il faut ompter environ60 ms pour fusionner 100 primitives ave LSQ, 110 ms par le �ltrage de Kalman et 160 ms par ladesente de gradient sur la distane de Mahalanobis. Notons que e dernier temps peut être multipliépar un fateur 5 à 10 si l'initialisation est simplement la première primitive.Le deuxième paramètre intéressant à isoler est l'in�uene du type de primitive. Nous avons portédans le tableau i-dessous le temps de alul de la moyenne de 100 primitives.Repères Repèressemi-orientés Repèresnon-orientés PointsLSQ 68 ms 75 ms 78 ms 11 msKAL 122 ms 132 ms 133 ms 51 msMAHA 94 ms / 162 ms 100 ms / 175 ms 90 ms /168 ms 30 ms / 41 msComme on pouvait s'y attendre, les estimations faisant intervenir des repères sont plus longuesque les estimations (linéaires) sur les points, mais restent relativement raisonnables.8.3.3.3 ConlusionLes trois algorithmes donnent de très bons résultats pour le alul de la moyenne. Dans le asde la fusion (matries de ovarianes di�érentes sur les divers mesures), on utilisera plut�t MAHAou KAL pour prendre en ompte le maximum d'information. Du point de vue de la omplexité, lesmoindres arrés simples sont les plus rapides, suivis par le �ltrage de Kalman et MAHA est le pluslent mais la di�érene entre les trois n'est pas ritique.En résumé, on utilisera les moindres arrés simples pour faire une moyenne (sans informationde ovariane), la desente de gradient sur la distane de Mahalanobis ou le �ltrage de Kalman sil'on veut un résultat plus préis en fusion.Notons que, ontrairement au as du realage, on ne peut pas ii simpli�er nos primitives pouren faire une moyenne approximative plus rapidement. Par ontre, le problème est bien posé et lestemps de aluls restent faibles.



184 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 88.4 Estimation du modèle de bruit sur les primitivesDans les deux problèmes d'estimation préédents, le realage et la fusion, nous avons supposéque le modèle de bruit sur les primitives était onnu. Même si l'on peut souvent en avoir uneidée a priori, il est intéressant de le aluler a posteriori, après realage ou fusion, pour pouvoirvéri�er si nos hypothèses sont valides ou éventuellement le réinjeter dans les algorithmes pourobtenir des estimations plus préises. Par ailleurs, si e bruit de mesure provient de la suession dedivers traitements, omme par exemple en imagerie l'aquisition, la numérisation, les pré-traitementspuis l'extration des primitives, e alul a posteriori est souvent le seul moyen de onnaître ou demodéliser le bruit sur nos primitives. Nous serons ainsi en mesure de modéliser le bruit sur les pointsextrémaux (dans ertaines images IRM) à la setion (9.3.3) grâe à de telles mesures a posteriori.8.4.1 Estimation du bruit après fusionObservons tout d'abord le as des points : on a N mesures {xi} provenant de la même distribution
x ∼ (x,Σxx). La ovariane est normalement :

Σxx =

∫Rn

(y − x).(y − x)T.px(y).dy ≃ 1

N

∑

i

(xi − x).(xi − x)TEn fait, on ne onnaît pas exatement la moyenne x mais on en a obtenu une estimation x̂ par fusion(en l'ourrene ii ave le baryentre). L'idée est don d'utiliser x̂ à la plae de x dans l'équationi-dessus, mais omme notre estimation minimise l'erreur (aux moindres arrés), elle est légèrementplus prohe des données que ne le serait la vraie moyenne. On peut orriger e biais en utilisant laformule bien onnue (Bard, 1974; Press, 1972) :
Σ̂xx =

1

N − 1
.
∑

i

(xi − x̂).(xi − x̂)TLe as des primitives est tout à fait similaire : nous avons dé�ni la ovariane empirique omme(équation 4.28) :
Σxx = E

[−→̄
xx.
−→̄
xxT ] ≃ J(~fx).

(
1

N

∑

i

(~f(-1)x ⋆~xi).(~f
(-1)
x ⋆~xi)

T) .J(~fx)
TIl ne reste don qu'à orriger le biais que l'on introduit en utilisant l'estimation x̂ au lieu de lamoyenne exate x :

Σ̂xx =
1

N − 1
.J(~fx̂).

(∑

i

(~f(-1)x̂ ⋆~xi).(~f
(-1)
x̂ ⋆~xi)

T) .J(~fx̂)
T (8.19)8.4.2 Estimation du bruit après realageCe type d'estimation est l'un des plus important ar il est utilisable ave des données réellessans avoir à onevoir une expériene spéi�que. Nous étudions ii le as des points et des repères,avant de disuter des possibilités de généralisation au as de primitives génériques.



8.4. Estimation du modèle de bruit sur les primitives 1858.4.2.1 Estimation du modèle de bruit sur les pointsBruit additif anisotrope On onsidère don deux ensembles de points appariés {xi} et {yi},images l'un de l'autre par une transformation : yi = f ⋆ xi. On ne mesure en fait que les valeursbruités xi = xi + δxi et yi = yi + δyi, où les bruits additifs sont supposés être indépendants etde ovariane Σxx et Σyy. En supposant que l'on onnaisse la transformation exate, le veteurd'erreur est
zi = yi − f ⋆ xi = δyi −R.δxiLa ovariane sur zi est don Σzz = Σyy +R.Σxx.RT, et peut être estimée par :

Σ̂zz =
1

N

∑

i

ẑi.ẑ
T
i (8.20)Si l'un des ensembles de points est exat, on peut failement estimer la ovariane sur l'autre :

Σxx = 0 =⇒ Σ̂yy = Σ̂zz et Σyy = 0 =⇒ Σ̂xx = RT.Σ̂zz.RLe problème est plus di�ile si l'on suppose que les deux ensembles de points proviennentd'aquisitions similaires et qu'ils ont don le même bruit de ovariane Σ : on doit résoudre l'équation
Σ̂zz = Σ+R.Σ.RT. Une méthode est présentée dans (Koh, 1988) pour résoudre e type d'équation.Dans notre as, on peut véri�er ave un logiiel de alul symbolique (par exemple Maple) que lasolution est unique, à moins que la rotation R ait un angle θ = π/2. Cependant, dans un grandnombre de as en imagerie médiale, le patient a grossièrement la même position dans la mahinelors des di�érentes aquisitions et la rotation est faible : on peut alors approximer la ovariane surles points par :

Σ̂xx = Σ̂yy =
Σ̂zz
2

=
1

2.N
.
∑

i

zi.z
T
iNous avons jusqu'à présent supposé que l'on onnaissait la transformation exate f. En fait,après le realage, nous n'en avons qu'une estimée f̂ aux moindres arrés, et l'utilisation de etteestimée dans les formules i-dessus introduit un biais : l'estimation de l'erreur est légèrement plusfaible qu'elle ne devrait être. En suivant (Bard, 1974), nous devons don remplaer le nombre demesures N par N− l/m, où m est la dimension des équations de mesure (vetorielles) et l le nombrede paramètres que l'on a estimés. Dans notre as, on a estimé un mouvement rigide 3D (l = 6) àpartir de points (m = 3).On obtient don au �nal une estimation du bruit additif anisotrope sur les points après realageave :

Σ ≃ Σ̂xx = Σ̂yy =
Σ̂zz
2

=
1

2.(N − 2)
.
∑

i

ẑi.ẑ
T
i (8.21)Bruit isotrope On a dans e as Σxx = σ2

x.Id et Σyy = σ2
y .Id. La ovariane sur le veteurd'erreur est don Σxx = σ2

z .Id, ave σ2
z = σ2

x + σ2
y. La matrie de ovariane sur le veteur d'erreurpeut toujours être estimée ave l'équation (8.20), et on obtient en prenant la trae :Tr(Σ̂zz) = 2.σ̂2

z .d =
1

N

∑
‖ẑi‖2où d est la dimension de l'espae : d = 3 dans notre as. On peut remarquer que Ĉ =

∑
i ‖zi‖2 est lavaleur du ritère (8.1) au minimum. On peut don rérire notre estimation en inluant la orretion
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σ2

x + σ2
y ≃ σ̂2

z =
Ĉ

2.d.(N − 2)Il n'y a plus de problème ette fois-i pour estimer les varianes en supposant que l'un ou l'autredes ensembles soit exat, ni en supposant qu'ils aient la même variane : σ2
x = σ2

y ≃ σ̂2
z/2.8.4.2.2 Estimation du modèle de bruit sur les repèresBruit homogène ou isotrope Ce as est partiulier puisque les repères sont identi�ables à destransformations rigides, et ela amène des simpli�ations dans les aluls. Pour bien marquer quenous utilisons ette partiularité, nous notons dans ette setion {fmi} et {fsi} les deux ensemblesde repères appariés (m pour modèle et s pour sène). Pour alléger les notations, nous oublionségalement les �èhes sur es transformations, bien que tout ei ne soit valide que dans la arteprinipale 2. En fait, nous n'avons aès qu'à leur mesures bruitées fmi = fmi ◦emi et fsi = fsi ◦esi .En supposant que l'on onnaisse exatement la transformation f du modèle vers la sène, le veteurd'erreur est :

ei = fsi (-1) ◦ f ◦ fmi = esi (-1) ◦ emiAve l'hypothèse d'un bruit homogène identique pour les deux ensembles de repères, on a esi ∼ (0,Σ)et de même pour emi . Comme le jaobien de l'inversion est −I6 à l'identité, le veteur d'erreur durealage a pour loi ei = (0, 2.Σ).Comme dans le as des points, un estimateur de la ovariane Σ est donné par :
Σ̂ =

1

2.(N − 1)
.
∑

i

êi.ê
T
iar on utilise l'estimation f̂ de la transformation fournie par le realage au lieu de la transformationexate et il faut remplaer N par N −1 pour orriger le biais (la dimension des équations de mesureest ette fois-i m = l = 6).Un modèle de bruit simpli�é Dans ertain as, par exemple ave un petit nombre d'apparie-ments, l'estimation de la matrie de ovariane i-dessus est très instable. Nous utilisons alors unmodèle de bruit simpli�é, inspiré du bruit isotrope sur les points : on impose une ovariane diago-nale (( isotrope )) par blo, 'est-à-dire ave une variane σ2

θ ommune à haune des oordonnées duveteur rotation et σ2
d ommune aux oordonnées de la translation. En séparant le veteur d'erreuren une omposante rotation et une omposante translation : eTi = (eTθi

, eTdi
), on peut estimer esvarianes par

σ̂2
θ =

∑ ‖êθi
‖2

6.(N − 1)
et σ̂2

d =

∑ ‖êdi
‖2

6.(N − 1)8.4.3 Disussion sur l'estimation du bruitLes méthode pour estimer le bruit que nous venons de présenter reposent à haque fois sur deshypothèses bien préises : bruit additif pour les points, identi�ation ave les transformations pourles repères. Ces hypothèses impliquent à haque fois qu'une ovariane homogène sur les donnéesinduise une ovariane identique sur le veteur d'erreur. Il n'est pas lair que ela soit vrai pour tousles types de primitives ou même pour les points ave une fontion de plaement di�érente (bruit non2. Rappelons que ette représentation est onstituée du veteur rotation et du veteur translation.



8.5. Un algorithme pratique et générique pour le realage 187additif). Une étude supplémentaire serait à mener pour voir si l'on peut quand même onevoir desméthodes pour estimer un bruit homogène sur les données à partir des valeurs du veteur d'erreur.Dans le as d'un bruit isotrope, il faut de plus ontraindre la matrie de ovariane estimée Σ̂à être invariante par l'ation du groupe d'isotropie H. Là enore, une étude plus approfondie seraitnéessaire pour savoir s'il faut ajouter une opération de e type dans la liste de nos opérationsatomiques (i.e. dépendantes du type de primitive).Par ailleurs, nous avons vu ave le bruit additif général sur les points que e problème d'esti-mation peut être mal posé. Supposons par exemple la ovariane suivante sur des points en deuxdimension : Σ = DIAG(σ2
1 , σ

2
2), identique sur les x et les y, une rotation de 90 degrés donne ene�et une ovariane isotrope sur z : Σzz = DIAG(σ2 , σ2) ave σ2 = σ2

1 + σ2
2 . Il y a don plusieurssolutions au problème inverse, et il faut régulariser pour en hoisir une. Une bonne solution pourela onsiste à prendre la ovariane Σ (solution du problème d'estimation) qui minimise l'informa-tion, don qui maximise log(det(Σ)). Dans l'exemple i-dessus, ela revient à maximiser σ2

1 .σ
2
2 sousla ontrainte σ2 = σ2

1 + σ2
2, e qui donne la solution (unique) : σ2

1 = σ2
2 = σ2/2. Ce problème derégularisation devrait être intégré dans une théorie plus générale de l'estimation du modèle de bruitsur les primitives.En pratique, pour estimer un modèle de bruit sur des repères semi ou non-orientés, nous onsi-dérons que l'orientation des repères appariés est �xée par le realage en �xant au hasard elle del'un des repères de haque ouple et en hoisissant elle qui minimise la distane après realagepour l'autre. Nous pouvons ainsi utiliser les tehniques d'estimation du bruit développées pour lesrepères.8.5 Un algorithme pratique et générique pour le realageOn réupère en général, à la sortie d'un algorithme de mise en orrespondane, deux ensemblesde primitives appariées, sans avoir forément une estimation de l'inertitude sur es mesures. Deplus, ertains appariements peuvent être aberrants vis à vis du mouvement prinipal : il ne fautdon pas les prendre en ompte dans le realage.Pour pouvoir prédire l'inertitude sur le realage, nous utilisons don la méthodologie suivante :une première estimation aux moindres arrés permet d'estimer grossièrement un bruit homogène ouisotrope sur les primitives, que l'on peut utiliser pour trier les appariements par ordre de vraisem-blane et éliminer les plus aberrants. On realule alors le realage sur les mesures �ables muniesde leur inertitude en minimisant la distane de Mahalanobis, et les algorithmes que nous avonsdéveloppés dans la setion (8.2) nous permettent également d'estimer la préision de e résultat. Ceproessus itératif peut être ontinué jusqu'à la onvergene.8.5.1 Rejet des mesures aberrantesLe problème que l'on se pose ii est de déterminer si un appariement est ompatible ou aberrantvis a vis d'une ertaine transformation. En lair, la question est de déider si y = f ⋆ x en neonnaissant que les valeurs mesurées ŷ et x̂. Un problème lié est de lasser les appariements parordre de vraisemblane, par exemple pour stabiliser le �ltre de Kalman lors de l'estimation durealage.Nous avons déjà vu la solution à es problèmes ave la distane de Mahalanobis µ2(y , f⋆x) etle test du χ2 (setion 5.3). L'interprétation de la distane de Mahalanobis omme une distributiondu χ2 suppose bien sûr que l'on se plae dans le adre de l'approximation gaussienne pour uneovariane Σ faible (setion 5.2.5) : on suppose don que les ovarianes sur les primitives aléatoires
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y et x sont faibles, et grâe au prinipe du minimum d'information, on peut supposer que ladistribution est gaussienne sur la variété (voir la setion 5.2), e que l'on peut approher e�aementpar une gaussienne dans Rn (n étant la dimension de nos primitives).Notons que la distane de Mahalanobis µ2(y , f ⋆x) que l'on alule ii est égale à la distane deMahalanobis µ2(z, o) du veteur d'erreur pour le realage z = fy

(-1) ⋆ (f ⋆ x) par rapport à l'origine.Si la transformation f n'est pas onnue exatement mais estimée par f̂ lors d'une realage, on auratendane à sous-estimer légèrement la distane de Mahalanobis entre nos deux primitives. Il est donimportant de ne pas utiliser dans notre distane de Mahalanobis la transformation probabiliste f̂munie de l'inertitude que l'on a pu estimer, e qui tendrait à minimiser enore plus la distanerésultante, mais simplement la transformation déterministe f̂ à la plae de f.Le test du χ2 vise alors à véri�er que la valeur observée ẑ du veteur d'erreur est bien ompatibleave sa ovariane théorique. Rappelons que la distane de Mahalanobis est, ave es notations etdans la arte prinipale :
µ2 = ẑT.Σ(-1)

zz .ẑLe test statistique onsiste à aepter l'hypothèse y = f ⋆ x si µ2 ≤ ε et à la rejeter sinon. Le seuil
ε est hoisi de telle manière que l'on aepte l'hypothèse ave une probabilité α si elle est vraie.Nous présentons dans la table (8.1) quelques exemples de es seuils ε en fontion de la probabilité
α pour des tests du χ2 en dimension 3 (pour les points) et 6 (pour les divers repères). Par exemple,si la distane de Mahalanobis entre deux points est µ2 > 11.34, la probabilité que y soit identiqueà f ⋆ x est inférieure à 1%. Nous pouvons don rejeter et appariement.

α Dim 50% 90 % 95 % 99%
ε 3 2.37 6.25 7.81 11.34
ε 6 5.35 10.65 12.59 16.81Tab. 8.1 � Table de la distribution du χ2 à 3 et 6 degrés de liberté.8.5.2 Un proessus itératif d'estimation globaleNous pouvons maintenant intégrer toutes les étapes d'estimation dérites préédemment dansun seul algorithme itératif. On suppose don que l'on a au départ deux ensembles de primitivesappariées, sans information d'inertitude. La onnaissane de ette information supprime bien évi-demment les étapes d'estimation sur modèle de bruit sur les primitives et permet de ommenerdiretement le proessus itératif sans initialisation.Pour aluler une première estimation de l'inertitude sur les primitives, il nous faut un premierrealage qui ne peut se faire qu'ave les moindres arrés. L'initialisation est don la suivante :1. estimer un realage grossier ave l'algorithme LSQ de la setion (8.2). En pratique, les moindresarrés sur les points seulement (QUAT) sont souvent su�sants et beauoup plus rapides. Onpeut également onevoir une estimation robuste (voir setion 8.5.3),2. estimer le modèle de bruit sur les primitives (setion 8.4),3. éarter les appariements aberrants de la liste par un test du χ2,4. faire une estimation grossière de l'inertitude sur la transformation pour obtenir (̂f0,Σf0f0).Si une transformation initiale est fournie, on ne réalise pas la première étape. La seonde étape,l'estimation du modèle de bruit, n'est néessaire que si le type de données est nouveau. A partir dumoment où l'on a une estimation �able de e bruit, il n'est plus néessaire de le realuler à haquefois.



8.5. Un algorithme pratique et générique pour le realage 189Pour réaliser un ompromis aeptable entre le temps de alul et la préision, le proessusitératif générique est alors le suivant:1. trier les appariements par distane de Mahalanobis roissante,2. faire une passe de �ltrage de Kalman (algorithme KAL) sur les appariements aeptés pourobtenir (̂fi+1,Σfi+1fi+1
), en utilisant omme transformation initiale (̂fi, 20 ∗ Σfifi).(3.) éventuellement réestimer le modèle de bruit sur les primitives,4. éarter les appariements aberrants de la liste par un test du χ2, en véri�ant également lesaniens appariements aberrant (qui pourrait redevenir aeptables).Ce proessus est répété jusqu'à la onvergene (i.e. une distane entre deux transformation sues-sives inférieure à 10−12 par exemple), ou un nombre maximal d'itération (typiquement 5 à 10 sontsu�santes).
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Fig. 8.2 � Algorithme modulaire de realageLe fateur 20 utilisé à haque passe du �ltre de Kalman pour multiplier la ovariane de l'esti-mation préédente, ainsi que le tri des appariements, permettent de stabiliser le �ltre de Kalman etd'assurer la onvergene, mais induisent une sous-estimation de l'inertitude sur la transformationde plus en plus importante au ours des itérations. Pour obtenir à la fois une transformation préiseet une bonne estimation de son inertitude, nous �nissons don le proessus par :� une desente de gradient sur la distane de Mahalanobis (MAHA) en n'utilisant que les ap-pariements aeptés et l'estimation de l'inertitude sur le mouvement au minimum.Le point faible de ette enapsulation d'algorithmes est l'estimation du modèle de bruit sur lesprimitives, qui est relativement sensible et sujet à l'erreur, en partiulier ave un faible nombre



190 Realage et fusion de primitives : estimation et préision Chap. 8d'appariement. Cependant, 'est souvent la seule façon d'avoir une idée du bruit sur les donnéeslorsque l'on utilise de nouvelles données. En pratique, on peut fusionner plusieurs estimations dubruit lors d'une phase d'apprentissage pour être plus préis, et éventuellement ontinuer à mettre àjour ette estimation plus robuste au ours de realages du même type de données. Cependant, lesrésultats obtenus sur les données réelles de la setion (9.3.3) semblent être relativement stables.8.5.3 Variations sur et algorithme et robustesseLes divers repères sont des primitives qui ontiennent un point. On peut don sari�er la préisionà la vitesse en simpli�ant nos repères en points. On peut également hoisir d'estimer un bruithomogène sur les repères ou un bruit simpli�é, ou bien un bruit additif isotrope ou non sur lespoints. Le hoix du modèle de bruit est plut�t guidé par le nombre d'observations disponibles : nousprésenterons une étude de es paramètres à la setion (9.2).En terme de robustesse, l'algorithme que nous proposons ii appartient à la lasse des M-estimateurs redesendants, 'est-à-dire la lasse des algorithmes robustes basés sur une itérationde moindres arrés (voir par exemple (Huber, 1981; Meer et al., 1991) pour un état de l'art desstatistiques robustes). Cependant, le point de hute ((( breakdown point ))) est peu élevé. Cela veutdire que l'on ne peut pas supporter un pourentage élevé de mesures aberrantes sans in�uer demanière signi�ative sur le résultat, en l'ourrene la justesse de la transformation estimée. Onpeut rendre et algorithme plus robuste jusqu'à un point de hute de 0.5 (i.e. supportant 50% demesures aberrantes) en initialisant, non plus ave un moindre arrés (LSQ), mais ave une moindremédiane des arrés (LMS pour (( Least Median of Squares ))). Cei est partiulièrement faile etpeu her en omplexité pour les repères : haque appariement détermine une transformation unique,ave laquelle on peut lasser les autres appariements par distane (ou distane de Mahalanobis).On attribue à l'appariement servant de base un sore orrespondant à la distane médiane aprèslassement, et on hoisit omme transformation elle dont l'appariement de base minimise le sorede distane médiane. Si nous avons N appariements, la omplexité théorique est de O(N2 logN),mais on peut la réduire onsidérablement grâe à un éhantillonnage de Monté-Carlo (Meer et al.,1991).Il est di�ile de mettre un tel algorithme dans un adre omplètement générique, puisque pourles repères semi-orienté, nous avons deux transformations possibles par appariement et quatre pourles repères non-orientés. La omplexité de et algorithme augmente beauoup pour les points (théo-riquement O(N4 logN)) puisqu'il nous faut ette fois-i trois appariements pour déterminer (auxmoindres arrés) une transformation unique.Notons qu'il est impératif de onserver l'étape d'ajustement itératif de la transformation pouratteindre l'objetif d'e�aité de l'estimation, 'est-à-dire pour réduire au maximum l'inertitudesur l'estimation.En�n, il serait souhaitable, pour obtenir un algorithme entièrement robuste, d'avoir égalementdes tehniques d'estimation robustes de la matrie de ovariane du bruit sur les primitives.8.6 Conlusions sur le realage et sa préisionNous avons étudié dans e hapitre les prinipaux algorithmes de realage sur les points et montréque l'on pouvait les généraliser de di�érentes manières à des primitives génériques, en estimant deplus l'inertitude sur le résultat. La fusion de primitives est assimilable à une version simpli�éede e problème et peut se résoudre par des algorithmes similaires. Nous avons également montré



8.6. Conlusions sur le realage et sa préision 191que es algorithmes génériques, même s'il engendrent un sur-oût de alul non négligeable, restentabordables ave une implémentation un peu optimisée.Par ontre, l'estimation du modèle de bruit sur les primitives après realage reste un problèmeouvert dans le as général, que nous n'avons résolu ii que par des tehniques ad ho spéi�quesà haque type de primitive. La oneption d'un adre général pour e problème semble ependantpossible.En�n, nous avons montré dans la dernière setion un exemple d'organisation de es briquesalgorithmiques pour fabriquer un algorithme dédié à un problème général relativement di�ile :l'estimation simultanée du realage, de son inertitude du modèle de bruit sur les primitives et desappariements aberrants. La solution que nous proposons ne requiert qu'un seul paramètre : le seuil
ε pour le test du χ2, mais néessite ependant un nombre su�sant d'appariements pour pouvoirréaliser des statistiques �ables.Il reste toutefois quelques résultats importants à véri�er en e qui onerne la préision que nousprédisons sur le realage : 'est le problème de la validation qui fera l'objet du prohain hapitre.
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Chapitre 9
Validation du realage d'imagesmédiales

� I ould prove God statistially. �George GallupNous avons obtenu dans le hapitre préédant divers algorithmes pour aluler l'inertitude surle realage. La question que l'on se pose maintenant est de savoir si ette estimation est réaliste. Demanière plus générale, le problème de la validation du realage d'images médiales est ruial, voirevital, par exemple si l'on utilise e realage pour guider une opération hirurgiale. Nous proposonsdans la première setion une méthode statistique pour réaliser ette validation et nous étudionsdans la setion (9.2) l'in�uene de divers paramètres sur la justesse de l'inertitude estimée avedes données synthétiques. En�n, les setions (9.3) (9.4) sont onsarées à des données réelles enimagerie médiales.9.1 Validation des méthodes de realageLa question traditionnelle de la validation est : (( quelle est la distane entre le résultat de notretehnique et une référene que l'on onsidère omme la vérité terrain? )). En d'autres termes, il nousfaut trouver un moyen de mesurer l'inertitude sur la transformation estimée. Nous analysons dansla setion suivante divers manières de prédire ou de mesurer l'inertitude.Si l'on utilise maintenant des statistiques d'un ordre supérieur dans le realage, on obtienten même temps que l'estimation du mouvement une évaluation de l'inertitude sur e résultat.La question est alors de véri�er si les divers hypothèses statistiques utilisées dans la tehnique derealage sont véri�ées et si l'évaluation de l'inertitude est réaliste. C'est le sujet de la setion (9.1.2).9.1.1 Prédition de l'inertitudeLa méthode idéale pour prédire l'erreur �nale sur le realage onsisterait à modéliser analyti-quement le proessus entier de realage, de la position physique de l'objet à l'estimation �nale du193



194 Validation du realage d'images médiales Chap. 9mouvement. Pour les as réels, ela implique de modéliser les déformations de l'objet (rien n'estréellement rigide, surtout pour des (( objets )) anatomiques), évaluer les distorsions dues à l'aqui-sition et à la reonstrution de l'image, évaluer les erreurs de l'extration des primitives, avant deonsidérer les erreurs dues au realage. Cei est généralement impossible à faire en pratique, quandtout ela dépend en plus de la forme de l'objet et du réglage de l'appareil d'aquisition.L'algorithme que nous avons présenté à la setion (8.5) s'insrit dans e adre, mais ne modélisel'erreur que dans les traitements haut niveau sur les primitives, en herhant à déterminer à posterioriun modèle de bruit sur elles-i regroupant toutes les soures d'erreur des traitements bas niveau.La qualité de l'estimation �nale de l'inertitude dépend évidemment de l'adéquation du modèle debruit supposé aux données (voir aussi la setion (9.3.3)).Nous proposons ii une méthode statistique qui herhe à mesurer l'inertitude sur le realageentièrement a posteriori, qui peut don s'appliquer à n'importe quel algorithme de realage, maisqui néessite un grand nombre de realages sur des données très homogènes.9.1.1.1 Estimation a posteriori des erreurs sur le realageConsidérons un algorithme de realage omme une (( boite noire )) qui prend en entrée une listed'appariements de primitives et qui donne une estimation du mouvement en sortie. En supposantl'indépendane des paires de primitives appariées, on peut séparer la liste des appariements enplusieurs sous-listes pour obtenir plusieurs estimées du même mouvement inonnu. Par exemple, onpeut séparer les appariements en deux listes de taille approximativement égales et déterminer deuxestimations indépendantes de f :
f̂1 = f ◦ ê1 et f̂2 = f ◦ ê2Comme on ne onnaît pas le mouvement réel f, on étudie leur (( di�érene )) : le veteur d'erreur

~̂z =~̂f(-1)2 ◦~̂f1 = ~̂e(-1)2 ◦ ~̂e1qui ne dépend plus du mouvement exate f et qui est entré autour de l'identité (le veteur nul).Si les appariements sont sous-éhantillonés aléatoirement en deux listes dem paires, pour onser-ver l'indépendane et une distribution similaire dans l'espae, alors les erreurs d'estimation ê1 et ê2suivent la même loi et ont en partiulier la même ovariane Σ(m). En supposant que l'extrationdes primitive et l'algorithme de realage ne soient pas biaisés, es erreurs sont de plus entrées : ê1 et
ê2 sont don des réalisation des primitives aléatoires e1 ∼ e2 ∼ ( Id,Σ(m)). On peut alors alulerque e2

(-1) ∼ ( Id,Σ(m)), e qui donne au �nal :
z ∼ ( Id, 2.Σ(m))En répétant ette expériene ave n ensembles d'appariements di�érents (pour avoir des mesuresindépendantes) mais homogènes (provenant du même type de données aquises dans les mêmesonditions), on peut estimer l'inertitude (à l'origine) sur l'estimation du mouvement f à partir de

m appariements par la ovariane empirique observée sur les n mesures ~̂zi du veteur d'erreur z :
Σ(m) =

1

2

∫

M
~z.~zT.pz(z).dM(z) ≃ 1

2.n

n∑

i=1

~̂zi.~̂z
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9.1. Validation des méthodes de realage 1959.1.2 Validation de l'inertitudeDans l'optique où nous avons une estimation de l'inertitude sur le realage, la question de lavalidation se transforme de (( a quelle distane notre estimation est-elle de la vérité? )) en (( quelleest la validité de notre estimation de l'inertitude ? )). Le point di�ile dans e problème restele même pour les deux questions : qu'est-e que la vérité et omment la mesurer? Nous pensonsqu'auune tehnique ne peut fournir la vérité exate, mais que si une tehnique A a une inertitudesur le résultat nettement plus faible qu'une autre tehnique B, alors A peut servir de référene pourvalider B. Cela signi�e que toutes les tehniques de validation sont en �n de ompte statistiques.Ainsi, dans les données synthétiques que nous utilisons à la setion (9.2), la transformation estonnue à la préision numérique de la mahine, e qui nous autorise à négliger son inertitude faeà elle du realage. Par ontre, il n'est pas évident que le modèle de bruit que l'on simule sur lesprimitives soit soit représentatif de la vérité : on peut don simplement valider nos estimations dansle adre des hypothèses synthétiques. Une tehnique intermédiaire entre ette validation synthétiqueet les données réelle utilise un (( fant�me )), 'est-à-dire un objet synthétique dont on onnaît plus oumoins la forme et la position lors de l'aquisition. Le problème dans es expérienes est de pouvoirestimer l'inertitude que l'on a sur la position dite exate.Le même problème se pose lorsque l'on herhe à valider le realage de données réelles basé surl'image par rapport à à des marqueurs externes ajoutés sur (( l'objet )) (ou le patient). L'avantagede es marqueurs, qui sont la plupart du temps des adres stéréotaxiques, est qu'ils produisent dansl'image des primitives très visible que l'on peut physiquement disriminer et identi�er failement.On peut don obtenir une mise en orrespondane quasiment exate à tous les oups. Par ontre,en e qui onerne le realage, il ne faut pas oublier que la mesure de es marqueurs est soumiseà l'erreur de la même façon que les autres primitives et le mouvement alulé sur le adre estdon entahé d'une ertaine inertitude qu'il serait intéressant de onnaître. Il semble que etteinertitude soit inférieure à elle des tehniques de realage basées sur l'image pour du realagemulti-modalité (voir par exemple l'étude réalisée dans (West et al., 1996)), bien que ertains auteurs,par exemple (Van den Elsen, 1993), mettent e jugement en doute dans le as d'images médialesde haute résolution. Pour le realage mono-modalité et mono-patient, il semble assuré aujourd'huique les tehniques basées sur l'image soient plus préises que les tehniques utilisant des marqueursexternes. Il est alors illusoire de onsidérer es dernières tehniques omme la référene pour validerles premières.On peut don onlure qu'il n'existe pas de référene absolue, mais uniquement des référenesrelatives par rapport auxquelles on peut valider d'autres tehniques ayant une inertitude plusgrande. Dès que l'on sort du adre des expérimentations synthétiques, nous avons don besoind'une tehnique de validation permettant de véri�er sans référene extérieure si l'inertitude estorretement prédite ou estimée.9.1.2.1 Validation a posteriori de l'inertitude sur le realageL'algorithme modulaire de realage proposé à la setion (8.5) produit en sortie une estimationprobabiliste du mouvement : f ∼ (̂f , Σff ). Le but de ette setion est de véri�er a posteriori que laprimitive aléatoire f a bien pour moyenne le mouvement exat f ave la ovariane prédite. Nousonsidérons tout d'abord le as des données synthétiques où le mouvement exat (ou presque exat)est onnu. Comme haque expériene de realage est basée sur un mouvement exat di�érent etproduit une matrie de ovariane di�érente, nous avons à (( normaliser )) nos résultats pour pouvoiromparer di�érentes réalisations de la même distribution.Pour normaliser par rapport au mouvement exat, on alule pour haque realage le veteur



196 Validation du realage d'images médiales Chap. 9d'erreur ~̂z =~f(-1) ◦~̂f (pour simpli�er les notation, nous avons ii oublié l'indie relatif à l'expérienede validation). La distribution théorique de la transformation aléatoire dont provient ette mesureest, puisque f est exat : z ∼
(

Id , JL(~f).Σff .J(~f)T), ave J(~f) = ∂~z/∂~f.Un nouveau hangement de variable est néessaire pour normaliser ette distribution vis a visde la ovariane : ave l'hypothèse gaussienne, la distane de Mahalanobis µ2 d'une réalisation ẑ duveteur d'erreur z ave l'identité devrait distribuée omme un χ2 à 6 degrés de libertés, la dimensiondu groupe des transformations rigides (on se situe ii dans le adre de l'hypothèse Σ faible de lasetion (5.3) :
µ2 = ~̂zT.Σ(-1)

zz .~̂z ∼ χ2
6On peut maintenant répéter ette expériene ave m paires d'images di�érentes pour obtenir mvaleurs indépendantes µ2

i et véri�er qu'elles ont vraiment une distribution χ2
6. Le test de Kolmogorov-Smirnov (Press et al., 1991) est très bien adapté pour faire ela (on l'appellera dorénavant le testK-S), mais omme il ne donne qu'une réponse binaire, nous véri�ons également que la moyenne soitprohe de 6 (e qui est véri�é même en dehors de l'hypothèse Σ faible, simplement ave l'hypothèsed'une distribution gaussienne sur la variété d'après l'équation (5.10)) et que la variane soit prohede 12. On appelle indie de validation la valeur moyenne estimée de µ2

i :
I = µ̄2 =

1

m
.
∑

µ2
idont la variane est alulée par :

σ2
I =

1

m− 1
.
∑

(µ2
i − µ̄2)2Cet indie peut s'interpréter omme une indiation de ombien notre méthode d'estimation sous-estime (I > 6) ou surestime (I < 6) l'erreur sur le mouvement. C'est en quelque sorte une erreurrelative sur l'inertitude.On peut failement généraliser ette méthode pour valider notre algorithme de realage sur desdonnées réelles : on sépare aléatoirement notre liste d'appariements en deux ensembles (approximati-vement de même taille), puis on alule deux estimées indépendantes f1 ∼ (̂f1,Σ11) et f2 ∼ (̂f2,Σ22).On utilise alors la distane de Mahalanobis µ2(f1, f2) exatement omme i-dessus et on peut fu-sionner les deux transformations (setion 8.3) pour réupérer une seule transformation plus préiseque l'on peut utiliser maintenant dans d'autres algorithmes.9.1.3 Une mesure simpli�ée de l'inertitude sur le realageLa matrie de ovariane sur le mouvement rigide est une information souvent trop rihe pourl'utilisateur �nal du système de traitement d'images médiales. Cette matrie doit bien sûr êtreonservée si l'on veut utiliser le realage obtenu dans d'autres algorithmes, mais elle doit êtresimpli�é pour pouvoir donner une idée simple et intuitive de la qualité du realage à l'utilisateur�nal.A partir de f ∼ (̂f,Σff ), on peut aluler pour haque point de l'image ou de l'objet de départsa position �nale ainsi que son inertitude dûe au realage (on ne onsidère pas ii l'inertitude dûeà l'extration de la primitive elle-même) : y = f ⋆ x. Pour simpli�er enore l'information, on alulel'éart-type (ou RMS pour root mean square) en e point : si y = f ⋆ x est la position exate dupoint (exat) x, on le trouvera en fait en ŷ = f̂ ⋆ x à ause de l'erreur sur la transformation. Ladistane moyenne du point mesuré ave le point exat est don :

σ(ŷ) =
√
E ((ŷ − y)T.(ŷ − y)) =

√Tr(Σyy)
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Fig. 9.1 � Validation du realage sur des données réelles.Dans le as de l'imagerie médiale, nous proposons de aratériser la préision du realage pardeux mesures simples : la préision moyenne sur la frontière (la moyenne de l'éart-type surles 8 oins de l'image), qui donne une idée de l'erreur maximale due au realage dans l'image, etla préision moyenne sur l'objet (l'éart-type moyen sur les points ou les primitives realées).Notons que, dans la préision moyenne sur l'objet, e n'est pas la distane moyenne entre les pointsaprès realage que nous mesurons, mais l'inertitude prévue sur es points dûe à l'erreur sur latransformation. Nous n'utilisons don que le positionnement de es primitives pour dé�nir la zoned'intérêt sur laquelle nous voulons onnaître l'in�uene de l'erreur du realage. On pourrait égale-ment utiliser un autre ensemble de points dans la zone d'intérêt, dédié à ette véri�ation et n'ayantpas servi au realage. C'est e qui se fait en général pour pouvoir mesurer (et non pas prédire) l'er-reur de realage (West et al., 1996) (l'erreur moyenne porte alors le nom de (( Target RegistrationError ))). Cela implique toutefois que es points soient très préisément loalisés et que l'erreur demesure de es points soit très inférieure à l'erreur de realage.9.2 Expérienes sur des données synthétiquesPour es expérienes, nous avons fabriqué des listes de primitives (points, repères semi, non ouomplètement orientés) ave une erreur (( gaussienne )) sur la position et l'orientation et un plaementaléatoire uniforme dans une image de 256 x 256 x 256 voxels d'un millimètre (la setion (6.4.2) déritla façon de réaliser es tirages aléatoires). Le mouvement exate est hoisi aléatoirement, mais enrestreignant la translation à un tiers de la taille de l'image pour onserver une superposition entre les



198 Validation du realage d'images médiales Chap. 9images. La matrie de ovariane utilisée pour simuler le bruit de mesure est donnée par le résultatde l'analyse sur des images réelles, et est présentée à la setion (9.3.3). Nous avons utilisé un χ2de 16 pour les primitives de type repère et de 8 pour les points, e qui orrespond à peu près à unintervalle de on�ane de 97%.Pour être enore plus prohe des données réelles, nous avons onduit une série d'expérienes oùles primitives sont extraites d'une vraie image (et non plus réparties uniformément dans l'image)que l'on bouge globalement et dont on perturbe les mesures ave une erreur (( gaussienne )). Cesexpérienes ont donné des résultats très similaires à eux que nous dérivons dans la suite de ettesetion, indiquant ainsi que l'hypothèse de distribution uniforme des primitives dans l'image estréaliste pour les mesures de préision. Notons ependant que lorsque nous travaillons ave despoints extrémaux dans une image IRM ou sanner, nous obtenons environ 3000 primitives dont500 sont appariées très préisément. L'hypothèse de distribution uniforme ne serait sans doute plusappliable pour un faible nombre de primitives (par exemple de 3 à 10) provenant de marqueursexternes.L'objetif de ette setion est de valider l'algorithme de realage modulaire présenté au hapitrepréédent et nous devons pour ela étudier les limitations des di�érents modules en fontion desombinaison de (( paramètres )) utilisés.9.2.1 Validation de l'inertitude sur le realageNous observé au hapitre préédent que le point faible théorique de notre algorithme de realageest l'estimation du bruit de mesure sur les primitives. Pour valider les autres modules de l'algorithmeet en partiulier l'estimation de l'inertitude sur le realage (en onnaissant le bruit de mesure desprimitives), nous avons onduit une série d'expérienes en utilisant dans l'algorithme de realage lemodèle de bruit exat sur les primitives. Dans le as réel, ela orrespondrait à l'utilisation ourantede l'algorithme de realage pour une appliation déterminée, ave des images aquises de manièresimilaire : on peut alors supposer que le bruit de mesure des primitives a été estimé su�sammentorretement lors d'une phase d'apprentissage ou de mise au point et qu'il ne reste qu'à aluler lerealage et son inertitude. Cette phase d'apprentissage sera détaillée à la setion (9.2.2.2).9.2.2 Realage ave une ovariane exate sur les primitivesPour valider l'enhaînement d'algorithmes (LSQ - KAL - MAHA) permettant d'estimer la trans-formation et son inertitude, nous avons mené une série d'expérienes en supposant la ovariane surles primitives onnue de manière exate. Nous présentons dans la �gure (9.2) l'indie de validation(synthétique) I = µ et les résultats du test de K-S pour les repères semi-orientés et les points. Cesstatistiques sont réalisées ave 500 realages synthétiques pour haque mesure. Les résultats pour lesrepères et les repères non-orientés sont très similaires. Nous avons traé la moyenne et l'éart-typede l'indie de validation, dont les valeurs théoriques pour une distribution χ2
6 (6 et √12 = 3.46) sontreprésentés par les lignes en pointillés. Le résultat du test de Kolmogorov-Smirnov est égalementtraé et le test aepte la distribution empirique omme un χ2

6 dans tous les as ave une on�anesupérieure à 1%. Quelque soit le nombre et le type d'appariements utilisés, notre algorithme produitdon une estimation remarquablement préise de l'inertitude sur le realage.9.2.2.1 Introdution de mesures aberrantesPour tester la robustesse de notre algorithme, nous avons introduit (aléatoirement) dans lesappariements synthétiques 5% de mesures aberrantes. Les résultats présentés dans la �gure (9.3)
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Fig. 9.2 � Validation du realage ave une une ovariane onnue sur les primitives. Haut : moyenneet variane de l'indie de validation synthétique en fontion du nombre de primitives appariés. Bas :valeur de on�ane du test K-S. Celui-i valide le realage dans tous les as ave une on�anesupérieure à 1%.
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Fig. 9.3 � Validation du realage ave une une ovariane onnue sur les primitives et 5% demesures aberrantes. Haut : moyenne et variane de l'indie de validation synthétique en fontion dunombre de primitives appariés. Bas : valeur de on�ane du test K-S. Celui-i valide le realage danstous les as ave une on�ane supérieure à 1%.



200 Validation du realage d'images médiales Chap. 9sont ii réalisés ave 200 realages synthétiques : l'algorithme est enore validé.9.2.2.2 Apprentissage du modèle de bruit sur les primitivesDans une appliation réelle, les données proviennent la plupart du temps du même type d'ap-pareillage et l'on herhe toujours à mesurer le même type de paramètres. Il est alors utile d'avoirune estimation �able du modèle de bruit sur les primitives et de ne pas herher à le réestimerà haque fois. Cependant, il nous faut quand même ajuster e modèle de bruit pour qu'il soit leplus préis possible. Nous proposons pour ela de mettre à jours l'estimation du bruit au ours despremières expérienes (phase d'apprentissage), jusqu'à e que l'estimation soit su�samment �able(il faut pour ela un minimum de 1000 à 10000 appariements d'après e que l'on a pu observer).On peut ainsi utiliser l'estimation ourante du modèle de bruit à haque expériene et véri�erde plus que e modèle dérit bien le bruit sur les primitives dans le realage en ours : en alulantles distanes de Mahalanobis entre primitives appariées (munies de la ovariane du modèle debruit ourant), on peut véri�er grâe au test de Kolmogorov-Smirnov que ette distribution estompatible ave un χ2 à d degrés de libertés (où d est la dimension des primitives). Si la distributionest ompatible (on�ane du test K-S supérieure à 0.01), on peut mettre à jour notre estimation dumodèle de bruit et prédire une inertitude �able. Si la distribution n'est pas ompatible, 'est queles données ne proviennent vraisemblablement pas du même appareillage d'aquisition ou que lesparamètres ont hangés. Il onvient alors de relaner une nouvelle phase d'apprentissage du modèlede bruit ave e nouveau type de données.9.2.3 Modèle de bruit anisotrope ou simpli�éMaintenant que notre algorithme de realage et d'estimation de la transformation est validélorsque l'on onnaît le bruit sur les données, il nous reste à évaluer son omportement lorsquel'on inlut l'évaluation de e bruit dans l'algorithme, e qui orrespond à la phase d'apprentissageévoquée i-dessus. Nous avons présenté à la setion (8.4) plusieurs modèles de bruits et en partiulierun modèle isotrope et anisotrope (homogène) sur les points, ainsi que leurs équivalents pour lesprimitives de type repère, que nous appellerons modèle de bruit omplet (homogène et isotrope surles repères : la matrie de ovariane n'est pas ontrainte) et simpli�é (la matrie de ovariane estontrainte à être diagonale ave une variane unique pour la rotation et de même pour la translation).La question que l'on se pose ii est de savoir quel est le (( meilleur )) modèle de bruit à utiliser, à lafois en terme de préision et de validation de l'estimation d'inertitude sur le realage.Il paraît évident que le paramètre le plus in�uent pour le hoix du modèle de bruit est lenombre d'appariements. En e�et, l'estimation des 21 paramètres de la matrie de ovariane pourle bruit omplet sur les repères (resp. 6 pour le bruit anisotrope sur les points) est moins stableque l'estimation des 2 paramètres du modèle simpli�é (resp. 1 pour le bruit isotrope sur les points).Nous aurons don intérêt à hoisir le modèle simpli�é pour un faible nombre d'appariements et lemodèle plus omplet lorsqu'il y en a su�samment.Pour déterminer e seuil sur le nombre d'appariements et le domaine de validation de haundes modèles de bruit, nous présentons dans les �gures (9.5) et (9.4) l'indie de validation et lespréisions moyennes obtenus sur le realage, en indiquant également les estimations non validéespar le test de Kolmogorov-Smirnov.Comme les modèles de bruits omplets (ou anisotropes) apportent un gain de préision de l'ordrede 25 % pour les repères et de 15 à 40 % pour les points, il onvient d'utiliser es modèles de bruitsaussi souvent que possible. Par ontre, il ne sont pas validés ave moins de 30 à 40 appariementspour les repères et 15 à 20 pour les points. A partir de maintenant, nous utiliserons don le modèle
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Fig. 9.4 � Indie de validation en fontion du nombre d'appariements pour le modèle de bruitanisotrope (en haut à droite) et isotrope (en haut à gauhe) sur les points. Les préision moyennessont présentées pour le as isotrope (en bas à gauhe), la �gure en bas à droite présentant le rapportdes préision anisotropes / isotropes, 'est-à-dire le gain obtenu sur la préision en utilisant le modèlede bruit anisotrope.
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Fig. 9.5 � Indie de validation en fontion du nombre d'appariements pour le modèle de bruitomplet(en haut à droite) et simpli�é (en haut à gauhe) sur les repères semi-orientés. Les préisionmoyennes sont présentées pour le as isotrope (en bas à gauhe), la �gure en bas à droite présentantle rapport des préision, 'est-à-dire le gain obtenu sur la préision en utilisant le modèle de bruitomplet.



202 Validation du realage d'images médiales Chap. 9de bruit simpli�é s'il y a moins de 40 repères (resp. 20 points) et le modèle de bruit omplet audelà.9.2.4 Comparaison de la préision du realage basé sur les points et les repèresEn�n, pour �nir es expérienes synthétiques, il est intéressant de onnaître le gain apporté surla préision du realage par l'utilisation de primitives de type repères au lieu de simples points.Comme nous ajoutons un trièdre à un point pour former un repère, on s'attend à être au moinsaussi préis ave eux-i qu'ave les points, mais, en ontrepartie, l'extration de e trièdre dansles images repose souvent sur des dérivées d'ordre supérieur, e qui signi�e que e trièdre est engénéral plus bruité que la position du point. On ne s'attend don pas à gain énorme sur la préisiondu realage, sauf si la loalisation des points devient signi�ativement plus bruitée que elle destrièdres.Nous avons déjà e�etué une omparaison similaire à la setion (8.2.3.1) pour omparer lapréision relative des méthodes de realage KAL, MAHA et LSQ, dont le résultat est (à ause dela métrique utilisée) très prohe de QUAT et don de la préision obtenue à partir d'appariementsde points. De ette expérimentation, on peut onlure que le nombre d'appariements n'est pas unparamètre majeur dans ette omparaison. Par ontre, le rapport entre l'inertitude sur le trièdreet elle sur le point (l'origine du trièdre) détermine le gain de préision.
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Fig. 9.6 � Rapport de la préision prédite sur la frontière et sur l'objet en fontion de l'éart-typesur le position de la primitive (le point est l'origine du repère). L'éart-type sur la variane du repèreest �xée. Les valeurs présentées sont la moyenne sur 200 realages.Nous avons don hoisi pour haque realage entre 150 et 250 appariements de primitives (repèressemi-orientés) bruitées ave un éart-type �xé de σθ = 0.02 rad sur l'orientation et un éart-typevariant de σd = 0.2mm à 2.8mm sur la mesure de la position du repère (i.e. le point). Comme lapréision prédite varie ave la on�guration des appariements, nous avons e�etué à haque fois unrealage basé sur les repères et un realage basé uniquement sur les points ave les même donnéeset nous présentons dans la �gure (9.6) le rapport entre les préisions moyennes à la frontières et



9.3. Realage mono-patient d'images IRM 3D du erveau 203sur l'objet, 'est-à-dire le rapport des éart-types prévus dûs au realage sur les points onsidérésde l'image. La valeurs présentés sont les moyennes et éart-types de es rapports sur 50 realages.L'utilisation des trièdres en plus des points, pour former des repères, peut don amener uneaugmentation sensible de la préision, en partiulier ave un faible nombre de primitives ou lorsque laposition devient très bruitée par rapport à l'orientation. Nous avons pu également observer un autree�et qui peut amener une augmentation nette de la préision pour les repères : 'est l'adéquationdu modèle de bruit. En e�et, un bruit (( ompositif )) sur les repères (où le bruit sur la position estexprimé dans le repère loal) est immanquablement interprété omme un bruit isotrope si l'on neonsidère que les points ar les repères sont orientés dans toutes les diretions. On ne peut don paspro�ter de ette anisotropie pour améliorer le realage et sa préision en n'utilisant que les pointset le realage en utilisant les repères peut être jusqu'à deux fois plus préis !9.3 Realage mono-patient d'images IRM 3D du erveauLes images utilisées dans ette setion pour réaliser les expérienes ont été fournies par le DrR. Kikinis du Brigham and Woman's Hospital (Boston, USA) et font partie d'une étude extensivede l'évolution de la slérose en plaque. Chaque patient subit une IRM (Imagerie par résonanemagnétique) plusieurs fois par an (typiquement 24 aquisitions 3D di�érentes) et le but est derealer très préisément en 3D toutes es images pour segmenter et mesurer �nement l'évolution deslésions de la slérose en plaque. Ces lésion apparaissent omme des tahes blanhes dans la �gure(9.7).Les images sont des IRM T1 (premier ého), et ont 256× 256× 54 voxels de taille 1 x 1 x 3 mm.(Thirion, 1994) a déjà présenté un algorithme pour realer automatiquement de telles images maisle but est ii de déterminer la préision du realage. En e�et, il est visuellement impossible dedéterminer (( à l'oeil )) un défaut de realage oasionnant une erreur de superposition des imagesde l'ordre de la taille du voxel. Pour donner une idée du jugement visuel, nous présentons dans la�gure (9.7) quatre oupes se orrespondant après realage dans quatre images di�érentes (es oupessont rééhantillonnées par interpolation tri-linéaire après transformation). Si es oupes semblentse orrespondre, il est di�ile de juger de la qualité de ette orrespondane. Nous présentons pourela la di�érenes de haune de es images ave la première dans la �gure (9.8). Le gris représenteune absene de di�érene, tandis que le blan et le noir signi�ent des di�érenes d'intensité marqués.Il apparaît que le erveau est très bien realé, mais qu'il y a eu de petits mouvements au niveaude la peau et entre le erveau et la boite rânienne. On peut également visualiser très e�aementl'évolution des lésions : l'une d'elle, en bas à gauhe roît au ours du temps, tandis qu'une autre,en haut à droite régresse. Cependant, la préision du realage in�ue beauoup sur les images dedi�érenes et on peut obtenir des mesures d'évolution des lésions aberrantes si le realage est partrop impréis. Il est don très important de quanti�er l'inertitude du realage.9.3.1 Points et repères dans les images médiales 3DL'algorithme de mise en orrespondane repose sur l'extration de points partiuliers dans lesimages 3D, dé�nis à partir d'un ritère de géométrie di�érentielle (voir �gure 9.9). Dans notreas, e sont les points extrémaux de (Thirion et Gourdon, 1993), qui sont les points sur lasurfae onsidérée pour lesquels les deux ourbures prinipales sont extrémales. Ave es points,nous obtenons non seulement des invariants (les ourbures prinipales), mais aussi les deux diretionsprinipales qui, assoiées à la normale a la surfae, forment un trièdre semi-orienté, omme nousl'avons expliqué à la setion (7.5) (voir en partiulier la �gure 7.1).
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Fig. 9.7 � La même oupe de trois images IRM 3D de l'étude de la slérose en plaque après realage.Il y a deux semaines entre haque aquisition. Noter l'évolution de deux lésions (tahes blanhes) :l'une roît dans l'hémisphère antérieur gauhe et l'autre diminue dans l'hémisphère postérieur droit.
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Fig. 9.8 � Di�érene des images après realage, par rapport à la première. L'intensité est multipliéepar 5 et reentrée de telle sorte que l'absene de di�érene orresponde au gris. Les lésions roissantesapparaissent omme des disques blans et les lésions régressives omme un un disque noir.
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Fig. 9.9 � Lignes de ourbure extrémale sur les ironvolutions du erveau. Les points extrémauxqui sont utilisées pour la mise en orrespondane et le realage sont des points spéi�ques sur eslignes.



9.3. Realage mono-patient d'images IRM 3D du erveau 207Dans une image IRM, on extrait typiquement 2000 à 3000 points extrémaux dans les 3.5 millionsde voxels. L'algorithme de mise en orrespondane détermine environ 600 appariements entre deuximages d'un même patient, ave un éart-type résiduel (RMS) d'environ 1 mm. La (( densité )) depoints extrémaux dans l'image est don de 0.1 % dans l'image et la probabilité de faux appariementsest très faible (voir setion 10.3).9.3.2 RésultatsAve 24 images d'un même patient, nous aurions pu générer 576 ouples d'images, dont seulement23 sont indépendants. Pour avoir su�samment de mesures de validation sans que le orrélation soittrop forte et que le temps de alul ne soit prohibitif (l'extration des points extrémaux prendenviron 4mn CPU sur une DEC alpha workstation), nous avons utilisé 60 ouples d'images tirésaléatoirement. Pour haque realage, on sépare (aléatoirement) la liste des appariements fournis parl'algorithme de mise en orrespondane en deux listes de taille approximativement égales, à partirdesquelles on alule deux estimations de la même transformation, munies de leur inertitude. Ladistane de Mahalanobis entre es deux transformation nous donne l'indie de validation réel µ2
i .On fusionne alors les deux transformation pour obtenir l'estimation �nale du realage et de soninertitude, selon le shéma dérit à la �gure (9.1).Les estimations sont réalisées ii en modélisant les point extrémaux par des repères semi-orientés.Nous avons trouvé une préision moyenne sur la frontière de σfr = 0.119 mm et une préisionmoyenne sur l'objet de σobj = 0.061 mm. L'indie de validation est de I = µ̄ = 6.33 ave unevariane de σ2

I = 16.4 (rappelons que les valeurs théoriques sont de 6 et 12). Le test K-S validepleinement es résultats ave une importane de 0.59. Les estimations sont réalisées ii en modélisantles point extrémaux par des repères semi-orientés et montrent une augmentation de préision del'ordre de 20 % par rapport au realage n'utilisant que les points, e qui est en aord ave nosexpérimentations sur les données synthétiques.9.3.3 Analyse du modèle de bruit estimé sur les repèresCes expérienes ont également montré une di�érene intéressant entre les modèles de bruitsestimés sur les points et sur les repères (semi-orientés). En e�et, le modèle de bruit estimé sur lespoints est quasiment isotrope ave un éart-type de σ = 0.5, tandis que le modèle de bruit estimésur les repères est présenté dans la �gure (9.10). Rappelons qu'ave le modèle de bruit homogèneou ompositif, l'erreur f = f ◦ e sur le repère est en fait exprimée dans le repère loal {x, t1, t2, n},où t1 et t2 sont les diretions prinipales de la surfae au point extrémal x et n la normale.
Σee =

er⊤ et⊤



0.0024 0.0000 −0.0000 0.0002 −0.0011 0.0000
0.0000 0.0030 −0.0000 0.0001 −0.0000 0.0000
−0.0000 −0.0000 0.0373 −0.0006 −0.0003 0.0001

0.0002 0.0001 −0.0006 0.2276 0.0011 0.0008
−0.0011 −0.0000 −0.0003 0.0011 0.3157 −0.0015

0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 −0.0015 0.0838




er
etFig. 9.10 � Matrie de ovariane du modèle de bruit estimé sur les points extrémaux onsidérésomme des repères semi-orientés.
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Fig. 9.11 � Interprétation graphique du modèle de bruit estimé sur les points extrémaux. L'iner-titude sur l'origine (le point x) est environ 2 fois plus grande dans le plan tangent que selon lanormale et l'inertitude de la normale est isotrope, tandis que les diretions prinipales t1 et t2 sont4 fois plus inertaines dans le plan tangent.Cette ovariane est grossièrement diagonale, ave des éart-types de σt1 = 0.05, σt2 = 0.055et σn = 0.2 pour le veteur rotation (en radians) et σxt1
= 0.5, σxt2

= 0.55 et σxn = 0.25 pour laposition (en mm), e qui donne un éart-type moyen sur la position de σ = 0.46, omparable aveles valeurs mesurées par le modèle de bruit additif sur les points seulement.En e qui onerne le trièdre, on peut voir que l'erreur de rotation autour de la normale estenviron 4 fois plus grande que l'erreur de rotation autour des diretion prinipales, e qui indique quela normale est l'axe le plus stable, les diretions prinipales pouvant être beauoup plus orrompuestout en restant dans le plan tangent. Pour la position, on observe que la oordonnée selon la normale(orthogonalement à l'iso-surfae) est environ 2 fois plus stable que les deux autres oordonnéespositionnant le point sur la surfae. Cei est tout à fait en aord ave e que l'on attendait puisquel'extration de la surfae et de la normale ne font intervenir que des dérivées d'ordre 0 et 1 del'image, alors que elle des diretions prinipales demande des dérivées d'ordre 2 et 3, qui sontforément plus instables.L'utilisation d'un modèle de bruit adapté sur les repères nous a don permis d'exhiber une infor-mation supplémentaire totalement invisible ave un modèle de bruit additif sur les points : l'absened'orientation sur eux-i onduit e�etivement à aluler un modèle de bruit qui est l'intégrale surtoutes les orientations possibles, e qui onduit à un bruit quasiment isotrope que l'on observe e�e-tivement ave un realage où l'on n'utilise que les points. Cet e�et onstitue don une justi�ation aposteriori de notre modèle de bruit homogène (ou ompositif) sur les repères et montre la validité denotre approhe théorique rigoureuse dans le traitement de l'erreur sur les primitives géométriques.9.3.4 Analyse de l'inertitude prédite sur la transformationNous avons également alulé l'inertitude moyenne prédite sur la transformation lors des 60realages : elle-i est grossièrement diagonale et isotrope pour le veteur rotation d'erreur, ave unéart-type de σri = .00039 sur haque omposante. Cei signi�e que l'erreur sur la rotation est del'ordre de 0.00067 rad, soit 0.04 degrés ! L'erreur est ii exprimée dans le repère d'origine de l'imagetransformée lors du realage. Les transformation mises en jeu dans e type de realage étant faibles(le patient a toujours une position approximativement identique dans l'IRM), elle orrespond aussià peu de hoses près à l'erreur dans le repère de l'autre image. En e qui onerne la translation,



9.4. Analyse du mouvement relatif des os du bassin 209nous pouvons observer un éart-type de σx ≃ σy ≃ .055 mm dans le plan des oupes et un éart-type σz = .065 mm dans l'axe d'empilement des oupes. Cette valeur un peu plus élevé re�ètel'anisotropie de ette diretion dans laquelle l'éhantillonnage a un pas 3 fois plus grand.9.3.5 DisussionL'algorithme de mise en orrespondane utilisé avant le realage herhe à estimer la mise enorrespondane impliquant le maximum de de points extrémaux ommuns et qui soit ompatibleave le mouvement rigide d'une unique struture, le erveau dans le as présent. Cependant, avee niveau de préision à la fois sur l'extration des points extrémaux et du realage, ette hypothèsed'un unique mouvement ne tient plus et l'on peut distinguer plusieurs strutures ayant des mou-vements très prohes. Le râne, par exemple, peut bouger (quasiment rigidement) par rapport auerveau, et la peau est sujette à des déformations importantes qui sont très visibles ave la séqueneanimée des 24 images d'une année realées. Les orrespondanes de points extrémaux relatives àes strutures ont été ii rejetées omme aberrantes, mais on pourrait onevoir un algorithme demise en orrespondane permettant de gérer des mouvements multiples que l'on pourrait disriminergrâe aux outils développés dans e manusrit.Même pour le erveau, il y a des déformations loales, omme par exemple elles qui sont dûesaux lésions de la slérose en plaques, qui sont signi�ativement plus grandes que la préision moyennesur la frontière ou sur l'objet que nous avons alulé. Cependant, omme nous sommes intéresséspar le mouvement moyen du erveau, l'obtention d'une telle préision sur le realage onserve toutson sens et nous permet en fait de visualiser pour la première fois l'e�et dynamique des lésions surles tissus environnants.9.4 Analyse du mouvement relatif des os du bassinLe but de ette expériene est de mesurer quantitativement les mouvements relatifs des osdu bassin lors de ertains mouvements. Il s'agit en l'ourrene du bassin d'une danseuse et demouvements spéi�ques des jambes amenant en on�guration dite (( bassin ouvert )) et (( bassinfermé )). Une aquisition IRM (pondération T1) a été réalisée dans es deux on�gurations à laFondation Lenval (Nie). Une oupe de l'une de es images est présentée dans la �gure (9.12).Ces images ne sont pas d'une grande résolution puisque qu'elles sont onstituées de 256 x 256 x 28voxels de taille 1.33 x 1.33 x 5.6 mm, soit une anisotropie d'un fateur supérieur à 4 dans la diretionorthogonale aux oupes.Le bassin est prinipalement onstitué, au niveau osseux, du sarum et des os iliaques droit etgauhe (�gure 9.13), formant une struture quasi rigide, les fémurs étant libres de tourner dans laavité prévue à et e�et dans les os iliaques. Les mouvements mis en jeu entre les os iliaques et lesarum étant très faibles et parasités par le mouvement global du bassin entre les deux on�gurations,il est impossible de les mesurer diretement sur l'image (ontrairement au mouvement des fémurs).De plus, une telle mesure serait immanquablement trop impréise pour déider s'il y a e�etivementun mouvement. Il est don indispensable de mesurer à la fois le mouvement relatif de es os et soninertitude pour pouvoir déider statistiquement (grâe au test du χ2) s'il y a un mouvement et dequelle ampleur.9.4.1 Segmentation manuellePour pouvoir mesurer les mouvements relatifs des os, il nous faut estimer plusieurs mouvementsrigides entre les deux images. Malheureusement, l'algorithme de mise en orrespondane préédem-
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Fig. 9.12 � Une oupe axiale d'une image IRM en pondération T1 du bassin. On peut distinguer auentre en bas le sarum et les os iliaques gauhe et droit sur les �tés.ment utilisé ne permet que d'estimer les orrespondanes de primitives relatives à un seul objetrigide. De plus, les tehniques d'extrations des points extrémaux reposent sur une l'hypothèse quel'objet reherhé dans l'image est délimité par une surfae d'iso-intensité, e qui est faux dans leas des os pour une image IRM. En e�et, eux-i apparaissent en signal intermédiaire (la moelle)ave simplement une bordure de signal plus faible (la ortiale : voir la �gure 9.12). Cette bordureétant très �ne, elle disparaît par endroit à ause du bruit et de l'e�et de volume partiel, e qui larend en partiulier peu marquée au ontat sarum iliaques. Elle est également asymétrique (plusimportante sur le �té gauhe que sur le �té droit de l'os) à ause de l'e�et de (( déplaement hi-mique )) (partiularité de ertaines aquisitions IRM). L'intensité de ette bordure sombre variantonsidérablement, il est don impossible de déterminer une valeur adéquate pour délimiter les ospar une surfae d'iso-intensité.Pour e�etuer quand même des mesures, nous avons fait segmenter manuellement haun des ospar un spéialiste des images IRM (M le Pr. Dourthe) qui a délimité sur haque oupe le ontour des5 os nous intéressant, produisant ainsi 5 images binaires. Nous avons ensuite rempli es ontours àl'aide d'opérations morphologiques et lissé es images binaires par �ltrage gaussien avant d'extrairela surfae de haun des os omme une surfae d'iso-intensité. Nous avons visualisé et étiqueté lerésultat de ette segmentation de l'une des images dans la �gure (9.13).9.4.2 RealagesDans les images lissés des os, nous avons extrait les lignes de rêtes et les points extrémaux, equi nous a permis de realer haun des os de la première on�guration ave l'os orrespondant de laseonde. Ces realages sont toutefois très impréis puisqu'ils ne font intervenir que 30 appariementspour les iliaques et 35 pour le sarum. De plus, le bruit estimé sur les primitives est onsidérablementplus élevé que dans le as du erveau : l'algorithme estime une éart-type d'environ 25 degrés surl'angle de la rotation résiduelle du trièdre et de 1 mm sur la distane résiduelle en position. Ceionduit à des inertitudes élevés sur les paramètres de la transformation : un éart-type de 3.5 degréssur la rotation et de 1.5 mm sur la translation en moyenne.Nous présentons dans la �gure (9.14) la superposition des bassins obtenue en utilisant le realagedu sarum : on onsidère ainsi que le sarum est �xé et on peut visualiser le mouvement des iliaques.
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Fig. 9.13 � Résultat de la segmentation manuelle de l'une des images IRM. On dispose de la surfaede haque os, que l'on peut étiqueter omme sur ette vue.
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Fig. 9.14 � Superposition des bassins en utilisant le realage du sarum : il semble que les iliaques enon�guration (( bassin ouvert )) (en bleu) se soient légèrement éartés par rapport à la on�guration
(( bassin fermé )) (en rouge).



212 Validation du realage d'images médiales Chap. 9Il semble e�etivement sur ette �gure que les iliaques en on�guration (( bassin ouvert )) (en bleu)se soient légèrement éartés par rapport à la on�guration (( bassin fermé )) (en rouge). En e�et,lorsque l'on ompare les transformation rigides obtenues pour les iliaques droits et gauhes (fd et
fg), on obtient une transformation résiduelle e = f (-1)d ◦ fg omposée d'une rotation d'environ 1.2degrés autour de l'axe vertial et une translation de 3 à 4 mm qui tend à éloigner les iliaques l'unde l'autre et à les ramener en arrière du sarum.Cependant, lorsque l'on alule l'inertitude sur toutes es transformation, les varianess'ajoutent et on se rend ompte que les transformations résiduelles entre les iliaques et le sarumomme la transformation résiduelle entre les iliaques ne sont pas signi�atives : les distanes de Ma-halanobis sont respetivement de 16 et 18, e qui est approximativement la limite d'un test du χ2

6à 99 %. On ne peut don pas onlure qu'il y a eu e�etivement un mouvement relatif et pourtantil est di�ile de onlure que les transformation résiduelles ne sont dûes qu'aux erreurs de mesuresà ause de la symétrie du mouvement relatif des iliaques.9.4.3 DisussionL'apport des statistiques sur l'inertitude du realage dans ette expériene est indéniable puis-qu'il nous permet d'éviter de onlure abusivement qu'il y a un mouvement relatif entre les os dubassin. Cependant, la préision est insu�sante pour pour que l'on puisse onlure dans l'autre sensque le bassin est stritement rigide.Divers e�et se onjuguent en fait pour donner au �nal ette inertitude très élevé sur nos trans-formations : la faible résolution de l'image et surtout sa forte anisotropie vertiale (d'un fateursupérieur à 4) favorisent la déloalisation des amers géométriques. La segmentation manuelle ajoutesans soute un bruit non négligeable ar les ontours ont été traés indépendemment dans haqueoupe ave une largeur de 1 a 2 pixels. De plus, il nous a fallu lisser abondamment la surfae pour
(( e�aer )) les marhes d'esalier dues à la forte épaisseur des oupes. Cei a évidement fortementdiminué le nombre de points de forte ourbure sur es surfaes, don le nombre de primitives quenous avons pu utiliser pour les realages ainsi que pour les statistiques de bruits. Ave 30 à 35appariements, nous onsidérons es dernières omme très inertaines.Pour résoudre es problèmes, il faudrait des images au moins deux fois moins anisotropes, maisaussi une méthode automatique pour extraire des primitives �ables sur les strutures de type os-seuses dans les images IRM. L'idée serait pour ela de remplaer le modélisation (( iso-surfae ))de la frontière de l'objet par une modélisation (( rête et vallées )) (au sens géographique) dans lepaysage d'intensité de l'image. En�n, pour �nir, un algorithme de reonnaissane de sous-strutures,omme elui que nous présentons pour les protéines au hapitre 11, pourrait tenter de déterminer lesensembles d'appariements ompatibles et ainsi déterminer automatiquement et indépendemment lemouvement de haun des os. Cela néessiterait ependant d'avoir su�samment de primitives trèsbien loalisée sur haun des os et qu'il y ait un mouvement relatif entre eux-i. Dans le asontraire, on trouvera une seule struture rigide rassemblant les trois os.9.5 ConlusionNous avons montré dans ette setion omment on pouvait valider l'estimation de l'inertitudesur le realage à la fois sur des donnés synthétiques et des données réelles, pourvu que le nombred'appariements soit su�sant. Il apparaît que le point le plus sensible dans l'algorithme modulairede realage présenté au hapitre préédent est l'estimation du bruit sur les primitives. Si et élémentest onnu, notre realage est validé par le test de Kolmogorov-Smirnov sur les données synthétiques



9.5. Conlusion 213quels que soient les paramètres et le primitives. L'estimation de e modèle de bruit lors du proessusde realage doit par ontre se faire ave beauoup d'attention et il est préférable de la réaliser lorsd'une phase d'apprentissage. Nous avons proposé pour ela une méthode relativement générique.Nous avons également validé et algorithme de realage sur des données réelles du erveau etmontré qu'une préision 10 fois inférieure à la taille du voxel peut être atteinte dans e as. Lemodèle de bruit (homogène) estimé sur les points extrémaux a pu être interprété et orrespond àe que l'on attendait. Il exhibe de plus une (( anisotropie )) qui n'est pas déelable par un bruitadditif sur les points et apporte ainsi un gain de préision de l'ordre de 20 % sur le realage parrapport à l'utilisation des points sans les trièdres. Cela justi�e a posteriori notre analyse rigoureusede l'inertitude sur les primitives géométriques (en tous as pour les primitives de type repère) etdémontre son adéquation aux images médiales.En�n, pour �nir, nous avons présenté une appliation où la véri�ation des inertitudes surles transformations évite de onlure trop rapidement qu'il y a un mouvement relatif entre diversstrutures (en l'ourrene les os iliaques et le sarum dans le bassin) et met en avant la sensibilitéde la préision du realage vis à vis des traitements d'image bas-niveau fournissant les primitives.Ave e type d'outil, il devient d'ailleurs possible de omparer statistiquement a posteriori diversproédés d'extration de primitives et de aratériser le domaine d'appliation où il est préférablede les utiliser. La dernière setion a également stigmatisé le lien très fort qui unit les algorithmesde realages et les algorithmes de mise en orrespondane : il onvient souvent de oupler les deuxpour réer un algorithme de reonnaissane e�ae. Nous nous intéressons à e problème dans lehapitre suivant.



214 Validation du realage d'images médiales Chap. 9



Chapitre 10
Mise en orrespondane,reonnaissane et robustesse

� Vision: the art of seeing things invisible. �Jonathan SwiftLe problème de la reonnaissane est sans doute l'un des plus étudiés en vision par ordinateur.Sauf exeption, nous ne rentrons don pas dans les détails mais nous essayons plut�t de donnerune approhe globale (et don forément inomplète) des méthodes utilisées. De plus, dans le adrede e manusrit, nous ne nous intéressons qu'à la mise en orrespondane de primitives de mêmetype (typiquement 2D-2D ou 3D-3D), et nous exluons don les nombreuses tehniques de miseen orrespondane 2D-3D développées en vision par ordinateur. Le support de la synthèse rapideprésentée dans la première setion provient prinipalement de (Ayahe, 1989; Grimson, 1990; Brown,1992; Zhang, 1993). D'un point de vue plus historique, le leteur pourra également onsulter (Beslet Jain, 1985; Chin et Dyer, 1986).Nous nous intéressons ensuite à la gestion de l'erreur dans es algorithmes, a�n d'assurer que siun objet est présent, il sera bien reonnu. Nous autorisons pour ela une ertaine tolérane sur lesmesures, mais la présene même de ette zone d'erreur sur les primitives augmente sérieusement laprobabilité de trouver par hasard un nombre �xé de primitives dans une on�guration su�sammentprohe dans les deux images pour que la reonnaissane soit aeptée. Nous nous intéressons dansla setion (10.3) à aratériser la fréquene de es faux positifs d'un point de vue qualitatif. Aupassage, ela nous permet de on�rmer que les primitives omplexes (omme les repères) sont bienplus séletives que les points seuls. Leur utilisation est don souhaitable dans les algorithmes demise en orrespondane mais ertains problèmes restent à résoudre pour généraliser es algorithmesau adre générique des primitives. Nous avons identi�é quatre points lés, qui sont d'ordre théoriqueomme les invariants ou la lassi�ation (lustering), ou bien d'ordre algorithmique omme le plusprohe voisin ou l'indexation inertaine. 215



216 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 1010.1 Algorithmes de mise en orrespondaneSelon le modèle de struturation de l'information présenté en introdution (setion 1.1), lestraitements bas niveau sur les images produisent des ensembles (non struturés) de primitives quenous appelons sènes. Nous avons vu au hapitre 8 diverses méthodes pour realer des objetssi l'on onnaît les orrespondanes entre les primitives de deux sènes. Le problème que l'on sepose ii est de déterminer es orrespondanes. En fait, es deux problèmes sont la plupart dutemps ouplés dans la réalité pour former un problème de reonnaissane impliquant la mise enorrespondane (l'appariement) des primitives onstituant un objet et la loalisation de elui-i,'est-à-dire le alul de la transformation entre les deux instanes de l'objet (realage).On dispose don d'un ensemble de m primitives X = {x1, . . . xm} ∈ Mm qui onstitue la sènemodélisant la première image et d'un ensemble de n primitives Y = {y1, . . . yn} ∈ Mn modélisantla seonde. L'une des sènes peut également être le modèle struturé d'un objet, mais il su�t d'enoublier la struture pour traiter la mise en orrespondane omme préédemment. Pour di�érenierles deux sènes nous utiliserons dans e hapitre le voabulaire hérité de la (( reonnaissane à basede modèle )) en vision par ordinateur, 'est-à-dire que nous appelons ii modèle l'ensemble desprimitives X omme si elles-i provenaient d'un modèle onservé dans une bibliothèque d'objets,et sène l'ensemble des Y extraites d'une image dans laquelle on herhe à reonnaître les objetspréédemment modélisés.Si l'on avait deux aquisitions parfaites d'un même objet unique (ave également des trai-tements bas niveau parfaits), le modèle et la sène auraient le même nombre de primitives, sim-plement transformées par une ertaine transformation f ∈ G et indiées dans un ordre di�érent.Nous n'aurions don qu'une permutation des indies à trouver, et les primitives des deux sènesse orrespondraient alors exatement à une transformation près. Dans la pratique, les onditionssont rarement aussi idéales : l'objet que l'on herhe à retrouver n'est pas forément seul et il peutdon y avoir de nombreuses primitives supplémentaires dans les deux images qui ne doivent pasêtre appariés mais que l'on ne peut pas supprimer à priori (lutter). Par ailleurs, même si l'objetest onnu parfaitement (grâe à un modèle CAO par exemple), son observation dans une imagepeut être su�samment bruitée pour que ertaines primitives soient inobservables. C'est e que l'onappelle l'oultation, par référene à la vison par ordinateur, même si le phénomène onduisantà e résultat est totalement di�érent dans les images volumiques. En�n, pour �nir, la mesure desprimitives est évidemment bruitée et la superposition des primitives appariées après realage ne serajamais parfaite.En général, on onsidère que l'on a reonnu un objet s'il existe une transformation f ∈ G quisuperpose (à une ertaine erreur près) un nombre su�sant de primitives entre les deux images. Onherhe don à maximiser à la fois le nombre d'appariements entre le modèle et la sène et la qualitéde es appariements, 'est-à-dire l'adéquation de la superposition des primitives appariées par latransformation trouvée.On appelle fontion d'appariement l'appliation π qui fait orrespondre à tout indie i d'uneprimitives xi du modèle X soit l'indie j = π(i) d'une primitive yj de la sène Y, soit la primitivenulle ∗, auquel as la primitive n'a pas de orrespondant dans la sène (elle est oultée ou l'objetest absent). La fontion d'appariement π peut don être onsidérée omme une appliation del'ensemble X dans Y ∪{∗} ou omme une appliation de {1 . . . m} dans {1 . . . n+ 1}. L'ensemble Πde es appliations possède don (n+1)m éléments. L'idée de base de la mise en orrespondane estde maximiser le nombre d'appariements, mais e problème seul est sous-ontraint : on peut en e�etapparier les m primitives du modèle à un seule primitive de la sène et obtenir ainsi un maximumd'appariements ave une solution aberrante. Il faut don imposer des ontraintes supplémentaires,



10.1. Algorithmes de mise en orrespondane 217omme par exemple l'uniité ou la symétrie des appariements, mais e n'est pas su�sant et il fauten général optimiser un ritère qui rend ompte de la vraisemblane de haun des appariementsaprès realage : notons α ette fontion de vraisemblane. On prend en général α(z, z′) = 1 sidist(z, z′) ≤ ε et 0 sinon. La fontion d'appariement est alors dé�nie omme elle qui maximise lesore de mathing :
π̂ = arg max

π∈Π

(∑

i

α
(
f ⋆ xi , yπ(i)

)
) (10.1)Parallèlement, on veut optimiser la qualité des appariements et trouver la transformationqui envoie le modèle dans la sène, par exemple aux moindres arrés, ave la onvention quedist(x, ∗) = 0. On herhe à minimiser l'erreur moyenne entre la transformée d'une primitive dumodèle et son orrespondant. La transformation retenue minimise alors :

f̂ = arg min
f∈G

(∑

i

dist (f ⋆ xi , yπ(i)

)
) (10.2)On voit don que e problème ouple la reherhe dans l'espae des orrespondanes (trou-ver π ∈ Π) ave la reherhe dans l'espae des transformations (trouver f ∈ G). Chaun de esdeux sous-problèmes indépendamment est (relativement) simple, mais leur ouplage rend la tâhebeauoup plus ardue et néessite la dé�nition d'un ompromis. Nous rappelons rapidement dansles paragraphes suivants les prinipales tehniques utilisées en traitement d'image et en vision parordinateur pour résoudre e problème.10.1.1 Arbres d'interprétationExaminons les équations posées : la reherhe de la transformation f dépend de la solution

π trouvée. Par ontre, on peut reherher π dans l'espae Π des orrespondanes et s'ouper àposteriori de f qui fournira le validation de l'interprétation. Cette idée est à la base de la reherhearboresente proposée par (Grimson, 1990). L'algorithme de base onsiste don à tester à haquen÷ud de l'arbre l'appariement d'une primitive de X non enore utilisée ave haune des primitivesde Y ∪ {∗}, puis lorsqu'on arrive à une feuille, on reherhe s'il existe une transformation de G quionvient.Diverses méthodes lassiques de l'intelligene arti�ielle permettent d'élaguer la reherhe danset arbre exponentiel ((n + 1)m feuilles), en partiulier l'introdution de ontraintes géométriquessous forme d'invariants unaires. Supposons qu'on travaille ave des segments omme primitives :la longueur du segment vu dans la sène ne peut être qu'inférieure (à l'erreur près) à elle du segmentmodèle, puisque les seules modi�ations possibles sont les erreurs de mesure et l'oultation : 'estune ontrainte unaire sur l'appariement. Supposons maintenant l'appariement de deux paires desegments véri�ant les ontraintes unaires ; les angles entre les deux droites supports dans la sèneet dans le modèle doivent être quasiment identiques : 'est une ontrainte d'invariane binaire.On peut ainsi développer pour haque type de primitives un ensemble de ontraintes géométriquesunaires, binaires et d'ordres supérieurs qui permettent de onserver lors de la desente dans l'arbreune onsistane loale de l'interprétation, la reherhe de la transformation fournissant en �n deompte et s'il y a lieu la preuve de la onsistane globale. L'introdution de l'erreur s'e�etuetrès simplement en propageant l'erreur de mesure sur les primitives dans le alul des ontraintes.Une étude omplète de es tehniques est développée dans (Grimson, 1990). La omplexité resteependant O((n+ 1)m) dans le as le pire.



218 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 1010.1.2 Plus prohe voisin itéré (ICP)L'algorithme du plus prohe voisin itéré, ou ICP pour (( Iterative Clostest Point )), a été introduitpar (Besl et MKay, 1992) et (Zhang, 1994), et utilisé intensivement en imagerie médiale par(Feldmar, 1995). Cela onsiste en l'optimisation alternée des appariements et de la transformation.A partir d'une transformation initiale fo, on réalise les deux étapes suivantes :� Mise en orrespondane : PPV (plus prohe voisin)On apparie haque primitive xi du modèle transformé ave la primitive yj la plus prohe dansla sène :
πt(j) = arg min

j
dist (ft ⋆ xi, yj) soit yπt(j) = PPV(ft ⋆ xi)� RealageLa transformation est généralement alulée aux moindres arrés, surtout si l'on travaille avedes points : les solutions expliites de la setion (8.1.1) ont l'avantage d'être rapides, e qui n'estpas négligeable dans un algorithme itératif omme elui-i. Si l'on possède une informationd'inertitude, on peut l'utiliser dans les étapes terminales pour a�ner la solution.Le problème de la distane omme ritère d'appariement est que la solution n'est généralementpas symétrique : on peut avoir yj = PPV(xi) et xk = PPV(yj) ave k 6= i. Pour résoudre eproblème, nous avons proposé dans (Penne et Ayahe, 1998) (voir aussi la �gure 11.6) une versionsymétrique du plus prohe voisin dans laquelle on apparie xi à yj = PPV(xi) si et seulement si :PPV(PPV(xi)

)
= xiSous ertaines onditions, on peut prouver la onvergene de l'algorithme vers un minimum loal(Feldmar, 1995) : il s'agit essentiellement de onsidérer les deux étapes omme des minimisationsalternées du même ritère selon deux ensembles de paramètres distints, en l'ourrene la fontiond'appariement et la transformation. (Cohen, 1996) montre alors la onvergene du proessus.Un problème générique pour e type d'algorithme itératif est le ritère de terminaison. Puisquenous ne nous intéressons ii qu'à des primitives identi�ées et physiquement séparées dans l'espae(par opposition à des points répartis (( ontinûment )) sur une ourbe ou une surfae), l'ensemble desappariements possibles est disret et haque fontion d'appariement donne lieu à une transformationunique. Lorsque l'algorithme a onvergé, non seulement les appariements restent les mêmes lors del'itération suivante, mais la transformation alulée est stritement identique. Il su�t don d'arrêterl'algorithme lorsque les transformations sont identiques d'une itération sur l'autre ou lorsqu'on aatteint un nombre maximal d'itérations.Le prinipal problème de et algorithme est ependant sa sensibilité aux onditions initiales,partiulièrement lorsque la partie ommune au modèle et à la sène est faible par rapport au nombretotal de primitives présentes (omme pour les protéines au hapitre 11). Il est alors impératif dedémarrer ave une transformation ou un ensemble d'appariements très prohe de la solution espérée.C'est pour ette raison que et algorithme est souvent utilisé omme un algorithme de véri�ationà la �n du proessus de reonnaissane, pour a�ner les appariements et la transformation obtenuspar l'une des autres tehniques présentées dans ette setion.10.1.3 Transformée de HoughLa transformée de Hough a été introduite en 1962 par Paul Hough dans pour déteter des objetsgéométriques simples omme des droites à partir de points en aumulant des évidenes dans leurespae paramétrique. Une bonne synthèse de ette optique est réalisée dans (Leavers, 1993). Laméthode a été généralisée pour la mise en orrespondane, par exemple dans (Stokman, 1987),de la manière suivante : soit k le nombre minimum d'appariements néessaires pour aluler une



10.1. Algorithmes de mise en orrespondane 219transformation unique (ou au moins un nombre �ni) entre le modèle et la sène. Pour haun de es
k-uplet d'appariements, on alule ette transformation (si elle existe) et on aumule dans l'espaedes transformations les évidenes pour erner la transformation qui permet d'apparier le maximumde primitives.L'aumulation des évidenes peut se faire par une disrétisation de l'espae des transforma-tions et un vote des transformations alulées i-dessus, une passe de balayage de l'aumulateurpermettant à la �n de l'algorithme de déteter les meilleurs hypothèses de transformation. On peutégalement utiliser un algorithme de lustering dans l'espae des transformations sans disrétisationomme nous le ferons au hapitre 11.Cet algorithme a donné lieu à beauoup d'études, en partiulier pour traiter les erreurs demesure : elles-i sont reprises dans (Grimson, 1990). La omplexité est ii en O(mk.nk), maisl'algorithme néessite le stokage en mémoire de l'espae des transformations et son parours en�n d'algorithme pour trouver le maximum. Si les transformations rigides en 2D n'oupent qu'unespae de dimension 3, on passe à une dimension 6 pour le 3D et à 9 pour les transformations a�nes3D, e qui peut donner lieu à des temps de alul rédhibitoires si l'on ne gère pas e�aement ettereherhe.10.1.4 Alignement ou prédition-véri�ationLa tehnique est un mélange de la transformée de Hough et de l'arbre d'interprétation : onommene par supposer un k-uplet d'appariements (xi, yj) qui permet de aluler la transformationsuperposant es primitives, puis on véri�e es hypothèses en alulant les transformées des primitivesdu modèle et en reherhant dans une ertaine zone autour de es primitives prévues des primitivesde la sène pouvant onvenir. Le sore de qualité de ette hypothèse est simplement le nombred'appariements trouvés, ou peut être un ritère plus élaboré. Cette tehnique a été prinipalementdéveloppée par (Ayahe et Faugeras, 1986; Huttenloher et Ullman, 1987; Huttenloher et Ullman,1990).En théorie, on doit exéuter e shéma pour tous les k-uplets d'appariements possibles et onser-ver les hypothèses de sore maximal. Prenons l'exemple des points 3-D : il faut trois appariementspour spéi�er une transformation rigide (k = 3). Il y a C3

m =
(m

3

)
= m!

3!.(m−3)! façons de hoisir 3points parmi les m du modèles, C3
n =

(n
3

) possibilités pour la sène et 3! manières d'apparier lesdeux triplets. Nous avons don (m3 ).(n3).3! = O(m3.n3) alignements ou préditions à véri�er. Enpratique, on s'arrête dès qu'on estime avoir reonnu et plaé le ou les objets ommuns aux deuximages. De plus, dans le as des points 3D, on peut utiliser les trois invariants du triplet (les dis-tanes inter-points) pour indexer le triplet dans une table de hahage, e qui permettra de retrouveren temps presque onstant les triplets ompatibles dans l'image. La omplexité est alors réduite à
O(m3 + n3) pour l'étape de prédition.L'étape de véri�ation est partiulièrement importante puisqu'elle doit rejeter les mauvaises hy-pothèses mais onserver les bonnes. Il s'agit en général d'une (ou plusieurs) étapes de plus prohevoisin itératif : on transforme les primitives du modèle et on les apparie aux primitives les plusprohes dans la sène (ave ependant un seuil sur la distane). On peut alors utiliser es nou-veau appariements pour améliorer la préision de la transformation, et éventuellement itérer pours'assurer que les appariements et la transformation sont stables. Ces itérations de ra�nement sontimportantes si l'on veut arrêter l'algorithme dès qu'il a trouvé une bonne solution. Si l'on testetoutes les préditions, on peut se ontenter de ra�ner la ou les solutions les meilleures.



220 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 1010.1.5 Hahage géométriqueCette tehnique a été introduite par (Lamdan et Wolfson, 1988; Wolfson, 1990) et repose surl'idée de pré-ompiler les informations des modèles de la base d'objets dans une table de hahageave une représentation invariante (vis-à-vis du groupe de transformation G onsidéré), redondanteet basée sur des primitives loales pour permettre de les reonnaître malgré les oultations. Lors dela reonnaissane, nous n'avons alors qu'à aluler la représentation orrespondante de la sène puisà aumuler les évidenes pour l'appariement d'une partie de la sène ave un objet. Un exempled'utilisation de ette tehnique est présenté à la setion (11.3.1).Plus préisément, le hahage géométrique s'intéresse au as d'un sous-groupe des transformationsa�nes agissant sur des points k-D : on peut alors dé�nir une base B d'un modèle hoisissant au plus
k + 1 points de elui-i et exprimer les autres points dans ette base loale. Par exemple, deuxpoints su�sent à dé�nir une base orthonormée en dimension deux (en fait un point et une diretionsu�sent), ou trois points non olinéaires en dimension trois, mais il faut trois points exatementen dimension deux pour une base a�ne et quatre en dimension trois. Les oordonnées sont alorsinvariantes : si f est une transformation a�ne et x un point, les oordonnées de f ⋆x dans B′ = f ⋆Bet elles de x dans B sont identiques.L'idée est d'indexer dans une table de hahage, lors d'une étape de pré-traitement, haque
(( base )) possible (i.e. haque k-uplet du modèle) par les oordonnées des autres points du modèledans ette base. On pourra onsulter les �gures (10.5) et (10.6) pour des exemple de tables dehahage. Lors de la reonnaissane, on hoisit une base image et et on exprime les oordonnéesdes autres points image dans ette base. Ces oordonnées étant invariantes, on retrouve et onvote, au moyen de la table de hahage, pour les bases modèles possédant des points dans la mêmeon�guration (voir par exemple les �gures 11.4 et 11.5). Si la base hoisie dans la sène fait partied'un objet, le nombre de votes obtenus pour la base modèle orrespondante sera le nombre de pointsde l'objet présents dans la sène (à k près). La omplexité est don en O(nk+1) dans le pire des aspour la reonnaissane, si le temps d'aès à un buket est onstant. Cei est obtenu en onsidérant
n votes pour haune des nk bases possibles dans la sène. La véri�ation n'est pas prise en omptepuisque dans l'algorithme normal, les meilleurs résultats sont diretement retenus.L'utilisation d'une table de hahage fournit un algorithme permettant une reonnaissane sous-linéaire en nombre de modèles lorsqu'on onsidère une bibliothèque d'objets grâe à l'indexation detous es objets dans une seule table de hahage (on ajoute alors dans les informations onservéeslors de l'indexation quel est le modèle onerné).10.1.6 Indexation d'invariants géométriqueLa généralisation du hahage géométrique à des appariements de primitives géométriques autresque des points n'est pas omplètement évidente, ontrairement à la prédition-véri�ation ou à latransformée de Hough. En e�et, la notion de base et de oordonnées des autres points dans ette baseest liée à la struture d'espae vetoriel. On peut toutefois onevoir un algorithme similaire maisfaisant intervenir les invariants de plusieurs primitives à la plae des oordonnées, l'aumulationdes évidenes se faisant toujours dans l'espae des appariements.Prenons l'exemple des points 3-D : l'équivalent du hahage géométrique présentée i-dessus seraitd'utiliser dans la table de hahage les invariants aratéristiques de la forme onstituée des quatrepoints ordonnés (xi, xj , xk, xl) au lieu des oordonnées de xl dans une base onstruite à partirde (xi, xj , xk). Au niveau de l'aumulation des évidenes, il paraît alors naturel d'inrémenterles appariements possibles individuellement au lieu de le faire pour la base : si (y′i, y

′
j , y
′
k, y
′
l) unquadruplet de points ompatible dans la sène, on votera alors pour haque appariement (xi, y

′
i)



10.1. Algorithmes de mise en orrespondane 221du quadruplet. Cette modi�ation faite, il n'est plus réellement utile de onsidérer des quadrupletsde points : on peut tout à fait réduire le nombre de points à trois, voire simplement à deux, equi permet de réduire onsidérablement la omplexité : on passe pour la reonnaissane de O(n4) à
O(n3) voire O(n2).Il faut ependant faire attention que, dans le as où l'on ne onsidère que les invariants d'unouple de points, la probabilité de faux positif devient vite très importante et les résultats ont unegrande hane d'être aberrants (voir setion 10.3). Si l'on onsidère un triplet de points, on retrouveun algorithme très prohe de la transformée de Hough, sauf que l'aumulation n'a plus lieu dansl'espae des transformations mais dans elui des appariements. Il serait sans doute intéressant deombiner les deux approhes, par exemple en regroupant les transformations ompatibles assoiéesà haun des votes pour un appariement. Nous verrons au hapitre 11 une autre imbriation possiblede es deux algorithmes, qui fontionne sur les repères et utilise les invariants binaires entre eux-i.Ce type d'algorithme a été utilisé par (Fisher et al., 1992a; Fisher et al., 1992b) pour desendrela omplexité du realage basé sur les points de O(n4) à O(n3), l'aumulation se faisant ii surl'appariement d'une pseudo-base onstituée des deux premiers points de haque triplet. Toutefois, lepassage à d'autre types de primitives pose un problème de taille : elui du alul des invariants. Nousdétaillerons e point à la setion (10.4.3). Un autre exemple d'algorithme de e type utilisant desprimitives omplexes (points munis de desripteurs de forme loaux) a été développé par (Califanoet Mohan, 1991).10.1.7 Isomorphisme de graphesCette tehnique onsidère les primitives d'un modèle omme les n÷uds d'un graphe, étiquetéspar les invariants unaires, et dont les arêtes sont munies d'un attribut qui aratérise la relation entreles deux primitives onstituant les extrémités. Dans notre as, on peut relier toutes les primitivesd'un modèle entres elles et aratériser ette relation par les invariants binaires orrespondants.Au problème de la mise en orrespondane de primitives se substitue alors la question suivante :quelle est la orrespondane entre le graphe du modèle et le graphe de la sène? Le problème prinipalde e type de tehniques est que l'oultation et la dispersion des primitives ommunes dans unesène plus dense, ainsi que le bruit, amènent à résoudre un problème beauoup plus omplexe : eluide mathing inexat de graphes, que l'on sait NP-omplet. Divers auteurs ont toutefois présentédes solutions approhés (Shapiro et Haralik, 1981; Eshera et Fu, 1986) ontourné la omplexité enréutilisant la géométrie (Davies, 1991). On peut également ramener la tehnique (( Loal FeatureFous )) de (Bolles et Cain, 1982) dans e formalisme.L'avantage de ette tehnique est toutefois de pouvoir modéliser une information plus importanteque la simple géométrie des primitives, par exemple en ne reliant dans le graphe que les primitivesqui sont e�etivement reliées par un (( edge )) ou, dans le as de l'imagerie 3D, une ligne de rête. Onpourrait ajouter également le type de ligne ou de surfae reliant deux primitives dans l'étiquetagede l'arête ou toute autre information que l'on voudrait onserver dans la modélisation d'un objet etqui permet de simpli�er grandement le problème de la reonnaissane.En fait, il apparaît que ette tehnique est adaptée à une struturation haut-niveau de l'informa-tion, et don à la reonnaissane des objets déjà modélisés ou d'objets artiulés. Elle est par ontrerelativement inadaptée à la omparaison de sènes non struturées omme pour la reonnaissanede sous-strutures dans les protéines que nous présentons au hapitre 11.



222 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 1010.2 Gestion de l'erreurNous avons dérit jusqu'à présent les algorithmes théoriques qui orrespondent au as de mesuresquasiment exates. Dans la pratique, nous savons que toutes nos mesures sont sujettes à l'erreur(setion 2.1). La présene de ette erreur nous oblige à reonsidérer les algorithmes de mise enorrespondane, même dans le as simple des points. Pour le hahage géométrique, par exemple,les erreurs de mesure dans la sène se réperutent sur le alul des invariants et ontinuer à voterpontuellement pour l'invariant trouvé (à la disrétisation près de la table de hahage) onduiraità manquer un grand nombre d'appariements; on obtiendrait alors des faux négatifs, 'est-à-direqu'on ne reonnaîtrait pas un objet qui est présent. La même hose peut se produire ave lestehniques d'alignement si la zone de reherhe des orrespondants n'est pas adaptée à l'erreursur la loalisation des primitives, augmentée de l'inertitude due à l'erreur sur l'estimation de latransformation.10.2.1 Zones d'erreur et ompatibilitéA�n de remédier à es défauts, on supposera onnue une estimation de l'erreur de mesure surles primitives, soit sous forme d'une borne sur les valeurs, soit sous forme d'une loi de probabilité.L'approhe de Grimson et Huttenloher (Grimson et al., 1991; Grimson et Huttenloher, 1990a) ouLamdan et Wolfson (Lamdan et Wolfson, 1991) onsiste à propager la borne sur l'erreur de mesuredes points dans la méthode de alul des invariants a�n d'obtenir une borne sur la zone de vote pourle hahage géométrique ou la zone de reherhe pour l'alignement assurant de ne manquer auunappariement possible.Contrairement à l'idée ommunément admise au sujet es méthodes, on ne fait pas l'hypothèseque la distribution soit uniforme sur la zone d'erreur, mais seulement que la distribution soit àsupport ompat inlus dans la zone d'erreur. Pour être sûr de ne pas rater d'appariement, onherhe à aluler une propagation onservative (i.e. une majoration) de la zone d'erreur lors desdivers manipulations sur les primitives. Le aratère onservatif de la zone d'erreur permet ainsid'assurer la orretion de l'algorithme. En ontrepartie, l'utilisation réursive de majorations �nitpar produire des zones d'erreur énormes qui ne sont plus omparables aux données. Pour illustrere point, nous avons alulé dans (Penne, 1993a) la propagation des bornes sur l'erreur pourl'alignement et le hahage géométrique ave les points 3D.La �gure (10.1) (tirée de (Penne, 1993a), page 11, setion (2.4.2) : étude statistique de lapréision des bornes) montre les valeurs mesurés pour le maximum et la moyenne d'un type d'erreuren fontion de la borne ε prédite sur elle-i. Nous avons pu établir en alulant les droites derégression que Erreurmoy =
ε

13.2
et Erreurmax <

ε

2La borne onservative prédite pour et exemple relativement simple est don déjà deux fois plusgrande que la borne statistiquement observée. De plus, es bornes sont relativement di�iles àaluler et haque opération sur les points néessite un alul de borne partiulier.Une seonde approhe est de onsidérer l'erreur sous forme probabiliste et de propager ei dansles algorithmes, en onservant tout au long l'aspet probabiliste, e qui permet en partiulier demêler l'aspet qualitatif des appariements dans le ritère de mise en orrespondane qui ne omprendd'habitude que l'aspet quantitatif. Di�érentes méthodes statistiques sont ainsi étudiées dans (Wells,1993), mais les prinipaux travaux sur le hahage géométrique probabiliste à base de points sontdues à Rigoutsos et Hummel (Rigoutsos et Hummel, 1991b; Rigoutsos et Hummel, 1991a; Rigoutsos,1992), une extension étant présentée par Tsai dans (Tsai, 1993) pour le as de droites.
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Fig. 10.1 � Erreur maximale et moyenne observée en fontion de l'erreur maximale prédite. Laborne d'erreur alulée ii n'est représentative que de l'inertitude sur l'orientation du trièdre aluléomme base pour le hahage géométrique. Les 500 valeurs moyennes et maximales sont mesurés pour1000 perturbations d'une base onstituée de 3 points.Dans le adre probabiliste que nous avons développé dans e manusrit, il paraît plus adaptéd'utiliser les modèles probabilistes, en modélisant les erreurs sur les primitives par une moyenne etune ovariane : x ∼ (x , Σxx), d'autant que nous savons parfaitement propager ette inertitudedans les opérations élémentaires. La plupart des méthodes de reonnaissane probabilistes évoquéesi-dessus supposent une distribution gaussienne des données pour aluler la ombinaison des pro-babilités dans le sore de mathing. Cela nous onvient tout à fait puisque nous savons que 'estla densité qui minimise l'information en onnaissant la moyenne et la ovariane. Toutefois, le sup-port de la gaussienne reouvre tout l'espae des primitives et on peut don théoriquement appariern'importe quelle primitive ave n'importe quelle autre ave une probabilité la plupart du temps trèsfaible, mais non nulle. Cet e�et est atastrophique pour la omplexité théorique des algorithmes eton utilise en général une borne sur l'erreur admissible au niveau de la distane de Mahalanobis (untest du χ2 dans l'hypothèse gaussienne). On peut rapproher ette modélisation de la gaussienneontaminée dérite à la setion (2.2.5.5). La zone d'appariement admissible autour de x est dondé�nie par :
Zν(x) =

{
z ∈M / µ2(x, z) =

−→̄
xzT.Σ(-1)

xx .
−→̄
xz ≤ ν2

}où ν2 est un seuil (en général global) qui peut être interprété dans le as gaussien omme un χ2.En omparaison, le domaine admissible utilisé dans la préédente modélisation était :
Zε(x) =

{
z ∈M / dist(x, z)2 =

−→̄
xzT.−→̄xz ≤ ε2

}où la borne ε est ii métrique, et don plus di�ile à hoisir qu'un seuil adimensionnel. Le parallèleentre es deux zones d'erreur fait apparaître notre (( modélisation probabiliste tronquée )) ommeune extension du modèle d'erreur bornée, où la matrie d'information Σ(-1)
xx est utilisée en tant quemétrique loale. Par ailleurs, (Faugeras, 1993, hap. 5, p.152) montre que le méanisme de propaga-tion des ovarianes par les jaobiens peut s'interpréter de façon déterministe omme la propagationau premier ordre de es zones d'erreurs : si x est un veteur aléatoire, f une fontion vetorielle



224 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 10(ontinue, di�érentiable...) et Zν(x) la zone d'erreur dé�nie i-dessus, alors la zone d'erreur Zν(f(x))est une approximation au premier ordre de la zone d'erreur transformée f(Zν(x)).En utilisant la modélisation probabiliste x ∼ (x , Σxx) des primitives et un paramètre adimen-sionnel global ν, nous dé�nissons don des zones d'erreur pour la mise en orrespondane qui sontohérentes ave notre modélisation probabiliste et qui peuvent s'interpréter de manière déterministeou statistique. Par ontre, la propagation n'est en général plus onservative et n'est qu'une approxi-mation au 1er ordre (sauf dans le as de l'ation d'une transformation �xe puisque la propagationdes ovarianes est exate). Cei permet toutefois d'éviter les majorations réursives des bornes dansleur propagation et de onserver des zones d'erreur prohes de la réalité.10.2.2 In�uene sur les algorithmesLes modi�ations que nous proposons dans ette setion supposent que l'on onnaisse a prioril'inertitude sur les primitives. Il est évidemment souhaitable de véri�er elle-i a posteriori enutilisant les tehniques dérites à la setion (8.4). Pour une phase d'apprentissage, on peut imaginerde reommener la reonnaissane ave la nouvelle estimation du bruit sur les primitives, mais il estnéessaire de onnaître quelques exemples pour véri�er que le résultat de es estimations réursivesest orret, stable et robuste.Arbres d'interprétation La prise en ompte de l'erreur dans et algorithme est relativementsimple : il su�t de propager l'inertitude dans le alul des invariants et d'utiliser un test sur ladistane de Mahalanobis entre les invariants pour véri�er la satisfation des ontraintes.Transformée de Hough On alul la transformation f ∼ (̂f , Σff ) permettant de superposerun k-uplet de primitives du modèle ave un k-uplet de primitives de la sène grâe aux tehniquesde realage présentées à au hapitre 8. On véri�e ensuite que es k appariements sont orretsgrâe aux distanes de Mahalanobis après realage entre les primitives appariées, mais omme latransformation est justement alulée en minimisant ette distane, es valeurs sont biaisées eten l'ourrene sous-estimées (voir la setion 8.5.1). Il onvient don d'utiliser la valeur f̂ de latransformation omme une valeur déterministe dans les distanes de Mahalanobis et de véri�er que
µ2(̂f ⋆xi,yi) ≤ ν2 pour haun des k appariements de base. Puisque k appariements sont néessairespour aluler la transformation, elle-i n'est pas �able si l'un des tests éhoue, et on rejette alorsla transformation. Si les k tests sont onluants, la transformation est possible et on l'ajoute dansl'aumulateur ave son inertitude.Pour ette aumulation, il existe deux tehniques majeures. La plus répandue est sans doute levote pour les transformations ompatibles dans une disrétisation de et espae, e qui est à l'originedu terme (( aumulateur )), et le parours de ette disrétisation en �n d'algorithme pour déterminerla ou les transformations ayant les sores les plus élevés. Ave l'introdution de l'erreur, il faudraitvoter pour tous les bukets de l'aumulateur intersetant la zone de ompatibilité Zν(f), e qui poseertains problèmes que nous détaillerons dans la setion (10.4.4). Il reste également le problème de laomplexité du parours de et aumulateur en �n d'algorithme. La seonde solution est simplementd'ajouter la transformation probabiliste f que nous avons trouvé à la liste des transformationspossibles et d'utiliser un algorithme de lustering (setion 10.4.2) en �n d'algorithme pour extraireet fusionner les ensembles de transformation ompatibles. C'est la solution que nous avons adoptéomme seonde phase de l'algorithme présenté au hapitre 11.



10.2. Gestion de l'erreur 225Alignement Le alul de la transformation entre k primitives et la véri�ation des k appariementsde la base ainsi formée est rigoureusement identique au as préédent. Par ontre, pour la véri�ation,l'inertitude de la transformation doit être prise en ompte. On reherhe don pour haque primitive
xi du modèle la primitive yj = PPV(f ⋆ xi) la plus prohe (au sens de la distane anonique ou dela distane de Mahalanobis et éventuellement ave la ontrainte de symétrie du PPV), et on aeptel'appariement si le test suivant est réussi :

µ2(f ⋆ xi,yj) < ν2Si le nombre d'appariements est su�sant, il onvient alors de faire une véri�ation de la ohéreneglobale et un a�nage de la transformation. On peut en e�et sérieusement réduire l'inertitude etteson estimation en utilisant tous les appariements.ICP et véri�ation de la ohérene globale Comme nous venons de aluler les appariements,l'étape suivante est de realuler aux moindres χ2 la transformation prenant en ompte tous esappariements. Pour a�ner l'estimation, on peut éliminer les outliers en véri�ant la distane deMahalanobis sur les appariements, mais ette fois-i sans prendre en ompte l'inertitude de latransformation (puisque elle-i est alulée aux moindres χ2 sur les appariements que l'on véri�e) :
µ2(̂f ⋆ xi,yj) < ν2et on itère ainsi jusqu'à la onvergene. Pour faire de ette véri�ation un vrai ICP, il su�t derealuler le plus prohe voisin de haque primitive du modèle et ne onserver que les appariementsqui véri�ent le test i-dessus au lieu de n'exlure que les outliers.Hahage et indexation géométrique Pour l'indexation géométrique, il su�t de aluler l'in-ertitude sur les invariants omme pour les arbres d'interprétation, mais il faut ensuite les indexerave leur zone d'erreur, e qui pose les mêmes problèmes que pour indexer les transformations dansla transformée de Hough : voir (10.4.4).Le hahage géométrique est plus omplexe, même si l'on ne onsidère que le as des points 3D : ilfaut tout d'abord �xer la manière de aluler la base à partir de 3 points pour qu'on puisse égalementaluler l'inertitude de la transformation entre ette base et la base anonique. Il n'est pas lairde savoir quelle est la meilleure façon de le faire, même si une solution aux moindres arrés (entrees 3 points et 3 points �xes dans la base anonique) semble adaptée : on estime diretement danse as la transformation en question et son inertitude. Le hangement de base orrespond alorsà l'ation de la transformation et on peut déterminer l'inertitude sur les oordonnées invariantes.Il ne reste plus qu'à indexer es oordonnées dans la table de hahage ave leur zone d'erreur : onretrouve enore une fois le problème de l'indexation inertaine.10.2.3 Faux positifsEn gérant orretement l'erreur sur les données, nous avons garanti l'exatitude des algorithmes(pas de faux négatifs). En ontrepartie, nous avons une probabilité beauoup plus de faux positifs(ou reonnaissanes fant�mes). En e�et, l'utilisation d'une zone de ompatibilité au lieu d'un pointunique autorise l'appariement de points situés dans es zones par hasard, et lorsque la probabilitésde tels appariements est su�samment élevée, les faux appariements se onjuguent (onspiration)pour donner un sore de mise en orrespondane su�samment important pour que l'on estime avoirreonnu un objet. Notons que si l'on parle de reonnaissane fant�me, 'est que l'on peut déider siune mise en orrespondane est orrete ou non.



226 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 10On peut distinguer deux soures prinipales de faux positifs. La première est due à la reherhed'une onsistane loale insu�samment ontrainte, par exemple lorsqu'on utilise uniquement lesinvariants unaires et binaires pour prédire des appariements globaux, e qui est le as de quasimenttous les algorithmes présentés. Une étape de véri�ation de la onsistane globale des appariementsest néessaire en �n d'algorithme. Cette véri�ation permet d'a�ner la transformation et d'éliminerles appariements aberrants (outliers). L'étape de véri�ation pouvant être oûteuse en temps et ilonvient de ne pas la multiplier inutilement et don de limiter si possible le nombre de faux positifs.Nous verrons dans la setion (10.3) omment quanti�er la robustesse des algorithmes en alulantle nombre moyen de faux positifs pour ertains algorithmes, e qui permettra également d'estimerleur omplexité moyenne.L'autre soure prinipale de faux positifs est plus sournoise et provient de la simpli�ation e�e-tuée lors de la modélisation de l'image (ou des données) par des primitives : un ertain nombre d'in-formations pertinentes peuvent ainsi être oubliées dans le proessus d'appariement, e qui onduità des reonnaissane orretes au niveau des primitives (i.e. globalement onsistantes), mais inor-retes au niveau des données. Ce problème est inhérent au prinipe de struturation asendant del'information, mais on peut en minimiser l'in�uene en modélisant les données par des primitivesplus adaptés et plus séletives. Nous verrons ainsi à la setion (10.3.2) que l'ajout d'un trièdre surles points pour former un repère permet d'éliminer plus de 80% des faux appariements, même aveune erreur très large sur le trièdre, et nous avons véri�é dans une appliation réelle sur les pro-téines (hap. 11) que l'emploi des repères omme primitives au lieu des points permettait d'éliminerertains appariements biologiquement non signi�atifs mais géométriquement ohérents.10.3 Étude de la robustesse : faux positifsNous avons vu jusqu'à présent le alul des zones d'erreur (ou de ompatibilité) des primitivesgéométriques et les modi�ations que ela apporte aux algorithmes de reonnaissane. La ontrepar-tie de la prise en ompte de l'erreur est la possibilité de onspirations, 'est-à-dire de reonnaissanesfant�mes. Le but de e hapitre est d'étudier d'un point de vue probabiliste la fréquene de e phé-nomène.En e�et, il est intéressant de onnaître qualitativement le omportement des algorithmes dereonnaissane en fontion du bruit de mesure et du rapport signal sur bruit des deux images(nombre de primitives ommunes reherhées par rapport au nombre de primitives présentes). Onpeut ainsi déider avant même de l'implémenter si une méthode est e�ae ou non. Un problème reliémais plus global est d'estimer, indépendamment de la méthode utilisée, la (( omplexité théorique dela mise en orrespondane )) ou plut�t le seuil de détetion : quelle est le nombre moyen d'appariementde τ primitives si le modèle et la sène sont aléatoires, et à partir de quelle rapport signal sur bruitpeut-on espérer reonnaître quelque-hose? On peut ainsi se rendre ompte que dans le as desimages médiales 3D que nous avons traité, la probabilité de faux positif est extrêmement faible etvalide pleinement la mise en orrespondane.10.3.1 Modélisation du problèmeLa robustesse des algorithmes de reonnaissane a été étudiée par (Grimson et Huttenloher,1990a; Grimson et Huttenloher, 1990b; Grimson et Huttenloher, 1991; Lamdan et Wolfson, 1991;Grimson et al., 1994) pour les problèmes de reonnaissane à partir d'une bibliothèque de modèlesexats basés sur des points et des droites. Pour simpli�er l'analyse des faux positifs, nous nousplaçons également dans le adre d'un modèle exat et d'une sène bruitée, mais ontenant des



10.3. Étude de la robustesse : faux positifs 227primitives. Notre apport prinipal dans ette setion est le développement de la méthode de alulpar intégration sur les transformations admissibles entre le modèle et la sène.On suppose don un modèle exat de m primitives et une sène bruitée de n primitives, danslesquels τ primitives sont dans la même on�guration (à l'erreur près). Les (m − τ) et (n − τ)autres primitives sont supposées être réparties aléatoirement dans les images modèle Im et sène
Is. En fait, si ette phrase est laire lorsque l'on parle de points, elle l'est beauoup moins pourdes primitives. Par (( image )), nous entendons l'ensemble des primitives mesurables dans une imageréelle ou dans notre ensemble de données. Dans une image volumique, par exemple, la positiond'un repère est ontrainte à être dans le volume e�etif de l'image U ⊂ R3, mais le trièdre n'est àpriori pas ontraint. La zone image pour nos repères est don : I = SO3 × U ⊂ M. La répartition
(( aléatoire )) des primitives dans une (( image )) I est bien évidemment la distribution uniforme (i.e.invariante) sur et ensemble.Pour aluler la probabilité d'un faux positif, il nous faut également faire des hypothèses surl'algorithme de mise en orrespondane : on utilise ii le sore de mathing le plus simple : le nombred'appariements, et on aepte une mise en orrespondane (i.e. un ensemble d'appariements) si lesore après véri�ation est supérieur à un ertain seuil. Les algorithmes de reonnaissane modi�ésétant orrets, on est assuré de ne pas rater d'appariement et on peut prendre τ omme sore.10.3.2 Séletivité : probabilité d'un faux appariementSupposons que nous ayons une hypothèse f de transformation entre le modèle et la sène. Pourvéri�er ette hypothèse, on transforme le modèle et on reherhe les primitives ompatibles dans lasène : la primitive y est appariée ave x si µ2(f ⋆ x,y) ≤ ν2, 'est-à-dire si f ⋆ x ∈ Zν(y).On appelle séletivité la probabilité d'aepter et appariement dans l'hypothèse où l'une desprimitives est en fait un outlier dont la position est aléatoire uniforme dans l'image. Par symétrie etpour simpli�er les aluls, nous supposons ii que 'est la primitive x qui est uniforme. La probabilitéd'un faux appariement s'érit alors sous forme onditionnelle :

P (f ⋆ x↔ y) = P ((f ⋆ x) ∈ Zν(y)|x ∈ Im)et omme la loi uniforme est la mesure invariante normalisée par le volume, on obtient en notant
V(X ) le volume de l'ensemble X :

P (f ⋆ x↔ y) =

∫
(f⋆Im)∩Zν(y) dM(x)
∫
Im
dM(x)

=
V ((f ⋆ Im) ∩ Zν(y))

V(Im)Si le volume V(Zν(y)) de la zone d'erreur est su�samment faible par rapport au volume V(Im)de l'image, on peut onsidérer que l'image transformée f(Im) ontient entièrement la zone d'erreurou ne l'intersete pas du tout. Cei nous permet d'approher la probabilité préédente par :
P (f ⋆ x↔ y) = ε

V (Zν(y))

V(Im)
ave {

ε = 1 si f(-1) ⋆ y ∈ Im
ε = 0 autrementNous avons vu à la setion (5.1) qu'un modèle de bruit homogène est une hypothèse raison-nable pour modéliser le bruit de mesure des primitives. Le volume de la zone d'erreur est dans eas invariant : il ne dépend que de la ovariane à l'origine Σ = J(fy)

(-1).Σyy.J(fy)
(-T) et pas del'emplaement y autour duquel il est entré :

V (Zν(y)) = V0 =

∫

~xT.Σ.~x≤ν2

dM(~x)



228 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 10Le as des repères Prenons omme exemple les repères : on onsidère au hapitre 11 que deuxrepères sont appariés si la distane entre leurs points est inférieure à un seuil d0 et si la rotationd'ajustement de leurs trièdres a un angle inférieure à un seuil θ0. En fait, ette zone d'erreurorrespond au modèle de bruit simpli�é sur les repères de la setion (8.4). Le volume de ette zoned'erreur est don invariant et peut être alulé à l'origine : en utilisant la mesure invariante (setion7.4.1.2) sur le repère ~x = (r, t) , on a :
V0 =

∫

θ<θ0

∫

‖t‖<d0

dM(r, t) =

(∫

‖r‖<θ0

sin2(‖r‖/2)
‖r‖2 .dr

)
.

(∫

‖t‖<d0

dt

)

V0 =

(∫

θ<θ0

sin2(θ/2).dθ

)
.

(∫

n∈S2
dn

)
.

(∫

‖t‖<d0

dt

)
= 2.π.(θ0 − sin θ0).

(
4π

3
d3
0

)En supposant une image ubique de taille l (256 par exemple), ela donne un volume eulidien de
VI = l3 pour les points et, les trièdres n'étant pas ontraints, un volume de 2π2 pour SO3. Onobtient �nalement la séletivité suivante :

P (f ⋆ x↔ y) = ε.η

η =

(
θ0 − sin θ0

π

)
4

3

(
d0

l

)3

theta

0 32.521.510.500

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0Fig. 10.2 � Probabilité d'un faux appariement et séletivité η pour un repère ave une borne θ surl'angle de la rotation d'ajustement et d0 sur la position. A droite : séletivité du trièdre seul (termede gauhe dans l'équation).Nous avons isolé ii dans le premier terme la probabilité d'un faux appariement dû au trièdreseul, qui re�ète le gain de séletivité obtenu en utilisant les repères au lieu des points seuls. Cettefontion est traée dans la �gure (10.2) et montre un gain très intéressant : même pour une bornede θ0 = π/2 = 90deg sur le trièdre, plus de 80% des faux appariements sont rejetés. Pour une borneplus réaliste de θ0 = π/10 ≃ 20 deg, la probabilité d'un faux appariement du trièdre hute à 0.0016 :il faudrait diviser l'inertitude sur la position par 10 pour obtenir une telle séletivité en utilisantseulement les points !Nous verrons dans la setion suivante qu'il est parfois utile de supposer une image sphérique dediamètre d (ave d =
√

3.l par exemple). Le volume de l'image est dans e as V = 4.π.(d/2)3/3 etla séletivité devient :
η =

(
θ0 − sin θ0

π

)(
2.d0

d

)310.3.3 Nombre moyen d'hypothèses (Hough et alignement)Pour es deux algorithmes, on ommene par trouver les appariements possibles de k primitives(k étant le nombre minimal de primitives à apparier pour obtenir une transformation unique). Unetelle hypothèse est orrete si les k primitives appariées sont de vrais appariements : il su�t en e�etque l'un au moins des appariements soit faux pour que la transformation trouvée soit inorrete.On hoisit don k primitives ordonnées du modèles : il y a Aτ
k =

(τ
k

)
.k! arrangements possiblesen prenant k primitives orretes et Am

k arrangements possibles au total. La probabilité de hoisir



10.3. Étude de la robustesse : faux positifs 229une (( base )) inorrete dans le modèle est don (approximation pour k ≪ τ) :
p(m,k) = 1− Aτ

k

Am
k

= 1− τ !.(m− k)!
m!.(τ − k!) ≃ 1−

( τ
m

)kProportion de (( bases ompatibles )) Supposons maintenant qu'une base soit hoisie dansle modèle. On lui trouve une (( base )) orrespondante dans la sène s'il existe une transformationqui apparie ses k primitives ave k primitives de la sène. Ave une transformation �xée f et ensupposant que toutes les primitives (même elles qui sont orretes) soient réparties a peu prèsuniformément dans la sène, la probabilité qu'auune des n primitives de la sène ne tombe dans lazone ompatible d'une des primitives de la base transformée est : (1 − ε.η)n. La probabilité qu'ontrouve au moins un appariement pour haune des k primitives de la base est don (toujours aveune transformation f �xée) :
pk(f) =

k∏

i=1

(1− (1− εi.η)n) ave εi =

{
1 si f ⋆ xi ∈ Is
0 sinonIl ne nous reste plus qu'à intégrer sur toutes les transformations possibles pour trouver le nombremoyen de bases ompatibles dans la sène. Pour ela, on peut noter que l'expression i-dessus estonstante et non nulle si tous les εi sont égaux à un, 'est-à-dire uniquement quand la (( base modèle ))est transformé dans la sène par f. On peut don érire ette probabilité omme :

Pk =

∫

f∈G
pk(f).dG = (1− (1− η)n)k.

∫

f∈G

k∏

i=1

εi(f).dGOn peut majorer l'intégrale α du seond terme en demandant simplement que les images s'inter-setent :
k∏

i=1

εi(f) ≃ 1 si f ⋆ Im ∩ Is 6= ∅e qui permet de l'estimer grossièrement pour une image 3D en faisant l'observation suivante (pourles transformations rigides) : soit d le diamètre de l'image que l'on suppose sphérique (par exemple
d =
√

3.l pour une image l3). En mettant l'origine au entre, on peut faire n'importe quelle rotation,suivie d'une translation de norme inférieure au diamètre de l'image (et non pas au rayon). On peutdon estimer notre intégrale par :
α ≃ 2.π2.

∫

‖t‖<d
dt =

8

3
.π3.d3 = (2.π.l)3Une majoration du volume de transformation possible entre deux images 3D de taille d est α ≃

(2.π.d)3. La probabilité qu'une base de k primitive dans le modèle ait une base orrespondante dansl'image est :
Pk = α.(1 − (1− η)n)kProportion d'hypothèses orretes Maintenant, on sait que si une base image est orrete, ontrouve obligatoirement la base assoiée dans la sène, mais on peut également trouver d'autres basesqui orrespondent et qui sont des faux positifs qu'il faudra quand même ompter. Pour haune des

Am
k bases possibles, on a en moyenne Pk fausses hypothèses, soit un total de Pk.A

m
k en moyenne,hi�re auquel il faut rajouter les Aτ

k hypothèses orretes.



230 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 10Dans le as de la transformée de Hough, 'est la densité des transformations orretes parmi lestransformation orrespondantes à toutes les hypothèses qui nous intéresse :
Phyp =

Aτ
k

Aτ
k + Pk.A

m
k

=

(
1 + α.(1 − (1− η)n)k.

τ !.(m− k)!
m!.(τ − k!)

)(-1)
≃ 1− α.

(
1− (1− η)n. τ

m

)k10.3.4 Probabilité d'aeptation d'une véri�ationOn suppose ii que l'on a une hypothèse de transformation que l'on veut véri�er. Un modèle ayant
m points dont k sont utilisés pour former la base, il reste m− k points à mettre en orrespondane.Dans le as de l'alignement il y aura don m − k zones de reherhe dans la sène La probabilitéqu'un point de la sène ne tombe dans auune de es zones est (1− η̄)m−k, don la probabilité qu'iltombe dans l'une au moins de es zones et qu'il soit apparié est don

p = 1− (1− η̄)m−kNous avons utilisé ii la séletivité η̄ pour bien spéi�er que elle-i n'est pas forément elle quel'on a déterminé préédemment. En e�et, dans le as de la véri�ation d'une hypothèse pour l'ali-gnement, la transformation est déterminée ave k appariements et il faut prendre en ompte soninertitude lors de l'appariement des autres primitives. S'il est faile de aluler en ligne ette séle-tivité moyenne, il est très di�ile d'en faire une estimation théorique puisque elle-i dépend de laon�guration de la (( base )). Par ontre, lors de la véri�ation �nale, l'inertitude de la transforma-tion n'est pas prise en ompte (puisqu'elle est alulée à partir des appariements que l'on herhe àvéri�er), et la séletivité η̄ est bien elle que l'on a alulé préédemment.Comme il y a n− k primitives dans la sène, la probabilité que j primitives sur es n− k soientaeptées omme appariements est la binomiale :
B(n−k,p)(j) =

(
n− k
j

)
pj(1− p)n−k−jLa probabilité d'aeptation d'une véri�ation est don la la somme des probabilités d'avoir plusde τ appariements :

q =
∑

j≥τ

B(n−k,p)(j) = 1−
τ∑

j=0

(
n− k
j

)
pj(1− p)n−k−j = Ip(τ + 1, n− τ)où Ip(a, b) est la fontion Bêta inomplète normalisée.Dans l'hypothèse p≪ 1, 'est-à-dire η̄m≪ 1, et n≫ k, on peut approher la binomiale B(n−k,p)par la loi de Poisson de paramètre λ = (n− k).p :

q ≃ 1− e−λ
τ∑

j=0

λj

j!Proportion de faux positifs On sait que l'on a Am
k bases possibles dans le modèle et en moyenne

Pk fausses hypothèses pour haune de es bases, haque hypothèse étant aeptée ave une pro-babilité q. On aepte don en moyenne Am
k .Pk.q mises en orrespondanes inorretes, en sahantque les Aτ

k bases modèle orretes donne aussi lieu à des mises en orrespondanes aeptées (quisont bien sûr redondantes). La proportion de faux positifs est don :
Palign =

Aτ
k

Aτ
k +Am

k .Pk.q
≃ 1− Am

k .Pk.q

Aτ
k

≃≃ 1− α.q.
(
1− (1− η)n. τ

m

)k



10.3. Étude de la robustesse : faux positifs 231La probabilité q peut don être diretement interprétée omme le taux de �ltrage des hypothèsesgrâe à la véri�ation.10.3.4.1 Probabilité de faux positif a posterioriDans les deux setion préédentes, nous avons herhé à aratériser le omportement de deuxalgorithmes, en propageant, étape par étape, la probabilité des appariements inorret. On peutégalement se poser la question des faux positifs a posteriori, une fois que l'on a mis en orrespondane
τ primitives du modèle et de la sène. Nous formalisons le problème ainsi : quelle est la probabilitéde trouver τ appariements si le modèle et la sène sont en fait onstitués de m et n primitivesréparties uniformément?En fait, les setions préédentes nous ont permis de développer les outils néessaires pour ré-pondre à ette question. En e�et, si l'on a trouvé k appariements, 'est qu'il existe une transformation
f qui nous permet de les valider. Il nous su�t don de aluler la probabilité de trouver au moins kappariements pour une transformation �xée, puis d'intégrer ette probabilité sur les transformationpossibles.Pour une transformation f �xée, nous avons (au plus) m zones de ompatibilité dans la sèneaprès transformation. En simpli�ant tout de suite les expressions, la probabilité qu'un point de lasène tombe dans une de es zones est p = η.m, et la probabilité qu'il en tombe j sur les n de lasène est la binomiale B(n,p)(j). La probabilité de trouver au moins τ appariements est don :

q =
∑

j≥τ

B(n,p)(j) = Ip(τ + 1, n) ≃ 1− e−λ
τ∑

j=0

λj

j!ave λ = n.p = n.m.η. Pour obtenir le nombre moyen de faux positifs (la probabilité non norma-lisé), il su�t maintenant d'intégrer ette expression sur toutes les transformation admissibles (i.e.superposant un moreau des deux images) e qui revient à multiplier par α.Le nombre moyen d'appariements de τ primitives entre un modèle et une sène aléatoires (uni-formes) de m et n primitives est don ave notre modèle d'image sphérique de diamètre d (et à lalouhe) :
Φ = q.α = (2.π.l)3.Iη.m(τ + 1, n).

8

3
.π3.d3Cette expression n'est évidemment signi�ative que lorsque η.m.n≪ 1 et, vu l'aspet très qua-litatif de notre analyse, on ne pourra y roire que lorsqu'elle est extrêmement faible. Par ontre, onpeut observer que l'intégration sur les transformations admissibles n'in�uene e nombre moyen quepar l'intermédiaire du fateur α et la qualité de son estimation est don relativement peu importantepar rapport à elle de la séletivité η qui in�uene très diretement la probabilité d'aeptation q.Pour s'en onvainre, on pourra voir sur la �gure (10.3) la di�érene des résultats entre points etrepères, en sahant qu'une variation de α ne produit qu'une faible translation vertiale en éhellelogarithmique.10.3.4.2 Exemple d'appliationPrenons le as des données IRM du erveau de la setion (9.3). Les images ont une taille 256 x256 x 165 mm et on y extrait typiquement 2500 points extrémaux dont 500 sont �nalement appariés.



232 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 10Séletivité des repères En ombinant l'erreur sur les repères des deux images (modèle et sène),on obtient selon la setion (9.3.3) une matrie de ovariane grossièrement diagonale :
Σ = DIAG(0.005 , 0.006 , 0.065 ; 0.45 , 0.60 , 0.165)Sur une zone aussi petite, on peut approher la mesure invariante sur les rotation par la mesure deLebesgue :

sin2(θ/2)

θ2
.dθ ≃ (1 +O(θ2)).

dθ

4et don approximer le volume de la zone ompatible par le volume de l'ellipsoïde d'inertitudeeulidien dé�ni par la matrie Σ et un χ2 de ν2 = 16 :
V0 =

∫

xT.Σ(-1).x≤ν2

dx

4Pour aluler ette intégrale, on fait le hangement de variable x = ν.Λ.y, où Λ est une rainearrée de Σ, et on obtient :
V0 =

1

4
.

∫

yT.y<1
ν6.|det(Λ)|.dy = ν6.

√
det(Σ).

π3

6
.
1

4
≃ 163.(2.94 10−4).

π3

24
≃ 1.56puisque l'intégrale n'est en fait que le volume de la sphère S6. Par ailleurs, le volume de l'image estde 256.256.165 = 1.08 107 pour la position du trièdre (ou pour un point) et pour le trièdre de

∫

‖r‖≤π

sin2(‖r‖/2)
‖r‖2 .dr = 2.π2En fait, les repères ne sont que semi-orientés, et omme deux repères représentent le même repèresemi-orienté, il faut diviser e volume par 2. On obtient don un volume image total pour les repères(semi-orientés) de :

V(I) = 256.256.165.π2 = 1.067 108e qui donne une séletivité de η = V0
V(I) = 1.46 10−8Séletivité des points Il est intéressant de omparer ave la séletivité des points : la ovarianeobtenue sur le veteur d'erreur est isotrope d'éart type σ = 0.70 =

√
2.0.5. On utilise ii un χ2 de

ν2 = 6. Le volume de la zone d'erreur est ette fois-i V0 = ν3.σ3.43 .π ≃ 21.7, e que l'on ompareau volume simple de l'image : V(I) = 1.08 107. On obtient une séletivité de ηpt = 2.01 10−6. Ongagne don ii deux ordres de grandeur en utilisant les repères au lieu des points !Probabilité de faux positif Pour obtenir une majoration du nombre moyen de faux positifs, onprend omme diamètre de l'image d =
√

3.l ave l = 256, e qui majore le volume des transformationadmissibles et donne un fateur α = (2.π.l)3 = 4.16 109. Le nombre de primitives est n = m =
2500 et la probabilité d'un appariement de τ primitives pour une transformation �xée est don
q = Iη.n(τ + 1, n).Nous avons traé dans la �gure (10.3) le nombre moyen de faux positifs Φ = α.q en fontiondu nombre τ de primitives appariés, pour les points et les repères. Dans les deux as, la probabilitéd'obtenir un faux positif ave 500 appariements (nombre moyen de primitives appariées dans esimages) est rigoureusement nulle (à la préision numérique de la mahine). A titre d'indiation,nous avons traé sur la �gure la ligne de probabilité Φ = 10−10, à partir de laquelle on peut
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0.0 100.0 200.0 300.0
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Fig. 10.3 � Probabilité de faux positif pour les points et les repères semi-orientés. La séletivité desrepères est de ηrep = 1.5 10−8 tandis que elle des points est de ηpt = 2 10−6. Les images sont detaille 256 x 256 x 165 et ontiennent 2500 primitives. La barre des Φ = 10−10 est passée pour 10repères et 55 points.raisonnablement penser qu'on n'observera plus auun faux positif. Étant donné que nous avonslargement surestimé le volume α des transformations admissibles, ette borne est d'autant plusrédible. La limite est passée pour 10 appariements de repères et 56 appariements de points. En faiten peut grossièrement estimer qu'il faut 5 fois plus d'appariements de points que d'appariements derepères pour obtenir la même probabilité de faux positif ! L'intérêt d'utiliser des primitives omplexesest don partiulièrement lair.10.3.5 DisussionEn e qui onerne les estimations de faux positifs pour l'alignement et la transformée de Hough,on peut ontinuer les statistiques pour aluler par exemple le nombre moyen d'hypothèses à véri�eravant d'en trouver une bonne, ou la omplexité moyenne des algorithmes, mais tous es alulsreposent sur un fontionnement préis des algorithmes de reonnaissane. De plus, pour pouvoirmener ette analyse d'un point de vue théorique, nous avons été obligés de faire des hypothèsesrelativement restritives (modèle exat, distribution uniforme...) qui ne sont souvent pas véri�és.Les divers analyses présentées ii doivent don être onsidérés omme simplement indiatives d'unomportement et non pas omme des estimations quantitatives.Par ontre, dans le adre d'algorithmes génériques sur les primitives géométriques, il serait in-téressant de aluler la séletivité des appariements en ligne (lors de l'algorithme) et de la propagerdans les di�érentes opérations utilisées omme nous l'avons fait pour l'inertitude. On pourrai ainsivéri�er en tout point de l'algorithme l'état des hypothèses et abandonner elles qui sont trop in-ertaines sur des bases quantitatives. Cela est à relier diretement ave les ritères de mathingprobabilistes développés dans (Rigoutsos et Hummel, 1991b; Rigoutsos et Hummel, 1991a; Rigout-sos, 1992), intégrant diretement dans le ritère d'appariement la probabilité de faux positifs.



234 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 1010.4 Quelques problèmes lésDans la première setion, nous avons répertorié un ertain nombre d'algorithmes de mise enorrespondane généralement utilisés ave des points et nous les avons formalisé grossièrement enterme de primitives. Nous avons ensuite analysé les modi�ation néessaires pour es algorithmesontinuent à fontionner orretement (i.e. sans faux négatifs) en présene d'erreur. Nous nousintéressons dans ette setion à quelques problèmes lés, sous-tendus par les algorithmes présentés,et qui onstituent les points di�iles pour l'utilisation de es tehniques de mise en orrespondaneave des primitives générales ou simplement à ause de l'introdution de l'erreur.En e qui onerne l'algorithme ICP, nous avons déjà développé le formalisme néessaire aualul de la transformation, mais il manque une implémentation e�ae pour l'algorithme du plusprohe voisin dans une variété, munie bien sûr d'une métrique riemannienne non eulidienne.Un problème relativement prohe qui se pose pour la transformée de Hough est elui du lusteringde primitives ou de transformations (un terme équivalent en français serait groupement ou regrou-pement). Tous les autres algorithmes utilisent plus ou moins des invariants binaires, ternaires oud'ordre enore supérieur. Le problème est non seulement de les aluler, mais aussi de savoir lesomparer orretement et e�aement. Nous proposons une approhe basée sur les espaes deforme qui devrait permettre de replaer es invariants dans un adre de géométrie riemanniennesimilaire à elui que nous avons développé pour les primitives homogènes. Le dernier point que nousabordons dans ette setion onerne les tehniques d'aélération de la reherhe de primitives oud'invariants ompatibles, 'est-à-dire prinipalement les tehniques de hahage.10.4.1 PPV dans une variétéLe problème du plus prohe voisin est anien et a été beauoup étudié d'un point de vue géométriealgorithmique. La notion mathématique orrespondante est elle de diagramme de Voronoï. Onpourra onsulter par exemple (Aurenhammer, 1991; Okabe et al., 1992; Boissonnat et Yvine, 1995).Cependant, il est souvent plus faile d'implanter des tehniques moins rigoureuses mais plus e�aesomme les (( k-D trees )) (Preparata et Shamos, 1985) qui subdivisent itérativement l'espae suivanthaune des dimensions et en fontion des points donnés. Cette tehnique repose sur l'équivalenede la norme eulidienne L2 ave la norme L∞, séparable selon les axes, e qui permet d'obtenirun enadrement de la norme eulidienne en fontion de la di�érene maximale sur les oordonnées.La généralisation de et algorithme à une variété riemannienne semble di�ile ar il n'existe plusde système de oordonnées globales qui nous permette de dé�nir une norme similaire à L∞ etd'alterner la reherhe suivant les axes. Cependant, les géodésiques passant par un point étant desdroites passant par l'origine dans la arte exponentielle en e point, il n'est pas impossible que l'onpuisse mettre au point une tehnique de subdivision de la variété basée sur ette propriété.La notion de diagramme de Voronoï est par ontre généralisable à une variété riemannienne,mais très peu de travaux s'y sont intéressés. On peut toutefois iter (Boissonnat et Yvine, 1995,hap.18) pour une variété hyperbolique, mais sa détermination repose sur le fait que ette variétéest de ourbure négative partout et qu'il existe un di�éomorphisme qui permet de se ramener à Rn(en l'ourrene une projetion). Ce type de traitement ne peut évidemment pas s'appliquer à desvariétés de ourbure positives omme les sphères ou les espaes projetifs (e qui inlut les rotations3D), mais d'autres tehniques sont possibles. Watson a ainsi développé une méthode pour alulerle diagramme de Voronoï sur les sphères Sn munies de leur métrique anonique (voir (Watson,1988) et �gure 10.4). Il est possible que ette méthode soit généralisable à nos variétés homogènes(munies de la métrique riemannienne invariante) en utilisant une fois de plus les propriétés desartes exponentielles. Il reste toutefois le problème de l'e�aité de es algorithmes.
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Fig. 10.4 � Diagramme de Voronoï et triangulation de Delaunay duale sur la sphère S2 générésinterativement et en temps réel par l'applet java ModeMap de Dave Watson aessible à l'URL :http://www.iinet.om.au/∼watson/modemap.html.En�n, pour onlure e tour d'horizon très rapide du problème, on pourra noter que toutes esméthodes ne peuvent pas aluler le plus prohe voisin au sens de la distane de Mahalanobis. Ene�et, elles reposent sur un pré-traitement des données en onnaissant la métrique, alors que elle-in'est �xée que lorsqu'on pose la question pour la distane de Mahalanobis puisque ette distanefait intervenir la ovariane de la primitive testée. Il reste don un travail important à réaliserdans e domaine pour pouvoir inlure proprement un algorithme du plus prohe voisin dans notreméthodologie générique sur les primitives.10.4.2 Clustering de primitives géométriques probabilistesClustering peut se traduire en français par regroupement ou lassi�ation suivant le sens prinipalsur lequel on veut insister. Dans notre as, le prinipal problème de lustering est de regrouper lestransformation ompatibles entre elles pour la transformée de Hough. On pourra onsulter (Olson,1994) pour une analyse réente des di�érentes tehniques utilisée dans ette optique et (Jolion et al.,1991) pour une approhe robuste, sans oublier les ouvrages lassiques (Duda et Heart, 1973; Jainet Dubes, 1988).Comme on n'utilise pas ii l'ation des transformations sur des primitives, le problème génériqueest elui du lustering de primitives dans une variété. Ave notre formalisation, le problème estrelativement simpli�é par rapport au adre lassique puisque nous possédons en plus des mesuresune information d'inertitude assoiée : la matrie de ovariane. Par ontre, Grimson a montré dans(Grimson et Huttenloher, 1990b; Grimson et Huttenloher, 1991) que l'introdution de l'erreurrendait e type d'algorithme partiulièrement sensible aux faux positifs. De plus, nous voudrionspouvoir reherher plusieurs objets simultanément, 'est-à-dire e�etuer un lustering sans onnaîtrele nombre de lasses reherhées.Il semble possible de généraliser un ertain nombre de tehniques de lustering sur les points à



236 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 10notre problème en remplaçant la distane entre points par la distane riemannienne ou de Maha-lanobis entre primitives. Par ontre, les tehniques d'éhantillonage de l'espae se heurtent à desproblèmes importants dûs au fait que nous ne sommes plus dans un espae vetoriel (voir ependantà e sujet la setion 10.4.4).Nous avons hoisi dans le hapitre 11 d'utiliser une tehnique relativement peu e�ae, peurigoureuse mais simple à implanter : on hoisit omme hypothèse de départ la transformation laplus informative de la liste (en utilisant l'opération statistique (( Information )) de la setion 6.3.4)et on fusionne itérativement la transformation ompatible la plus prohe de l'état ourant (au sensde la distane de Mahalanobis), en enlevant à haque fois la transformation fusionnée de la liste. Onreommene ensuite l'opération pour estimer une nouvelle lasse, jusqu'à e que la liste originellesoit vide. Il ne reste plus alors qu'à �ltrer les lusters obtenus pour ne onserver que les quelquesmeilleurs.Une autre solution, sans doute plus rigoureuse, onsisterait à faire un moindre χ2 selon l'algo-rithme développé à la setion (8.3.2) en partant du même point de départ, mais en n'utilisant àhaque étape de la desente de gradient, que les transformations ompatibles ave l'estimée ou-rante (elle-i étant onsidérée omme déterministe puisque estimée à partir des transformationsompatibles). Lorsque l'algorithme a onvergé, on enlève les transformations ompatibles de la listeet on herhe à estimer une nouvelle lasse par le même prinipe. Cet algorithme reste toutefois àtester, partiulièrement en e qui onerne la onvergene et la stabilité. De manière plus générale,un travail important reste à e�etuer pour adapter les algorithmes existants à notre formalisme,tester leur e�aité, leur stabilité et leur préision.10.4.3 Invariants n-aires : espae des formesNous avons parlé préédemment d'invariants binaires, ternaires, et, et plus spéialement des
(( invariants aratéristiques de la forme onstituée des k points ordonnés )), en restant volontairement�ou sur ette notion. On imagine assez aisément l'utilisation de la distane omme invariant dedeux points pour les transformations rigides et nous avons déjà parlé des trois distanes inter-pointspour les invariants d'un triplet de points. Il est par ontre plus dur d'imaginer e que sont lesinvariants rigides d'un quadruplet de points, sans parler des invariants projetifs des droites oud'autres primitives. Beauoup de travaux se sont foalisés sur la reherhe de tels invariants et l'onpourra onsulter utilement à e sujet (Mundy et Zisserman, 1992; Weinshall, 1993; Rothe et al.,1994).Nous présentons rapidement ii une autre approhe basée sur la théorie des formes et prini-palement développée par Kendall et Le dans (Kendall, 1989; Le et Kendall, 1993; Le, 1995). Onpourra également se reporter au hapitre 12 pour un exemple d'utilisation de ette théorie surles points. L'idée est de aratériser l'espae des on�gurations de k primitives. Par on�guration,nous entendons e qui est invariant sous l'ation d'un groupe de transformation �xé : la forme.Un k-uplet de primitives est ainsi un élément de Mk et pour obtenir la forme, on identi�e tousles k-uplets superposables par une transformation f ∈ G : l'espae Ik des formes à k primitives estdon l'espae quotient Ik = Mk/G, noté Σ(M,G, k) par Kendall. On peut reformuler ei de lamanière suivante : un k-uplet de primitives X ∈Mk peut se (( fatoriser )) en une forme i ∈ Ik et la
(( position )) f ∈ F ⊂ G de ette forme dans l'espae.Supposons que nous ayons obtenu une aratérisation de l'espae des k-formes et une arteloale. Pour pouvoir omparer des formes, nous devons déterminer une métrique riemannienne, puisles géodésiques et en�n les arte exponentielles. Nous pensons qu'il est possible de déterminer lesonditions d'existene d'une métrique riemannienne sur Ik ompatible ave les métriques surM et



10.4. Quelques problèmes lés 237sur G de façon similaire à e que nous avons fait à la setion (3.5.4) pour la métrique invariante surune variété homogène. La détermination des géodésiques se fait alors de la même façon que pourn'importe quelle variété, mais ontrairement au as des variétés homogènes, nous n'avons pas degroupe de transformation pour identi�er la arte exponentielle en un point �xé (origine) à la arteexponentielle en un autre point, e qui fait que, d'un point de vue informatique, nous devrions gérertoutes les artes exponentielles...Si les notions de primitives aléatoires, de moyenne et de ovariane semblent se transportentrelativement aisément sur es variétés d'invariants, le problème de la gestion informatique d'un
(( invariant probabiliste )) reste don à résoudre. Les opérations élémentaires sur les invariants pro-babilistes sont par ontre plus restreintes : nous avons essentiellement identi�é les trois opérationssuivantes :� Tradution d'un k-uplet en k-forme et position : X ∈Mk ↔ (i, f) ∈ Ik × G.Les di�érentielles doivent également être alulées pour pouvoir implanter aussi ette opérationau niveau des primitives et invariants probabilistes.� Distane entre deux k-formes : dist(i1, i2).Cette opération de base est a priori implantable ne utilisant la distane eulidienne dans laarte exponentielle en l'un des deux points, mais enore faut-il avoir l'expression de ette arteen tout point.� Distane de Mahalanobis entre deux k-formes probabilistes : µ(i1, i2).On peut également rajouter à ette liste des opérations du type (( modélisation statistique )) et
(( mesure du bruit )) (voir setion 6.3.4), mais il faut tout d'abord en dé�nir le sens. Pour onlure,nous pensons que l'étude des invariants n-aires par les espaes de formes devrait permettre uneétude théorique rigoureuse de es objets géométriques, mais leur gestion informatique néessiterasans doute des aménagements par rapports à la méthodologie que nous avons développé jusqu'iipour gérer les primitives et les transformations aléatoires.10.4.4 Indexation inertaineDans tous les algorithmes utilisant des invariants se pose le même problème : retrouver e�-aement parmi un ensemble d'invariants, éventuellement muni de leur inertitude, eux qui sontompatibles ave un invariant donné. La solution la plus simple, mais aussi la moins e�ae, onsisteà omparer individuellement l'invariant en question ave tous les autres, e qui a une omplexité en
O(N) si N est le nombre d'invariants dans la (( base de donnée )).Il y a prinipalement deux type de tehniques pour diminuer la omplexité : on peut éhantillon-ner réursivement l'espae de reherhe en fontion des données (tehniques de type k-D trees), equi donne généralement un omplexité de reherhe de O(logN), ou bien éhantillonner l'espae dereherhe de manière �xe, mais ave une tehnique d'indexation de ette éhantillonage qui permettede retrouver en temps quasi-onstant les données relatives à un emplaement : e sont les méthodesde hahage, auxquelles nous nous intéressons dans ette setion.Supposons pour l'instant qu'il n'y ait pas de bruit sur les données. Il nous faut déterminer unéhantillonage de l'espae et une fontion de hahage qui transforme les oordonnées d'un (( buket ))(une ase de l'éhantillonnage) en un ode, qui est l'index d'un tableau de listes regroupant lesdonnées de même ode. La fontion de hahage doit être hoisie de façon à disperser au maximumles odes produits a�n d'obtenir des listes de longueur faible (idéalement 1 pour haque ode).L'introdution de l'erreur pose un ertain nombre de problèmes dans e formalisme puisque nousdevons indexer ou retrouver nos invariants ave une zone d'erreur : elle-i intersete en généralplusieurs ases de l'éhantillonnage. Il nous faut tout d'abord déterminer quels sont es ases.



238 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 10Ensuite, es di�érentes ases réent des entrés supplémentaires dans la table de hahage. Nousn'aurons don plus N entrées omme préédemment, mais de l'ordre de 6.N entrées si toutes leszones d'erreurs sont omme dans la �gure (10.5). Il est important que quanti�er le nombre moyen deases indexées pour aluler le nombre moyen d'objets par index de la table (la longueur moyennede la liste). La omplexité réelle du hahage à la reonnaissane est proportionnelle à es deuxfateurs. La fontion de hahage peut en e�et assoier le même index à deux ases de oordonnéesarbitrairement di�érentes, et une étape de véri�ation de ompatibilité entre l'invariant en questionet eux de même index est néessaire.
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Fig. 10.5 � Hahage de données multi-dimensionnelles en présene d'erreurDans (Penne, 1993b), nous avons analysé les di�érents types de hahage à base de points utiliséspar les algorithmes de reonnaissane. Prenons un exemple simple : l'indexation d'un point de Rdave une zone d'erreur bornée en norme par ε ave une disrétisation artésienne de l'espae depas isotrope l. On montre alors que le nombre moyen de ases indexées (i.e. reoupant la zoneompatible) est de l'ordre de n̄ = (1 + 2.ε/l)d. Sur des ritères de probabilité de faux positifs,nous avions onlu qu'un pas de hahage l ≃ ε était un bon ompromis, e qui donne déjà endimension 3 un nombre moyen de ases indexées de 9. Pour une dimension �xée, e n'est qu'unfateur multipliatif dans la omplexité, mais e fateur est exponentiel vis à vis de la dimension.Ainsi, si l'on regarde le hahage géométrique ave des points 3D (rigides), nous avons trois invariantspour la base (les distanes entre les trois points de elles-i) et les trois oordonnées du quatrièmepoint dans ette base. Le nombre moyen de ases indexées est ette fois-i de 729 !Par ailleurs, même en supposant la même borne d'erreur sur tous les points, la propagationde elle-i dans le alul des invariants donne une borne qui varie en fontion de la position desinvariants, omme on peut le voir dans la �gure (10.6). Dès lors, on peut se demander si unedisrétisation adaptative de l'espae ne serait pas plus appropriée.En�n, pour �nir, nous n'avons vu jusqu'ii que les problèmes liés aux invariants simples despoints. Si l'on onsidère par exemple un ouple de repères, l'invariant binaire assoié est lui aussiun repère ('est la transformation de l'un des repères à l'autre, exprimée dans l'un des repères).L'espae des invariants est don ette fois-i SO3 × R3 et non plus Rd. La première question estomment éhantillonner de manière régulière un espae ompat boulant sur lui-même omme lasphère ou SO3. Ce problème est relié au alul des ases intersetées par la zone d'erreur, qui doitêtre très e�ae pour que le hahage onserve un intérêt. On pourrait imaginer un éhantillonnage
(( artésien )) dans la arte prinipale, mais si la rotation est prohe du bord de la arte, la zoned'erreur peut être séparée en deux moreaux, 'est-à-dire sortir d'un �té de la arte pour y rentrerà l'opposé. De plus, si la zone d'erreur est un vrai ellipsoïde pour un veteur rotation entré dans
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Fig. 10.6 � A droite, une image 512*512. Les deux points servant de base sont indiqués en grasave la taille de leur zone d'erreur (borne de 5 pixels). A gauhe, la tranhe de la table de hahageorrespondante à la longueur mesurée de la base. On peut voir la sensibilité des invariants au bruitde mesure de la base en omparant la taille des zones d'erreur dans l'espae images (à gauhe) etdans l'espae des oordonnées invariantes (à droite).la arte, 'est de moins en moins vrai lorsqu'on s'approhe du bord.L'adaptation des tehniques de hahage à des primitives ou de invariants généraux en présened'erreur n'est don pas un problème faile, et le gain d'e�aité pour lequel es tehniques étaientutilisées à l'origine n'est pas forément onservé. La reherhe e�ae des invariants ompatiblesest pourtant un problème ruial à résoudre pour onserver une omplexité faible à nos algorithmesde reonnaissane sur les primitives.10.5 DisussionNous avons formalisé dans e hapitre divers algorithmes de reonnaissane en terme de pri-mitives géométriques et montré omment on pouvait les modi�er pour qu'ils prennent en omptel'erreur de façon orrete. La ontrepartie est l'apparition de faux positifs et nous avons montréave une étude très qualitative que l'emploi de primitives plus omplexes mais plus séletives étaitpleinement justi�é pour les algorithmes de reonnaissane. Ce type d'étude serait d'ailleurs à a�nerpour pouvoir aluler et propager la probabilité de faux positif dans les divers opérations des algo-rithmes de mise en orrespondane. Par ontre, un ertain nombre de points déliats sont enore àrésoudre pour pouvoir utiliser ouramment es algorithmes dans le adre générique que nous avonsdéveloppé dans e manusrit.Nous avons identi�é en partiulier quatre points lés. Le premier est lié à la struture desinvariants et nous l'avons relié à la théorie des espaes de forme. Nous pensons qu'il serait ainsipossible, non seulement de aratériser les variété mises en jeu, mais aussi leur struture métriqueinduite. Le seond onerne la lassi�ation dans une variété, et plus partiulièrement en présened'une information d'inertitude sur haune des mesures. Nous avons développé une solution à eproblème mais elle n'est pas entièrement satisfaisante. Les deux derniers points lés sont liés àl'e�aité algorithmique des problèmes de reherhe. Il s'agit dans un as de reherhe le point leplus prohe, au sens de la métrique riemannienne ou de la distane de Mahalanobis, et dans l'autreas de reherhe les primitives (probabilistes) ompatibles ave une primitive donnée, au sens du
χ2. Nous avons pu observer que les tehniques de hahage posaient des problèmes de omplexité



240 Mise en orrespondane, reonnaissane et robustesse Chap. 10très important, d'une part à ause de la gestion de l'erreur et, d'autre part, à ause de la topologienon plane des variétés onernées. Ces problèmes deviennent ruiaux ave l'augmentation de ladimension de la variété. Par ontre, nous pensons que ertaines tehniques de subdivision adaptativede l'espae pourraient être généralisables relativement failement à nos variétés homogènes, enutilisant les propriétés des artes exponentielles.En�n, pour �nir, nous avons montré ave une étude très qualitative de la probabilité de fauxpositifs que l'emploi de primitives plus omplexes mais plus séletives était pleinement justi�é pourles algorithmes de reonnaissane. Ce type d'étude serait d'ailleurs à a�ner pour pouvoir aluleret propager la probabilité de faux positif dans les divers opérations des algorithmes de mise enorrespondane.



Chapitre 11
Problèmes de reonnaissane en biologiemoléulaire

Ce hapitre a été publié dans Shape and Pattern Mathing in Computational Biology en 1994(Penne et Ayahe, 1994; Penne et Ayahe, 1998) et a été l'une des motivations majeures dudéveloppement de la théorie présentée dans e manusrit. La setion (11.4.1.1) est une expé-rimentation réente utilisant les résultats du hapitre 8 et qui on�rme le gain de séletivitéobtenu grâe à la gestion rigoureuse de l'inertitude sur les repères.RésuméLa plupart des ations biologiques des proteines dépendent de parties préises de leurstruture 3D que l'on nomme motifs. Pour deouvrir automatiquement les motifs 3D seorrespondant entre proteines, nous proposons un nouvel algorithme de reonnaissaneet realage de sous-strutures 3D basé sur des tehniques de geometri hashing. Le pointlé de la méthode est l'introdution d'une base eulidienne 3D attahée à haque aideaminé, e qui permet de aluler 6 invariants par ouple d'aides aminés, et par là mêmede réduire drastiquement la omplexité, typiquement en O(n2).Une analyse préise de la propagation des erreurs dans l'étape de prétraitement et l'in-trodution du �ltre de Kalman étendu assurent l'e�aité et la robustesse lors de lareonnaissane.Nos résultats expérimentaux on�rment la validité de l'approhe et la stabilité remar-quable des 6 invariants utilisés pour le mathing. Nous royons que e nouvel algorithmepermettra dans un futur prohe la omparaison systématique de très grandes struturesgrâe à la rédution de la omplexité qu'il autorise.11.1 Introdution11.1.1 BakgroundMost biologial ations of proteins, suh as atalysis or regulation of the geneti message (trans-ription, maturation, et.) depend on some typial parts of their three-dimensional struture, alled241



242 Problèmes de reonnaissane en biologie moléulaire Chap. 113D strutural or binding motifs.Proteins with similar 3D motifs often show similar biologial properties, and it is thereforehighly desirable to searh for similar 3D motifs between proteins (Branden et Tooze, 1991). Sineproteins are omposed of thousands of atoms, this searh requires e�ient and fully automatedmethods. Appliations in biology and mediine are immense, ranging from drug design and diseasepredition to protein design and engineering, without forgetting researh on the understanding ofation mehanisms.The protein struture is typially modeled at three di�erent sales:� the primary struture is the linear suession of amino aids,� the seondary struture is the loal organization of the hain into strutural motifs,� and the tertiary struture is the omplete desription of the positions of atoms in spae, andan reveal the presene of 3D non linear motifs.Most of existent tehniques for omparing proteins deal with the omparison of the primarystruture only, using harater string omparison algorithms, and espeially dynami programmingbased ones (Myers, 1991; Laroix et Codani, 1991). These approahes an not easily �nd most ofthe strutural or binding motifs, whose nature is intrinsially 3D. For instane, polypeptide hainsthat form a spei� strutural motif frequently show no or very low sequene homology, even whenthey are assoiated with the same spei� funtion (Branden et Tooze, 1991, page 99). Hene, onlythe omparison of the tertiary strutures of the hains an reveal 3D orrespondenes.Moreover, the availability through international data banks of an everyday inreasing numberof 3D strutures allows for the systemati searh of motifs present in large sets proteins, providedthat e�ient and fast 3D substruture mathing algorithms do exist.In this spirit, Fisher and his olleagues (Fisher et al., 1992a; Fisher et al., 1992b) haveexploited the geometri hashing paradigm previously introdued in omputer vision by Lamdanand Wolfson (Lamdan et Wolfson, 1988; Wolfson, 1990). They proposed substruture mathingmethods based on preproessing and reognition algorithms of omplexity O(n3), where n is thenumber of atoms of interest (either in the motif or in the protein). A key point of their approah is thepossibility to refer to 2 rigid invariants (the �distane oordinates�) of any atom of the protein withrespet to two other atoms piked arbitrarily as forming a geometri �basis�. The results reportedin their publiations were enouraging, and motivated our work.11.1.2 An O(n2) 3D substruture mathing algorithmFollowing their pioneering work, our main idea was to redue the size of a �basis� from twoto a single atom. To ahieve this goal, we introdue a 3D referene frame attahed to eah aminoaid. Doing this, we an now hoose a single amino aid as a basis, and ompute 6 rigid invariants(the parameters of translation and rotation) attahed to any other amino aid. This allows todrastially redue the omplexity of both the preproessing and reognition stages of geometrihashing, typially from O(n3) to O(n2).A thorough analysis of the propagation of the errors in geometri hashing (Penne, 1993a) andthe introdution of extended Kalman �ltering for the lustering of found transformations (Ayahe,1991; Guézie et Ayahe, 1992) guided our implementation to insure e�ieny and robustness ofthe approah.Our experimental results on�rm the validity of the approah, and the remarkable stability of the6 rigid invariants used for mathing. We believe that this new algorithm, beause of the redution ofthe algorithmi omplexity it implies, will allow the systemati omparison of very large struturesin the near future.



11.2. Protein struture modeling 243Our paper is organized as follows: �rst we detail the referene frame attahed to eah amino-aid,and then desribe the new geometri hashing algorithm we propose for mathing. Third we reportour experimental study, and �nally we present a few potential extensions of our work.11.2 Protein struture modelingProteins are omposed of possibly several hains of amino aids linked eah others by peptidebonds. Three groups of atoms in eah amino aid onstitute the bakbone of the hain : the entralatom Cα to whih are attahed on eah side an NH group and a arbonyl group C ′ = O (see �gure11.1). The residue R, also bound to the Cα, haraterizes the nature of the amino aid but does nottake part to the bakbone of the hain.

Fig. 11.1 � Struture of a Protein hain : a peptide bond links amino aids between eah others ina linear way.Topologially, the bakbone of the hain is linear, but its geometry is very omplex. Even ifrotations are allowed around the bonds Cα −C ′ and Cα −N , and hene the geometry of the hainis weakly onstrained, the geometry of the atoms attahed to the Cα is perfetly determined. Inpartiular, the three atoms N,Cα, C
′ form a known triangle from whih we an de�ne a basis (see�gure 11.2). We shall see later the funtion of this basis. It is su�ient to say for the moment that
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e3 = e1 × e2Fig. 11.2 � Geometry of an amino aid around the Cα and de�nition of a basis.this basis uniquely de�nes the position and orientation of the amino aid in spae. We will henemodel an amino aid by a ouple (point, trihedron) with possibly a label (the type of amino aid),and a protein by the set of these ouples.The struture omparison problem is thus stated as follows : given two suh sets, �nd all rigidtransformations that math a minimum number of amino aids of the two strutures. The problem



244 Problèmes de reonnaissane en biologie moléulaire Chap. 11an be extended to the omparison of a target moleule with a data-base of proteins. We will seethat the geometri hashing paradigm is espeially well suited for suh a researh.11.3 Mathing proteinsThe problem we are onfronted with is very lose to reognition problems in volume imageanalysis, espeially in the medial �eld. In this ase, one has to proess points extrated fromsurfaes with their assoiated Frenet trihedron (Thirion, 1993; Ayahe, 1993; Guézie et Ayahe,1993). So in both ases, the model adopted to redue the data is a set of ouples (point, trihedron).Classial tehniques rely on model-based approah of objet reognition. See for instane (Grimson,1990) for a survey. Given a data-base of modeled objets (alled models), the aim is to reognize in asene what objets are present, and how they are plaed. The simplest problem where the data-baseis redued to only one objet is alled simply mathing or sometimes registration.11.3.1 The geometri hashing algorithmThe geometri hashing algorithm was introdued by Lamdan and Wolfson for model basedreognition in omputer vision (Lamdan et Wolfson, 1988; Wolfson, 1990). The basi idea is tostore in a data-base at preproessing time a redundant representation of models, based on loalfeatures to allow for olusion, and invariant by rigid transformation. Doing so, the representationof the sene omputed at reognition time will present some similarities with that of some objetsof the data-base. Aumulating these evidenes will allow the reognition and registration of objetspresent in the sene and in the data-base. This approah an also be related to shape autoorelationoperators (Califano et Mohan, 1991).� Invariant desriptionIn our ase, loal features are frames. However, in the absene of labels, any model frame anbe mathed with any sene frame. To obtain an invariant desription, we thus have to onsiderbinary onstraints between frames. Indeed, a ouple of frames has 6 invariants given by theparameters of the rigid transformation from the last frame to the �rst (�gure 11.3). For easeof work, we use in fat the 3 oordinates of the translation (expressed in frame i), and the 3angular values between the orresponding axis of the two frames. These values will onstitutethe 6D invariant vetor of a frame ouple. In order to deal with olusion, the representation
Rigid Transformation
    (6 Parameters)

Frame i

Frame j

Fig. 11.3 � If frame i is onsidered as the basis of the Eulidean spae (referene frame), the 6parameters of the rigid transformation mapping frame j on the origin (frame i) are invariants.of one frame has to be redundant: eah frame will then be assoiated with any other frame ofthe objet to ompute the set of 6D invariant vetors haraterizing this referene frame (see
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Fig. 11.4 � Preproessing: the 6D invariant vetor assoiated with every ouple of frames is omputedwith its error zone (see Error handling setion) and used as an index for the ouple in the hash table.For the sake of simpliity, we only deal here with the representation of model frame i (Fmi).for example �gure 11.4). The global representation is then the set of every frame ouple of themodel, eah one being an entry for the hash table, with the 6D invariant vetor as index.� PreproessingIn order to optimize the aess to the representation for reognition time, the geometrihashing algorithm uses a hash table for storing models. Indeed, given one objet, just omputethe 6D invariant vetor assoiated with eah possible ouple (referene frame, other modelframe), and set it as an index in a 6D hash table for the ouple. Eah model is proessedindependently, but stored in the same hash table. The omplexity of the step is O(M.m2),where M is the number of models and m the mean number of amino aids per model. Typialvalues for m range from 15 for motifs to a few hundreds for big proteins. The omplexity inspae for the hash table is the same sine it only depends on the number of entries. This stepis performed without any knowledge of the sene to be mathed and hene an be done onefor all.� ReognitionChoose a referene frame; for eah di�erent sene frame, ompute the 6D invariant vetor andretrieve the ompatible model ouples (referene frame, other model frame) in quasi onstanttime thanks to the hash table. During the proess, maintain a list of the model refereneframes found, and for eah one aumulate the number of ompatible ouples. This will bethe sore for the mathing of these model referene frames with the onsidered sene refereneframe.The proess is repeated with eah sene frame taken as the referene frame. The output is thelist of model and sene mathing referene frames with their assoiated sore (see �gure 11.5).We only keep the mathes with a sore above a threshold. This parameter is either statior dynamially adapted during the algorithm. It is also possible the keep a �xed number ofmathes (usually the best ones).The simple mathing of a model and sene referene frames is su�ient for omputing af-terward a rigid transformation, but every ompatible ouple an brings up some additionalinformation (the mathing of seondary frames) that an be used to re�ne it at a small ostduring this proess, using for example an extended Kalman �lter.
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Fig. 11.5 � Reognition: for eah sene frame ouple, ompute the 6D invariant vetor and retrievethrough the hash table every ompatible model frame ouple. For eah suh ouple, tally a vote forthe mathing of the referene frames (here Fmi � Fsj).Considering that the aess to the hash table is done in onstant time, whih is true for welldistributed tables, the omplexity of the whole stage is O(n2) where n is the number of frames(amino aids) in the sene.� Error handlingDue to the resolution of the X-ray determination of protein struture, onformational defor-mations and even strutural di�erenes between moleules that indue di�erent onstraintson the motif, one has to deal with errors in atom positions. A previous study on the propa-gation of errors within geometri hashing shows that, onsidering a bounded error ε on theposition of every atom, one an determine bounds on the error for the invariant vetor usedto hash (Penne, 1993a). We do only provide here the pratial bounds we used and rediretthe interested reader to the original paper for further developments. Let r be the radius of theinsribed irle to the triangle used to form the referene frame, and d be the distane betweenthe two amino aids within the onsidered ouple. The error in the oordinates of the aminoaid in the referene frame (�rst part of the 6D vetor) is bounded by εgh = ε
(
1 + d

3r

). Astrong supplementary onstraint is given by the bound εd = 2 ε on the distane d. Conerningthe 3 angular values (seond part of the 6D vetor), a theoretial error bound on eah angleis εθ = 2 ε
l +O(ε2) where l is the length of the onsidered triangle edge, but half this bound isa good pratial value. As numerial values, we ompute that r = 0.38 Å and use an averagevalue l = 1.7 Å for triangle edges. Eah buket of the hash table interseting the volumeerror of a 6D invariant vetor is de�ned as an entry for the ouple. Sine the hash table anbe oarsely disretized, we verify at reognition time that the ouples found have ompatibleinvariant vetors.As long as the hash table is sparsely distributed, this bounded error model for geometrihashing is su�ient. When it omes to very big proteins or big data bases, a probabilistisheme (Rigoutsos, 1992; Rigoutsos et Hummel, 1993) would be more adapted.11.3.2 Clustering and extensionFrom now on, we use a probabilisti sheme. Hene, eah amino aid frame is given an assoiatedovariane matrix, whih is propagated through the omputations. The original ovariane matrix
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Mapping the model onto the scene Updating the rigid transformation

Model points

Scene points

Symmetric closest neighbor

Non symmetric closest neighbor

Matches accepted
by the       test Fig. 11.6 � Left: the model is mapped onto the sene and three mathes are satisfying the symmetrilosest point and χ2 test onstraints. Right: these three mathes are used to reompute the rigidtransformation and update the position of the model. Sine the same mathes are satisfying theonstraints, the algorithm an stop.is diagonal with a value σ2

d on the translation vetor and σ2
θ for error on the rotation vetor. In ourexperiments we generally use σd = 0.5Å and σθ = 0.2 rad.� ClusteringWe have to aggregate the redundant information obtained from the geometri hashing stage.In order not to mix up the di�erent possible models, we split the list of mathing refereneframes into one list for eah model. For eah suh list, we onsider the �rst math as a luster,and examine eah di�erent math as follows:� Deide with a χ2 test on Mahalanobis distane between the two transformations if theyare ompatible.� If so, merge them together using the extended Kalman �lter : the luster transformationis updated with the new 3 pairs of atoms mathed together.Repeat the proess until eah math be inorporated into a luster. The omplexity isO(km.kc)with a number km of mathes and kc of lusters on output, but kc is quasi onstant in pratie,a few tens at the very most.� ExtensionClusters must now be heked and their mathing list extended. This is done using an align-ment test: using the rigid transformation previously determined, the model is mapped ontothe sene and the possible mathes are veri�ed. For the sake of simpliity, only the positionof the Cα is now onsidered in eah amino aid. Eah Cα of the model is examined as follows(see �gure 11.6).



248 Problèmes de reonnaissane en biologie moléulaire Chap. 11� Map the model Cα onto the sene and searh for the losest Cα of the sene. In order tokeep the algorithm symmetrial between the model and the sene, map bak the sene
Cα to the model and verify that the original model Cα is its losest neighbor. If not,rejet the model Cα.� Compute the Mahalanobis distane between the transformed model Cα and the seneone, and deide using a χ2 test if this math is valid. If not, rejet the model Cα.� Update the rigid transformation of the luster with this new math using the extendedKalman �lter.This proess is repeated until onvergene (stability of mathes) or a maximum number ofiterations (usually about 10). Seeking the losest neighbor is performed using k-D trees (Pre-parata et Shamos, 1985). The omplexity of onstruting a k-D tree is O(n. log n) with O(n)storage. The searh for a losest neighbor is sub-linear, and almost onstant in pratie. Hene,the whole stage has a omplexity O(n. log n+ n.k).11.3.3 Algorithm analysis� Simpli�ations : The following heuristis an help speeding up the geometri hashing step:� Only keep ouples with inter-distanes under a threshold (typially around 20 Å). Theunderlying justi�ation is that amino aids of the motif are usually lose in spae.� Label the referene frames (or even every amino aid) with their residue name. Indeed,sine we only seek in this step some initial mathes, we do not need to obtain every mathand it an be su�ient to onsider amino aids with the same residue. This is howevernot used in our experiments.� Complexity : Let m be the mean number of amino aids in the models, M the number ofmodels, n the number of amino aids in the sene, and k the mean number of lusters foundby model. The theoretial omplexity is O(M.m2) for the preproessing stage (omprising thek-D trees preproessing of models). The whole reognition stage is in O(n2 +M.k.n). In fat,as far as the number of models M is low ompared to n, the real omplexity is dominated bythe geometri hashing stage : O(n2).� Parameters : There is a small number of parameters that need to be adjusted in the algorithm,suh as the bound ε on atom oordinates errors and the varianes σd and σθ on the assoiatedframe, the threshold on the sore for geometri hashing, and the thresholds χc (lustering) and

χv (veri�ation) used for χ2 tests. We evaluate the values of these parameters in a learningstep: knowing two mathed motifs, we register them and ompute the varianes and the bound
ε. Using these informations, we ompute in a seond step the minimal thresholds. In order tokeep some ontrol over the algorithm, we hoose to parameterize the varianes by the bound
ε in a linear way and keep the χ values onstant. Hene, in most ases, the only parameterswe have to play with are ε and the minimal sore for geometri hashing.11.4 Experimental resultsFor all our experiments, we use the atoms oordinates of proteins provided by BrookhavenNational Laboratory's Protein Data Bank (Bernstein et al., 1977; Abola et al., 1987). Visualizationis done using the RasMol program of R. Sayle (Sayle et Bissel, 1992). For rigid transformations, weprovide the translation in angströms and the rotation vetor in radian. Experiments were done with



11.4. Experimental results 249and without the distane onstraint of setion (11.3.3) without any di�erene. The labeling shemewas not used, and hene amino aids are not disriminated in the proess.11.4.1 Detetion of a strutural motif : the Helix-Turn-Helix motifStrutural motifs an be de�ned as the super-seondary struture. They are the simple ombi-nation of a few seondary struture elements. Some of them are assoiated with partiular funtionsor are simple parts of larger strutural and funtional assemblies. Therefore, the Helix-Turn-Helixmotif is responsible for the binding of DNA within many proaryoti proteins. Some of them bindtightly to the DNA at a promoter of a gene, preventing RNA polymerase from �xing and henebloking the initiation of the transription. They are repressors. Conversely, ativators bind next tothe promoter and help polymerase to bind.We hoose to ompare the tryptophan repressor for E. Coli (PDB ode 2WRP (Lawson et al.,1988)) and phage 434 CRO (PDB ode 2CRO (Mondragon et al., 1989)), whose Helix-Turn-Helixsequene are known to be (Brennan et Matthews, 1989; Harrison et Aggarwal, 1990) :
Protein Position Sequence
2 CRO 15− 37 MT QTELATKAGV KQQSIQLIEAG
2WRP 66− 88 MS QRELKNELGA GIATITRGSNSIn this experiment, we hoose the whole protein 2CRO as the model and look for ommonsubstrutures with 2WRP: the two orresponding sequenes are orretly mathed, and 4 other nonlinear mathes are found (table 11.1).Cluster 1 : sore 27Rotation Vetor : -2.53546 0.291995 0.345864Translation : -17.9746 -1.90902 -0.211789--------------- 15 MET - 66 MET 24 ALA - 75 LEU 33 LEU - 84 ARG2CRO - 2WRP 16 THR - 67 SER 25 GLY - 76 GLY 34 ILE - 85 GLY--------------- 17 GLN - 68 GLN 26 VAL - 77 ALA 35 GLU - 86 SER9 ARG - 63 ARG 18 THR - 69 ARG 27 LYS - 78 GLY 36 ALA - 87 ASN... ... 19 GLU - 70 GLU 28 GLN - 79 ILE 37 GLY - 88 SER11 ILE - 64 GLY 20 LEU - 71 LEU 29 GLN - 80 ALA ... ...... ... 21 ALA - 72 LYS 30 SER - 81 THR 43 ARG - 50 ALA15 MET - 66 MET 22 THR - 73 ASN 31 ILE - 82 ILE ... ...16 THR - 67 SER 23 LYS - 74 GLU 32 GLN - 83 THR 45 LEU - 53 THR_______________Cluster 2 : sore 21[ .............. ℄Tab. 11.1 � Deteted mathes between the proteins 2CRO and 2WRP. The output of the algorithmis ompated for a better understanding.We do not assess any biologial signi�ane to these supplementary mathes. They are only theresult of a geometri mathing. On the other hand, the fat that other mathes do not sore morethan 21 shows that the HTH motif is the main ommon strutural motif between the two proteins.11.4.1.1 Improvements of the algorithmThe last step (of the algorithm (the extension) is an alignment test realized as an improvediterative losest point (Besl et MKay, 1992) : the mathing step looks for the symmetri losestpoint and the registration step disards outliers using a χ2 test and reomputes the transformation.These two steps were previously realized only with points : we keep the mathing part on points (we



250 Problèmes de reonnaissane en biologie moléulaire Chap. 11would like to be able to do it diretly on frames), but we use the outlier rejetion and registrationsheme of setion (8.5) on frames using a �xed noise model that determines the type of ommonsubstrutures the algorithm extrats : a small noise only keep a small but very aurate set ofmathes, whereas a large noise authorizes more unertain mathes, and thus favours bigger andmore global substrutures mathes.Looking for a 3D binding motif, we used here a quite small model of isotropi noise (σθ =
0.1 rad = 5 deg and σd = 0.35 Å). The algorithm ends up with only the orret mathes from (15MET - 66 MET) to (36 ALA - 87 ASN), disarding the four supplementary mathes beause theyhave di�erent orientation. The last math (37 GLY - 88 SER) is also eliminated, and is indeedvery arguable onsidering the distane after registration and espeially the di�erene in orientation.The typial objet preision due to the registration (on the 22 mathed amino-aids) is given to
σobj = 0.29 Å. We show in �gure (11.7) the two proteins and in �gure (11.8) the registration found.The only two other ommon substrutures found sore now 13 and 8 mathes and orrespond toalpha helies, whih are very stable seondary struture elements.In order to test the stability of our algorithm, we also did the experiment with a noise two timeslarger (σθ = 10 deg and σd = 0.7 Å). We just �nd four additional mathes preeding the beginningof the HTH motif, from (7 LYS - 61 LEU) to (11 ILE - 64 GLY). The two other lusters now sore14 and 9 mathes.This shows that the plain use of frames improves the robustness of motifs detetion (the previousalgorithm using only points was far more sensitive to the noise model). Indeed, the orientation ofan amino aid is ruial to determine the position of ollateral hains and most interations of theprotein happen within these side atoms. The position of these atoms is then not only determined bythe position of the bakbone but also its orientation and using just points to represent amino aidsgenerally leads to a signi�ant amount of additional mathes with non ompatible orientations. Thisimplies a drasti redution of seletivity for the mathing proess. In this ase, frames bring rathermore seletivity than more preision.11.4.2 Detetion of a binding site : the heme poketThe globin family ollet proteins of many di�erent organisms. Their amino aid homology anbe as low as 16%. However, their 3D struture is still related and onstitute the globin fold. Itis mainly omposed of α helies that form a poket for the ative site whih in myoglobins andhemoglobins binds a heme group. The motif onstituted by the amino aids binding the heme in 9globins was extensively studied by Lesk et al. (Lesk et Chothia, 1980).We de�ne the motif by 15 of the 19 non sequential positions of amino aids that make ontatwith the heme in the α subunit of human hemoglobin (PDB ode 4HHB, hain α (Fermi et al.,1984)). We hoose the 15 positions given by Lesk et al. as being present in 7 or more globins. Wesearh for it within the β subunit of the same protein (hain β), horse hemoglobin (PDB ode2DHB (Perutz et al., 1973), hain α and β), myoglobin (PDB ode 4MBN (Takano, 1984)), and sealamprey yanohemoglobin (PDB ode 2LHB (Honzatko et al., 1985)). The resulting mathes aregiven in table (11.2). We present in �gure (11.10), (11.11) and (11.12) images of the motif, the βhain of human hemoglobin, and the registration of the two strutures.The mathing with horse hemoglobin (2DHB) was done with the two hains together and the twomathes were perfetly identi�ed. For the sea lamprey yanohemoglobin (2LHB), the oordinatesreported by (Honzatko et al., 1985) are not the same as those used by to Lesk et al.: a SER isdeleted after 96-SER, and 98-LEU, 99-ARG were inserted (see remark 6 of the PDB entry). Heneresidue 101 from PDB orrespond to residue 100 of Lesk et al. and so on.
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Fig. 11.7 � The CRO protein (2CRO) of phage 434 on the left and the tryptophan repressor of E.Coli (2WRP) on the right. The mathed part (the HTH motif) is displayed in blak.            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Fig. 11.8 � Registration found between the HTH motifs of 2CRO and 2WRP. We an see that notonly the bakbone is very well mathed, but also ollateral hains are pretty well onserved.



252 Problèmes de reonnaissane en biologie moléulaire Chap. 114HHB α(motif) 4HHB β 2DHB α 2DHB β 4MBN 2LHB42 TYR 41 PHE 42 TYR 41 PHE 42 LYS 51 PHE43 PHE 42 PHE 43 PHE 42 PHE 43 PHE 52 PHE58 HIS 63 HIS 58 HIS 63 HIS 64 HIS 73 HIS61 LYS 66 LYS 61 LYS 66 LYS 67 THR 76 ARG62 VAL 67 VAL 62 VAL 67 VAL 68 VAL 77 ILE65 ALA 70 ALA 65 GLY 70 SER 71 ALA 80 ALA66 LEU 71 PHE 66 LEU 71 PHE 72 LEU 81 VAL83 LEU 88 LEU 83 LEU 88 LEU 89 LEU 101 LEU86 LEU 91 LEU 86 LEU 91 LEU 92 SER 104 LYS87 HIS 92 HIS 87 HIS 92 HIS 93 HIS 105 HIS91 LEU 96 LEU 91 LEU 96 LEU 97 HIS 109 PHE93 VAL 98 VAL 93 VAL 98 VAL 99 ILE 111 VAL97 ASN 102 ASN 97 ASN 102 ASN 103 TYR 115 TYR98 PHE 103 PHE 98 PHE 103 PHE 104 LEU 116 PHE101 LEU 106 LEU 101 LEU 106 LEU 107 ILE 119 LEU
Tx 0.142694 0.493322 -0.04313 3.44391 10.1853
Ty -1.59334 1.36633 -0.39684 14.5187 18.8873
Tz 2.60057 0.162643 2.35737 -6.03178 -14.3859
Rx -3.14764 0.004991 3.11788 1.13209 1.73283
Ry -0.007530 0.033864 -0.03635 -0.672907 1.58384
Rz 0.0802843 -0.016262 -0.127903 0.015026 0.113322Tab. 11.2 � Mathes and transformations resulting from the algorithm. The transformations mapthe motif onto the sanned strutures.In these experiments, no other math soring more than 5 was found. This tends to show that theorret reognition greatly emerges from the noise of false positives, and hene our sheme appearsto be very robust.11.4.3 Auray of framesWith the result of these two experiments, we an study the auray of our modeling withrespet to the variability of amino aids. In �gure (11.9) we draw the distribution of distane andangular error between mathed frames in 2CRO and 2WRP (HTH experiment).We an see that if two mathed amino aids an be as far as 1.2 Å, their orientation di�ersfrom a maximum of 25o, with a RMS of 16o. As far as the heme experiments are onerned, themaximum and RMS distanes are generally larger, but the angular error does not grow (table 11.3).4HHB 2DHB α 2DHB β 4MBN 2LHBDistane RMS 0.9 0.3 0.8 0.75 0.8Max 1.3 0.6 1.2 1.4 1.3Angular RMS π/13 π/12 π/10 π/11 π/13error Max π/9 π/6 π/6 π/5 π/6Tab. 11.3 � Error values for the heme experiment.This study mainly shows that the orientation of amino aids is at least as stable as their positionin a motif. This was in fat preditable sine the orientation of an amino aid determines in a ertain
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Fig. 11.9 � Distribution of distane (left) and angular error (right) between mathed amino aidsin 2CRO and 2WRP.way the position of its residue. Our modeling with frames is then justi�ed and allows to use thisreliable information.11.5 ConlusionModeling amino aids by the 3 atoms of their bakbone allows to de�ne a omplete and uniqueassoiated referene frame, whih turns out to be very stable. Eah ouple of amino aids has hene6 invariants for rigid transformations that we use in a geometri hashing sheme to disover initialmathes. These are lustered, veri�ed and extended. The error inherent to the problem is integratedin the proess, thanks to an error analysis and Extended Kalman Filter. Experiments on�rm thevalidity, e�ieny and robustness of our approah.This algorithm is also urrently working for substruture mathing in volume images (medialimages) with frames extrated from surfaes (extremal points). This stresses the analogy between3D mathing problems and points out the fat that frames an, in numerous ases, advantageouslyreplae points.Future work will be artiulated upon three axes. We plan �rst to use a probabilisti shemefor geometri hashing, for instane (Rigoutsos et Hummel, 1993). A seond diretion would be theextension of our algorithm for multiple alignments researh and last but not least, we hope todemonstrate the possibility of automatially disovering and extrating the model of an unknownmotif ommon to a given group of proteins.
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Fig. 11.10 � The motif extrated from the α hain of human hemoglobin (4HHB) displayed in ballsand stiks (left) and its bakbone (right)
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Fig. 11.11 � The β hain of human hemoglobin (4HHB) displayed in balls and stiks (left) and itsbakbone (right)
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Fig. 11.12 �Motif and hain 4HHB β registered. For the sake of visibility, we only show the mathedresidues. Balls and stiks (left) and bakbone (right)



Chapitre 12
Modélisation et realage multiple

Ce hapitre a été publié dans Image Fusion and Shape Variability Tehniques (Penne, 1996).L'idée générale est d'étudier les tehniques de realage multiple et d'aborder la théorie des formessur les points pour pouvoir généraliser ensuite es méthodes à des primitives quelonques.SummaryWe present in this artile a haraterization of the mean rigid shape in any dimension,and propose an algorithm to ompute it after a multiple registration step. In orderto ope with the missing point problem ((( olusion ))), we propose another iterativealgorithm that alternates the omputation of the mean shape and the registration ofall objets to it. Experiments with syntheti and real data show a good onvergene ofboth algorithms, the iterative one being muh faster. We present two appliations in 3Dmodeling with the mean shape of the heme binding motif (moleular biology) and themodel of the head of one patient based on extremal points from 24 MRI images (medialimaging).12.1 IntrodutionTo study the shape of an objet, it is ommon to desribe the objet by a �xed number k ofharateristi features in order to obtain a k-tuple (x1, . . . xk). Two objet are said to have thesame form if there exists a transformation that an superimpose them, and thus identify their�harateristi� k-tuples.General studies fouses on k-tuples of points and their form under rigid transformation withpossibly saling (Kendall, 1989; Goodall, 1991; Le et Kendall, 1993). There are fewer works dealingwith more general transformations, apart from (Ambartzumian, 1982) for a�ne shapes, and mostappliations onern 2D landmarks (Bookstein, 1991; Bookstein, 1986; Small, 1988). In omputer vi-sion and medial imaging, however, some more omplex features an appear, like lines, frames. . . andwe need to work in full 3D. This type of onstraints is also shared in strutural biology, when itomes to the tertiary struture of the proteins. 257



258 Modélisation et realage multiple Chap. 12In this framework, several problems an be identi�ed. Firstly, the identi�ation and measurementof meaningful features, or landmarks, is muh more di�ult in 3D than in 2D and an beome abottlenek of the shape studies if done by hand. Then, There is a need for an automati extrationof harateristi features: the Cα position of an amino aid is usually onsidered as representativefor the amino aid in the protein, and extremal points (Thirion, 1994) an be good andidatesfor landmarks. The remaining problem is how to disriminate meaningful features from spurious(or more often uninteresting) ones? In the medial imaging �eld, one an think of a sale-spaeapproah to haraterize features by their stability, but eventually, the salieny of features is theirstability aross a wide range of observations for a given �objet�. We are here onfronted to a multiplemathing and registration problem in the presene of noise and outliers.One meaningful features have been identi�ed and mathed in di�erent observations, it is in-teresting to merge their observations in order to obtain a model that inorporate all meaningfulinformation and has a redued noise. The shape of this model an then be studied, ompared withothers, used to determine if a similar shape is present in an observation. . . The set of models in theworld we onsider will then onstitute an atlas.Algorithms for reognition and registration of two observations have already been developed for3D substruture mathing of proteins (Penne et Ayahe, 1998) and registration of medial imagesbased on extremal points ((Thirion, 1994) and (Penne et Thirion, 1997) for a validation). We areinterested in this artile in multiple registration and how to de�ne a mean shape based on pointfeatures under rigid transformations.We present in the �rst part a haraterization of expeted and mean rigid shapes in the Fréhetsense (Fréhet, 1948) whih is basially the generalization to nD of some 2D result of Ziezold(Ziezold, 1994; Ziezold, 1989). We show that the mean rigid shapes an be omputed independentlyafter a multiple registration step of the k-tuples, and we propose an iterative method to solve themultiple registration problem. Experiments on syntheti data show that the algorithm behave welland reasonably fast.In the real world, however, there are often olusion and thus inomplete k-tuples: some usuallystable features an be mismathed, highly displaed or simply forgotten in the extration shemein one or a few observations. It would be inauspiious to simply dismiss these features sine theyan bring useful information in most of the ases. We extend then in the seond part the multipleregistration and mean shape estimation sheme in order to ope with inomplete shapes.In the third part, we present an appliation in moleular biology: the globin family olletsproteins of many di�erent organisms. Their amino aid homology an be as low as 16%. However,their 3D struture is still related and onstitute the globin fold. It is mainly omposed of α heliesthat form a poket for the ative site whih in myoglobins and hemoglobins binds a heme group. Themotif onstituted by the amino aids binding the heme in 9 globins was extensively studied by Lesket al. (Lesk et Chothia, 1980). In this example, the orrespondenes between amino aids impliedin the heme binding are given, and we want to determine the mean shape of the binding motif.A olletion of models of motifs would allow to routinely san eah newly determined struture ofprotein or help protein design by providing reliable parts of the struture.The last part onern medial imaging, and more espeially extremal points. This is more om-plex sine we have to �nd out automatially the multiple orrespondenes between images. Weregister thus eah pair of images and look for maximal liques of orrespondenes between thewhole set of images. This proess is rather time onsuming and an ertainly be improved, but wefous here on the following step: multiple registration and fusion. The experiment is performed on24 3D MRI images of the head of the same patient, and we analyze the resulting (rigid) shape modelbased on stable extremal point. The next step in suh an experiment would be to repeat this opera-



12.2. Rigid shapes in Rm 259tion on several patients independently, and then look for the similar or a�ne shape based on thesemodels. We ould then haraterize extremal points that are anatomially stable and inorporatethem into an atlas.12.2 Rigid shapes in RmWe onsider here that harateristi features are points in Rm and investigate the shape of a
k-tuple of suh landmarks under rigid transformations. In order to simplify the notations, we note
M = Rm the manifold of features and G the rigid motion group.A rigid transformation of Rm is represented by a translation vetor t ∈ Rm and a rotation matrix(m×m) R satisfying R.RT = RT.R = Id and det(R) = +1 in order to exlude re�etions. We note
f = (R ; t) suh a transformation. The two basi operations inside the group are� the omposition: f1 ◦ f2 = (R1.R2 ; R1.t2 + t1),� the inversion: f (-1) = (RT ; −RT.t).The ation of the group on the features is simply� the appliation: f ⋆ x = R.x+ t.An objet an be represented by a k-tuple X = (x(1), . . . x(k)) ∈ Mk of features. The ation ofthe transformation group G on k-tuples is f ⋆ X = (f ⋆ x(1), . . . f ⋆ x(k)). The rigid shape of thisobjet is haraterized by the relative position between features of the k-tuple, i.e. the quotientspaeMk/G: two objets have the same shape if they are ongruent modulo G (i.e. if there exist arigid transformation g ∈ G suh that Y = g ⋆ X).12.2.1 Distanes on points, k-tuples and rigid shapesThe Eulidean distane on points omes from the eulidean salar produt:
d(x(1), x(2))2 = ‖x(1) − x(2)‖2 =< x(1) − x(2)|x(1) − x(2) > with < x|y >= xT.y = Tr(x.yT)We note that, by de�nition of rigid transformations, the Eulidean distane is invariant undersuh a transformation: d(x, y) = d(f ⋆ x, f ⋆ y), whereas the salar produt (and thus the norm) areinvariant under rotation: < R.x|R.y >=< x|y >.Let now X = (x(1), . . . x(k)) and Y = (y(1), . . . y(k)) be two k-tuples of points (X and Y are�points� inMk = Rm×k). We de�ne the distane between these k-tuples as

D(X,Y )2 =

k∑

h=1

d(x(h), y(h))2A normalization fator 1/k an be used if we want to ompare distanes between k-tuple indepen-dently of their number of points k. This distane is obviously invariant under rigid transformation:
D(X,Y ) = D(f ⋆ X, f ⋆ Y ). If we onsider the k-tuples as vetors (XT = (x(1)⊤, . . . x(k)⊤)), thenthe distane D is the Eulidean distane of Rk×m.In order to obtain a distane on the shape spae, we need to minimize this distane on k-tuplesover all possible transformations:

dk(X̃, Ỹ ) = inf
f∈G

(D(f ⋆ X, Y ))Sine D is invariant by rigid transformations, we have D(f ⋆ X, Y ) = D(X, f (-1) ⋆ Y ) and thus
inff (D(f ⋆ X, Y )) = infg (D(X, g ⋆ Y )) whih means that dk is symmetri: dk(X̃, Ỹ ) = dk(Ỹ , X̃).



260 Modélisation et realage multiple Chap. 12The triangular inequality is respeted by the in�mum, and thus the only point remaining to provethat dk is a distane on shapes is the de�niteness: (dk(X̃, Ỹ ) = 0
)
⇒
(
X̃ = Ỹ

).In fat, a stronger property that implies the de�niteness an be shown in this ase: the abovein�mum is reahed for any k-tuples X and Y (the proof losely follows the one of theorem 12.2).The de�niteness of dk is then easily derived: dk(X̃, Ỹ ) = 0 means that there exists f ∈ G suh as
D(f ⋆X, Y ) = 0, whih implies (sine D is a distane) that Y = f ⋆X. This is exatly our de�nitionof equality for shapes: we have thus X̃ = Ỹ , and dk is a distane on rigid shapes.12.2.2 Mean shapesExtending the formalism of the Fréhet expetation (setion 4.2.1) to rigid shapes, we de�ne theset of mean shapes of the set of shapes {X̃i}ni=1 as

M̃({X̃i}) = arg inf
m̃∈Mk\G

{
n∑

i=i

dk(m̃, X̃i)
2

} (12.1)In terms of k-tuples, we an write this equation:
M({Xi}) = arg inf

m∈Mk

{
inf

(f1,...fn)∈Gk

{
n∑

i=1

D(m, fi ⋆ Xi)
2

}} (12.2)We note that if m ∈M({Xi}), then any k-tuple of the form m′ = f ⋆m also represents of the meanshape. The problem we are onfronted with is thus two-folded: �nd both a k-tuple m representingthe mean shape and a set of transformations fi that register the k-tuple Xi with it. In fat, we anextend the results of Ziezold (Ziezold, 1994; Ziezold, 1989) and solve �rst for the multiple registrationproblem, and then for the mean shape.A entral notion to deouple the multiple registration from the mean shape problem is theoptimal position. The k-tuples X1, . . . Xn are in optimal position to eah other if their positionsrealize the minimum of their relative distanes:
∑

1≤i<j≤n

D(Xi,Xj)
2 = inf

(f1,...fn)∈Gk





∑

1≤i<j≤n

D(fi ⋆ Xi, fj ⋆ Xj)
2



Théorème 12.1 M ∈M represents a mean shape if and only if� there exists a set of rigid transformations (f1, . . . fn) suh as the k-tuples f1 ⋆ X1, . . . fn ⋆ Xnare in optimal position and� onsidering the k-tuples as vetors: M =

1

n

n∑

i=1

fi ⋆ XiIn this ase, the variane is s2 =
1

n2

∑

1≤i<j≤n

D(fi ⋆ Xi, fj ⋆ Xj)
2.Proof: In this part, we onsider the k-tuples as points of Rmk , and the distane D on these points isindued by the Eulidean salar produt. Let (f1, . . . fn) be a set of transformations, M a k-tuple and

G be the baryenter of the transformed k-tuples Xi:
G =

1

n

nX
i=1

fi ⋆ XiWe have:



12.2. Rigid shapes in Rm 261X
1≤i<j≤n

D(fi ⋆ Xi, fj ⋆ Xj)
2 =

=
1

2

nX
i=1

nX
j=1

D(fi ⋆ Xi, fj ⋆ Xj)
2

=
1

2

nX
i=1

nX
j=1

‖fi ⋆ Xi − fj ⋆ Xj‖
2

=
1

2

nX
i=1

nX
j=1

�
‖fi ⋆ Xi − M‖2 + ‖fj ⋆ Xj − M‖2 − 2 < fi ⋆ Xi − M |fj ⋆ Xj − M >

�
=

1

2

nX
i=1

 
n‖fi ⋆ Xi − M‖2 +

nX
j=1

‖fj ⋆ Xj − M‖2 − 2n < fi ⋆ Xi − M |G − M >

!
= n

nX
j=1

‖fj ⋆ Xj − M‖2 − n2‖G − M‖2This is summarized in: nX
i=1

D(fi ⋆ Xi, M)2 = nD(G, M)2 +
1

n

X
1≤i<j≤n

D(fi ⋆ Xi, fj ⋆ Xj)
2Sine the in�ma of the above expressions is reahed (see theorem (12.2) below), M represents a meanfeature if and only if the k-tuples fi ⋆ Xi are in optimal position, and M is the baryenter G of the

k-tuples in this optimal position. The empirial variane s2 is given by the value of the normalizedriterion at this minimum:
s2 =

1

n

nX
i=1

D(fi ⋆ Xi, M)2 =
1

n2

X
1≤i<j≤n

D(fi ⋆ Xi, fj ⋆ Xj)
2 �12.2.3 Charaterization of the optimal positionsLet {Xi = (x

(1)
i , . . . x

(k)
i )}ni=1 be a set of n k-tuples. We all entroid of a k-tuple Xi the bary-enter of its points x̄i = 1
k

∑k
h=1 x

(h)
i . The orresponding entered k-tuples is then the set the sets

Yi = (y
(1)
i , . . . y

(k)
i ) with y(h)

i = x
(h)
i − x̄i.Théorème 12.2 Optimal positions exist and the entroids of the k-tuples orrespond in suh aposition. The remaining riterion to maximize for rotations is then:

F =
∑

i,j

Tr (Ri.Hij.R
T
j

) with Hi,j =





k∑

h=1

y
(h)
j .y

(h)
i

T if i 6= j

0 if i = j

(12.3)Proof: The riterion to be minimized for the multi-registration problem is written:
C =

X
1≤i<j≤n

D(fi ⋆ Xi, fj ⋆ Xj)
2

=
kX

h=1

X
1≤i<j≤n

‖Ri.x
(h)
i + ti − Rj .x

(h)
j − tj‖

2An optimum of this riterion is haraterized by a null derivative. In partiular, we get for the translation
tl:

∂C

∂tl

T
= 0 =

kX
h=1

nX
i=1

2
�
Rl.x

(h)
l + tl − Ri.x

(h)
i − ti

�and thus Rl.x̄l + tl =
1

n

nX
i=1

(Ri.x̄i + ti).Sine an optimal position is de�ned up to a global rigid transformation (see above) we an �x for



262 Modélisation et realage multiple Chap. 12instane t1 = −R1.x̄1, and we obtain R1.x̄1 + t1 = 0 =
1

n

nX
i=1

(Ri.x̄i + ti). whih means that eahtranslation tl is written: tl = −Rl.x̄l. All the entroids are thus superimposed.Now, let y
(h)
i = x

(h)
i − x̄i be the baryentri �oordinates� of eah k-tuple. The riterion may be written:

C =
kX

h=1

X
1≤i<j≤n

‖Ri.y
(h)
i − Rj .y

(h)
j ‖2Developing it, we obtain:

C =
1

2

X
h

X
i

X
j 6=i

�
y
(h)
i

T
.y

(h)
i + y

(h)
j

T
.y

(h)
j − 2.y

(h)
i

T
.RT

i .Rj .y
(h)
j

�The minima of C are thus given by the maxima of the following riterion F :
F =

X
h

X
i

X
j 6=i

y
(h)
i

T
.RT

i .Rj .y
(h)
j = Tr0�X

i

X
j 6=i

Ri

 X
h

y
(h)
j .y

(h)
i

T!
RT

j

1ALet Hi,j be the orrelation matrix Hi,j =

kX
h=1

y
(h)
j .y

(h)
i

T with the onvention that Hi,i = 0 (we notethat Hi,j = HT
j,i). The riterion to maximize an be written:

F =
X
i,j

Tr�Ri.Hi,jR
T
j

�Sine the minimization ours on (SO3)
n, whih a ompat set, the minimum of this riterion is reahedfor at least one set (R1, . . . Rn) ∈ (SO3)
n. �12.2.4 A losed form solution for the simple registration problemSine H1,2 = HT

2,1, the riterion redues in the ase of two k-tuples to F = 2.Tr (R1.H1,2.R
T
2 ) =

2.Tr (RT
2 .R1.H

T
2,1

). As the solution is de�ned up to a rotation (if R1 and R2 are solutions, R0.R1 and
R0.R2 are also), we are usually looking for the transformation R = RT

2 .R1 from the �rst k-tuple tothe seond one. A losed form solution is well known using the singular value deomposition (Arunet al., 1987; Umeyama, 1991) and realled in setion (8.1.1.3) (quaternions are only valid in 3D).We just reall here the results.Théorème 12.3 Let U.D.V T = K be a singular value deomposition of K. Assuming that thesingular values are sorted by dereasing value, the maximum of the riterion G = Tr(R.KT) isreahed over all proper rotations for
R = U.S.V T with S = diag(1, . . . 1,det(U).det(V ))with the value Gopt = Tr(D.S). The maximum is unique if rank(K) ≥ m− 1.12.2.5 An iterative sheme for the multiple registration problemAs in the simple registration ase, we observe �rst that if the set of rotations {R1, . . . Rn}maximize the riterion F =

∑
i,j Tr(Ri.Hij.R

T
j

), then the set {R0.R1, . . . R0.Rn} also maximizethe riterion with the same value. The seond step is to isolate in the riterion the in�uene of asingle rotation Rl: we have indeed
F = 2Fl +

∑

i6=l

∑

j 6=l

Tr(Ri.Hi,j.Rj) with Fl =
∑

i

Tr(Rl.Hl,i.R
T
i )



12.2. Rigid shapes in Rm 263The basi idea is to maximize iteratively the riteria Fl aording to the rotation Rl only. Sinethe seond part of the global riterion F does not depend upon Rl, its value is �xed during theoptimization of Fl, whereas the value of Fl is inreasing. The value of the global riterion F is thusalways inreasing, and sine we optimize on a ompat set (SOn
m), it onverges to a loal maximum.In order to speed up the proess, we propose to start by registering independently eah k-tuple

Yi (for i > 1) with the �rst one Y1: we �x R1 = Id and Ri maximizes the riterion Tr(Ri.(H1,i)
T)(the riterion F1 is thus maximum with respet to R1). Then, we iteratively maximize over Rl theriterion Fl = Tr(Rl.(

∑
iRi.Hi,l)

T). We onsider that the maximum is reahed when the value ofthe global riterion inreases less than a given threshold ε in one pass on eah index.The globality of the maximum reahed an be veri�ed by several optimizations with di�erentstarting point (start to register with Yi instead of Y1) and/or a randomization of the order ofmaximization. In pratie, we observed that a su�ient number of points well loalized on a nonsymmetri shape will lead to a single maximum that an be reahed easily.12.2.6 Extension to inomplete k-tuplesIn the real world, however, there are often missing data and thus inomplete k-tuples: someusually stable features an be mismathed, highly displaed or simply forgotten in the extrationsheme in one or a few observations. It would be inauspiious to simply dismiss these features sinethey an bring useful information in most of the ases.We onsider thus that a missing point in a k-tuple X an orrespond to any point loation inanother k-tuple Y : if there are p missing points, the k-tuple an be viewed as a p-plane inMk. Inorder to keep a standard representation, we assoiate to the k-tuple X = (x(1), . . . x(h)) a binaryvetor εX suh that εX(h) is 1 if the point exists and 0 if the point is missing. The �distane�between inomplete k-tuples an thus be written:
D(X,Y )2 =

k∑

h=1

εX(h).εY (h).d(x(h), y(h))2This is not really a distane sine the triangular inequality is not veri�ed and this is null if theassoiated p-plane and q-plane interset. However, this orresponds to the distane on k-tuples wede�ne above if there is no missing data, and the distane of a full k-tuple (the mean one for instane)to an inomplete one is the Eulidean distane from a point to a p-plane. We an thus de�ne theset of mean k-tuples as above (equation 12.2).Unfortunately, if we ould theoretially separate the multiple registration from the mean shapeomputation, we annot separate the rotation and translation parts in the multiple registrationriterion. Sine we now have to optimize on a non ompat set, we prefer to use another (simpler)iterative sheme: assuming that we have an initial multiple registration, we an ompute a mean
k-tuple M (with m(h) = {∑n

i=1 εXi(h).(Ri.x
(h)
i + ti)}/{

∑n
i=1 εXi(h)}), whih an now be used tominimize riterion (12.2) for the simple registration of eah k-tuple with M . We iterate this proessuntil onvergene or a maximum number of iterations.The initial registration an be obtained by using the previous algorithm with sub-k-tuples thatare present in all observation or more easily with a �naive� registration of all k-tuples with the �rstone.



264 Modélisation et realage multiple Chap. 1212.3 ExperimentsSyntheti experiments showed that the two iterative proess onverge (to the numerial preisionof the mahine) in about 5 iterations. The inomplete sheme does not give a sensible improvementof the mean shape preision if only a few points are missing, but turns out to be more and moreinteresting as the number of missing points inreases and/or the number n of k-tuples inreases.Indeed, the �rst method is not any more usable if the number of globally ommon points is toosmall (we need for instane at least 3 points to register in 3D), and its omputational omplexityinreases in n2 whereas it is linear for the seond method.12.3.1 Mean shape of the heme binding motifWe present here an appliation in moleular biology: the globin family ollets proteins of manydi�erent organisms. Their amino aid homology an be as low as 16%. However, their 3D strutureis still related and onstitutes the globin fold. It is mainly omposed of α helies that form a poketfor the ative site whih in myoglobins and hemoglobins binds a heme group. The motif onstitutedby the amino aids binding the heme in 9 globins was extensively studied in (Lesk et Chothia, 1980).We used the orrespondenes given in this study and the atoms oordinates from the Protein DataBank to determine the mean shape of the binding motif.A olletion of suh models of motifs would allow to routinely san eah newly determinedstruture of protein or help protein design by providing reliable parts of the struture.

Fig. 12.1 � The 16 amino aids from 9 globins of the ative site are represented by their 4 bakbone atoms(bindings are lines). The mean shape of the motif is displayed in balls and stiks. On the bottom-left ofthe �gure, a ompat group of atoms represents two alternative (and exlusive) positions of an amino-aid:
k-tuples are inomplete.12.3.2 Model of a single patient based on extremal pointsIn 3D medial imaging, the identi�ation and measurement of meaningful features, or landmarks,is muh more di�ult than in 2D and an beome a bottlenek of the shape studies if done by hand.



12.3. Experiments 265we believe that extremal points are good landmarks andidates thanks to their automati extration.The remaining problem is to disriminate meaningful features from spurious or uninteresting ones. Infat, the salieny of features is their stability aross a wide range of observations for a given �objet�.We are thus onfronted to a multiple mathing and registration problem in the presene of noise andoutliers. One meaningful features have been identi�ed and mathed in di�erent observations, it isinteresting to merge their observations in order to obtain a model that inorporate all meaningfulinformation and has a redued noise.We presented in (Penne et Thirion, 1995) an algorithm for the registration based on 3D frameswhih also quanti�es the unertainty on both the data and the transformation. We used it to registermedial images and showed that the auray of the registration is far below both the voxel sizeand the unertainty of the individual features. In this method, only the most stable features areused to ompute the registration, and a lot of mathes are disarded due to their large unertainty.The aim of the present experiments is to fuse together several registered images of a single patientin order to onstrut an average model based on extremal points. We are mainly interested herein the topologial stability of the features, i.e. determine whih features an be reliably mathedin most images, even with large geometri deviations. The seletivity of the features (hap. 10)therefore very important. Suh a study on several patients will eventually lead to identify the moststable anatomial features (landmarks), and will allow us to better redue the omplexity whileinreasing the robustness of the registration task.In 3D medial imaging, the identi�ation and measurement of meaningful features, or landmarks,is muh more di�ult and an beome a bottlenek of the shape studies if done by hand. we believethat extremal points are good landmarks andidates thanks to their automati extration. Theremaining problem is to disriminate meaningful features from spurious or uninteresting ones. Infat, the salieny of features is their stability aross a wide range of observations for a given �objet�.We are thus onfronted to a multiple mathing and registration problem in the presene of noise andoutliers. One meaningful features have been identi�ed and mathed in di�erent observations, it isinteresting to merge their observations in order to obtain a model that inorporate all meaningfulinformation and has a redued noise. The shape of this model an then be studied, ompared withothers, used to determine if a similar shape is present in an observation (among other objets oroutliers for instane), et.The experiment is performed on 24 3D MRI images of the head of the same patient (ourtesy ofPr. Ron Kikinis). We register eah pair of images and look for maximal liques of orrespondenesbetween the whole set of images. This proess is rather time onsuming and an ertainly be impro-ved, but we fous here on multiple registration and fusion. The 24 sets of highly inomplete k-tupleswhere registered and merged using the seond method within a few seonds. In order to have amore omplete model, we add to eah extremal point the standard deviation of the observations,whih gives an idea of the geometrial stability or auray of this feature, and its probability ofobservation (the perentage of images where it was observed).We present in �gure (12.3) the surfae of the brain and the rest lines extrated from the �rstimage and the most stable extremal points from the omputed model. We observed that about 30frames are extremely well preserved, both geometrially and topologially, and 70 to 200 othersare observed in more than 80% of the images, depending on the error bound we onsider (see also�gure 12.2). We plan to adapt automatially the error bound for eah feature in order to be ableto maximize for eah model feature the number of non ambiguous mathes. This should allow toompute more robustly the stable features. An interesting result is that the most stable extremalpoints are loated on the surfae of the brain and not on the skin or on the skull. Sine the imagesomes from the magneti resonane modality, the skull is indeed not very visible. This points out



266 Modélisation et realage multiple Chap. 12the fat that the registration is mainly done on the surfae of the brain, whih was expeted.The next step in suh an experiment would be to repeat this operation on several patientsindependently, and then look for the similar or a�ne shape based on these models. We ould thenharaterize extremal points that are anatomially stable and inorporate them into an atlas, asdesribed for instane in (Subsol et al., 1995).12.4 ConlusionsWe observe in this study that multiple registration and mean shape estimation problems anbe solved e�iently in any dimension with a reasonable omputational ost. Several traks are leftopen, the �rst being the extension of this sheme to similarities and a�ne transformations. Anothervery interesting point would be to generalize the theory to other types of geometri features, suh asoriented points, lines, frames. . . Last but not least, an automati analysis of shapes should inlude apowerful and reliablemultiple mathing algorithm in order to automatially determine the landmarksorrespondenes.
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Fig. 12.2 � Extremal points mathed in more than 80% of the 24 images with a large error bound.
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Fig. 12.3 � The surfae of the brain is displayed along with the rest lines extrated from the �rstimage. The most stable frames of the model are represented by spheres olored from dereasingstability order (and size) in purple, red, green and blue. Top line from left to right: front and rearviews of the head. Middle: top view. Bottom line: left and right views.
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Troisième partie

Conlusion





Chapitre 13
Conlusion et perspetives

� The important thing in siene is not so muh to obtainnew fats as to disover new ways of thinking about them. �Sir William Bragg13.1 ConlusionNous avons herhé dans ette thèse à développer des méthodes génériques pour gérer l'inerti-tude sur les primitives géométriques, a�n de pouvoir résoudre des problèmes appliqués en imageriemédiale et en biologie moléulaire.Cette étude est basée sur l'observation que, en traitement d'image, on peut souvent onentrerla plus grande partie de l'information dans un ensemble restreint de aratéristiques loalisées, dontla nature est prinipalement géométrique. Ces primitives forment une variété di�érentielle qui n'estgénéralement pas un espae vetoriel et sur laquelle agit un groupe de transformation qui modéliseles di�érentes (( prises de vue )) possibles de l'images ainsi que les (( déformations )) admissiblesdes objets observés. La seonde observation sur laquelle repose e travail est que la mesure de esprimitives est intrinsèquement inertaine à ause de l'aumulation des erreurs de mesure et desimpréisions au ours de la haîne de traitement.Le traitement rigoureux de es deux points est indispensable pour obtenir des algorithmes dereonnaissane et de realage apables de déterminer eux-mêmes leur �abilité et leur préision. Ladonnée simultanée des estimations et de leur �abilité est en e�et un pré-requis pour la validationde es algorithmes.13.1.1 Le �té théoriqueNous avons développé dans la première partie de e manusrit les bases d'une théorie géomé-trique de l'inertitude sur les variétés, en onstituant un ensemble omplet et ohérent d'opé-rations pour traiter nos problèmes appliatifs, développés en seond partie. Nous replaçons toutd'abord les variétés de primitives dans le adre de la géométrie riemannienne, les transformationsonstituant un groupe de Lie. Cei nous permet de dé�nir une mesure invariante, puis une métrique271



272 Conlusion et perspetives Chap. 13riemannienne invariante sur es espae, en montrant au passage les onditions d'existene. L'analysedes propriétés de es strutures nous mène à une représentation tout à fait entrale de es variétésque nous appelons arte exponentielle.Nous onstruisons sur es bases une théorie des probabilités sur les primitives géomé-triques en dé�nissant de manière intrinsèque la densité de probabilité d'une primitive aléatoire,puis la moyenne au sens de Fréhet et en�n la matrie de ovariane. Si nous avons pu aratériserde manière exate la propagation de es aratéristiques dans ertaines opérations de base, nousnous sommes ontentés d'approximations dans les autres as et de nombreux résultats théoriquesrestent enore à établir.Nous avons aussi étudié l'aspet statistique du problème en dé�nissant les notions de bruithomogène et isotrope, puis en onstruisant une généralisation de la loi gaussienne aux variétéset en introduisant une distane statistique entre primitives aléatoires : la distane de Mahalanobis.Cette partie néessiterait enore de nombreux développements, en partiulier pour analyser d'autresgénéralisations possibles de la loi gaussienne basées sur d'autres propriétés et pour développer desestimateurs et des tests statistiques adaptés aux variétés.En�n, nous résumons les prinipaux résultats de ette partie en séletionnant, dans une optiqueorientée-objet, les opérations de base sur lesquelles on peut dé�nir des algorithmes généraux. Cehapitre onstitue en quelque sorte l'artiulation entre la théorie et son implantation informatique.13.1.2 Le �té appliatifParmi les tehniques d'aquisition d'images médiales, ertaines sont relativement aniennesomme la radiographie, et d'autres beauoup plus réentes omme l'IRM, le sanner X ou l'ého-graphie. Ave es dernières, l'imagerie médiale a été révolutionnée par deux fateurs : l'apport dedonnées tridimensionnelles, et l'introdution de l'informatique non seulement dans le système d'a-quisition, mais aussi dans le traitement des images. Le traitement automatique de données aussivolumineuses permet en e�et d'une part de mieux erner les paramètres importants et d'autre partde fournir des mesures quantitatives et non plus simplement qualitatives. Nous nous intéressons iiau realage de strutures anatomiques dans les images médiales, problème dans lequel il est parfoisvital de onnaître la qualité du résultat obtenu, par exemple pour la plani�ation d'une opérationhirurgiale ou la mesure de l'évolution d'une tumeur, à partir de laquelle on va juger de l'e�aitéd'un nouveau médiament.Un autre domaine utilise des tehniques d'aquisition relativement similaires, mais à une autreéhelle, pour déterminer la struture atomique tridimensionnelle des protéines. Il s'agit de la biolo-gie moléulaire. Parmi les problèmes géométriques liés à l'étude de es strutures, on peut iter lareherhe de strutures ommunes, indiatives de fontionnalités similaires, et permettant d'iden-ti�er la on�guration des sites atifs. Cette onnaissane peut ensuite être utilisée pour imagineret tester de nouvelles substanes suseptibles d'interagir ave les protéines onernées, ou servird'amers pour la modélisation de la struture d'une autre protéine présentant e motif. Là enore,il est important de savoir si les strutures ommunes détetées sont dues au hasard ou sont si-gni�atives d'une on�guration très bien onservée. Pour toutes es raisons, la gestion orrete del'inertitude est indispensable et justi�e l'utilisation de l'arsenal théorique présentée en premièrepartie.Les primitives qui nous intéressent ii sont prinipalement des repères, des repères semi-orientéset des point 3D, les transformations onsidérées étant rigides. Nous étudions don les prinipalespropriétés des rotations sous forme de matries, de quaternions unitaires et de veteurs rotation. Celanous permet d'illustrer sur un exemple utile les notions théoriques de la première partie du manusrit



13.1. Conlusion 273(géodésiques, mesure et métrique invariante...) et de déterminer la arte prinipale, fondamentaledans notre théorie. Il ne nous reste plus alors qu'à détailler les opérations de base ave lesquellesnous onstruisons des algorithmes génériques de plus haut niveau.Nous nous intéressons ainsi au problème du realage, d'abord à partir d'appariements de points,puis de primitives génériques, en insistant partiulièrement sur l'estimation de l'inertitude sur latransformation déterminée. Nous introduisons pour ela deux algorithmes diretement issus des pro-priétés théoriques, basés sur la minimisation de distane riemannienne et de Mahalanobis, le �ltragede Kalman permettant une autre approhe de e dernier ritère. Nous analysons et omparons lesperformanes de es trois algorithmes pour mieux pouvoir les ombiner dans un seul algorithmepratique et générique. La préision de et algorithme est également un point important puisque desexpérienes de realage d'images IRM du erveau d'un même patient ont montré qu'on atteignaitune préision de l'ordre de 1/10e de voxel.L'étape suivante est la validation du realage, qui se traduit dans notre as par la véri�ationde l'estimation d'inertitude sur la transformation. Nous développons une méthode statistique quivalide pleinement nos algorithmes à la fois sur les données synthétiques et sur des données réelleset nous permet de déteter le point faible de la haîne de traitement : l'estimation du modèle debruit sur les primitives. Cette méthode peut également être utilisée omme un test statistique pourdéider si deux mouvements sont identiques, e que nous illustrons ave une tentative d'analysedu mouvement relatifs des os dans le bassin. Le test montre ii que, ontrairement à la premièreimpression, les primitives sont trop inertaines pour que l'on puisse onlure qu'il y a mouvement.La mise en orrespondane et la reonnaissane sont des problèmes très omplexes et lagestion orrete de l'erreur dans es algorithmes a été l'une des prinipales motivations de ettethèse, en partiulier à ause des problèmes renontrés dans l'algorithme de reonnaissane de sous-strutures dans les protéines. Si nous avons pu formaliser relativement failement es algorithmesdans le adre générique des primitives, de nombreux problèmes restent à résoudre, autant en equi onerne la omplexité et l'e�aité, omme pour l'indexation et la reherhe, qu'au niveauthéorique, ave la détermination et la gestion des espaes d'invariants n-aires. En�n, nous avonsabordé de problème de la validation de la mise en orrespondane ave le alul du nombre moyende faux positif, alul qui serait à intégrer dans les algorithmes eux-mêmes en déterminant les règlesde propagation de ette probabilité dans les opérations utilisées.Pour �nir, nous avons abordé le problème de la modélisation automatique d'objets à partirde donnés multiples par le biais du alul des formes moyennes à base de points. Cette expérienea été très pro�table, en partiulier pour déterminer parmi les tehniques existantes elles qui sontgénéralisables, à défaut d'être génériques. Les appliations potentielles sont importantes puisqu'ils'agit de la réation d'atlas anatomiques que nous quali�erons de géométriques dans le as del'imagerie médiale, et de la onstitution de bases de données géométriques de sites atifs ou demotifs struturaux en biologie moléulaire.13.1.3 Au entre : l'informatiqueAu ours de ette thèse, les aspets théoriques et pratiques se sont onstamment rejoints dansl'idée qu'une modélisation théorique rigoureuse était le meilleur moyen d'arriver à résoudre desproblèmes pratiques et appliqués. Nous avons dès lors mené une reherhe en partant à la fois duproblème théorique de base (omment faire des probabilités et des statistiques sur une variété?)et des appliations que nous voulions réaliser, les deux approhes se rejoignant au niveau algorith-mique dans le onept d'une struture de programmation orientée objet pour gérer l'informationgéométrique.



274 Conlusion et perspetives Chap. 13Ainsi, le développement de la théorie a été guidé par les appliations étudiées et parla volonté d'obtenir des résultats algorithmiquement implantables. Dans un premier temps, ettethéorie ne onernait que les repères et les points, mais l'utilisation des points extrémaux, quine sont que des repères semi-orientés, nous a onduit à faire des développements importants. Ene�et, les points et les repères sont identi�ables à des groupes de transformation, en l'ourreneles translations et les transformations rigides, e qui amène des simpli�ations onsidérables qui nesont plus valables dans le as de primitives seulement homogènes omme les points extrémaux.A l'opposé, nous avons herhé à formaliser les appliations dans des termes génériqueset les développements théoriques nous ont permis d'identi�er les points lés de ette organisation.Les algorithmes de desente de gradient proposés pour minimiser les ritères de realage ou defusion sont ainsi diretement issus de l'ériture du hapitre théorique sur l'espérane de Fréhet, etn'étaient pas onevables sans leur dérivation théorique.La struture algorithmique résultant de ette double approhe onstitue à la fois un outilde validation de la théorie et une plate-forme de développement générique pour de nouvelles ap-pliations, solidement anrés sur les bases théoriques. Au ours des trois années onsarées à lapréparation de ette thèse, ette struture a subi plusieurs fois des mutations majeures, et l'ériturede e manusrit devrait permettre une évolution prohaine vers une implantation en C++, ombi-nant à la fois les avantages d'un alul matriiel et vetoriel très rapide en C ave les avantagesoneptuels de la programmation orientée objet pour le développement d'algorithmes génériques dehaut niveau.13.2 Perspetives13.2.1 ThéorieStatistiques D'un point de vue théorique, de nombreux points restent ouverts. Par exemple, nousn'avons pas de formule exate pour la propagation des moments des primitives aléatoires dans unertain nombre d'opérations. La généralisation de la loi gaussienne aux variétés que nous proposonsn'est sans doute pas la meilleure : les paramètres sont relativement di�iles à aluler et ette loiest de plus de dérivée disontinue sur le lieu de oupure de sa moyenne.Le hoix de ette loi (( normale )) est important ar il onditionne tous les développementsstatistiques que l'on peut imaginer ensuite. Une autre manière de dé�nir ette loi pourrait ainsi êtreliée à la loi des grand nombres. Mais elle-i existe-t-elle sur une variété?Il serait également intéressant de développer des estimateurs et des tests adaptés adaptés auxaratéristiques que nous avons introduites (moyenne et ovariane), mais aussi de onevoir d'autresaratéristiques et des statistiques robustes... Nous pensons qu'il y a en fait matière à développerune théorie des statistiques sur les variétés.Invariants et espaes de formes Un hamp de reherhe onnexe, que nous avons à peinee�euré dans la setion (10.4.3) et le hapitre (12), onerne le lien entre les invariants n-aires et lesespaes de formes dé�nis par Kendall.Dans ette optique, un premier point di�ile onsiste à onstruire es espaes, puis à les munird'une métrique riemannienne ompatible ave les métriques de la variété et du groupe. Il reste alorsà trouver un moyen de gérer algorithmiquement es objets. En e�et, il n'y a plus ii de groupeagissant sur es variétés et nous n'avons plus ni fontion de plaement ni arte prinipale : les artesexponentielles peuvent être di�érentes et non identi�ables en tout point. De plus, es variétés peuventprésenter des singularités (Kendall, 1989) et ne sont pas forément géodésiquement omplètes.



13.2. Perspetives 275Là enore, il y a un travail de reherhe théorique intéressant à faire et menant à une appliationdirete : des algorithmes de reonnaissane orrets et e�aes. Ce travail a été amoré par D. Ken-dall et H. Li pour les espaes de forme basés sur les points et soumis à l'ation des transformationsrigides et des similitudes.Variétés (( non rigides )) L'évoation des similitudes nous amène au troisième point des pers-petives théoriques : un ertain nombre de résultats que nous avons développé dans e manusrit netiennent que si la variété de nos primitives possède une métrique invariante par l'ation du groupede transformation.Cette hypothèse n'est plus vraie pour les points dès que l'on onsidère les similitudes ou lestransformations a�nes. Les points projetifs soumis aux homographies n'ont pas non plus de mé-trique invariante. Toutefois, les groupes (loalement ompats) ont toujours une métrique invarianteà gauhe et seule la variété pose problème. Il faut avouer qu'une bonne partie du hapitre 3 visaità mieux erner les éléments de géométrie di�érentielle et riemannienne mis en ause a�n de voiromment lever ette restrition.Nous pensons que le problème peut être abordé en utilisant la onnexion invariante qui permetde dé�nir les géodésiques sans faire intervenir de métrique. La onnexion étant invariante, les géodé-siques restent globalement inhangées sous l'ation du groupe et les artes exponentielles sont donsimplement soumises à des transformations linéaires. En hoisissant une métrique riemannienneompatible ave la onnexion et en gardant la trae des modi�ations apportées à ette métrique,nous pensons qu'il est possible de généraliser bon nombre de nos résultats à es variétés de type
(( non rigide )).Ces extensions permettraient de traiter un nombre onsidérablement élargi d'appliations, enpartiulier touhant à la vision par ordinateur.Approximations En�n, même si l'on peut ontourner e problème, il n'est pas toujours possiblede résoudre expliitement les équations des géodésiques sur un groupe ou une variété, et nous neonnaissons pas dans e as-là les artes exponentielles. Ainsi, si nous avons pu déterminer lesgéodésiques pour les similitudes, nous ne savons déjà plus le faire pour les transformation a�nes.Nous entrevoyons deux solutions à e problème. L'une est d'utiliser une approximation des artesexponentielles orrespondant aux géodésiques sur ertains axes. Cette solution doit être utilisablepour les transformations a�nes puisque l'on onnaît les géodésiques pour le as rigide et des si-militude. Par ontre, pour des groupes de transformation plus généraux, il faut sans doute passerà une solution basée sur les générateurs in�nitésimaux, qui permet enore de gérer une bonne ap-proximation des géodésiques dans un voisinage faible autour d'un point du groupe. Il reste à savoiromment ela peut s'appliquer aux variétés.13.2.2 AlgorithmesReonnaissane D'un point de vue informatique, nous avons déjà évoqué dans la setion (10.4)plusieurs points lés. Il s'agit d'étudier� les algorithmes de lassi�ation (lustering), en partiulier eux pouvant inlure une informa-tion d'inertitude,� des algorithmes de reherhe, soit du plus prohe voisin, soit des primitives ompatibles.Pour e dernier type de problèmes, il nous semble di�ile de onevoir des tehniques de hahagede l'espae qui puissent à la fois gérer orretement l'erreur et être algorithmiquement e�aes.



276 Conlusion et perspetives Chap. 13Par ontre, les tehniques de subdivision adaptative de l'espae nous paraissent intéressantes etertains algorithmes doivent pouvoir être généralisés à nos variétés homogènes en utilisant, pourouper l'espae, le fait que les géodésiques passant par un point sont des lignes droites dans la arteexponentielle en e point.La résolution de es problèmes permettrait de onstruire des algorithmes génériques de reon-naissane dont on pourrait étudier les performanes grâe aux aluls de robustesse (nombre defaux positifs). Un travail important onsisterait également à intégrer e alul des faux positifs dansles opérations de base pour la mise en orrespondane et de regarder les liens ave les ritères demathing probabilistes, qui présentent généralement des dégradations de performanes plus souplesave l'aroissement du bruit de mesure ou du nombre de primitives.D'un point de vue appliatif, ette étude de la reonnaissane est partiulièrement importante :nous avons vu en e�et le gain de séletivité énorme que pouvaient apporter des primitives plus om-plexes que des points. Malheureusement, à l'heure atuelle, la omplexité théorique des algorithmesest noyée par la masse de aluls supplémentaires néessaires pour traiter l'erreur, ne serait-e qu'ap-proximativement. Rappelons qu'à l'origine de la plus grande partie de e travail de thèse, il y avaitla volonté de pouvoir gérer orretement l'erreur sur les repères dans l'algorithme de reonnaissaneproposé pour les protéines.Modélisation Un problème enore plus omplexe mais exessivement intéressant onerne lareonnaissane et le realage multiple, dans un but de modélisation. Nous avons abordé le realagemultiple au hapitre 12 pour les points et il semble possible d'utiliser es tehniques sur les primitivessans trop de problème.Par ontre, la mise en orrespondane simultanée de N images soulève beauoup de questions.Comment faire pour ne pas privilégier une image par rapport à une autre? Dans le as de deuximages, nous avons proposé d'imposer une ontrainte de symétrie sur les appariements. Il sembleraisonnable de vouloir imposer une ontrainte similaire sur les appariements dans toutes les images,mais la symétrie simple n'est pas su�sante : si a est une primitive de l'image A appariée symétrique-ment à b dans l'images B, elle i étant elle-même appariée symétriquement à c dans C, rien ne nousimpose que a ne soit pas apparié symétriquement à une autre primitive c′ de C. Il s'agirait don detrouver la lique maximale dans e graphe des d'appariements, algorithme qui est NP-omplet.La résolution de es problèmes ouvre la voie à la modélisation géométrique automatique, quipossède un hamp d'appliations relativement vaste. Citons pas exemple la omparaison de la banquede donnée des strutures de protéines (PDB) ave elle même, qui permettrait la réation d'unebase de données des motifs struturaux et des motifs de liaisons. La modélisation pose par ontred'autre questions : dans le hapitre 12, nous avons assoié aux primitives des modèles une stabilitégéométrique, mais aussi une probabilité d'observation. De nombreuses observations supplémentaires,en partiulier sur le ouplage des observations, seraient ainsi de la plus grande utilité. Par ailleurs,la oneption même de la struture de es modèles va in�uener les algorithmes de reonnaissaneles utilisant.Courbes et surfaes En�n, le travail que nous avons e�etué dans e manusrit repose entiè-rement sur des primitives isolées et identi�ables. Comment peut-on développer le même type derésultats, en partiulier en e qui onerne l'inertitude du realage, si l'on onsidère maintenantdes ourbes et des surfaes au lieu de points isolés ? En général, on onsidère les ourbes et lessurfaes omme un ensemble de points, éventuellement munis d'une orientation, et on alule lamise en orrespondane et le realage par ICP. On pourrait don penser à utiliser diretement les



13.2. Perspetives 277tehniques de realage que nous avons développées dans e manusrit et prédire ainsi l'inertitudede la transformation estimée.Le problème prinipal que nous voyons à ette généralisation direte est le suivant : l'inertitudesur le realage varie grossièrement omme 1/
√
n où n est le nombre de points utilisés. Si mainte-nant nous éhantillonnons notre ourbe ave quatre fois plus de points, on divise l'inertitude pardeux : à la limite, ave un éhantillonage in�ni, l'inertitude sur la transformation est nulle ! Enfait, nous pensons qu'il faudrait dé�nir une distane entre ourbes (ou surfaes) ontinues à l'aided'une intégration, puis disrétiser ette intégrale pour obtenir un ritère disret. Dans ette optique,l'élément de longueur ou de surfae ds se transforme en une pondération δs qui prend e�etivementen ompte la proportion de la ourbe représentée par haque point. Ave un éhantillonage in�ni,l'inertitude sur la transformation tend maintenant vers une limite non nulle.Il reste quand même quelques problèmes de taille dans ette modélisation : on suppose pour lerealage lassique que les points ou les primitives ont des bruits indépendants. Ce n'est lairementpas le as pour des points voisins sur une ourbe : omment représenter et estimer le bruit sur lespoints onstituant le représentation disrète de la ourbe ou de la surfae? Cei soulève égalementle problème de la représentation à utiliser.Ce type d'extension serait toutefois très valable pour de nombreuses appliations, y omprisla reonnaissane, où les ourbes peuvent relier des points partiuliers et ainsi diminuer enore laomplexité du problème.13.2.3 AppliationsImagerie Médiale Nous n'avons pour l'instant validé nos algorithmes de realage que d'un pointde vue théorique. Pour qu'ils soient vraiment utiles et rédibles en imagerie médiale, l'étape suivanteonsistera à les valider sur des fant�mes, 'est-à-dire des aquisitions réelles d'objets dont on onnaîtpréisément la géométrie, puis à les intégrer dans les logiiels utilisables par des pratiiens en vued'une validation linique. Les adres stéréotaxiques sont des fant�mes du plus haut intérêt, puisqu'ilssont ensuite utilisés liniquement. On peut ainsi véri�er par des aquisitions en tant que fant�me lapréision qu'ils apportent et la validité de notre prédition, puis véri�er lors de l'utilisation liniqueque les résultats restent ohérents.Un autre point qui nous semble prometteur onerne la détetion et la quanti�ation du mouve-ment tridimensionnel. Nous étudions atuellement la possibilité que mesurer préisément le mouve-ment des fémurs à partir d'images IRM. Cette étude remet en question les tehniques d'extrationde primitives géométriques habituellement utilisées ar l'os est une struture très peu visible danse type d'images. De plus, elle néessite des algorithmes de reonnaissane permettant de trouverplusieurs strutures rigides de faible importane dans des sènes très denses.Biologie Moléulaire L'algorithme de reonnaissane de sous-strutures que nous avons présentédans e manusrit n'a pas suivi pour l'instant les évolutions de notre adre algorithmique. Il s'agitdans un premier temps de mettre à jour ertaines proédures utilisées pour la reonnaissane a�nde diminuer le nombre de paramètres et d'aroître la �abilité et la rapidité. Ce dernier point est ene�et fondamental pour envisager de omparer, en un temps aeptable, une struture de protéine àla PDB tout entière. Rappelons que ette base de donnée s'aroît très rapidement : 3200 struturesen avril 1995, environ 5000 en novembre 1996 !L'étape suivante onsiste à omparer la PDB ave elle-même pour onstruire une nouvelle basede donnée ontenant la modélisation géométrique des motifs observés. Cette omparaison néessiteun algorithme de reonnaissane entièrement automatique, rapide et permettant des omparaisons



278 Conlusion et perspetives Chap. 13inrémentales pour mettre à jour la base de motifs ave l'évolution de la PDB. D'autres appliationssont très prometteuses et font intervenir une large omposante géométrique :� Le doking : il s'agit de trouver parmi un ensemble de strutures elles qui peuvent se lier àun site atif, 'est-à-dire de trouver les lefs adaptées à une serrure. Pour l'industrie pharma-eutique, e rohetage informatique des protéines est d'une importane apitale pour réduireles expérienes in vivo.� La modélisation : si l'on ne onnaît que 5000 strutures tridimensionnelles de protéines, ononnaît environ 52000 séquenes. L'enjeu est de onstruire des modèles 3D de leur struturepour pouvoir déterminer les fontionnalités et les modes de fontionnement. Une base dedonnée de motifs géométriques peut permettre de réduire notamment la omplexité de eproblème en fournissant des amers géométriques très préisément loalisés et qui déoupentlittéralement le problème du déploiement tridimensionnel de la protéine.Vers d'autres horizons géométriques Nous avons herhé dans e manusrit à onstruire lesbases d'une (( algèbre d'opérations )) générique pour manipuler informatiquement les données géomé-triques inertaines. Dans ette optique, et même si ette algèbre n'est enore qu'embryonnaire, nouspensons que nos travaux peuvent trouver une appliation dans les nombreux domaines (robotique,vision...) qui reposent sur une modélisation géométrique de leur monde.En espérant que e nouveau-né soit porteur d'un peu de �ou dans es mondes géométriques siartésiens...
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Annexe A
Jaobiens des fontions salaires etvetorielles

Soient x = [x1, . . . , xn]T et y = [y1, . . . , yn]T deux veteurs de Rn, λ un salaire, f(x) unefontion salaire du veteur x (f : Rn → R) et g(y) = [g1(y), . . . , gm(y)]T une fontion vetorielle(g : Rn → Rm). Les jaobiens de es fontions sont dé�nis par les fontion matriielles :
Jf =

∂f

∂x
=

[
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

]

Jg =
∂g

∂x
=




∂g1

∂x1
. . . ∂g1

∂xn... . . . ...
∂gm

∂x1
. . . ∂gm

∂xn


de telle sorte que l'élément (i, j) de Jg est [Jg]ij =

∂gi

∂xj
. On a alors

f(x+ dx) = f(x) + Jf (x).dx et g(x+ dx) = g(x) + Jg(x).dxoù le point (.) représente la multipliation matriielle 1. Les fontions salaires sont don un aspartiulier des fontions vetorielles (espae de dimension 1). On pourrait de même remarquer queles veteurs sont un as partiulier des matries et étendre le formalisme aux fontions matriiellesmais ela néessiterait l'introdution de tenseurs d'ordre 3 (3 indies) et omplique nettement lesnotations puisque l'on a alors des produits tensoriels di�érents suivant les indies onsidérés. Nousnous limiterons don aux fontions vetorielles.A.1 Composition et multipliation de fontionsSoient f et g deux fontions vetorielles de dimensions ompatibles pour la omposition (f :
Rn → Rm et g : Rm → Rp) et h(x) = g(f(x)) la fontion omposée (h = g ◦ f : Rn → Rp). La1. Les salaires sont lassiquement identi�és à l'espae vetoriel unidimensionnel R1 et a l'espae des matriesréelles 1 × 1. 281



282 Jaobiens des fontions salaires et vetorielles Chap. Aomposition des jaobiens s'exprime par:
Jh(x) = Jg(f(x)).Jf (x)Soit maintenant f une fontion salaire et h = f.g la fontion multipliative (h(x) = f(x).g(x)).Le jaobien de h est:

Jh(x) = f(x).Jg(x) + g(x).Jf (x)A.2 Fontion de deux variablesSoit α(x, x) une fontion vetorielle de deux variables vetorielles et Jα1 et Jα2 ses deux jao-biens :
Jα1(x, y) =

∂(α(x, y))

∂x
Jα2(x, y) =

∂(α(x, y))

∂yCette fontion peut, par exemple, représenter un produit vetoriel ou un produit salaire. Soient fet g deux fontions vetorielles et h(x) = α(f(x), g(x)) la fontion omposée. Le jaobien de h estdonné par :
Jh(x) = Jα1 (f(x), g(x)) .Jf (x) + Jα2 (f(x), g(x)) .Jg(x)A.3 Jaobiens de fontions standardProduit salaire : 〈x | y 〉 = 〈y | x〉 =

∑
xi.yi = xT.y = Tr(x.yT)

J〈. | . 〉1(x, y) =
∂ 〈x | y 〉
∂x

= yT
J〈. | . 〉2(x, y) =

∂ 〈x | y 〉
∂y

= xTNorme : ‖x‖ =
√∑

x2
i =

√
〈x | x〉

J‖.‖(x) =
∂(‖x‖)
∂x

=
xT
‖x‖ = (Normalisation(x))TNormalisation : JN (x) =

∂

∂x

(
x

‖x‖

)
=
‖x‖2.In − x.xT

‖x‖3Carré de la norme : ∂‖x‖2
∂x

= 2xTMultipliation par une matrie M (onstante) : ∂M.x

∂x
= M



A.4. Formules et opérations partiulières à R3 283A.4 Formules et opérations partiulières à R3La partiularité réside dans le fait que le produit extérieur de R3 ne fait intervenir que deuxveteurs. C'est e que l'on appelle le produit vetoriel :
x× y =

∣∣∣∣∣∣

x2.y3 − x3.y2

x3.y1 − x1.y3

x1.y2 − x2.y1Il est faile de véri�er que e produit est anti-ommutatif (x×y = −y×x) et s'annule si et seulementsi les deux veteurs sont olinéaires : x× y = 0⇔ x = λ.y.Matrie anti-symétrique assoié au produit vetoriel : C'est la matrie anti-symétriquetelle que, quel que soit y : Sx.y = x× y. Cette matrie s'érit :
Sx =




0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0


Jaobiens du produit vetoriel : x× y = Sx.y

J×1(x, y) =
∂(x× y)
∂x

= −Sy

J×2(x, y) =
∂(x× y)
∂y

= SxIdentité de Lagrange : ‖x× y‖2 = ‖x‖2‖y‖2 − 〈x | y 〉2Formule de Gibbs : x× (y × z) = 〈x | z 〉 .y − 〈x | y 〉 .z

Sx.Sy = y.xT − 〈x | y 〉 .I3Identité de Jaobi : x× (y × z) + y × (z × x) + z × (x× y) = 0

S(x×y) = Sx.Sy − Sy.SxPropriété métrique : 〈x× y | z × t〉 = 〈x | z 〉 . 〈y | t〉 − 〈x | t〉 . 〈y | z 〉Produit mixte :
(x, y, z) = 〈x | y × z 〉 = 〈x× y | z 〉 = det ([x, y, z]) =

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣

det ([x, y, z]) = xT.Sy.z = −xT.Sz.y = −yT.Sx.z = xT.Sy.zJaobien de la normalisation : il se simpli�e en
JN (x) =

∂

∂x

(
x

‖x‖

)
=
−S2

x

‖x‖3



284 Jaobiens des fontions salaires et vetorielles Chap. AExemple de dérivation : (utile pour la dérivation des rotations)
∂(S2

r .x)

∂r
=
∂(r × (r × x))

∂r
= −S(r×x) + r.

∂(r × x)
∂r

= Sx.Sr − 2Sr.Sx



Annexe B
Dérivation d'un salaire par une matrie

Nous avons dit préédemment que l'extension du formalisme des dérivées aux matries néessitaitl'emploi de tenseurs. Il est ependant un as important où e n'est pas néessaire : la dérivation d'unefontion salaire α d'une matrie A de dimension (m,n).
Jα(A) =

∂α(A)

∂A
=




∂α(A)
∂a1,1

. . . ∂α(A)
∂a1,n... . . . ...

∂α(A)
∂am,1

. . . ∂α(A)
∂am,n


de telle sorte que l'élément (i, j) du jaobien soit [Jα]ij = ∂α(A)

∂aij
. Notons bien que ette notation nerentre pas dans le adre préédent puisque les règles de omposition ne s'appliquent plus. Ce n'estdon qu'une façon agréable et synthétique de noter ette dérivée.B.1 Dérivation par une matrie génériqueLa méthode générale pour obtenir le jaobien est la suivante.1/ Érire la fontion sous la forme d'une somme sur les indies en n'utilisant pas i et j (parexemple k, l, . . .).2/ Dériver par rapport à aij : si akl apparaît dans l'expression sommée, la dérivée ne sera nonnulle que lorsque (k, l) = (i, j). On enlève don akl et la sommation sur es deux indies,que l'on remplae dans le reste de l'expression par les indies i et j. On répète bien sûr etteopération si d'autres indies sont utilisés.3/ Réordonner les termes des sommations restantes de façon à e que i soit le premier indie et jle dernier, en utilisant au besoin des transposées. Certains termes, voire ertaines sommations,doivent parfois être fatorisées pour former un salaire qui sera plaé devant le terme variable.4/ Résumer le résultat sous forme matriielle.Exemple 1 : ∂(cT.A.b)

∂A
= c.bT (B.1)285



286 Dérivation d'un salaire par une matrie Chap. BOn a en e�et : α(A) = cT.A.b =
∑

kl

ck.akl.bl soit ∂α

∂aij
= ci.bj d'où le résultat.Exemple 2 : ∂(Tr(B.A.C))

∂A
= BT.CT (B.2)La fontion salaire s'érit α(A) = Tr(B.A.C) =
∑

mkl

bmk.akl.clmet la dérivée par rapport à un élément est don:
∂α

∂aij
=
∑

m

bmi.cjm =
∑

m

[BT]im.[C
T]mjExemple 3 : ∂(cT.AT.B.A.d)

∂A
= B.A.d.cT +BT.A.c.dT (B.3)La fontion salaire s'érit α(A) = cT.AT.B.A.d =

∑

klmn

ck.alk.blm.amn.dnet la dérivée par rapport à un élément est don:
∂α

∂aij
=
∑

m,n

cj.bim.amn.dn +
∑

k,l

ck.alk.bli.dj =

(∑

m,n

bim.amn.dn

)
.cj +


∑

k,l

bli.alk.ck


 .djd'où le résultat. Si B est une matrie symétrique (que l'on note Q pour ne pas onfondre), onobtient :

∂(cT.AT.Q.A.d)
∂A

= Q.A.(c.dT + d.cT) (B.4)B.2 Dérivation par une matrie symétriqueCes dérivations sont utiles pour estimer par exemple des matries de ovariane, mais les termeshors-diagonaux de la matrie sont maintenant liés : aij = aji et la dérivation en est a�etée : leterme akl dans une somme a maintenant une dérivée non nulle par rapport à aij si (k, l) = (i, j) ou
(k, l) = (j, i) (si i 6= j). On doit don doubler les dérivées préédemment obtenues en inversant lesindies i et j, sauf sur la diagonale.Notons diag(A) le veteur des éléments diagonaux de la matrie arrée A et DIAG(x) la matriediagonale ayant pour éléments les omposantes du veteur x:diag(A) =



a11...
ann


 et DIAG(x) =



x1 . . . 0... . . . ...
0 . . . xn


Cette notation peut être étendue aux matries ave la signi�ation suivante : DIAG(A) est la matrieonservant les éléments diagonaux de la matrie arrée A en annulant tous les autres :DIAG(A) = DIAG(diag(A)) =



a1,1 . . . 0... . . . ...
0 . . . an,n






B.3. Quelques dérivations de matries 287Ave es notations et à partir de la dérivée Jα(A) = ∂α/∂A du salaire α par une matriegénérique A, on obtient la dérivée par une matrie symétrique Σ par la formule :
∂α(Σ)

∂Σ
= Jα(Σ) + Jα(Σ)T −DIAG(Jα(Σ)) (B.5)Exemple 1 : ∂(cT.Σ.b)

∂Σ
= c.bT + b.cT −DIAG(c.bT) (B.6)Exemple 2 : ∂(Tr(B.Σ.C))

∂Σ
= C.B +BT.CT −DIAG(C.B) (B.7)Exemple 3 :

∂(cT.Σ.B.Σ.d)
∂Σ

= B.Σ.d.cT +BT.Σ.c.dT + cT.dΣ.BT + dT.c.Σ.B
−DIAG(B.Σ.d.cT)−DIAG(BT.Σ.c.dT)Si B = Q est elle même une matrie symétrique, on obtient en notant F = c.dT + d.cT :

∂(cT.Σ.Q.Σ.d)
∂Σ

= 2Q.Σ.F −DIAG(Q.Σ.F )B.3 Quelques dérivations de matriesB.3.1 InversionComme on ne peut pas aluler ∂A(-1)/∂A (qui serait un tenseur), on se ontente ii de aluler
J =

∂a
(-1)
kl

aij
où a(-1)kl = [A(-1)]kl est l'élément de la matrie inverse et non pas l'inverse de l'élément.Par dé�nition, on a
∂A(-1)
∂aij

= lim
ε←0

(
(A+ ε.B)(-1) −A(-1)

ε

)
= A(-1). lim

ε←0

(
(Id+ ε.B.A(-1))(-1) − Id

ε

)où B est la matrie où seul l'élément (i, j) est non nul : [B]m,n = δm,i.δn,j . Pour ε su�sammentfaible, un développement limité donne :
(Id+ ε.B.A(-1))(-1) = Id− ε.B.A(-1) +O(ε2)et la limite i dessus est don :

lim
ε←0

(
(Id+ ε.B.A(-1))(-1) − Id

ε

)
= −B.A(-1) d'où ∂A(-1)

∂aij
= −A(-1).B.A(-1)En simpli�ant la valeur de B, on a :

∂a(-1)kl

aij
= −

[
A(-1).B.A(-1)]

k,l
= −

∑

m,n

a(-1)k,m.δi,m.δj,n.a
(-1)
n,lsoit

∂a(-1)kl

aij
= −a(-1)k,i .a

(-1)
j,l (B.8)



288 Dérivation d'un salaire par une matrie Chap. BB.3.2 Distane de MahalanobisOn peut maintenant envisager la dérivation de
α = xT.A(-1).y =

∑

k,l

xk.a
(-1)
k,l .ylOn onsidère pour l'instant une matrie A générique : on a alors

∂α

∂aij
=
∑

k,l

xk.yl.
∂a(-1)kl

aij
= −

∑

k,l

xk.yl.a
(-1)
k,i .a

(-1)
j,l = −

∑

k,l

a(-1)k,i .xk.yl.a
(-1)
j,lsoit

∂(xT.A(-1).y)
A

= −A(-T).x.yT.A(-T) (B.9)Dans le as d'une distane de Mahalanobis, on a une matrie de ovariane symétrique, et ladérivée est don :
∂(xT.Σ(-1).y)

Σ
= DIAG(Σ(-T).x.yT.Σ(-T))− Σ(-T).(x.yT + y.xT).Σ(-T)B.3.3 DéterminantDéveloppons le déterminant en ofateurs de la ie ligne :

α = det(A) =
∑

k

aik.a
∗
ikoù a∗ik est le ofateur de aik, qui ne dépend d'auun élément de la ie ligne, et en partiulier pas de

aik :
∂ det(A)

∂aik
= a∗ikLa dérivée herhée est don la matrie des ofateurs, aussi onnue sous le nom de matrie onjuguéeet sa relation bien onnue ave l'inverse nous permet d'érire :

∂ det(A)

∂A
= A∗ = det(A).A(-T) (B.10)A partir de ette expression, on obtient failement la dérivée du log du déterminant:

∂(log(det(A)))

∂A
=

1

det(A)
.
∂ det(A)

∂A
= A(-T)



Annexe C
Filtrage de Kalman

Assume we have a set of measurements (or data) {χi} and we searh state variable g suh that,for eah exat data χi, we have the vetorial relation
zi(χi, g) = 0This is alled the measurement equation. In our ase, the state g is the sought rigid motion and thedata are ouples of mathed points or frames, or simple measurements of this rigid motion (setion8.3). Sine we are working with noisy data, we only know the measured values of data χ̂i = χi + ωi(the observation). The additive noises ωi are assumed to be independent, white and entered witha known ovariane Ωi:

E(ωi) = 0 E(ωi. ω
T
i ) = Ωi and E(ωi. ω

T
j ) = 0 for i 6= jThe measurement equations are generally not linear, but assuming we know a good estimate ĝof the state g, we an linearize them around the estimates and solve the problem with standardlinear optimization tehniques, namely here Kalman Filtering. This is the basis of the ExtendedKalman Filtering tehnique. Sine Kalman Filtering is a reursive �lter, we assume that we have ateah step i an estimate ĝi−1 of the state vetor. We an then linearize the measurement equationaround (χ̂i, ĝi−1) with a �rst order Taylor series expansion. Taking the following notations:

ẑi = zi(χ̂i, ĝi−1) Mi =
∂̂zi
∂g

=
∂zi
∂g

∣∣∣∣
(χ̂i,ĝi−1)

∂̂zi
∂χ

=
∂zi
∂χ

∣∣∣∣
(χ̂i,ĝi−1)the Taylor expansion of the measurement equation zi(χi, g) = 0 gives

ẑi +
∂̂zi
∂g

.(g − ĝi−1) +
∂̂zi
∂χ

.(χi − χ̂i) ≃ 0This equation an be re-written in the linear form Mi.g = γi + νi where γi is the linearized measu-rement γi = Mi.ĝi−1 − ẑi and νi is a entered noise
νi =

∂̂zi
∂χ

.(χ̂i − χi)289
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Σii =

(
∂̂zi
∂χ

)
.Ωi.

(
∂̂zi
∂χ

)TAssuming that an initial estimate (ĝ0 , Ĝ0) of the state is given, a reasonable (weighted) least-squaresriterion to minimize an be onstruted on the basis of Mahalanobis distanes:
C =

1

2
(ĝ0 − g)T.Ĝ−1

0 .(ĝ0 − g) +
1

2

∑

i

(γi −Mi.g)
T.Σ(-1)ii .(γi −Mi.g)The reursive solution for the minimization of this riteria is alled the Kalman Filter (Jazwinsky,1970; Ayahe, 1991). At eah step, the input is an estimate (ĝi−1, Ĝi−1) of the state and the linearizedmeasurement (γi,Σii), and the output is the updated estimation of the state (ĝi, Ĝi). We just reallhere the equations of the �lter:

Ki = Ĝi−1.M
T
i .(Σii +Mi.Ĝi−1.M

T
i )−1

ĝi = ĝi−1 −Ki.ẑi
Ĝi = ( Id−Ki.Mi).Ĝi−1

(C.1)For linear transformation of Gaussian variables, the Kalman Filter produes the optimal estimateof the state (in the sense of minimum error variane), whih turns out to be also the maximumlikelihood estimate. Moreover, it preserves the Gaussian nature of the random variables and thusthere is no loss of information in keeping only the mean value and ovariane matrix.If the Gaussian assumption is removed, the Filter remains the best linear estimator, but is nolonger the best one amongst all non-linear estimators. In the general ase of non-linear transforma-tions with any type of noise (whih is our ase in this artile), the Extended Kalman Filter onlyrepresent a sub-optimal non linear estimator, but appears to provide aurate estimates in pratie.However, some are has to be taken about the initial state and the order of the measurements.



Annexe D
Notations utilisées

Espaes
R Ensemble des nombres réel.
Rn Espae vetoriel eulidien de dimension n.
Q Espae des quaternions.
M Variété di�érentielle (manifold).
G Groupe de transformation (groupe de Lie).
H Sous-groupe de transformation.

D , X Ensemble de dé�nition ou autre.
1U Fontion indiatrie d'un ensemble U .
Fx Coset de la primitive x.Primitives

f, g,h, x, y, z Transformations et primitive : points d'une variété.
f, g, h, x, y, z Veteurs : représentations de es objets.
~f,~g, ~h, ~x,~y,~z représentations de es objets dans la arte prinipale.

f , g, h, x, y, z Transformations et primitives aléatoires.
f, g, h, x, y, z Veteurs aléatoires orrespondants.

x,x, x̂ Primitive exate, primitive aléatoire modélisant la mesure, résultat (observa-tion ou réalisation) d'une mesure.
o , o Point hoisi omme origine de la variété et sa représentation.

Id , Id Origine du groupe de transformation : identité.
∂v = ẋ , v = ẋ Veteur tangent en une primitive x (onsidérée omme une ourbe x(t)) etveteur tangent orrespondant dans la arte loale.291
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Opérateurs

f ◦ g Composition des transformations f et g.
f(-1) Inversion de la transformation f.

y = f ⋆ x Ation de la transformation f sur la primitive x.
fx Fontion de plaement : fx est un représentant de Fx.

x ∈ E [ x ] Espérane au sens de Fréhet (ensemble).
x = E [ x ] Espérane au sens lassique (veteur ou réel).

E [ ϕ(x) ] = Ex [ ϕ ] Espérane d'une fontion réelle.
Σxx Matrie de ovariane du veteur aléatoire x.dist(x, y) Distane entre primitives.Calul matriiel et vetoriel

〈x | y 〉 Produit salaire eulidien de deux veteurs.
M , J , R Matrie, matrie jaobienne, matrie de rotation.

MT , M (-1), , M (-T) Transposée, inverse et inverse de la transposée de la matrie M .Tr(M) , det(M) Trae et déterminant de la matrie arrée M .
mi,j = [M ]i,j Élément (i, j) de la matrie M .
x = diag(M) Veteur des valeurs diagonales de la matrie arrée M : xi = mi,i.

M = DIAG(x) Matrie diagonale des omposantes du veteur : mi,j = xi.δi,j.
M.A , M.x Multipliation matriielle.

In , I3 Matrie identité en dimension n et 3.
f(x) , g(y) , h(z) Fontions salaires ou vetorielles.
J = ∂f

∂x =
[

∂fi

∂xj

] Jaobien ou di�érentielle de la fontion f . La notation mathématique usuelleorrespondante serait plut�t Df .
|J | = |det(J)| Valeur absolue du déterminant du jaobien J .
x× y = Sx.y Produit vetoriel dans R3 et la matrie antisymétrique assoiée.
q ∗ p = Qq.p Produit des quaternions et quaternion matriiel assoié.

(p ∗ q)T = pT.Pq Produit des quaternions et anti-quaternion assoié.
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L'inertitude dans les problèmes de reonnaissane et de realageAppliation en imagerie médiale et biologie moléulaireXavier PENNECINRIA, B.P. 93, F-06902 Sophia-Antipolis Cédex, Frane.Les primitives géométriques usuelles en traitement d'image tridimensionnel (points, points orientés, re-pères...) forment une variété qui n'est généralement pas un espae vetoriel, sur lequel agit un groupe detransformation qui modélise les di�érentes (( prises de vue possibles )) de l'image. Leur mesure est, de plus,intrinsèquement inertaine à ause de l'aumulation des erreurs et des impréisions au ours de la haînede traitement. Le but de e travail est de généraliser à es primitives les notions de statistiques usuelles ainsique les algorithmes de reonnaissane et de realage utilisant normalement les points.La première partie de la thèse est onsarée au développement d'outils mathématiques pour aborder esproblèmes. Nous montrons tout d'abord que l'on ne peut pas onsidérer es primitives omme de simplesveteurs, puis, sur des bases de géométrie riemannienne, nous développons une notion de moyenne ohérente,puis de matrie de ovariane. Nous généralisons alors d'autres opérations statistiques, telles que la distanede Mahalanobis et le test du χ2. En�n, nous montrons omment ette théorie peut être appliquée et implantéeen mahine dans une struture orientée objet générique.Dans la seonde partie de la thèse, nous développons les aluls relatifs à e formalisme pour les rota-tions et les transformations rigides agissant sur di�érents types de repères. Après analyse des algorithmeslassiques sur les points, nous développons des algorithmes de realage génériques basés sur les primitives,et nous proposons en partiulier des méthodes pour estimer l'inertitude sur le realage obtenu. Nous expo-sons parallèlement une méthode de validation statistique pour on�rmer la préision de ette analyse, quimontre qu'un realage d'une préision bien inférieure à la taille du voxel peut être obtenue dans le as desimages médiales 3D. Un deuxième volet de l'analyse statistique onerne la robustesse des algorithmes dereonnaissane.Le hamp appliatif que nous onsidérons va du realage d'images médiales tridimensionnelles à lareonnaissane de sous-strutures (3D) dans les protéines et souligne la validité de l'approhe générique
(( orientée primitive )) que nous avons hoisie pour le traitement haut niveau de données géométriques.Mots lés : géométrie, probabilités, statistiques, inertitude, variété riemannienne, groupe de transforma-tion, traitement d'image, realage, reonnaissane, imagerie médiale, biologie moléulaire.Unertainty in reognition and registration problemsAppliation in medial imaging and moleular biologyUsual geometri features in 3D image proessing (like points, oriented points or frames) organize ina manifold whih is generally not a vetor spae, onto whih ats a transformation group that modelsthe possible image view points. Their measure is moreover intrinsially orrupted by noise beause of theombination of errors and inauraies in the proessing system. The goal of this work is to generalize usualstatistial notions to those features, as well as reognition and registration algorithms ommonly used onpoints.The �rst part onerns the development of mathematial tools to takle those problems. We �rst showthat we annot simply onsider these features as vetors and, on a Riemannian geometry basis, we developa oherent de�nition of the expetation and the ovariane matrix of random features. We then generalizeother statistial operations, suh as the Mahalanobis distane and the χ2 test. Finally, we show how to applyand implement this theory in an objet-oriented struture.In the seond part, we develop the alulus required to apply this framework to rotations and rigidtransformations ating on di�erent types of frames and points. We analyze lassial algorithms for pointsregistration and develop some new algorithms based on generi features. We also propose methods to estimatethe unertainty of the resulting registration. We then present a statistial validation method that orroboratethe auray of this analysis. This shows that a registration auray far below the voxel size an be ahievedfor 3D medial images. Finally, we develop a statistial analysis related to the robustness of reognitionalgorithms.The appliation �eld ranges from the registration of 3D medial images to the reognition of ommonsubstrutures in proteins. The results emphasize the validity of the generi (( oriented feature )) approah wehose for proessing high level geometri data.Keywords: geometry, probabilities, statistis, unertainty, Riemannian manifold, transformation group,image proessing, registration, reognition, medial imaging, moleular biology.


