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RésuméMotivé par l'étude de tissus biologiques, 
e travail 
ontribue au développement d'outilsnumériques permettant de prédire la réponse mé
anique de matériaux hétérogènes nonlinéaires dans lesquels les énergies d'interfa
es deviennent prépondérantes. Aussi, une mé-thode d'homogénéisation numérique 
onnue sous le nom de méthode des éléments �nismulti-niveaux est mise en oeuvre pour l'analyse de 
omposites hyperélastiques et pourle problème de 
ondu
tion non linéaire. Celle-
i résout simultanément deux problèmeséléments �nis, l'un à l'é
helle ma
ros
opique et l'autre à l'é
helle mi
ros
opique. Plus pré-
isément, il s'agit d'asso
ier à 
haque point d'intégration ma
ros
opique un volume élé-mentaire représentatif du matériau a�n de déterminer la relation 
ontraintes-déformationslo
ale. Cette démar
he étant 
oûteuse, une méthode de rédu
tion de modèle basée surla dé
omposition orthogonale aux valeurs propres (POD) est appliquée aux équations del'é
helle la plus petite. Cette allian
e, 
ombinée à une parallélisation, montre son e�
a
itéen terme de temps de 
al
ul pour des problèmes de 
ondu
tion fortement non linéaire.Ensuite, des énergies d'interfa
es entre les di�érentes phases d'un 
omposite sont intro-duites. Dans les stru
tures mi
ro et nanométriques, 
es énergies sont dé
rites par desmodèles d'interfa
es imparfaites de type 
ohérent : le 
hamp de dépla
ement est 
ontinuà la traversée de l'interfa
e tandis que le ve
teur de 
ontraintes y est dis
ontinu et véri�el'équation de Young-Lapla
e généralisée. Ainsi, 
es e�ets sont modélisés par une appro
heliant la méthode des éléments �nis étendus (XFEM) à la te
hnique des fon
tions de niveau.Cette asso
iation permet à la fois une gestion simple de mi
rostru
tures 
omplexes et le
al
ul des termes liés aux énergies d'interfa
es sans ajout d'un système de 
oordonnées 
ur-vilignes. La performan
e de 
ette appro
he est démontrée par la 
omparaison des résultatsnumériques aux solutions analytiques établies dans 
e travail pour l'analyse de 
ompositeshyperélastiques.En�n, la modélisation et la simulation de l'étalement d'une 
ellule vivante entre deux lames�xes sont réalisées. Les deux modèles proposés, l'un purement élastique et l'autre bipha-sique, mettent en avant deux parties, à savoir le 
ortex d'a
tine asso
ié à la membraneplasmique et le reste de la 
ellule. Les simulations reproduisent de façon satisfaisante lesrésultats expérimentaux en terme d'évolution de géométrie et de for
e générée.Mots-
lés : Homogénéisation non linéaire, Grandes déformations, Méthodemulti-é
helle, Rédu
tion de modèle, Interfa
es imparfaites, XFEM/Level-set, Etale-ment de 
ellule.
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Abstra
tMotivated by the study of biologi
al tissues, this work 
ontributes to developing numeri
altools to predi
t the me
hani
al response of nonlinear heterogeneous materials in whi
hthe energies of interfa
es 
an no longer be ignored. First, a 
omputational homogenizationstrategy based on the multilevel �nite element method is implemented in the 
ases of largeelasti
 deformations and highly nonlinear 
ondu
tion. This te
hnique requires solving twoboundary value problems by �nite elements at the same time: one at the ma
ros
opi
 s
aleand the other at the mi
ros
opi
 level. More pre
isely, a representative volume elementis asso
iated with ea
h integration point of the ma
rostru
ture in order to determine thelo
al 
onstitutive behaviour. This approa
h is 
omputationally expensive. To alleviate the
osts, a model redu
tion te
hnique based on the proper orthogonal de
omposition (POD)is used in tandem with parallel 
omputations. Both a

ura
y and e�
ien
y are examinedthrough numeri
al tests involving thermal and ele
tri
al nonlinear 
ondu
tion problems.Then, the interfa
es between the di�erent phases of a 
omposite are des
ribed by meansof imperfe
t interfa
e models. In mi
ro and nano 
omposites, interfa
es 
an be 
hara
teri-zed by a 
oherent interfa
e model in whi
h the displa
ement �eld is 
ontinuous a
ross theinterfa
e while the stress ve
tor is dis
ontinuous and has to satisfy the generalized Young-Lapla
e equation. Numeri
ally, those interfa
e e�e
ts are taken into a

ount by an extended�nite element method (XFEM) 
ombined with a level-set te
hnique. This approa
h allowsthe generation of 
omplex mi
rostru
tures and the evaluation of the additional interfa
ialenergy terms without resorting to a system of 
urvilinear 
oordinates. The numeri
al re-sults obtained for the analysis of hyperelasti
 
omposites are 
ompared and dis
ussed withrespe
t to the relevant analyti
al ones derived in the present work.Finally, experimental results of single 
ell spreading between two �xed parallel mi
roplatesare exploited through �nite element modelling. Our model in
ludes two distin
t 
ompo-nents representing the 
ortex asso
iated with the bilayer membrane on the one hand, andthe rest of the 
ell on the other hand. The former is modelled as a homogeneous hyperelas-ti
 material while the latter is idealized either as a homogeneous hyperelasti
 material ora quasi-in
ompressible Newtonian �uid. The kineti
 of spreading is ensured by a staplingpro
edure de�ned from experimental observations. Materials parameters are optimized tomat
h the simulation 
losely with the experiment.Keywords: Nonlinear homogenization, Large deformations, Multi-s
ale me-thod, Model redu
tion, Imperfe
t interfa
es, XFEM/Level-set, Cell spreading.
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Introdu
tion généraleLes tissus biologiques sont généralement 
lassés en deux 
atégories suivant leurspropriétés mé
aniques. On distingue ainsi les tissus durs 
omme les os ou les dentset les tissus mous 
omme la peau ou les mus
les. Ces derniers, 
ouramment sou-mis à de grandes déformations, exhibent des 
omportements fortement non linéairespro
hes de 
eux des 
aout
hou
s en première approximation [53℄. Ces observations,
ombinées à une mi
rostru
ture hétérogène 
omplexe, rend di�
ile la prédi
tion deleur réponse mé
anique à une solli
itation donnée.Un outil e�
a
e pour 
ara
tériser 
ette réponse 
onsiste à mettre en oeuvreune méthode d'homogénéisation. Ces te
hniques, bien développées en élasti
ité li-néaire [22, 149℄, restent limitées en transformations �nies malgré les e�orts faits
es dernières années. Plus pré
isément, l'homogénéisation non linéaire repose surla linéarisation du problème puis sur la résolution du problème linéarisé à l'aidedes s
hémas d'homogénéisation linéaire. Deux appro
hes se dégagent, à savoir 
elleen moyenne et 
elle en potentiel. La première 
onsiste à déterminer la relation
ontraintes-déformations du matériau hétérogène en attribuant à 
haque phase qui le
onstitue un 
omportement linéaire dépendant de la déformation ou de la 
ontraintemoyenne. La se
onde, adaptée aux élastomères, 
her
he un potentiel ma
ros
opiquedé
rivant la réponse du matériau hétérogène sa
hant que 
haque phase est également
ara
térisée par un potentiel. Ces appro
hes analytiques 
onduisent à l'estimationou l'en
adrement des propriétés e�e
tives des matériaux hétérogènes sous d'impor-tantes restri
tions [20, 37, 66, 67, 95, 96, 113, 120℄.Pour pallier 
e défaut, une alternative possible est l'utilisation de te
hniques nu-mériques [47�49,56, 79, 85, 98, 135, 147, 156℄. Celles-
i permettent de traiter à la foisdes mi
rostru
tures 
omplexes, des 
hargements arbitraires et des matériaux forte-ment non linéaires. Ces méthodes, pour la plupart 
on
ourantes, se basent sur un1



INTRODUCTION GÉNÉRALEmodèle faisant intervenir deux é
helles 
ouplées, à savoir l'é
helle ma
ros
opique oùla loi de 
omportement est in
onnue et l'é
helle mi
ros
opique où 
haque phase peutêtre dé
rite sans restri
tion. Dans 
e 
ontexte, la méthode des éléments �nis multi-niveaux est largement utilisée : il s'agit de résoudre simultanément au moins deuxproblèmes éléments �nis, l'un à l'é
helle ma
ro et l'autre à l'é
helle mi
ro. L'idéeprin
ipale 
onsiste à asso
ier, à 
haque point d'intégration du domaine ma
ros
o-pique, un volume élémentaire représentatif de la mi
rostru
ture a�n de déterminerla relation 
ontraintes-déformations lo
ale. Néanmoins, le 
oût de 
al
uls liés à 
etteappro
he simultanée entre les deux é
helles est prohibitif si bien que des méthodesde dé
omposition de domaine et de 
al
uls parallèles ont été proposées a�n de lesalléger.Dans le présent travail, il 
onvient d'introduire à 
ette démar
he des énergiesd'interfa
e 
ompte-tenu de l'é
helle des di�érents éléments 
omposant un tissu. Cesénergies jouent un r�le re
onnu dans la réponse mé
anique de stru
tures mi
ro etnanométriques [26,35,40,45,63℄. Physiquement, elles peuvent être vues 
omme unegénéralisation de la notion de tension de surfa
e entre deux �uides ou en
ore 
ommeune zone de transition de faible épaisseur dans laquelle les propriétés mé
aniques sontdi�érentes de 
elles de phases adja
entes. Leur modélisation s'e�e
tue au moyen demodèles d'interfa
es imparfaites dont un 
adre mathématique rigoureux a été établide di�érentes façons et par di�érents auteurs [17�19,58�60,64,81,108,140℄. Les deuxmodèles les plus 
ourants sont 
elui de type ressort et 
elui 
ohérent. Dans le pre-mier, le ve
teur de 
ontraintes est 
ontinu à la traversée de l'interfa
e tandis que le
hamp de dépla
ement présente un saut proportionnel à l'état de 
ontraintes. Dansle se
ond, le 
hamp de dépla
ement est 
ontinu alors que le ve
teur de 
ontraintesne l'est pas.La prise en 
ompte de 
es e�ets dans un problème éléments �nis s'apparenteà l'introdu
tion de dis
ontinuités dans la mi
rostru
ture. Une des di�
ultés résidedans la réalisation du maillage puisque 
elui-
i doit se 
onformer aux surfa
es dedis
ontinuités et que des éléments de surfa
e doivent être ajoutés a�n d'évaluer lestermes liés aux énergies d'interfa
es [54,109℄. Une alternative 
onsiste à permettre àun élément �ni de 
ontenir plusieurs matériaux [46, 61, 100, 138, 141℄. On peut 
iteren parti
ulier la méthode des éléments �nis étendus (XFEM) basée sur la partitionde l'unité. Dans 
ette te
hnique, les interfa
es n'ont pas besoin d'être maillées : elles2



INTRODUCTION GÉNÉRALEsont représentées impli
itement par des fon
tions de niveau [116℄. Les dis
ontinuitéssont alors prises en 
ompte par un enri
hissement 
onstruit également à partir desfon
tions de niveau (voir par exemple [13, 16, 102, 103, 141, 142, 158, 159℄).L'obje
tif de 
e travail de thèse est de développer des outils numériques permet-tant de prédire la réponse mé
anique de matériaux hétérogènes non linéaires danslesquels les énergies d'interfa
es deviennent prépondérantes. Dans un premier temps,une méthode d'homogénéisation multi é
helle de type FE2 
ombinée à une te
hniquede rédu
tion de modèle basée sur la dé
omposition orthogonale aux valeurs propres(POD) est mise en oeuvre pour l'analyse de 
omposites hyperélastiques ainsi quepour le problème de 
ondu
tion thermique non linéaire. Ensuite, un modèle d'inter-fa
e imparfaite 
ohérent est dérivé dans un 
adre hyperélastique a�n de modéliserles énergies d'interfa
es dans les nano
omposites. Une pro
édure numérique asso-
iant la méthode des éléments �nis étendus à la te
hnique level-set est alors mise enpla
e en vue de prendre en 
ompte 
es énergies numériquement sans ajout d'élémentde surfa
e ni de système de 
oordonnées 
urvilignes. Les di�érentes méthodes déve-loppées montrent leur performan
e au travers d'exemples et de 
omparaisons à dessolutions de référen
e. En�n, une étude de l'étalement d'une 
ellule vivante le longde deux lamelles �xes est réalisée. Plus pré
isément, il s'agit de véri�er l'in�uen
e dela membrane plasmique et du 
ortex d'a
tine sur la réponse mé
anique de la 
ellule.Ainsi, 
e mémoire se dé
ompose en trois parties. La première, 
omportant deux
hapitres, porte sur l'homogénéisation non linéaire de matériaux hétérogènes dans un
adre thermique ou hyperélastique. Après quelques rappels sur l'élasti
ité en grandesdéformations, la méthode éléments �nis multi é
helles FE2 est détaillée. Une te
h-nique visant à réduire les 
oûts de 
al
uls élevés est proposée. Celle-
i 
onsiste àprojeter le système d'équations de l'é
helle la plus petite sur une base réduite detype POD.La se
onde partie, formée d'un seul 
hapitre, traite de la prise en 
ompte des in-terfa
es imparfaites dans la méthode FE2. Après avoir résumé des éléments de basede géométrie di�érentielle ainsi que les relations d'Hadamard, un modèle d'interfa
esimparfaites est généralisé pour les matériaux hyperélastiques. Des solutions exa
tessont déterminées a�n de servir de ben
hmarks à la méthode numérique développéeensuite. Celle-
i 
ombine la méthode des éléments �nis étendus et 
elle de level-set3



INTRODUCTION GÉNÉRALEpour modéliser les sauts à la traversée des interfa
es sans ajout d'éléments.La troisième partie est 
onsa
rée à l'étude de l'étalement de 
ellules vivantes.Après quelques rappels sur les aspe
ts biologiques et mé
aniques du 
omportement
ellulaire, deux modèles 
ontinus sont proposés pour modéliser la 
ellule : l'un hy-perélastique et l'autre biphasique. Des simulations sont 
onduites a�n de reproduirel'étalement d'une 
ellule entre deux mi
ro plaques. Les résultats numériques sont
omparés à des résultats expérimentaux fournis par l'équipe de Physique du vivantdu laboratoire Matière et Systèmes Complexes de l'université Paris VII.

4



Chapitre IFormulations et résolutions paréléments �nis de problèmes enélasti
ité et 
ondu
tion non linéaireCe 
hapitre introdu
tif se dé
ompose en deux parties. La première balaie un
ertain nombre de 
on
epts et modèles se rapportant à l'élasti
ité non linéaire ainsiqu'au problème thermique. La se
onde, quant à elle, porte sur les méthodes numé-riques employées pour résoudre 
es deux problèmes. Inspirés des ouvrages 
lassiquesnotamment [33,75,82,114℄, les développements suivants �xent les notations adoptéesdans 
e mémoire et permettent de développer les 
odes éléments �nis de base.I.1 Formulation des problèmesI.1.1 CinématiqueOn 
onsidère un solide déformable B o

upant, à l'instant initial, un domaineouvert Ω0 de R3 dont la surfa
e est notée ∂Ω0. Cet état supposé naturel, 
'est-à-direlibre de 
ontraintes, est appelé 
i-après 
on�guration de référen
e ou 
on�gurationinitiale. Soumis à des for
es extérieures et/ou à des dépla
ements sur sa frontière, lesolide se dépla
e et se déforme de sorte qu'il o

upe un nouveau domaine de R3 noté
Ω de frontière ∂Ω. Ce domaine 
orrespond à la 
on�guration déformée ou a
tuelle.Le problème essentiel en élasti
ité 
onsiste à déterminer 
ette nouvelle 
on�guration.Pour 
ela, tout point matériel M0 de Ω0 est lo
alisé par le ve
teur position X5



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIRE

Fig. I.1 � Con�gurations d'un solide 
ontinu.dans un repère orthonormé �xe. Après déformation, 
ette parti
ule o

upe le point
M de Ω repéré par le ve
teur x. La des
ription dite Lagrangienne de 
e mouvementest 
lassiquement donnée, à 
haque instant, par la transformation χ :

x = χ(X, t) (I.1)où χ est une fon
tion ve
torielle 
ontinûment di�érentiable et inversible. Par la suite,on omettra la dépendan
e en temps de toutes les quantités en faisant l'hypothèse dedéformations quasi-statiques. En vue d'une appro
he numérique, il 
onvient d'intro-duire le 
hamp de dépla
ement u :
u = x − X. (I.2)Contrairement à l'élasti
ité linéaire, le dépla
ement ne peut pas être supposé petit.De 
e fait, les deux 
on�gurations introduites ne peuvent pas être 
onfondues et
haque grandeur doit être dé�nie sur l'une ou l'autre des 
on�gurations. Cependant,
ertaines sont dé�nies à 
heval sur les deux. L'une d'elles, et non des moindres, est legradient de déformation noté F traduisant le transport 
onve
té de Ω0 vers Ω d'unve
teur matériel de longueur in�nitésimale :

F =
∂x

∂X
= I + ∇Xu (I.3)où I et ∇X désignent respe
tivement le tenseur identité d'ordre 2 et l'opérateurgradient par rapport à la 
on�guration initiale. Le tenseur F permet également de6



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREdéterminer la transformation d'un élément in�nitésimal de surfa
e et de volume.Ainsi, désignant par N la normale unitaire à un élément de surfa
e dS de Ω0 et n
elle de l'élément de surfa
e 
orrespondant ds de Ω, il vient la formule de Nanson
nds = JF−TNdS (I.4)où J = det F. De plus, un élément de volume dV de Ω0 se transforme en un élémentde volume dv de Ω par dv = JdV . L'utilisation du prin
ipe de 
onservation de lamasse 
onduit à

J =
ρ0

ρ
(I.5)où ρ0 et ρ représentent la masse volumique dans les 
on�gurations initiale et a
tuellerespe
tivement. Il vient alors la 
ontraintedet F > 0. (I.6)Il est à noter que 
ette 
ondition est automatiquement véri�ée pour des matériauxin
ompressibles puisque, dans 
e 
as, det F est égal à 1.En�n, à partir de F, on introduit deux tenseurs largement utilisés pour 
onstruireles lois de 
omportement, à savoir les tenseurs de Cau
hy Green droit C et gau
he

B dé�nis respe
tivement par :
C = FT F et B = FFT . (I.7)Le premier dé
rit les déformations dans la 
on�guration de référen
e tandis quele se
ond les dé
rit dans la 
on�guration déformée. Il 
onvient d'introduire deuxfamilles de mesures de déformation, l'une dans Ω0,

En =
1

n

(
C

n
2 − I

) pour n 6= 0, (I.8)
E0 =

1

2
ln C pour n = 0, (I.9)et l'autre dans Ω,

en =
1

n

(
B

n
2 − I

) pour n 6= 0, (I.10)
e0 =

1

2
ln B pour n = 0. (I.11)Le 
as parti
ulier n = 2 dans Ω0 
onduit au tenseur de déformation de Green-Lagrange tandis que n = -2 dans Ω amène le tenseur d'Euler-Almansi. 7



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREI.1.2 Statique et équation d'équilibreUne fois les grandeurs 
inématiques introduites, il 
onvient de s'intéresser à l'étatde 
ontraintes dans le solide, 
'est-à-dire aux e�orts internes générés par les di�é-rentes solli
itations mé
aniques. Ces e�orts de 
ohésion df exer
és sur un élément desurfa
e ds de la 
on�guration a
tuelle Ω sont 
ara
térisés par une densité surfa
iquede for
e t qui dépend uniquement de l'orientation n. Plus pré
isément, 
ette densitédépend linéairement de n de sorte que
df = t ds = σ n ds (I.12)où σ est le tenseur de 
ontraintes de Cau
hy. L'équilibre des moments 
onduità la symétrie de 
e tenseur du se
ond ordre. La 
on�guration déformée n'étantpas for
ément 
onnue, il 
onvient de transporter 
e 
hamp de 
ontraintes dans la
on�guration initiale, 
e qui 
onduit à la dé�nition d'autres tenseurs de 
ontraintes.Deux appro
hes sont envisageables. La première 
onsiste à transporter l'élément desurfa
e de Ω vers Ω0 par la formule de Nanson telle que

df = σ JF−T NdS = PNdS (I.13)où P = J σ F−T désigne le premier tenseur de Piola-Kir
hho� ou tenseur de Bous-sinesq. Ce tenseur non-symétrique est à 
heval sur les deux 
on�gurations et doitsatisfaire la propriété PFT = FPT . La se
onde appro
he 
onsiste à transporter de
Ω vers Ω0 à la fois l'élément de surfa
e et les e�orts de 
ohésion. Ainsi, on a

df0 = F−1df = SNdS (I.14)où S = J F−1 σ F−T représente le se
ond tenseur de Piola-Kir
hho�. Contrairementau pré
édent, 
e tenseur est symétrique et dé�ni sur la 
on�guration initiale.Le dernier point à rappeler dans 
ette partie 
on
erne les équations régissantl'équilibre mé
anique du solide. L'une d'elles est obtenue en 
onsidérant le prin-
ipe de 
onservation de la quantité de mouvement dans la 
on�guration déformée.Sous l'hypothèse de déformations quasi-statiques, les for
es d'inertie peuvent êtrenégligées, 
e qui 
onduit 
lassiquement àdiv σ + g = 0 dans Ω (I.15)où g représente les for
es volumiques exer
ées dans Ω. Cette relation est di�
ile àutiliser en pratique. Il s'avère souvent plus 
ommode de travailler dans la 
on�gura-tion initiale. Ainsi, en utilisant l'identité de Piola, à savoir Div JF−T = 0, 
ombinée8



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREau transport du prin
ipe d'inertie [75℄, on obtientdivX P + G = 0 dans Ω0 (I.16)où G = Jg désigne les for
es volumiques exer
ées dans Ω0. Les opérateurs divet divX 
orrespondent à la divergen
e exprimée dans les 
on�gurations a
tuelle etinitiale respe
tivement. Il est à noter que la présen
e de P donne à 
ette équation un
ara
tère "mixte", 
'est-à-dire qu'elle est dé�nie à 
heval sur les deux 
on�gurations.Par la suite, on privilégiera les grandeurs Lagrangiennes, 
'est-à-dire 
elles dé�-nies dans la 
on�guration initiale. Pour des 
ompléments, le le
teur peut se référerà [33, 75, 114℄.I.1.3 Lois de 
omportement hyperélastiqueA 
e stade, les équations établies ne su�sent pas à résoudre le problème mé-
anique étudié. Il est né
essaire de pré
iser la relation liant les 
ontraintes aux dé-formations, 
'est-à-dire la loi de 
omportement qui 
ara
térise le matériau. Dans 
etravail, on se restreint aux matériaux hyperélastiques, 
'est-à-dire aux matériauxélastiques 
ara
térisés par l'existen
e d'une énergie de déformation W dépendantuniquement de l'état de déformation a
tuel :
W = W (F). (I.17)Ce potentiel doit satisfaire le prin
ipe d'obje
tivité ou d'indi�éren
e matérielle. Ils'agit de s'assurer qu'il est indépendant de la position et de l'orientation du réfé-rentiel d'observation. Autrement dit, il doit être invariant dans toute rotation de la
on�guration 
ourante, 
e qui se traduit par

W (F) = W (QF) (I.18)où Q est un tenseur de rotation véri�ant Q−1 = QT et det Q = 1. Ainsi, en utilisantla dé
omposition polaire de F, soit F = RU, et en 
hoisissant judi
ieusement Q,par exemple Q = RT , on montre que 
ette densité d'énergie est obje
tive si elle estexprimée en fon
tion de U, C ou E (voir [5℄) :
W (F) ≡ Wu(U) ≡ Wc(C) ≡ We(E). (I.19)9



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREOutre l'obje
tivité, le potentiel élastique doit véri�er des 
onditions de 
rois-san
e : l'énergie à fournir pour réduire à zéro ou étirer à l'in�ni un volume élémen-taire de matière doit être in�nie, 
e qui implique
W (F) → ∞ lorsque det F → 0 (I.20)
W (F) → ∞ lorsque det F → ∞. (I.21)Une 
ondition supplémentaire peut être dé�nie lorsque le solide n'est soumis à au-
une solli
itation. Cette 
ondition, 
onnue sous le nom de normalisation, requiertque le potentiel s'annule dans la 
on�guration de référen
e, à savoir

W (I) = 0. (I.22)En�n, le potentiel doit également satisfaire des 
onditions issues de symétriesmatérielles dues à une géométrie interne identique dans di�érentes dire
tions. Ces
onditions traduisent don
 l'invarian
e de 
elui-
i dans 
es dire
tions. L'une desplus simples est l'isotropie pour laquelle toutes les dire
tions sont équivalentes. Laréponse mé
anique du solide est alors indépendante de la dire
tion de solli
itation.Cette propriété s'é
rit
W (F) = W (FQT ). (I.23)En 
ombinant 
ette propriété au prin
ipe d'obje
tivité, on montre qu'un potentielexprimé en fon
tion de C, E ou B est né
essairement isotrope. Les théorèmes dereprésentation permettent de représenter 
e potentiel par une fon
tion s
alaire dontles arguments sont les trois invariants de C (B ou E) :

W = W (I1(C), I2(C), I3(C)) (I.24)ave

I1(C) = tr C (I.25)
I2(C) =

1

2

[
(tr C)2 − tr C2

] (I.26)
I3(C) = det C. (I.27)Pour d'autres symétries matérielles, les trois invariants de C ne su�sent plus. Ilest don
 né
essaire d'ajouter des variables au potentiel. Il a été établi, dans [137℄,que le potentiel d'un matériau anisotrope peut s'exprimer en fon
tion de C et detenseurs d'anisotropie 
onstruits à partir des ve
teurs liés aux dire
tions privilégiées.10



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREA titre d'exemple, le potentiel d'un matériau isotrope transverse dont la dire
tionprivilégiée 
orrespond au ve
teur E1 est de la forme
W = W (I1(C), I2(C), I3(C), I4(C), I5(C)) (I.28)où

I4(C) = C : E1 ⊗ E1 et I5(C) = C2 : E1 ⊗E1. (I.29)D'autres formes ont été proposées dans la littérature. Le le
teur peut se référerà [137℄ ou, plus ré
emment, à [78, 132℄. Dans 
e mémoire, on se limitera aux maté-riaux isotropes.A présent, il ne reste plus qu'à établir les relations 
ontraintes-déformations quidé
oulent d'une appro
he thermodynamique. Plus pré
isément, l'utilisation du se-
ond prin
ipe dans di�érentes 
on�gurations et en absen
e d'e�et thermique 
onduità l'é
riture des tenseurs de 
ontraintes en fon
tion du potentiel 
hoisi. Ainsi, on a
P =

∂W (F)

∂F
en des
ription mixte, (I.30)

S = 2
∂W (C)

∂C
en des
ription Lagrangienne. (I.31)Sous l'hypothèse d'isotropie, la variation du potentiel W par rapport à C s'é
rit

∂W

∂C
=

∂W

∂I1

∂I1

∂C
+

∂W

∂I2

∂I2

∂C
+

∂W

∂I3

∂I3

∂C
(I.32)ave


∂I1

∂C
= I,

∂I2

∂C
= I1I − C et ∂I3

∂C
= I3C

−1. (I.33)En notant que I3 = J2, on a
S = 2

(
∂W

∂I1
+ I1

∂W

∂I2

)
I − 2

∂W

∂I2
C +

∂W

∂J
J C−1. (I.34)Une relation similaire peut être obtenue pour le premier tenseur de Piola-Kir
hho�.Celle-
i s'obtient au moyen de dérivations par rapport au gradient de déformation,à savoir

∂I1

∂F
= 2F

∂I2

∂F
= 2F(I1I − C) et ∂I3

∂F
= I3F

−T . (I.35)
11



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREI.1.4 Matériaux à 
ontraintes internesOutre les 
onditions évoquées pré
édemment, un matériau peut présenter un
omportement parti
ulier 
omme l'in
ompressibilité ou l'inextensibilité dans unedire
tion notée E1. Ce 
omportement se traduit par une 
ontrainte interne que l'onexprime généralement en fon
tion du gradient de déformation. En guise d'exemple,l'in
ompressibilité et l'inextensibilité s'é
rivent respe
tivement
c(F) = det F− 1 = 0 et c(F) = C : E1 ⊗ E1 − 1 = 0. (I.36)Ces 
ontraintes qui doivent satisfaire le prin
ipe d'obje
tivité sont prises en 
omptedans le potentiel élastique. Pour 
ela, diverses te
hniques issues de l'optimisationpeuvent être employées. Parmi les plus 
ourantes, on trouve la méthode des mul-tipli
ateurs de Lagrange, la méthode de pénalité, 
elle du Lagrangien perturbé ouen
ore 
elle du Lagrangien augmenté. On se propose i
i de rappeler la forme queprend le potentiel dans 
ha
une de 
es appro
hes.Méthode de pénalitéCette méthode n'introduit au
une in
onnue supplémentaire. Il s'agit de traiter lematériau in
ompressible 
omme un matériau 
ompressible de module de 
ompressi-bilité tendant vers l'in�ni. Le potentiel s'é
rit

W = W (F) +
β

2
(c(F))2 (I.37)où β, paramètre de pénalité, doit être nettement supérieur aux autres paramètres dumodèle : plus sa valeur est importante, plus la 
ontrainte sera respe
tée. Cependant,
ette augmentation dégrade le 
onditionnement du système asso
ié.Méthode des multipli
ateurs de LagrangeCette te
hnique dite multi-
hamps 
ontraint le potentiel au moyen d'un (ouplusieurs) multipli
ateurs de Lagrange :

W = W (F) + p c(F). (I.38)Dans le 
as de l'in
ompressibilité, 
e multipli
ateur de Lagrange est assimilable à lapression hydrostatique. Contrairement à 
elle qui pré
ède, 
ette méthode ajoute desin
onnues au problème et rend la matri
e asso
iée non dé�nie positive. D'un point devue analytique, 
'est l'appro
he privilégiée 
ar la 
ontrainte est véri�ée exa
tement.12



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREMéthode du Lagrangien perturbéCette méthode 
onsiste en une régularisation du système pré
édent par l'ajoutd'un terme de perturbation au potentiel, à savoir
W = W (F) + p c(F) +

ǫ

2
p2 (I.39)où ǫ est un réel positif le plus petit possible. Le 
as extrême ǫ = 0 ramène à laméthode pré
édente. A l'image de 
e qui est fait en éléments �nis linéaires, 
etteformulation peut être utilisée pour dé
rire des matériaux 
ompressibles.Méthode du Lagrangien augmentéCette appro
he apparaît 
omme une 
ombinaison de la méthode de pénalité et
elle des multipli
ateurs de Lagrange :

W = W (F) + p c(F) +
β

2
(c(F))2 +

ǫ

2
p2. (I.40)Elle tire ses avantages des deux méthodes tout en réduisant leurs in
onvénients. Enpratique, on observe que l'augmentation de β 
ompense la diminution de ǫ.I.1.5 Exemples de fon
tions densités d'énergieLa littérature regorge de modèles de fon
tions densités d'énergie. Certaines ontété élaborées de façon phénoménologique, à savoir par identi�
ation du potentiel Wreproduisant au mieux le 
omportement ma
ros
opique observée. Essentiellementbasée sur des 
onsidérations mathématiques, 
ette appro
he s'oppose à 
elle plusphysique tendant à intégrer des phénomènes mi
ros
opiques dans leur formulation.On ne présente, dans 
e travail, que les modèles les plus 
ourants.Modèle de Mooney-RivlinCe modèle, développé pour un matériau isotrope in
ompressible pour lequel l'ef-fort de 
isaillement est proportionnel à la déformation de 
isaillement, s'exprimeuniquement en fon
tion des deux premiers invariants de C (I3 = 1). Sa forme est :

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3) (I.41)où C1 et C2 représentent deux 
onstantes matérielles à identi�er. Il est bien adaptéaux 
aout
hou
s naturels dont la déformation est inférieure à 300%. 13



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREDe nombreuses autres formes ont été développées à partir de la généralisationde 
e modèle. Il s'agit de 
onsidérer le potentiel 
omme une série polynomiale de laforme
W =

∑
Cij(I1 − 3)i(I2 − 3)j. (I.42)Une extension aux matériaux 
ompressibles fut apportée dans [114℄. Celle-
i s'é
rit

W =
∑

Cijk(I1 − 3)i(I2 − 3)j(I3 − 1)k. (I.43)Un 
as parti
ulier, à savoir le modèle Néo-Hookéen, s'obtient en prenant i=1, j=0et k=0 :
W = C100(I1 − 3). (I.44)Modèle d'OgdenContrairement aux modèles pré
édents, 
elui d'Ogden s'exprime en fon
tion desélongations prin
ipales de la déformation, soient les valeurs prin
ipales du tenseur

U. Ce potentiel prend la forme
W =

∑ µn

αn
(λαn

1 + λαn

2 + λαn

3 − 3) (I.45)où µn et αn désignent des paramètres matériaux. Ces derniers ne sont pas quel-
onques. Ils doivent satisfaire les 
onditions suivantes
∑

µnαn = 2µ et µnαn > 0 (I.46)où µ est le module de 
isaillement.Modèle de Gent-ThomasCe modèle s'appuie sur la forme empirique générale, établie dans [128℄, danslaquelle une fon
tion logarithme est introduite :
W = C1(I1 − 3) + C2ln(I2

3

)
. (I.47)Modèle de GentCe modèle limite l'élongation des 
haînes molé
ulaires en faisant l'hypothèse que

I1 admet une valeur maximale notée Jm de sorte que
W =

µ

2
ln(Jm − I1 + 3

Jm

)
. (I.48)

14



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREModèles 
ompressiblesLa plupart des modèles présentés 
i-dessus dé
rivent un 
omportement hyper-élastique isotrope in
ompressible. Une extension aux matériaux 
ompressibles estpossible en ajoutant une partie volumique au potentiel in
ompressible notée Wvol(J)[77℄. Un 
ertain nombre de fon
tions ont été proposées dans la littérature. De fa-çon générale, 
es fon
tions dépendent de J et s'annulent dans la 
on�guration deréféren
e a�n de satisfaire (I.22). Il 
onvient également de les 
hoisir de sorte queleur dérivée s'annule dans Ω0 pour ne pas introduire de pré
ontraintes. Le tableau
i-dessous, issu de [62℄, reprend les formes les plus usuelles.
Wvol(J) ∂Wvol(J)

∂J
1
2
(ln J)2 1

J
ln J

1
2
(J − 1)2 J − 1

J − ln J − 1 1 − 1
J

Jln J − J + 1 ln J
1
β2

(
1

Jβ − 1 + βln J
)

1
β

(
1
J
− 1

J1+β

)

1
4
((J − 1)2 + (ln J)2) 1

2

(
J − 1 + 1

J
ln J

)Tab. I.1 � Parties volumiques du potentiel élastique.Toutefois, 
ompte-tenu de la di�éren
e d'énergie mise en jeu lors de dilatationset de glissements, il est 
lassique de dé
oupler le potentiel en une partie purementiso
hore et une autre volumique [50℄. Pour 
ela, on dé
ompose le gradient de défor-mation F ainsi que le tenseur de Cau
hy droit C tel que
F = (J

1
3 I)F̄ et C = (J

2
3 I)C̄ (I.49)où F̄ et C̄ désignent la partie iso
hore de F et C respe
tivement. Un dé
ouplagesimilaire peut être fait du potentiel, à savoir

W = Wiso(C̄) + Wvol(J). (I.50)La partie iso
hore Wiso peut prendre l'une des formes in
ompressibles présentées 
i-dessus dans laquelle les invariants de C sont rempla
és par 
eux de C̄ qui s'é
rivent
Ī1 = J− 2

3 I1 et Ī2 = J− 4
3 I2. (I.51)A�n de déterminer la relation 
ontraintes-déformations, il est né
essaire de 
al
ulerla variation de C̄ par rapport à C, 
e qui 
onduit à l'introdu
tion d'un tenseur du15



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREquatrième ordre PC dé�ni par
PC =

∂C̄

∂C
= J− 2

3

(
I − 1

3
C−1 ⊗C

) (I.52)Ce tenseur est l'opérateur déviatorique asso
ié à la 
on�guration de référen
e. Sonutilisation dans la loi de 
omportement 
onduit à la relation
S = PC : S̄ +

∂Wvol

∂J
JC−1 (I.53)où S̄ = 2∂Wiso/∂C̄. Des relations similaires peuvent être déterminées sur les autres
on�gurations. De manière générale, l'utilisation d'un potentiel dé
ouplé 
omplexi�elégèrement l'implémentation numérique.I.1.6 Condu
tion thermiqueA présent, on s'intéresse au problème de 
ondu
tion thermique non linéaire dansla 
on�guration 
ourante. Ainsi, on 
onsidère le solide B o

upant le domaine borné

Ω de R
3 dont le bord ∂Ω se dé
ompose en quatre parties disjointes et 
omplémen-taires, 
'est-à-dire ⋂ ∂Ωi = ∅ et ⋃ ∂Ωi = ∂Ω ave
 i = 1,2,3,4. A 
haque instant t,l'équilibre thermique du solide est régi par l'équation de la 
haleur qui s'é
rit

ρ(T )c(T ) Ṫ + div q − r = 0 (I.54)où r est une fon
tion s
alaire représentant une sour
e volumique interne de 
haleur,
q le �ux de 
haleur, ρ et c deux 
onstantes matérielles, à savoir la masse volumiqueet la 
haleur spé
i�que du matériau 
onsidéré. Conventionnellement, le point présentau-dessus du 
hamp de température T symbolise la dérivation par rapport au temps.La relation liant la température au �ux en tout point du solide est donnée parla loi de Fourier :

q = −K(T )∇T (I.55)où K 
orrespond à un tenseur symétrique de se
ond ordre 
ara
térisant la 
ondu
ti-vité thermique du matériau. L'introdu
tion de 
ette expression du �ux dans l'équa-tion de la 
haleur 
onduit à
ρ(T )c(T ) Ṫ − div (K(T )∇T ) − r = 0. (I.56)Sur le bord, le 
hamp de température doit satisfaire des 
onditions aux limitesde nature di�érente, à savoir16



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIRE� des 
onditions en température imposée sur ∂Ω1

T = T̄ (I.57)� des 
onditions de �ux imposé sur ∂Ω2

qn = q̄ (I.58)� des 
onditions de 
onve
tion naturelle sur ∂Ω3

qn = hT (T − T∞) (I.59)� des 
onditions de rayonnement sur ∂Ω4

qn = ξϕ(T 4 − T 4
∞) (I.60)où hT , ξ et ϕ représentent respe
tivement le 
oe�
ient d'é
hange 
onve
tif, le fa
teurd'émission et la 
onstante de Stephan-Boltzmann. Les grandeurs n et T∞ désignentla normale unitaire extérieure à ∂Ω et la température extérieure.A�n de résoudre le problème transitoire, il faut ajouter une 
ondition initiale surle 
hamp de température de la forme

T (t = 0) = T0 dans Ω. (I.61)I.2 Méthodes numériquesLa résolution analytique des problèmes exposés 
i-dessus est limitée à des situa-tions parti
ulières (géométrie élémentaire, lois non linéaires simples ...). Pour des 
asplus 
omplexes, il 
onvient de 
her
her une approximation de la solution. Celle-
iest généralement obtenue à l'aide de la méthode des éléments �nis [82, 111, 161℄.Cette te
hnique de dis
rétisation spatiale repose sur une formulation intégrale deséquations à résoudre qu'on se propose de fournir 
i-après.I.2.1 Formulations forte et faible du problème élastiqueLe problème que l'on 
her
he à résoudre est un problème élastostatique isothermequi peut s'é
rire sous deux formes. La première 
onsiste en un problème aux limites
omposé d'équations aux dérivées partielles du se
ond ordre. La se
onde, quant à17



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREelle, 
orrespond à un problème de minimisation de l'énergie asso
iée. Dans un 
adrehyperélastique, l'équivalen
e entre 
es deux appro
hes n'est pas totalement établie.Ainsi, en dé
omposant ∂Ω0 en deux parties 
omplémentaires et disjointes notées
∂Ωu

0 et ∂Ωt
0 ( soit ∂Ωu

0 ∪ ∂Ωt
0 = ∂Ω0 et ∂Ωu

0 ∩ ∂Ωt
0 = ∅), l'équilibre mé
anique dusolide B est dé
rit, sous sa forme lo
ale et en absen
e de for
es d'inertie, par� l'équation d'équilibre divX P + G = 0 dans Ω0; (I.62)� la loi de 
omportement

P =
∂W (F)

∂F
; (I.63)� la relation de 
ompatibilité

F =
∂χ(X)

∂X
; (I.64)� les 
onditions aux limites

PN = t̄0 sur ∂Ωt
0, (I.65)

u = ū0 sur ∂Ωu
0 (I.66)ave
 t̄0 les e�orts imposés sur ∂Ωt

0 et ū0 les dépla
ements pres
rits sur ∂Ωu
0 . Ceséquations, é
rites en des
ription mixte, représentent la forme forte du problème hy-perélastique.En vue d'une résolution numérique, il 
onvient de transformer 
ette forme lo
aleen une forme intégrale à l'aide du prin
ipe des travaux virtuels. Ce prin
ipe traduitl'équilibre entre le travail des for
es extérieures et 
elui des for
es internes. Par
onséquent, pour tout in
rément δv 
inématiquement admissible (CA), 
'est-à-dire
ompatible ave
 les 
onditions aux limites en dépla
ement, on obtient la forme faiblesuivante Trouver u ∈ S(Ω0) tel que ∀δv ∈ S0(Ω0),∫

Ω0

P : ∇Xδv dV =

∫

∂Ωt
0

t̄0 δv dS +

∫

Ω0

G δv dV (I.67)où S(Ω0) et S0(Ω0) désignent des espa
es dé�nis par
S(Ω0) = {u su�samment régulier | u = ū0 sur ∂Ωu

0}, (I.68)
S0(Ω0) = {u su�samment régulier | u = 0 sur ∂Ωu

0}. (I.69)
18



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREIl est à noter que 
ette forme est mixte. Pour la rendre purement Lagrangienne, on
ommen
e par introduire la relation qu'il existe entre les deux tenseurs de Piola-Kir
hho�, à savoir P = FS, 
ombinée à quelques manipulations :
∫

Ω0

P : ∇Xδv dV =

∫

Ω0

S : FT
∇Xδv dV. (I.70)Puis, la symétrie de S asso
iée à δC = FT

∇Xδv + ∇XδvTF 
onduit à la formeLagrangienne suivante :Trouver u ∈ S(Ω0) tel que ∀δv ∈ S0(Ω0),

1

2

∫

Ω0

S : δC dV =

∫

∂Ωt
0

t̄0 δv dS +

∫

Ω0

G δv dV. (I.71)Une attention parti
ulière doit être portée à 
ette équation puisque S et δC dé-pendent, tous deux, du 
hamp de dépla
ement in
onnu u, 
e qui rend le systèmeétudié non linéaire. Pour le résoudre, il est don
 né
essaire de la linéariser.I.2.2 Linéarisation du problèmeA�n de résoudre le problème pré
édent, on le réé
rit synthétiquement sous laforme
R(u) = 0 (I.72)où R est appelé résidu. Dans le 
adre de la méthode des éléments �nis, bien adaptéeà 
e type problème, une méthode itérative doit être utilisée. On opte i
i pour laméthode de Newton-Raphson qui s'avère plus robuste que les autres algorithmesitératifs tels que les méthodes dites quasi-Newton. Basée sur un développement deTaylor du résidu à l'ordre 1, 
ette méthode 
onsiste à résoudre itérativement leproblème linéarisé suivant

D∆uR(u) = −R(u) (I.73)où D∆u représente l'opérateur de dérivation de Gâteaux dé�ni par
D∆uR(u) =

d

dǫ
R(u + ǫ∆u)

∣∣∣∣
ǫ=0

. (I.74)Quelques manipulations 
onduisent à l'é
riture de l'opérateur tangent du problèmehyperélastique [75℄, à savoir
D∆uR(u) =

∫

Ω0

FT
∇Xδv : C : FT

∇X∆u dV +

∫

Ω0

∇XδvS : ∇X∆u dV(I.75)19



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREoù C = 2∂S/∂C désigne le module d'élasti
ité tangent dans la 
on�guration deréféren
e asso
ié au potentiel élastique 
onsidéré.Il est à noter que la 
onvergen
e de la méthode de Newton-Raphson est quadra-tique lorsque le point de départ de la re
her
he est pro
he de la solution 
her
hée.Ainsi, pour des 
hargements importants, il 
onvient de subdiviser le 
hargementa�n d'e�e
tuer une série de 
al
uls élastostatiques ave
 des solli
itations plus faiblesde sorte que l'état initial de la re
her
he soit pro
he de la solution. Cependant, le
hoix des subdivisions n'est pas for
ément e�
a
e, tant en terme de vitesse que detaux de 
onvergen
e. Une méthode plus automatique, appelée longueur d'ar
, per-met de 
ontr�ler la taille des in
réments. Cette te
hnique, détaillée dans [15℄, n'estpas utilisée dans 
e travail.I.2.3 Résolution de système linéaireA�n de résoudre le problème linéarisé (I.73) à 
haque itération, il existe deux
atégories de te
hniques, à savoir les méthodes dire
tes et les méthodes itératives.Les premières donnent la solution exa
te du système d'équations à la pré
ision dela ma
hine. Ces méthodes sont gourmandes en temps et en mémoire. Parmi elles,on 
ompte la fa
torisation LU, de Cholesky, le pivot de Gauss ou la transformée deFourier. Les se
ondes, quant à elles, résolvent le système de façon appro
hée ave
une erreur 
ontr�lable a priori. Ces te
hniques sont généralement moins gourmandesque les premières. On 
ite, 
omme exemple, le gradient 
onjugué ou bi
onjugué etle solveur GMRES [131℄. Toutefois, la matri
e de raideur étant mal 
onditionnée,l'utilisation de méthodes itératives semble di�
ile sans un bon pré
onditionneur.I.2.4 Dis
rétisation par éléments �nisLa méthode des éléments �nis permet de 
onvertir la forme faible 
ontinue établie
i-dessus en un système dis
ret d'équations. Pour 
ela, le domaine Ω0 est divisé ensous-domaines Ωe
0, appelés éléments �nis, tel que ⋃Ωe

0 = Ω0 et ⋂Ωe
0 = ∅. Chaqueélément est dé�ni par des noeuds où se 
on
entrent les in
onnues du problème notées

ũ. Dans une représentation isoparamétrique, les 
oordonnées d'un point à l'intérieurd'un élément sont approximées à l'aide des mêmes fon
tions que le 
hamp in
onnu.Ainsi, le 
hamp de dépla
ement et le 
hamp virtuel sont approximés à partir de leurs20



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREvaleurs prises aux noeuds à l'aide de fon
tions de forme tel que
uh(X) =

∑

i

Ni(X)ũi et δvh(X) =
∑

i

Ni(X)δṽi (I.76)où Ni(X) désigne la fon
tion de forme asso
iée au noeud i. L'ordre polynomiale de
es fon
tions N dépend du nombre de noeuds par élément. Quelque soit 
elui-
i, 
esfon
tions dites 
hapeaux valent 1 au noeud auquel elles sont asso
iées et 0 aux autres.L'introdu
tion de 
es interpolations dans le problème linéarisé (I.73) 
ombinéeau fait que δv est arbitraire 
onduit au système matri
iel suivant :
[K]{∆u} = −{R} (I.77)où [K] et {R} sont respe
tivement la matri
e asso
iée à l'opérateur tangent (I.75)et le ve
teur résidu asso
ié à (I.71). Conventionnellement, le ve
teur {∆u} 
ontienttous les degrés de liberté du domaine de façon ordonnée. De plus, on a

[R] =
∑

e

(∫

Ωe
0

(
[B̃T ]{S} − [NT ]{G}

)
dV −

∫

∂Ωt
0∩∂Ωe

0

[NT ]{t̄0} dS

) (I.78)
[K] =

∑

e

(∫

Ωe
0

(
[B̃T ][C][B̃] + [BT ][S][B]

)
dV

) (I.79)ave
, pour un noeud I donné,� [N ] la matri
e 
ontenant les fon
tions de forme asso
iées à I
[NI ] =




NI 0 0

0 NI 0

0 0 NI



 (I.80)� [B] la matri
e permettant de 
al
uler le gradient en notation de Voigt
[BI ] =





NI,1 0 0

NI,2 0 0

NI,3 0 0

0 NI,1 0

0 NI,2 0

0 NI,3 0

0 0 NI,1

0 0 NI,2

0 0 NI,3





(I.81)
21



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIRE� [B̃I ] la matri
e asso
iée à la partie symétrique de l'opérateur FT
∇X

[B̃I ] =





F11NI,1 F21NI,1 F31NI,1

F12NI,2 F22NI,2 F32NI,2

F13NI,3 F23NI,3 F33NI,3

F12NI,3 + F13NI,2 F22NI,3 + F23NI,2 F32NI,3 + F33NI,2

F11NI,3 + F13NI,1 F21NI,3 + F23NI,1 F31NI,3 + F33NI,1

F11NI,2 + F12NI,1 F21NI,2 + F22NI,1 F31NI,2 + F32NI,1





(I.82)
� {S} le ve
teur 
olonne 
ontenant les valeurs de S en notation de Voigt

{S} = [S11 S22 S33 S23 S13 S12]
T (I.83)� [S] la matri
e 
ontenant les valeurs de S ordonnées de manière à être 
ompa-tible ave
 le gradient

[S] =





S11 S12 S13 0 0 0 0 0 0

S21 S22 S23 0 0 0 0 0 0

S31 S32 S33 0 0 0 0 0 0

0 0 0 S11 S12 S13 0 0 0

0 0 0 S21 S22 S23 0 0 0

0 0 0 S31 S32 S33 0 0 0

0 0 0 0 0 0 S11 S12 S13

0 0 0 0 0 0 S21 S22 S23

0 0 0 0 0 0 S31 S32 S33





(I.84)
� [C] la matri
e asso
iée au tenseur d'élasti
ité é
rit dans la 
on�guration deréféren
e

[C] =





C1111 C1122 C1133 C1123 C1113 C1112

C2211 C2222 C2233 C2223 C2213 C2212

C3311 C3322 C3333 C3323 C3313 C3312

C2311 C2322 C2333 C2323 C2313 C2312

C1311 C1322 C1333 C1323 C1313 C1312

C1211 C1222 C1233 C1223 C1213 C1212





. (I.85)
Pour les matériaux isotropes, on donne l'expression de C en fon
tion du potentiel22



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIRE
hoisi :
C = α0I + α1I⊗ I+ α2C⊗C+α3C

−1 ⊗C−1 + α4C
−1⊗C−1 + α5 (I ⊗ C + C ⊗ I)

+ α6

(
I⊗ C−1 + C−1 ⊗ I

)
+ α7

(
C ⊗ C−1 + C−1 ⊗ C

) (I.86)ave
 (C−1⊗C−1)ijkl = (C−1
ik C−1

jl + C−1
il C−1

jk )/2 et
α0 = −4

∂W

∂I2

, α1 = 4

(
∂2W

∂I1∂I1

+ 2I1
∂2W

∂I1∂I2

+ I2
1

∂2W

∂I2∂I2

+
∂W

∂I2

)

α2 = 4
∂2W

∂I2∂I2

, α3 = J

(
J

∂2W

∂J∂J
+

∂W

∂J

)
, α4 = −2J

∂W

∂J
(I.87)

α5 = −4

(
∂2W

∂I1∂I2
+ I1

∂2W

∂I2∂I2

)
, α6 = 2J

(
∂2W

∂I1∂J
+ I1

∂2W

∂I2∂J

)

α7 = −2J
∂2W

∂I2∂J
.I.2.5 Dis
rétisation du problème thermiqueDe façon similaire, on 
onstruit la formulation faible du problème thermiqueà partir de sa formulation forte 
onstituée des équations (I.55-I.61) dans laquelleon omet volontairement la 
ondition en rayonnement. Ainsi, pour tout 
hamp detempérature virtuel θ, on a :Trouver T ∈ St(Ω) véri�ant (I.57) et (I.61) tel que ∀θ ∈ St

0(Ω),
∫

Ω

ρ(T )c(T ) Ṫ θ dv +

∫

Ω

∇θ K(T ) ∇T dv −
∫

∂Ω2

q̄ θ ds (I.88)
−
∫

∂Ω3

hT (T − T∞) θ ds −
∫

Ω

rθ dv = 0où St(Ω) et St
0(Ω) désignent des espa
es dé�nis par
St(Ω) = {T su�samment régulier | T = T̄ sur ∂Ω1} (I.89)
St

0(Ω) = {T su�samment régulier | T = 0 sur ∂Ω1}. (I.90)Comme la pré
édente, 
ette formulation est non linéaire puisque les paramètresmatériaux dépendent de la température. Il est don
 né
essaire de la linéariser éga-lement. A 
ela, s'ajoute la di�
ulté liée à la présen
e d'une dérivée temporelle. Lemodèle numérique s'obtient alors par double dis
rétisation, l'une spatiale et l'autretemporelle. 23



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREDis
rétisation temporelle et linéarisationAvant de linéariser, on pro
ède à la dis
rétisation temporelle. Dans 
e travail,on utilise un s
héma impli
ite dé
entré pour dis
rétiser l'équation de la 
haleur :on exprime toutes les quantités à l'instant t + ∆t. Cette méthode, généralementin
onditionnellement stable, permet l'utilisation de grands pas de temps ∆t maisrequiert des temps de 
al
uls plus long par rapport à des s
hémas expli
ites. Laforme faible s'é
rit
∫

Ω

ρ(T t+∆t)c(T t+∆t) (T t+∆t − T t) θ dv + ∆t

∫

Ω

∇θ K(T t+∆t) ∇T t+∆t dv

− ∆t

(∫

∂Ω2

q̄ θ ds +

∫

∂Ω3

hT (T t+∆t − T∞) θ ds +

∫

Ω

rθ dv

)
= 0 (I.91)Dans 
ette relation, l'in
onnue est le 
hamp de température à l'instant t + ∆t noté

T t+∆t. Par 
onséquent, si les paramètres ne sont pas 
onstants, 
ette formule estnon linéaire. Il 
onvient don
 de la linéariser à l'aide de l'opérateur de Gâteaux. Ennotant Rt(T ) le résidu du problème thermique (I.91), le problème linéarisé asso
iéprend la forme
D∆TRt(T

t+∆t) = −Rt(T
t+∆t) (I.92)ave


D∆T Rt(T
t+∆t) =

∫

Ω

ĉ(∆T ) (T t+∆t − T t) θ dv +

∫

Ω

ρ(T t+∆t)c(T t+∆t) ∆T θ dv

+ ∆t

(∫

Ω

(∇θ K̂(∆T ) ∇T t+∆t + ∇θ K(T t+∆t) ∇∆T ) dv −
∫

∂Ω3

hT ∆T θ ds

)(I.93)où ĉ(∆T ) = D∆T

[
ρ(T t+∆t)c(T t+∆t)

] et K̂(∆T ) = D∆T

[
K(T t+∆t)

].Dis
rétisation spatialeEn divisant le domaine Ω en éléments �nis Ωe, le 
hamp de température réelainsi que le virtuel sont approximés par
T h(x) =

∑

i

Ni(x)T̃i et θh(x) =
∑

i

Ni(x)θ̃i (I.94)où Ni(x), T̃i et θ̃i représentent respe
tivement la fon
tion d'interpolation, la tempé-rature et le 
hamp virtuel au noeud i. En notant {T} le ve
teur des températures24



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREde tous les noeuds du maillage, l'introdu
tion de 
es expressions dans la forme faible
onduit au système matri
iel
[C(T )]{Ṫ} + [K(T )]{T} = {F} (I.95)ave


[C(T )]ij =
∑(∫

Ωe

ρ(T )c(T )Ni Nj dv

)
, (I.96)

[K(T )]ij =
∑(∫

Ωe

∇Ni K(T )∇Nj dv +

∫

∂Ωe∩∂Ω3

hT NiNj ds

)
, (I.97)

{F}i =
∑(∫

Ωe

Nir dv +

∫

∂Ωe∩∂Ω2

Niq̄ ds −
∫

∂Ωe∩∂Ω3

hT NiT∞ ds

)
. (I.98)I.3 Implémentations et exemples numériquesLes modèles numériques étant établis, il 
onvient de les implémenter dans un
ode de 
al
uls. Dans 
e travail, on développe deux logi
iels sous Matlab : l'un pourrésoudre le problème hyperélastique et l'autre pour traiter le problème thermique.Ainsi, 
ette dernière se
tion porte sur la validation de 
es 
odes. De nombreux testsnumériques ont été faits. I
i, on se restreindra à présenter un exemple pour 
haqueproblème.I.3.1 Validation du 
ode élastiqueLe test présenté i
i 
onsiste à soumettre un barreau 
ir
ulaire à une torsionsimple. Il s'agit alors de �xer une de 
es extrémités et de soumettre l'autre à unerotation dans son plan. A�n de 
omparer les résultats numériques aux solutionsanalytiques de [5,76℄, on 
onsidère que le 
ylindre est 
onstitué d'un matériau dontle 
omportement dérive d'un potentiel néo-hookéen in
ompressible. Sous 
es 
ondi-tions, on rappelle que la pression ne dépend que du rayon, soit

p(R) =
C1τ

2

2
(R2

e − R2) + C1 (I.99)où Re et C1 
orrespondent respe
tivement au rayon du 
ylindre et à une 
onstantedu matériau. Le paramètre τ 
ara
térise la rotation imposée.L'objet de la simulation est un 
ylindre de rayon Re = 2 m et de longueur
L = 5 m. Dû au symétrie, le 
al
ul numérique s'e�e
tue sur un quart du 
ylindre25
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Fig. I.2 � Problème élastique étudié.dis
rétisé en 15625 noeuds et 10529 tétraèdres. On impose une rotation de 10◦ sur lafa
e supérieure. La �gure I.2 illustre le problème traité. La 
omparaison du 
hamp depression obtenu numérique à 
elui établi analytiquement est présenté dans la �gureI.3. Une bonne 
on
ordan
e est observée. L'erreur, 
al
ulée par l'équation (II.36),reste inférieur à 1% tout au long de la simulation.
errhy =

|W num − W ex|
|W ex| (I.100)

Fig. I.3 � Comparaison du 
hamp de pression.
26



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREI.3.2 Validation du 
ode thermiqueLe test présenté i
i 
onsiste à modéliser un transfert thermique unidire
tionneldans une plaque 
arrée homogène de longueur L = 10 m. On impose sur un bordune température Ts de 473 K alors que, sur le bord en vis-à-vis, la températureimposée Ti est de 273 K. On 
onsidère que les deux autres parois sont adiabatiques,
'est-à-dire que le �ux de 
haleur sortant est nul. Le maillage utilisé ainsi que les
onditions aux limites sont représentés sur la �gure I.4.

Fig. I.4 � Problème thermique étudié.Le tenseur de 
ondu
tivité se réduit alors à une simple fon
tion s
alaire dépen-dant de T . On 
hoisit de modéliser linéairement les variations des 
ara
téristiquesthermiques du matériau en fon
tion de la température :
k(T ) = k1T + k2 c(T ) = c1T + c2 (I.101)où k1, k2, c1 et c2 sont des 
onstantes. On suppose aussi la présen
e, en tout pointde la plaque, d'une sour
e interne de 
haleur dont l'expression est :
r(x) =

2(Ts − Ti)(k2 + k1(Ts + (Ti−Ts)x2

L2 ))

L2
. (I.102)Cette fon
tion, qui représente la 
haleur dégagée par la sour
e, a été 
hoisie de façonà obtenir une solution analytique au problème de 
ondu
tion non linéaire en régimestationnaire de la forme :

Texacte = Ts +
Ti − Ts

L2
x2 (I.103)27



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RÉSOLUTIONS PAR ÉLÉMENTS FINIS DEPROBLÈMES EN ÉLASTICITÉ ET CONDUCTION NON LINÉAIREL'introdu
tion de 
ette sour
e nous permet de 
omparer la solution en régime sta-tionnaire 
al
ulée numériquement et la solution analytique le long d'une ligne tra-versant la plaque sur la �gure I.5. On 
ompare 
es solutions pour di�érentes valeursdes propriétés du matériau et di�érentes valeurs de température imposée. A 
haquefois, les deux solutions se superposent. L'erreur relative
errth =

||T num − T ex||
||T ex|| (I.104)reste inférieur à 10−2%, 
e qui permet de valider les résultats obtenus par le 
ode enrégime permanent.

Fig. I.5 � Champ de température le long de la plaque.Il reste à véri�er l'exa
titude des résultats en régime transitoire. Pour 
ela, onmodi�e légèrement le problème étudié de sorte que la solution exa
te soit de la forme
Texacte = Ti + (Ts − Ti) e−xt. (I.105)Ainsi, on modi�e la sour
e de 
haleur utilisée dont l'expression devient

r(x, t) = −(Ts − Ti)e
−xt
[
c2x + k2t

2 + (c1x + k1t
2)(Ti + (Ts − Ti) e−xt)

]
. (I.106)La 
ondition aux limites en x = 0 reste identique à la pré
édente. Toutefois, en

x = L, on impose la température exa
te à 
haque instant. On 
ompare la solu-tion numérique et la solution analytique pour di�érents instants sur la �gure I.6.L'é
art entre les deux solutions reste inférieur à 0.1%, 
e qui valide dé�nitivementl'algorithme thermique.28
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Fig. I.6 � Champ de température le long de la plaque à di�érents instants.
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Chapitre IIUne méthode d'homogénéisationnumérique ave
 rédu
tion de modèleCe 
hapitre 
on
erne la résolution de problèmes d'homogénéisation périodiquede 
omposites non linéaires. Les appro
hes analytiques, dans 
e 
as, sont limitées.La plupart d'entre elles 
onduisent à l'estimation ou l'en
adrement des proprié-tés e�e
tives du matériau hétérogène. Quelques résultats analytiques ont toute-fois été établis pour des 
hargements et des mi
rostru
tures parti
ulières (voir parexemple [20, 66, 67, 88, 95, 113, 120, 122℄). Une alternative 
onsiste à adopter des ap-pro
hes numériques. Celles-
i permettent de traiter à la fois des mi
rostru
turesquel
onques, des 
hargements arbitraires et des matériaux fortement non linéaires.Une synthèse ré
ente sur l'homogénéisation se trouve dans [83℄.Dans 
e 
adre, la méthode des éléments �nis multi-niveau (FE2), initiée dans[127℄, est très largement utilisée. L'idée est de résoudre deux problèmes aux limitessimultanément par la méthode des éléments �nis, l'un à l'é
helle de la stru
tureet l'autre à l'é
helle du matériau hétérogène [47�49, 56, 85, 98, 135, 147℄. L'idée estd'asso
ier à 
haque point de la stru
ture ma
ros
opique le 
omportement d'une 
el-lule mi
ros
opique représentative du matériau. Toutefois, le 
oût de 
al
uls de 
etteappro
he est prohibitif si bien que des méthodes de dé
omposition de domaine etde 
al
uls parallèles ont été proposées a�n de les alléger.Dans 
e 
hapitre, on propose de 
ombiner 
ette appro
he multi-é
helle à unerédu
tion de modèle de type POD [84, 92℄ a�n de réduire d'avantage les 
oûts. Ini-31



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEtialement introduite dans [156℄ pour les problèmes hyperélastiques, 
ette démar
heest adaptée, i
i et dans [106, 157℄, au problème de 
ondu
tion non linéaire. Aprèsquelques rappels sur l'homogénéisation non linéaire, on présente la méthode R3M
omme l'ont surnommée les auteurs. Des appli
ations à la 
ondu
tion thermiqueet éle
trique sont présentées en �n de 
hapitre. D'autres impliquant le problèmeélastique seront données au 
hapitre suivant.II.1 Rappel sur l'homogénéisationII.1.1 StratégieL'homogénéisation permet de prédire ou estimer le 
omportement mé
aniquema
ros
opique d'un matériau hétérogène à partir des propriétés de ses 
onstituantset de leur répartition. Autrement dit, il s'agit de dé
rire un milieu hétérogène àl'aide d'un milieu homogène équivalent. Cette appro
he requiert la distin
tion d'aumoins deux é
helles, à savoir l'é
helle ma
ros
opique asso
iée à la taille de la stru
-ture et l'é
helle mi
ros
opique asso
iée à la taille des hétérogénéités. Selon le typede mi
rostru
ture, on oppose deux appro
hes mi
romé
aniques : l'une périodiqueet l'autre aléatoire. Dans les deux 
as, il est né
essaire de dé�nir un volume élé-mentaire représentatif (VER) sur lequel le 
omportement e�e
tif sera déterminé. Le
hoix de 
e VER 
onstitue la première étape de la pro
édure d'homogénéisation [22℄.

Fig. II.1 � Illustration de l'homogénéisation.Cette étape dite de représentation 
onsiste en une des
ription de la mi
rostru
-ture la plus �ne possible. On y pré
ise les di�érentes phases 
onstituant le maté-riau hétérogène ainsi que leurs 
ara
téristiques géométriques (formes, fra
tions vo-lumiques, distribution spatiale). Cette tâ
he s'avère généralement 
omplexe. A 
ela,32



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEs'ajoute une di�
ulté liée à la détermination de la taille du domaine à 
onsidérer.En e�et, le VER doit être su�samment grand fa
e aux dimensions des hétérogénéi-tés de sorte que les 
hamps solution soient uniformes sur le pourtour de 
elui-
i etindépendants de la solli
itation. De plus, il doit être su�samment petit par rapportaux dimensions de la stru
ture a�n d'obtenir des 
hamps ma
ros
opiques 
ontinus.Par 
onséquent, le VER désigne la plus petite é
helle à laquelle on observe le maté-riau équivalent. Pour les matériaux à mi
rostru
ture périodique, le VER 
orrespondà une période tandis que, pour les matériaux aléatoires, un pro
essus sto
hastiquedoit être employé pour le générer.La se
onde étape, plus 
onnue sous le nom de lo
alisation, 
onsiste à résoudre unproblème aux limites sur le VER. Cette étape permet d'obtenir les 
hamps lo
aux de
ontraintes et de déformations à partir des propriétés de la mi
rostru
ture. Classique-ment, deux types d'appro
he sont envisagés, à savoir une appro
he en déformationet une appro
he en 
ontrainte. La première 
onsiste à imposer des 
onditions auxlimites en dépla
ement. De là, on en déduit le 
hamp de déformation lo
al par larelation établie dans [71, 110℄
F̄ =

1

|Ω|

∫

Ω

F dv =
1

|Ω|

∫

∂Ω

χ(X) ⊗ n ds (II.1)où |Ω| 
orrespond au volume de Ω. L'utilisation des lois de 
omportement de 
haquephase 
onduit à la détermination du 
hamp de 
ontraintes lo
ales asso
iées.L'appro
he en 
ontraintes, quant à elle, 
onsiste à imposer des 
onditions auxlimites en 
ontraintes qui, 
ombinées aux diverses lois de 
omportement mi
ro et àla relation
P̄ =

1

|Ω|

∫

Ω

P dv =
1

|Ω|

∫

∂Ω

(Pn) ⊗ x ds (II.2)permet d'obtenir le 
hamp de 
ontraintes lo
ales puis 
elui des déformations lo
alesasso
iées. Ce problème de lo
alisation est nettement plus 
ompliqué à résoudre dansun 
ontexte non linéaire que dans le 
as linéaire. Ainsi, un traitement in
rémentalest proposé dans [70℄ a�n de se ramener, à 
haque pas, à un problème linéarisé au-tour d'un état de référen
e 
onservant la distribution morphologique du problème :
'est la notion de matériaux linéaires de 
omparaison [22, 95, 124℄.
33
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Fig. II.2 � S
héma de la pro
édure d'homogénéisation.La dernière étape permet de déterminer les 
hamps de 
ontraintes et de défor-mations ma
ros
opiques à l'aide de moyennes volumiques des 
hamps lo
aux établisà l'étape pré
édente. En guise de résumé, un s
héma de la pro
édure d'homogénéi-sation est représenté en �gure II.2.Une démar
he similaire à 
elle présentée 
i-dessus peut être établie pour le pro-blème de 
ondu
tion non linéaire [121, 123, 144, 145℄. Dans les deux 
as, 
ette ap-pro
he, quali�ée de séquentielle, s'avère très di�
ile à résoudre. En pratique, onprivilégie plut�t des méthodes énergétiques, basées sur des formulations variation-nelles, a�n de 
ara
tériser le 
omportement e�e
tif du matériau hétérogène. Cesméthodes 
onduisent à des bornes 
omme 
elles de Voigt et Reuss ou en
ore 
ellede Hashin-Shtrikman [113, 120, 143℄.II.1.2 Homogénéisation par potentielLa méthode présentée 
i-dessus illustre les prin
ipes de l'homogénéisation. Tou-tefois, elle n'est pas appliquée aux matériaux hétérogènes hyperélastiques dont le
omportement dérive d'une densité d'énergie : on lui préfère une appro
he en po-tentiel [22℄ qui est su

in
tement rappelée 
i-après.On 
onsidère Ω0 un volume élémentaire représentatif d'un 
omposite dans sa
on�guration de référen
e. Chaque phase, supposée hyperélastique, o

upe le do-maine Ω
(r)
0 . Au
une restri
tion n'est faite sur la géométrie et les interfa
es entreles phases sont présumées parfaites. Sous 
es 
onditions, la densité d'énergie du34
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omposite s'é
rit :
W =

∑
δ(r)(X)W (r)(F) (II.3)où W (r) représente la densité d'énergie de la phase r et δ(r) une fon
tion 
ara
téris-tique dé
rivant la distribution des phases : elle est égale à 1 si X ∈ Ω

(r)
0 et 0 sinon.Une relation similaire peut être é
rite pour la relation 
ontraintes-déformations lo-
ale, à savoir

P =
∑

δ(r)(X)P(r)(F). (II.4)Sans perte de généralité, on priviligie une appro
he en déformation pour l'étape delo
alisation : on impose des 
onditions homogènes sur le bord ∂Ω0 de la forme
u =

(
F̄− I

)
X (II.5)où F̄ est le gradient de déformation ma
ros
opique. Ainsi, d'après [71℄, la relation
ontraintes-déformations ma
ros
opique dérive également d'un potentiel tel que

P̄ =
∂W̄ (F̄)

∂F̄
(II.6)ave


W̄ (F̄) = Min
F

< W > (II.7)où < . > représente la moyenne volumique de W sur Ω0. Ainsi, la détermination dupotentiel ma
ros
opique revient à un problème de minimisation sur les gradients dedéformation 
inématiquemment admissibles [96℄. Or, les densités d'énergie 
ara
té-risant le 
omportement hyperélastique en grandes déformations sont non 
onvexespar rapport à leur argument F du fait de la positivité de son déterminant. Par
onséquent, l'existen
e d'un tel minimum n'est pas garantie. Néanmoins, des 
ondi-tions moins restri
tives permettent d'assurer l'existen
e du minimum sans, toutefois,garantir son uni
ité. Parmi elles, on peut 
iter, dans l'ordre dé
roissant, la poly
on-vexité, la quasi
onvexité ou en
ore la 
onvexité de rang 1 [9, 36℄ de sorte que :
onvexité ⇒ poly
onvexité ⇒ quasi-
onvexité ⇒ 
onvexité de rang 1.Les potentiels les plus 
ourants sont poly
onvexes. Ainsi, dans 
e travail, on optepour des densités d'énergie poly
onvexes qui s'é
rivent
W = W (F, cof(F), det(F)). (II.8)où W doit être 
onvexe par rapport à F, cof(F) = det(F)F−T et det(F). 35



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEII.2 Homogénéisation non linéaire ave
 rédu
tionde modèleLe problème que l'on vient de détailler s'avère également très di�
ile à ré-soudre. Il se 
omplexi�e d'avantage pour des géométries 
ompliquées. Une alterna-tive 
onsiste à utiliser une appro
he multi-é
helle 
on
ourante dans laquelle au
uneloi ma
ros
opique n'est dé�nie a priori. Dans 
ette appro
he, on ne 
her
he plus àidenti�er un modèle de 
omportement ma
ros
opique par la théorie de l'homogénéi-sation mais à déterminer le 
omportement e�e
tif par un 
al
ul mené sur le VER.La méthode des éléments �nis multi-niveau s'ins
rit dans 
e 
adre. Cette te
hnique
onsiste à résoudre deux problèmes éléments �nis, l'un à l'é
helle ma
ros
opique etl'autre à l'é
helle mi
ros
opique. Plus pré
isément, en 
haque point d'intégrationma
ros
opique, un 
al
ul sur le VER est 
onduit ave
 des 
onditions aux limitesliées à l'état de déformation ma
ros
opique au point d'intégration. De 
e 
al
ul, onsort les 
ontraintes ma
ros
opiques par moyenne. Dans 
e qui suit, on formule leproblème aux deux é
helles dans le 
as élastique et thermique.
II.2.1 Méthode des éléments �nis multi-niveaux en élasti
itéFormulation du problème ma
roLe problème à résoudre à l'é
helle ma
ros
opique est régi par les équations (I.62)-(I.66) dans lesquelles on substitue les grandeurs par des grandeurs surlignées. En vued'une résolution numérique, on ne donne i
i que la formulation faible asso
iée :Trouver ū ∈ S(Ω̄0) tel que ∀δv̄ ∈ S0(Ω̄0),∫

Ω̄0

P̄ : ∇Xδv̄ dV =

∫

∂Ω̄t
0

t̄0 δv̄ dS +

∫

Ω̄0

Ḡ δv̄ dV (II.9)Il est à noter que P̄ est indéterminé à 
ette é
helle. Il en est de même pour le tenseurd'élasti
ité apparaissant dans l'opérateur tangent.36



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEFormulation du problème mi
roLe problème à résoudre à l'é
helle mi
ros
opique est régi par les mêmes équations.On rappelle la formulation faible asso
iée :Trouver u ∈ S(Ω0) tel que ∀δv ∈ S0(Ω0),∫

Ω0

P : ∇Xδv dV =

∫

∂Ωt
0

t̄0 δv dS +

∫

Ω0

G δv dV (II.10)A 
ette é
helle, on suppose que les lois de 
omportement ainsi que les tenseursd'élasti
ité de 
haque phase sont parfaitement 
onnus. On restreint 
ependant le
hoix des densités d'énergie à 
elles qui sont poly
onvexes.Lien entre les é
hellesL'obje
tif de la démar
he est de déterminer le 
omportement ma
ros
opique auvoisinage de 
haque point d'intégration par un 
al
ul à l'é
helle mi
ros
opique. Ainsi,le 
al
ul mi
ro fournit la relation 
ontraintes-déformations P̄ et l'opérateur tangentma
ros
opique noté matri
iellement [K̄]. D'autre part, il est né
essaire d'identi�erles 
onditions aux limites à appliquer sur le bord du VER a�n d'obtenir le 
ompor-tement e�e
tif.A l'é
helle mi
ros
opique, on suppose que le gradient de déformation est lasomme d'un terme 
onstant 
orrespondant au gradient ma
ros
opique et d'un terme�u
tuant ∇Xw(X), à savoir
F = F̄ + ∇Xw(X). (II.11)Le 
al
ul de la moyenne volumique de l'équation pré
édente 
onduit à

1

|Ω0|

∫

Ω0

∇Xw(X) dV = 0 (II.12)soit
1

|Ω0|

∫

∂Ω0

w(X) ⊗ N dS = 0. (II.13)Cette 
ondition est satisfaite si w(X) est nul sur tout le bord du VER ou s'il prenddes valeurs similaires sur deux points en vis-à-vis du bord. A�n de retomber sur leproblème exposé à la se
tion pré
édente, on opte pour la 
ondition homogène sur lebord qui 
onduit à
u =

(
F̄− I

)
X sur ∂Ω0. (II.14)37



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEEn�n, le 
hamp de 
ontraintes ma
ros
opique est obtenu par moyennage
P̄ =

1

|Ω0|

∫

Ω0

P dV. (II.15)Le dernier point à aborder porte sur la détermination de l'opérateur tangent. Pour
ela, on utilise la méthode de perturbation dé
rite dans [49℄. Celle-
i 
onsiste àmodi�er légèrement 
haque 
omposante des 
onditions aux limites du problème mi-
ros
opique a�n de 
onstruire une approximation de la matri
e tangente. Ce pro
édé,assez 
oûteux numériquement, requiert la 
al
ul de trois (2D) ou quatre (3D) pro-blèmes à l'é
helle mi
ros
opique à 
haque itération. Un résumé de la méthodologieest fourni dans la �gure II.3.

Fig. II.3 � Illustration de la méthode multi-é
helle en élasti
ité.
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CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEII.2.2 Méthode des éléments �nis multi-niveaux en 
ondu
-tionL'homogénéisation appliquée aux problèmes de 
ondu
tion dans les matériauxhétérogènes non linéaires suit la même démar
he que 
elle dé
rite pré
édemment.D'un point de vue théorique, le gradient de déformation et le 
hamp de 
ontraintessont rempla
és respe
tivement par le gradient de température et le �ux thermique.Dans un 
adre non linéaire, la forme de la relation entre le gradient de températureet le �ux asso
ié à l'é
helle ma
ros
opique n'est pas 
onnue a priori : il 
onvient dela déterminer. Par la suite, on se limite à adapter la pro
édure numérique au 
asthermique.Formulation du problème ma
roLe 
hamp ma
ros
opique T̄ doit satisfaire le système d'équations établi pré
é-demment, à savoir :Trouver T̄ ∈ St(Ω̄) véri�ant (I.57) et (I.61) tel que ∀θ̄ ∈ St
0(Ω̄),

∫

Ω̄

ρ̄(T̄ )c̄(T̄ ) ˙̄T θ̄ dv +

∫

Ω̄

∇θ̄ K̄(T̄ ) ∇T̄ dv −
∫

∂Ω̄2

q̄ θ̄ ds (II.16)
−
∫

∂Ω̄3

h̄T (T̄ − T∞) θ̄ ds −
∫

Ω̄

r̄θ̄ dv = 0où les grandeurs surlignées désignent les propriétés ma
ros
opiques du matériau. Ilest à noter que la relation entre le �ux q̄ et le 
hamp n'est pas 
onnue expli
itementà 
ette é
helle.Formulation du problème mi
roLe 
hamp mi
ros
opique T obéit à la même formulation, soitTrouver T ∈ St(Ω) véri�ant (I.57) et (I.61) tel que ∀θ ∈ St
0(Ω),

∫

Ω

ρ(T )c(T ) Ṫ θ dv +

∫

Ω

∇θ K(T ) ∇T dv −
∫

∂Ω2

q̄ θ ds (II.17)
−
∫

∂Ω3

hT (T − T∞) θ ds −
∫

Ω

rθ dv = 0Contrairement à l'é
helle ma
ros
opique, la relation entre le �ux et le 
hamp, à 
etteé
helle, est 
onnue pour les deux matériaux. Dans 
e travail, on traite à la fois le39



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEproblème de 
ondu
tion thermique et 
elui de 
ondu
tion éle
trique. A�n de traiterle premier des deux, on adopte la loi de Fourier, à savoir
q = −K(T ) · ∇T (II.18)tandis que , pour le se
ond, on privilégie une loi puissan
e de la forme

q = −χ ||∇T ||p−1
∇T (II.19)où χ et p désignent des paramètres matériaux.Lien entre les deux é
helles

Fig. II.4 � Illustration de la méthode multi-é
helle en 
ondu
tion.Comme pré
édemment, l'idée de la démar
he est de résoudre le problème ma-
ros
opique (II.16) par la méthode des éléments �nis en 
onsidérant qu'en 
haquepoint d'intégration du domaine se trouve un domaine élémentaire représentatif danslequel on résout le problème (II.16) également par éléments �nis. Ainsi, deux liensentre les é
helles apparaissent, à savoir l'un portant sur les 
onditions aux limites àappliquer au bord du VER et l'autre sur la détermination de la relation �ux-gradientde l'é
helle ma
ros
opique.Pour le se
ond, on suppose que le 
hamp in
onnu à l'é
helle mi
ros
opique sedé
ompose en une partie 
onstante 
orrespondant à la valeur moyenne 
onnue auniveau ma
ros
opique et une �u
tuation :
T = grad T · x + w(x) (II.20)40



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEEn appliquant l'opérateur gradient à l'équation pré
édente et en moyennant sur levolume, on obtient :
1

|Ω|

∫

Ω

gradT dΩ =
1

|Ω|

∫

Ω

gradT dΩ +
1

|Ω|

∫

Ω

gradw(x) dΩ (II.21)soit :
gradT = gradT +

1

|Ω|

∫

Ω

gradw(x) dΩ (II.22)On en déduit que :
1

|Ω|

∫

Ω

gradw(x) dΩ = 0 (II.23)L'utilisation de la divergen
e 
onduit à :
1

|Ω|

∫

∂Ω

w(x)n dS = 0 (II.24)Cette relation est véri�ée si, sur ∂Ω,
w(x) = 0 ou w(x+) = w(x−) (II.25)où x+ et x− désignent deux points du 
ontour en vis-à-vis. La première 
onditionest véri�ée si

T = gradT · x sur ∂Ω (II.26)tandis que la se
onde l'est si
u+ − u− = gradT · (x+ − x−) sur ∂Ω (II.27)ave
 u+ et u− la solution du problème mi
ro évaluée en x+ et x− respe
tivement.Après la résolution du problème à l'é
helle mi
ros
opique, on 
al
ule la moyennevolumique du �ux par :

q̄ =
1

|Ω|

∫

Ω

q dΩ. (II.28)A�n de résoudre le problème en régime transitoire, la 
apa
ité thermique homogé-néisée est la moyenne volumique des 
apa
ités des matériaux formant le VER
c̄ =

1

|Ω|

∫

Ω

c(T ) dΩ. (II.29)
41



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEDans 
ette appro
he, il est important de souligner que le �ux ma
ros
opique ainsique le paramètre matériau sont obtenus par moyenne sur le VER : au
une forme n'estsupposé a priori. Ainsi, il est possible de traiter des géométries aussi 
omplexes quel'on souhaite ave
 des lois de 
omportement quel
onques. En�n, la matri
e tangentema
ros
opique est obtenue par une méthode de perturbations développée dans [49℄.A�n de réduire les 
oûts liés aux 
al
uls 
ouplés aux deux é
helles, une méthode derédu
tion de modèle est détaillée dans la se
tion suivante.II.2.3 Rédu
tion de modèleL'appro
he multi-é
helle à deux niveaux présentée 
i-dessus présente un in
onvé-nient majeur, à savoir son 
oût de 
al
uls. En e�et, en 
haque point d'intégration del'é
helle ma
ros
opique, il est né
essaire de 
al
uler la réponse d'un volume élémen-taire représentatif soumis à des 
onditions limites spé
i�ques. Ces 
al
uls deviennentrapidement prohibitifs. A�n de réduire 
es 
oûts, on se propose d'utiliser une te
h-nique de rédu
tion de modèle basée sur la dé
omposition orthogonale aux valeurspropres (POD). Cette méthode est une façon élégante et e�
a
e d'analyse des don-nées permettant d'approximer un système de dimension élevée par un autre de di-mension plus faible [6,84,86,92,119℄. Plus pré
isément, elle permet d'extraire l'infor-mation pertinente d'un ensemble de données, provenant selon le 
as de simulationsnumériques ou d'expérien
es, en 
apturant les 
orrélations entre 
es données. Dans
e qui suit, on expli
ite su

in
tement la dé
omposition orthogonale aux valeurspropres. Puis, on dé
rit la pro
édure adoptée dans le 
ontexte de l'homogénéisationnumérique. On termine par la mise en parallèle de l'algorithme d'homogénéisation :on se fo
alisera notamment sur la logique et les moyens employés.PrésentationLa POD peut être 
onsidérée 
omme une méthode d'approximation en dimension�nie ou in�nie. Cette approximation se veut optimale d'un point de vue énergétique.Cette te
hnique est 
apable à la fois d'extraire les traits dominants d'une série dedonnées et d'en fournir une base de modes propres orthogonaux sus
eptibles dereproduire le phénomène étudié. La POD a été développée, simultanément et vrai-semblablement indépendamment, dans diverses dis
iplines. C'est pourquoi elle estétroitement liée à la dé
omposition de Karhunen-Loève issue de la théorie des proba-bilités, à l'analyse des 
omposants prin
ipaux ainsi qu'à la dé
omposition en valeurs42



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEsingulières. Ces appro
hes sont équivalentes pour des problèmes en dimension �-nie [92℄. Dans la littérature, la plupart des études rapportées in
luant la POD traitede sa version dis
rète étroitement liée aux résolutions numériques. Initialement in-troduite en dynamique des �uides [74℄, 
ette 
ombinaison s'est rapidement étendue àla dynamique des stru
tures en passant par l'aéroélasti
ité et le transfert thermique.Une revue bibliographique [84℄ retra
e 
ette évolution en détails. Dans 
e qui suit, onse limite à un rappel du 
as dis
ret dont un développement mathématique se trouvedans [87℄. Ceux intéressés par la formulation 
ontinue peuvent se référer à [74℄.Formulation mathématiqueL'idée essentielle de la méthode POD 
onsiste à rempla
er un 
hamp dont ungrand nombre de variables sont interdépendantes par un autre 
hamp de dimensionplus faible mais dont les variables sont dé
orrélées. Pour 
ela, on 
onsidère quel'évolution d'un système 
omme le VER est 
ara
térisé par 
hamp ve
toriel {u(t)} ∈
RN . Par exemple, 
e 
hamp peut être la solution du problème dis
rétisé d'élasti
itéou de 
ondu
tion à l'é
helle mi
ros
opique. Ce 
hamp peut alors se dé
omposer dela façon suivante :

{u(t)} = [Φ] {ξ(t)} (II.30)où [Φ] = [{φ1}, {φ2}, · · · , {φN}] désigne une base orthogonale arbitraire de dimen-sion N et {ξ(t)} les 
oe�
ients asso
iés.L'obje
tif de la rédu
tion de modèle est de rempla
er {u(t)} par une solution ap-pro
hée {û(t)} = [Φ̂]{ξ̂(t)}, et 
e en utilisant seulement M ve
teurs de la base aulieu de N (M << N), tel que
Min
{φi}

‖{u(t)} − {û(t)}‖2 (II.31)sous la 
ontrainte d'orthogonalité :
〈{φi}, {φj}〉 = δij (II.32)où δij 
orrespond au symbole de Krone
ker. On peut montrer que 
e problème seramène à un problème aux valeurs propres de la forme [92℄ :

[V ]{φi} = µi{φi} i = 1, 2, ..., N (II.33)où [V ] désigne la matri
e de 
orrélation dé�nie par
[V ] = [Q][Q]T (II.34)43



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEave
 [Q] une matri
e de dimension N × S 
onstruite à partir de di�érents résultats
olle
tés lors de 
al
uls préliminaires :
[Q] = [{u(1)} {u(2)} · · · {u(S)}]. (II.35)A 
e stade, il ne reste plus qu'à pré
iser le nombre de ve
teurs propres à 
onser-ver pour représenter le phénomène, 
e qui revient à dé�nir la dimension M . Unedé�nition plut�t arbitraire 
onsiste à ne retenir que les modes dont la somme desénergies représente au moins 90% de l'énergie totale et 
e en s'assurant que 
haquemode négligé représente moins de 1% du mode prin
ipal [134℄. Dans 
e travail, labase réduite [Φ̂] est obtenu en ne gardant que les M ve
teurs propres de [Φ] asso
iésaux M plus grandes valeurs propres µi. L'erreur introduite par 
ette approximationest estimée par
||{u(t)} − {û(t)}|| =

(
N∑

i=M+1

µi

) 1
2

, (II.36)Ainsi, le nombre M de fon
tions est déterminé à l'aide du 
ritère suivant
(∑N

i=M+1 µi

) 1
2

(∑N
i=1 µi

) 1
2

< δ (II.37)où δ est la toléran
e 
hoisie. Il est important de souligner qu'en pratique les valeurspropres dé
roissent rapidement. Ainsi, seul un petit nombre de modes est retenu.Formulation du problème mi
roOn rappelle que le problème mi
ros
opique se ramène, après dis
rétisation paréléments �nis et linéarisation par Newton Raphson, à un système de taille (N x N)de la forme :
[KT ]{∆u} = −{R} (II.38)Dans le 
adre de la POD, les variations de 
hamp in
onnu (dépla
ement ou tempé-rature), à 
haque itération de Newton Raphson, sont développées sous la forme :
{∆u} = [Φ]{∆ξ} (II.39)En introduisant (II.39) dans le système (II.38) et en pré-multipliant par [Φ]T , onobtient un système 
onstitué de m équations s'é
rivant :

[Φ]T [KT ] [Φ]{∆ξ} = −[Φ]T{R}. (II.40)44



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLELa matri
e à inverser est alors de taille (m x m) ave
 m << N , 
e qui réduit lestemps de 
al
uls. Un gain non négligeable peut également être obtenu en assemblantdire
tement la matri
e réduite au lieu de 
onstruire la matri
e 
omplète puis de lamultiplier par [Φ]. L'algorithme 
omplet de la méthode est présenté en �gure II.5Un point important à évoquer 
on
erne les 
onditions aux limites de Diri
hlet àl'é
helle mi
ros
opique dont la linéarisation donne
∆u = 0 ou ∆u+ − ∆u− = 0. (II.41)Ces 
onditions sont imposées à l'aide de multipli
ateurs de Lagrange de sorte que lesystème à résoudre prend la forme matri
ielle
[
[KT ] [GT ]

[G] [0]

][
{∆u}
{∆λ}

]
= −

[
{R}
{0}

]
. (II.42)On se propose i
i de réduire 
es nouvelles in
onnues en modi�ant la matri
e [Q] enin
luant les multipli
ateurs, à savoir

[Q] =

[
{u(1)} {u(2)} · · · {u(S)}
{∆λ1} {∆λ2} · · · {∆λS}

]

. (II.43)
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Fig. II.5 � Algorithme de 
al
ul : appro
he éléments �nis multi niveaux et rédu
tionde modèle en 
ondu
tion.
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CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEConstru
tion de la base réduiteA présent, il ne reste plus qu'à déterminer la base réduite qui 
ara
térise aumieux le 
omportement du système. Il est don
 né
essaire de pro
éder à des 
al
ulspréliminaires. Pour 
ela, on 
hoisit S points de l'espa
e des paramètres dé�nissant lesystème, puis on résout le problème mi
ros
opique pour 
ha
une des 
ombinaisonssorties. A�n de restreindre l'espa
e 
onsidéré, on borne la valeur de 
haque para-mètre par des estimations faites de 
es derniers à l'é
helle ma
ros
opique. Dans 
etravail, le problème élastique est régi, au maximum, par neuf paramètres 
orrespon-dant à toutes les 
omposantes du gradient de déformations tandis que le problèmede 
ondu
tion n'en 
ompte que trois dus au gradient de température. Une illustra-tion de la stratégie du 
hoix des S points est présentée dans la �gure II.6 pour unsystème ne 
omportant que deux paramètres notés γ1 et γ2. Cette stratégie n'estpas unique : on aurait pu 
hoisir, par exemple, un nuage régulier de points ou unnuage de points aléatoires.

γ
1

γ 2

Fig. II.6 � Illustration du 
hoix des paramètres des 
al
uls préliminaires.Il est important de souligner que la 
onstru
tion de la base est relativement
oûteuse en terme de temps de 
al
uls. De plus, il n'est pas 
ertain que l'é
hantillo-nage réalisé soit le meilleur. Ainsi, une méthode, proposée dans [129, 130℄, 
onsisteà 
onstruire la base simultanément au 
al
ul. Cette appro
he évite don
 les 
al
ulspréliminaires tout en garantissant un bon é
hantillonage puisque la matri
e [Q] est
omplétée tout au long de la simulation par les résultats intermédiaires. Toutefois,dans 
e travail, on n'adopte pas 
ette stratégie. 47



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEII.2.4 ParallélisationLa pro
édure d'homogénéisation établie 
i-dessus se prête bien aux 
al
uls paral-lèles. Ainsi, en plus d'une rédu
tion de modèles, on propose d'augmenter le nombrede ma
hines utilisées lors d'un 
al
ul. Cette démar
he ne modi�e que très légèrementl'implémentation de la méthode.Au sein du laboratoire, deux appro
hes sont envisageables. La première impliqueune ma
hine de grande 
apa
ité mémoire munie de plusieurs pro
esseurs. Généra-lement, 
es pro
esseurs sont identiques de sorte qu'une tâ
he met le même tempsà s'exé
uter sur l'un ou l'autre des noeuds (ou pro
esseurs). La se
onde appro
hené
essite plusieurs ma
hines disposant 
ha
une d'un pro
esseur. A�n d'assurer la
ommuni
ation entre elles, 
es ma
hines doivent être reliées par un réseau hautdébit. Dans 
ette appro
he, les pro
esseurs ne sont pas né
essairement de mêmefréquen
e d'où des di�éren
es de temps lors de l'exé
ution d'une même tâ
he. Ainsi,on privilégie l'utilisation d'une ma
hine à mémoire partagée.Dans 
e 
ontexte, la parallélisation intervient au niveau ma
ros
opique. Plus pré-
isément, on dé
oupe le domaine ma
ros
opique en sous-domaines de sorte qu'unmême nombre de points d'intégration ma
ros
opiques soit transmis aux di�érentspro
esseurs mobilisés pour le 
al
ul. Chaque noeud 
ontribue alors à la 
onstru
tionde la matri
e tangente ma
ros
opique ainsi qu'à 
elle du ve
teur résidu en estimantle 
omportement e�e
tif par des 
al
uls sur le VER.En guise d'exemple, on 
onsidère une stru
ture ma
ros
opique dont le maillage
ontient 338 degrés de liberté. La mi
rostru
ture asso
iée est dé
rite par un VER
ontenant 1066 degrés de liberté. Le domaine ma
ros
opique est soumis à une tra
-tion simple. L'équilibre aux deux niveaux est atteint en 7 itérations de Newton-Raphson. La �gure II.7 montre la durée relative des 
al
uls pour di�érents nombresde pro
esseurs. Celle-
i est divisée par 4 lors de l'utilisation de 4 pro
esseurs.
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0 20 40 60 80 100
Temps relatif

1 processeur

2 processeurs

3 processeurs

4 processeurs

Fig. II.7 � Comparaison des temps de 
al
uls par rapport au nombre de pro
esseurs.II.3 Appli
ationsDans 
ette se
tion, les di�érentes méthodes exposées 
i-dessus sont testées pardes exemples numériques. Seul le 
as thermique est abordé i
i. Des exemples impli-quant le problème élastique seront traités au 
hapitre suivant.II.3.1 Tests de validationValidation de la pro
édure de rédu
tionCe premier exemple 
onsiste à valider la pro
édure de rédu
tion de modèle. Ontraite le 
as d'une plaque 
arrée de longueur L = 10−5 m 
onstituée de deux maté-riaux dont les 
ara
téristiques thermiques varient linéairement ave
 la température.On impose sur un bord une température Ts de 473 K alors que, sur le bord en vis-à-vis, la température imposée Ti est de 273 K. On 
onsidère que les deux autres paroissont adiabatiques. Le problème est représenté en �gure II.8. Le 
hamp de tempé-rature solution est alors déterminé par la méthode des éléments �nis 
lassique. La�gure II.9 illustre 
e 
hamp à un instant t.En vue d'utiliser la rédu
tion de modèle, on détermine le nombre de modes si-gni�
atifs suivant le 
ritère (II.37). On �xe le paramètre δ à 10−6 d'après l'étude de
onvergen
e e�e
tuée en �gure II.10. On véri�e a posteriori la 
onverge de l'erreurrelative entre le �ux 
al
ulé à l'aide du modèle 
omplet et le �ux 
al
ulé par rédu
-49



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLE

Fig. II.8 � Problème traité.

Fig. II.9 � Champ de température dans la plaque 
omposite.tion de modèle pour di�érentes valeurs du paramètre.Seulement 
inq modes propres sont su�sants pour assurer une erreur inférieureà 10−6. On 
onstruit alors la base réduite à partir de 
es ve
teurs propres asso
iés.On peut visualiser en �gure II.11 l'allure de 
es fon
tions de base. La matri
e [Φ]est de taille (439 x 5). Par 
onséquent, la taille de la matri
e à inverser n'est plusque (5 x 5) au lieu de (439 x 439). On 
ompare dans la �gure II.12 le 
hamp detempérature, à di�érents instants, obtenu par le 
al
ul éléments �nis 
lassique etpar un 
al
ul éléments �nis 
ombiné à la rédu
tion de modèle. On 
onstate que lesrésultats engendrés par la rédu
tion de modèle sont 
omparables à 
eux obtenus50
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Fig. II.10 � Erreur relative en fon
tion du nombre de modes.

Fig. II.11 � 4 premiers modes signi�
atifs.
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Fig. II.12 � Comparaison entre le 
al
ul éléments �nis et le 
al
ul réduit à di�érentsinstants.

Fig. II.13 � Comparaison des temps de 
al
ul.par un 
al
ul 
lassique. On arrive don
 à reproduire de manière très satisfaisante le
omportement thermique de la plaque ave
 seulement 
inq 
oe�
ients, 
e qui permetde réduire de façon signi�
ative le temps de 
al
ul 
omme le montre la �gure II.13.Ces résultats homologuent le 
ode asso
ié à la méthode de rédu
tion de modèle.Validation de la pro
édure multi-é
helleL'obje
tif de 
et exemple est de valider la pro
édure 
ombinant l'appro
he multi-é
helle à la rédu
tion de modèle, notée R3M, en régime transitoire. Pour 
ela, on
hoisit de résoudre le problème de 
ondu
tion thermique sur une plaque re
tangu-52



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLElaire homogène de dimension 0.2x0.1 m. Celle-
i se divise en 45 noeuds répartis sur64 éléments triangulaires. En 
onditions aux limites, on impose une 
onve
tion na-turelle sur deux bords opposés. A�n de 
omparer les résultats obtenus à 
eux établisdans [146℄ via une méthode aux frontières, le 
oe�
ient de transfert thermique estpris égal à 200 Wm−2K−1 tandis que la température ambiante Tamb est 
hoisie à 773K. Les deux autres bords sont supposés adiabatiques. La température initiale de laplaque est de 373 K.Le VER est supposé homogène. Sa 
apa
ité thermique est de 440 Jkg−1K−1 tan-dis que sa masse volumique vaut 7800 kgm−3. On 
hoisit une 
ondu
tivité thermiquede la forme
K(T ) =

(
98.43 − 0.09155 T + 0.2554 10−4 T 2

)
I. (II.44)Des 
al
uls préliminaires, ave
 un paramètre de toléran
e égal à 10−6, permettentde retenir six modes. On pro
ède alors à deux simulations : l'un en FE2 et l'autre enR3M. L'évolution de la température ma
ros
opique le long d'une ligne horizontaleest 
omparée aux résultats de [146℄ en �gure II.14. Une bonne 
on
ordan
e estobservée.
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Fig. II.14 � Champ de température à di�érents instants.
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CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLEII.3.2 Analyse à deux é
helles de la 
ondu
tion non linéairedans un 
ompositePour la suite, on 
onsidère un 
omposite 
onstitué d'un matériau hétérogènepériodique. A�n de valider les résultats de l'appro
he multi-é
helle, un maillage
omplet de la stru
ture 
omprenant toutes les hétérogénéités est 
onstruit et repré-senté en �gure II.15. La mi
rostru
ture est dé
rite par le VER de la �gure II.16.

Fig. II.15 � Stru
ture 
omplète.Problème de 
ondu
tion éle
triqueOn s'intéresse, tout d'abord, à la 
ondu
tion éle
trique en régime stationnaire.La stru
ture ma
ros
opique est une plaque 
arrée dont la maillage est 
onstitué de100 noeuds et 162 éléments triangulaires. Une di�éren
e de 500 V est imposée surdeux bords opposés du domaine ma
ros
opique, à savoir (x̄ = 0) et (x̄ = 1). Surles deux autres bords, on suppose que le �ux normal est nul. La matri
e ainsi quel'in
lusion sont 
onstituées de matériaux dont la loi de 
omportement est de la forme
q(u) = −(a0 + a1u + a2u

2 + a3u
3) ∇u + a4 ‖ ∇ u ‖p−1

∇u (II.45)ave
 ai des 
onstantes 
hoisies arbitrairement et expli
itées dans la table II.1. L'index
p, quant à lui, est identique dans les deux phases et est pris arbitrairement égal à 4.54



CHAPITRE II. UNE MÉTHODE D'HOMOGÉNÉISATION NUMÉRIQUE AVECRÉDUCTION DE MODÈLE

Fig. II.16 � VER à in
lusion 
ir
ulaire.
a0 a1 a2 a3 a4Matrix 500 2.10−1 3.10−3 1.10−6 1.10−10In
lusion 100 -5.10−2 -4.10−4 5.10−7 2.10−7Tab. II.1 � Propriétés éle
triques utilisées.A�n d'obtenir la base réduite, on suit la pro
édure énon
ée 
i-dessus en �xantle paramètre δ du 
ritère de séle
tion à 10−6. Seuls huit modes sont retenus. Leproblème mi
ros
opique ne 
ompte plus que 8 in
onnues au lieu de 423. Le pro�ldes 5 premiers est tra
é en �gure II.17. Il est maintenant possible de mener le 
al
ulsur la totalité de la stru
ture. On réalise alors trois simulations : la première sur lastru
ture 
omplète, la se
onde en utilisant la méthode multi-é
helle sans rédu
tion etla dernière en utilisant la méthode multi-é
helle 
ombinée à la rédu
tion de modèle.Le 
al
ul sur la stru
ture 
omplète sert de référen
e. Outre 
es trois 
al
uls, onpro
ède à trois autres simulations dans lesquelles on inverse les r�les de la matri
eet de l'in
lusion, 
'est-à-dire les propriétés de l'in
lusion deviennent 
elles de lamatri
e et ré
iproquement.En �gures II.18 et II.19, on tra
e l'évolution du 
hamp de température le longd'une ligne dé
oupant la géométrie en deux. On tra
e également le 
hamp éle
triquequ'aurait la même plaque si elle n'était 
onstituée que d'un des deux matériaux
onsidérés. Une bonne 
on
ordan
e des résultats est observé dans les di�érentes55
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mode 5Fig. II.17 � Pro�ls des 5 premiers modes du problème de 
ondu
tion éle
trique.

Fig. II.18 � Potentiel le long d'une ligne 
entrée.simulations. De plus, on remarque bien que l'ajout d'in
lusions moins 
ondu
tri
esdiminue la 
ondu
tivité de l'ensemble et inversement. En�n, la �gure II.21 montreun réel gain de temps de 
al
ul.Problème de 
ondu
tion thermiqueCe dernier exemple porte sur la 
ondu
tion thermique dans un 
omposite 
onsti-tué de zir
onium et d'aluminium. La matri
e est formée de zir
one stabilisé dont56
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Fig. II.19 � Potentiel le long d'une ligne 
entrée ave
 les propriétés inversées.
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Relative times (%)
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Fig. II.20 � Comparaison des temps de 
al
ul.la masse volumique est de 5.9.103kg.m−3 alors que les in
lusions sont en alumi-nium dont la masse volumique est de 3.9.103kg.m−3. Sa
hant que leur 
ondu
tivitéthermique est de la forme
K(u) =

(
α0 + α1u + α2u

2 + α3u
3 + α4u

−1
)
I, (II.46)les propriétés thermiques des deux matériaux sont expli
itées dans le tableau II.2.Cette forme est motivée par des mesures expérimentales qui montrent qu'elle 
ouvreune multitude d'appli
ations [3, 11℄. 57
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α0 α1 α2 α3 α4

kalumina 23.6 -3.68.10−2 2.85.10−5 -7.73.10−9 155
kzirconia 2.91 3.90.10−3 3.60.10−6 -9.55.10−10 -2.86
Cpalumina 0.899 8.91.10−4 -8.43.10−7 3.24.10−10 -3.71
Cpzirconia 0.737 -3.22.10−4 7.75.10−7 -3.78.10−10 -1.12Tab. II.2 � Propriétés thermiques du zir
one et de l'aluminium.Dans 
e problème, on impose une température de 500◦C sur deux bords 
onsé-
utifs tandis que les deux autres sont supposés adiabatiques. La température initialeest de 100◦C. Le 
ritère de séle
tion �xé à 10−6 a permis de retenir sept modes, 
equi permet de se ramener à un problème impliquant 7 in
onnues en lieu et pla
e des480 initiales. Le pro�l ainsi que l'allure des quatre modes les plus pertinents sontdé
rits par la �gure II.22.On pro
ède alors à trois simulations : la première sur la stru
ture 
omplète quisert de référen
e, la se
onde en utilisant FE2 et la troisième à l'aide de R3M. Le
hamp de température obtenu par 
ha
une d'elle est représenté en �gure II.23. Onremarque que, globalement, le 
hamp obtenu est le même dans les trois 
al
uls.A�n de 
on�rmer 
es observations, on tra
e l'évolution de la température le longd'une ligne et on 
al
ule l'erreur relative par rapport au 
al
ul 
omplet à l'aide dela formule

e = 100
||T − T ref ||
||T ref || . (II.47)On peut ainsi 
onstater que l'erreur dont le maximum se situe au début de la simu-lation reste inférieure à 2%. De leur 
�té, le gain en temps de 
al
ul est de l'ordre de60% par rapport au 
al
ul 
omplet et de 40% par rapport au 
al
ul multi-é
helle.Bien entendu, dans 
es 
omparaison, on ne tient pas 
ompte du temps mis pourdéterminer la base réduite.
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mode 6Fig. II.21 � Pro�ls des modes les plus pertinents.II.4 Con
lusionCe 
hapitre a proposé une méthode numérique multi é
helle ave
 rédu
tion demodèle pour prédire le 
omportement non linéaire de matériaux hétérogènes. Cettete
hnique présente l'avantage de réduire les 
oûts de 
al
uls 
omparée à une ap-pro
he FE2 
lassique ou à un 
al
ul dans lequel toutes les hétérogénéités sont modé-lisées. Elle a été validée sur di�érents ben
hmarks puis appliquée à des problèmes de
ondu
tion non linéaire thermique et éle
trique. Des appli
ations à l'élasti
ité nonlinéaire seront présentées au 
hapitre suivant.
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(a) stru
ture 
omplète

(b) FE2

(
) R3MFig. II.23 � Champ de température. 61
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Chapitre IIIUne appro
he XFEM/level-set pourle traitement des interfa
esimparfaites en grandes déformations
Ce 
hapitre 
on
erne la résolution de problèmes de modélisation de matériauxhétérogènes non linéaires en présen
e d'énergie d'interfa
es. En 
al
ul de stru
tures,les interfa
es entre les 
onstituants sont généralement supposées parfaites et d'épais-seur nulle. Or, 
es jon
tions, de faible épaisseur, présentent souvent des propriétésdi�érentes de 
elles des matériaux voisins. Si leur e�et est négligeable à l'é
helle"normale", il l'est moins à l'é
helle mi
ro ou nanométrique où les propriétés e�e
-tives du matériau hétérogène s'en trouve a�e
tées puisque le rapport entre l'aire desinterfa
es et le volume devient grand [26, 30, 35, 45, 89℄.Basée sur des appro
hes rigoureuses développées dans [17,59,60,108℄, la modéli-sation de 
es e�ets s'e�e
tue au moyen de modèles d'interfa
es imparfaites [18,19,58℄dont les deux plus 
ourants sont le modèle ressort et le modèle 
ohérent. Dans lepremier, le ve
teur de 
ontraintes est 
ontinu à la traversée de l'interfa
e tandisque le 
hamp de dépla
ement présente un saut qui est proportionnel à l'état de
ontraintes. Dans le se
ond, retenu dans 
ette étude, le 
hamp de dépla
ement est
ontinu alors que le ve
teur de 
ontraintes ne l'est pas. Plus pré
isément, il doitvéri�er l'équation de Young-Lapla
e. Une extension à l'élasti
ité non linéaire a étéproposée dans [80, 81, 140℄. D'un point de vue numérique, une méthode 
onsiste àajouter des éléments de surfa
e pour prendre en 
ompte 
es e�ets [54, 109℄. Cepen-63



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSdant, la di�
ulté de 
ette tâ
he 
roit ave
 la 
omplexité de la mi
rostru
ture. Unealternative serait de permettre l'existen
e de dis
ontinuités à l'intérieur des éléments�nis. Dans 
e 
ontexte, on peut 
iter par exemple [16, 46, 61, 100℄.Dans 
e 
hapitre, on propose une méthode numérique permettant de prendre en
ompte les e�ets d'interfa
es. Cette te
hnique, initialement introduite dans [158�160℄, s'appuie sur la méthode des éléments �nis étendus [13℄ 
ombinée à la méthodede level-set [116℄. Ainsi, on 
ommen
e par dériver un modèle d'interfa
e imparfaiteen transformations �nies pour lequel on 
her
he des solutions analytiques servantde ben
hmark à la méthode proposée [105, 107℄. Ensuite, la méthode proposée estdétaillée et des exemples numériques sont produits.III.1 Modélisation des interfa
es imparfaitesDans 
ette partie, on introduit les outils mathématiques de base né
essaires àl'étude des interfa
es imparfaites indépendamment de tout système de 
oordonnées.L'appro
he adoptée est 
elle proposée dans [59℄ et reprise dans [58, 65℄. Puis, lemodèle d'interfa
e est développée et des solutions analytiques impliquant le modèleétabli sont trouvées.III.1.1 Eléments de géométrie di�érentielleOn 
onsidère une interfa
e Γ séparant deux 
onstituants d'un 
omposite. Suivantla dimension du problème, il s'agit d'une 
ourbe (2D) ou d'une surfa
e (3D) quel'on suppose, dans les deux 
as, su�samment régulière. Une méthode issue de lagéométrie di�érentielle permettant de dé
rire Γ indépendamment de tout systèmede 
oordonnées 
onsiste à 
ara
tériser l'interfa
e par une fon
tion impli
ite [41℄.Cette appro
he est privilégiée à la des
ription paramétrique 
lassique 
ar elle seprête bien au 
al
ul numérique de par son lien ave
 la méthode level-set. Ainsi,l'interfa
e est représentée par l'iso-valeur d'une fon
tion s
alaire Φ :
Γ = {X ∈ R

k|Φ(X) = 0} (III.1)où k désigne la dimension de l'espa
e 
onsidérée. En supposant que la fon
tion Φest dérivable et que ∇Φ(X) 6= 0 pour tout point de l'interfa
e, on dé�nit n(X), le64



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSve
teur unitaire normal à l'interfa
e, par
n(X) =

∇Φ(X)

||∇Φ(X)|| (III.2)où ||.|| est la norme eu
lidienne. Il est également possible d'introduire deux opéra-teurs orthogonaux de proje
tion, à savoir
N(X) = n(X) ⊗ n(X) et T(X) = I − N(X) (III.3)où I désigne le tenseur identité du se
ond ordre. D'un point de vue purement géo-métrique, l'opérateur T(X) projette un 
hamp sur le plan tangent à l'interfa
e en

X tandis que N(X) le projette sur la droite de ve
teur dire
teur n(X) et passantpar X. Par la suite, a�n d'alléger les notations, on omet la dépendan
e en X desopérateurs. De part leur orthogonalité, 
es opérateurs véri�ent les relations suivantes
T2 = T, TT = T, N2 = N, N2 = N et TN = NT = 0. (III.4)Par 
onséquent, tout ve
teur v peut se dé
omposer de façon unique en une 
ompo-sante tangentielle vs et une 
omposante normale vn tel que

v = vs + vn (III.5)ave

vs = T.v et vn = N.v. (III.6)De plus, lorsque v est dérivable, on peut aussi dé
omposer 
ertains opérateurs

∇v = ∇sv + ∇nv (III.7)divv = divsv + divnv (III.8)ave

∇sv = ∇v.T divsv = ∇v : T (III.9)
∇nv = ∇v.N divnv = ∇v : N. (III.10)Ces dé
ompositions subsistent pour des tenseurs du se
ond ordre ou des fon
tionss
alaires. On peut aussi montrer que 
es opérateurs véri�ent les relations suivantesdivs(Φv) = Φdivsv + v.∇sΦ (III.11)divs(ΦA) = ΦdivsA + A.∇sΦ (III.12)divs(A

Tv) = vdivsA + A.∇sv. (III.13)
65



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSainsi que
∫

Γ

divsv dS =

∫

∂Γ

v.n dl (III.14)
∫

Γ

divsA dS =

∫

∂Γ

A.n dl (III.15)Dans toutes 
es relations, les indi
es n et s sont asso
iés aux 
omposantes normaleet tangentielle des quantités indexées.III.1.2 Relations d'Hadamard
Fig. III.1 � Relations d'Hadamard.Avant de rentrer dans le vive du sujet, il 
onvient de rappeler les relations de
ompatibilité d'Hadamard [69℄ dont l'obje
tif est d'exprimer le saut de la dérivéed'une fon
tion 
ontinue (s
alaire, ve
torielle ou tensorielle) mais dérivable presquepartout. On se limite au 
as de fon
tions ve
torielles. A 
e titre, on 
onsidère le
hamp v(x) dé�ni par

v(x) =





v(1)(x) si x ∈ Ω(1)

v(2)(x) si x ∈ Ω(2)
(III.16)

v(x) = v(1)(x) = v(2)(x) si x ∈ Γ. (III.17)Le développement de Taylor appliqué aux fon
tions v(x) en deux points voisins de
Γ noté x1 et x2

v(1)(x2) = v(1)(x1) + ∇v(1)(x)(x2 − x1) + o(||x2 − x1||2) (III.18)
v(2)(x2) = v(2)(x1) + ∇v(2)(x)(x2 − x1) + o(||x2 − x1||2) (III.19)
onduit à la relation

[
∇v(2)(x) −∇v(1)(x)

]
(x2 − x1) = o(||x2 − x1||2). (III.20)66



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSFaisant tendre x2 vers x1, on obtient
[
∇v(2)(x) −∇v(1)(x)

]
m(x) = 0 (III.21)où m(x) est un ve
teur unitaire tangent à Γ. On en déduit alors que le saut est aumaximum de rang 1 et a la forme

∇v(2)(x) −∇v(1)(x) = a ⊗ n(x) (III.22)où a est un ve
teur. Cette relation implique que le gradient de surfa
e ainsi que ladivergen
e surfa
ique sont 
ontinus à la traversée de l'interfa
e, soit
∇sv

(1)(x) = ∇sv
(2)(x) si x ∈ Γ (III.23)divsv

(1)(x) = divsv
(2)(x) si x ∈ Γ. (III.24)Des relations similaires existent pour des fon
tions s
alaires ou tensorielles [58℄.III.1.3 Constru
tion du modèleAppro
he dire
te

Fig. III.2 � Rempla
ement d'une interphase par une interfa
e.A présent, on aborde le 
oeur de 
e 
hapitre, à savoir l'obtention d'un modèled'interfa
e imparfaite dans le 
adre de l'élasti
ité non linéaire. L'idée de base estde rempla
er l'interphase d'épaisseur non nulle par une interfa
e d'épaisseur nulle àtravers laquelle des 
onditions de saut doivent être satisfaites. Pour 
ela, on 
onsi-dère deux 
on�gurations. Dans la première, une interphase d'épaisseur uniforme hse trouve au milieu de deux matériaux. On note 1 et 2 les deux matériaux et 0l'interphase. On suppose que les trois phases sont parfaitement 
ollées au travers de67



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSdeux surfa
es S1 et S2, 
e qui implique la 
ontinuité du 
hamp de dépla
ement uainsi que du ve
teur de 
ontraintes t :
u(1)|S1 = u(0)|S1 t(1)|S1 = t(0)|S1 (III.25)
u(2)|S2 = u(0)|S2 t(2)|S2 = t(0)|S2 (III.26)Dans la se
onde 
on�guration, l'interphase est éliminée et rempla
ée par une inter-fa
e imparfaite. L'obje
tif de 
ette partie 
onsiste à déterminer les 
onditions dontl'interfa
e doit être dotée a�n de préserver l'équivalen
e à une erreur près. Dans le
as linéaire et pour une interphase très rigide, [58℄ montre, à l'aide d'une analyseasymptotique et d'un développement de Taylor, que les 
onditions à la nouvelleinterfa
e sont

[[u]] = 0 et [[t]] = −divsσs (III.27)où σs désigne le tenseur de 
ontraintes de Cau
hy asso
ié à l'interfa
e. Dans 
emodèle d'interfa
e dite 
ohérente, la se
onde relation 
orrespond à l'équation deYoung-Lapla
e largement utilisée pour dé
rire les e�ets de surfa
e dans les matériauxnanométriques [26,44℄. Une généralisation en grandes déformations de 
ette relation
onduit à
[[P]]N = −divXsPs (III.28)où Ps représente le premier tenseur de Piola-Kir
hho� asso
ié à l'interfa
e tandis quedivXs est l'opérateur de divergen
e surfa
ique sur la 
on�guration de référen
e. Dansun 
ontexte hyperélastique, on suppose que la relation 
ontraintes-déformations del'interfa
e dérive d'un potentiel U dépendant de sa déformation [4, 81℄. Toutefois,il 
onvient d'exprimer 
e potentiel en fon
tion d'une quantité 
ontinue à traversl'interfa
e a�n d'être pertinent. L'utilisation des relations d'Hadamard établies pré-
édemment sur la 
ontinuité du 
hamp de dépla
ement suggère que le gradient dedéformation admet un saut normal à l'interfa
e de la forme

[[F]] = a⊗ N. (III.29)Sa
hant que le gradient de déformation le long de l'interfa
e Fs peut s'exprimer parla proje
tion de sa 
ontrepartie volumique
Fs = FT = T + ∇Xs u, (III.30)on en déduit que

[[Fs]] = 0. (III.31)68



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSPar 
onséquent, on propose d'exprimer le potentiel surfa
ique en fon
tion de Fs.Ainsi, la relation 
ontraintes-déformations s'é
rit
Ps =

∂U(Fs)

∂Fs
. (III.32)A�n de satisfaire le prin
ipe d'obje
tivité, les densités d'énergie surfa
ique doiventdépendre du tenseur de Cau
hy droit surfa
ique Cs dé�ni par

Cs = Fs
TFs = TCT. (III.33)Pour un traitement numérique, il 
onvient de donner l'expression du se
ond tenseurde Piola-Kir
hho� surfa
ique Ss, à savoir

Ss = 2
∂U(Cs)

∂Cs
. (III.34)Appro
he énergétiqueA présent, on 
her
he à établir une forme énergétique du problème hyperélas-tique ave
 prise en 
ompte des e�ets d'interfa
e imparfaite [81, 140℄. Sans perte degénéralité, on 
onsidère que le solide B est 
onstitué uniquement de deux phases telque Ω0 = Ω

(1)
0 ∪ Ω

(2)
0 et Ω

(1)
0 ∩ Ω

(2)
0 = Γ où Γ représente l'interfa
e entre les deuxmatériaux.Sous 
es 
onditions, l'énergie de déformation du solide Wint est la somme des 
ontri-butions volumiques et surfa
ique telle que

Wint =

2∑

i=1

(∫

Ω
(i)
0

W (i)(C) dV

)

+

∫

Γ

U(Cs) dS (III.35)Classiquement, l'équilibre mé
anique du solide revient à déterminer un minimum del'énergie potentielle dé�nie par
L(u) = Wint + Wext (III.36)dans laquelle Wext désigne le potentiel des for
es extérieures

Wext = −
∫

Ω0

Gu dV −
∫

∂Ωt
0\∂Γ

t̄0u dS −
∫

∂Ωt
0∩∂Γ

t̄0su dL. (III.37)Cette expression tient 
ompte des for
es de volume s'exerçant sur toutes les phaseset des e�orts de tra
tion sur le bord extérieur. Si au
une des interfa
es n'est dé-bou
hante, le dernier terme est nul. Dans le 
as 
ontraire, le ve
teur t̄0s désigne les69



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSe�orts surfa
iques appliqués aux extrémités de Γ.L'existen
e d'un minimum lo
al est assujettie à un 
ertain nombre de 
onditionsportant sur les densités d'énergie volumiques ainsi que surfa
iques. Il est bien 
onnuqu'une des 
onditions serait la 
onvexité de 
es densités. Or, on a déjà vu que 
ette
ondition est physiquement irréaliste 
ompte-tenu de la 
ondition d'impénétrabilitédé�nissant le domaine {F|detF > 0} 
omme non 
onvexe. Le 
as de la partie volu-mique est résolu en se restreignant aux densités d'énergie poly
onvexes. Quant auxinterfa
es, on se propose d'utiliser également des densités d'énergie poly
onvexes dedimensions inférieures. Ave
 
e seul 
hoix, l'interfa
e est sus
eptible de résister à dese�orts de 
ompression, 
e qui est in
ompatible ave
 la notion de membrane au sensstri
t du terme [4, 118℄. Néanmoins, un point selle peut être obtenu par
DδvL(u) = DδvWint + DδvWext = 0 (III.38)ave


DδvWint =

2∑

i=1

(∫

Ω
(i)
0

P(i) : ∇Xδv dV

)
+

∫

Γ

Ps : ∇Xs δv dS, (III.39)
DδvWext = −

∫

Ω0

Gδv dV −
∫

∂Ωt
0\∂Γ

t̄0δv dS −
∫

∂Ωt
0∩∂Γ

t̄0sδv dL. (III.40)L'utilisation du théorème de Stokes 
onduit à
2∑

i=1

(∫

Ω
(i)
0

divX P(i)
δv dV

)
+

∫

Γ

divXs Ps δv dS

−
∫

Γ

(
P(1)N(1) + P(2)N(2)

)
δv dS +

∫

Ω0

Gδv dV = 0. (III.41)En remarquant le sens opposé des normales dans 
haque phase, à savoir N(2) =

−N(1), on obtient
2∑

i=1

(∫

Ω
(i)
0

divX P(i)
δv dV

)
+

∫

Γ

(divXs Ps + [[P]]N(1)
)
δv dS +

∫

Ω0

Gδv dV = 0.(III.42)Cette relation étant valable pour tout 
hamp arbitraire δv, on en sort, à la fois,� un système d'équilibre volumique




divX P(i) + G = 0 dans Ω

(i)
0 ,

P(i)N(i) = t̄0 sur ∂Ωt
0 \ Γ,

(III.43)
70



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONS� un système d'équilibre surfa
ique




divXs Ps = − [[P]]N sur Γ,

PsM = t̄0s sur ∂Ωt
0 ∩ ∂Γ.

(III.44)où M désigne la normale unitaire extérieure à Γ appartenant au plan tangent de Γ.On retrouve ainsi les équations 
lassiques d'un problème aux limites en transforma-tions �nies 
omplétées par des 
onditions d'équilibre de l'interfa
e 
onsistant en lagénéralisation de l'équation de Young-Lapla
e et des 
onditions aux limites.III.2 Solutions analytiques

Fig. III.3 � Composite utilisé.A présent, on propose des solutions analytiques mettant en jeu des matériauxhyperélastiques en présen
e d'interfa
es imparfaites. Ces solutions permettent devalider la méthode numérique développée un peu plus loin. On s'intéresse au 
asd'un 
ylindre renfor
é par une �bre dont l'orientation 
orrespond à 
elle de son axede révolution 
omme le montre la �gure III.15. On note Re le rayon du 
ylindre,
Ri 
elui de la �bre et H la longueur du 
omposite. Compte-tenu de la géométrie
hoisie, on travaille, dans les deux 
on�gurations, ave
 un système de 
oordonnées
ylindriques dont la troisième dire
tion 
oïn
ide ave
 
elle du 
ylindre. Un pointmatériel est alors 
ara
térisé par ses 
oordonnées (R, Θ, Z) dans la 
on�gurationde référen
e et par (r, θ, z) dans la 
on�guration déformée. Les bases asso
iées aux71



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONS
on�gurations initiale et a
tuelle sont notées respe
tivement Ei et ei ave
 i = r, θ, z.A�n de simpli�er le problème, on 
hoisit d'étudier des matériaux hyperélastiquesin
ompressibles dont la loi de 
omportement dérive de densités d'énergie de typenéo-hookéenne de la forme
W (i) =

µ(i)

2
(I1 − 3) − p(J − 1) i = 1, 2. (III.45)Ainsi, l'état de 
ontraintes dans les deux 
on�gurations s'é
rit
P = µ(i)F− pF−T (III.46)
σ = µ(i)B− pI (III.47)L'interfa
e, quant à elle, possède une densité d'énergie de type néo-hookéenne 
om-pressible dont l'expression est

U =
µs

2
(Is

1 − 2 − 2lnJs) −
cs

2
lnJs +

cs

4
(Js − 1) (III.48)Son état de 
ontraintes est alors

Ps = µsFs +

(
csJs

4
− cs

2
− µs

)
F−T (III.49)

σs = J−1
s µsBs +

(
csJs

4
− cs

2
− µs

)
J−1

s I. (III.50)Ses relations sont générales et restent valables pour toute transformation subie. Parla suite, on s'intéresse à des déformations 
ourantes, à savoir la tra
tion simple, le
isaillement anti-plan et la torsion.III.2.1 Tra
tion simpleCette première déformation 
onsiste en une simple extension longitudinale du
ylindre en supposant que les di�érents plans perpendi
ulaires à l'axe restent plans.Cette solli
itation implique né
essairement le rétré
issement radiale du 
ylindre dufait de l'hypothèse d'in
ompressibilité et de la géométrie. Ainsi, en 
onsidérant l'unedes extrémités �xe et l'autre soumise à un dépla
ement δ, on peut établir les relations
r = R + f (i)(R), θ = Θ, z =

H + δ

H
Z (III.51)72



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSoù f (i) désigne une fon
tion s
alaire à priori di�érente dans les deux phases re�étantle rétré
issement. La 
ondition d'in
ompressibilité se traduit alors par l'équationdi�érentielle :
f (i)

,r (R) f (i)(R) =
H

H + δ
R (III.52)dont la solution est

f (i)(r) = −
√

H

H + δ
R2 + C

(i)
1 . (III.53)où C

(i)
1 désigne une 
onstante d'intégration pour la phase i. La présen
e de matière àl'origine (R = 0) 
ombinée à la 
ontinuité du dépla
ement à la traversée de l'interfa
eentraîne la nullité de la 
onstante dans les deux phases, si bien que le gradient dedéformation s'é
rit, dans les deux phases, de la façon suivante :

F = −
√

H

H + δ
(er ⊗ Er + eθ ⊗ Eθ) +

H + δ

H
ez ⊗Ez. (III.54)L'état de 
ontraintes peut être déterminé à une pression près

P(i) =

[

µ(i)

√
H

H + δ
− p(i)

√
H + δ

H

]

(er ⊗Er + eθ ⊗ Eθ)

+

[
µ(i) H + δ

H
− p(i) H

H + δ

]
ez ⊗Ez. (III.55)L'équilibre mé
anique permet de démontrer que la pression est 
onstante dans
haque phase. En faisant l'hypothèse que la surfa
e extérieure est libre de 
ontrainte,on en déduit que la pression dans la matri
e est

p(2) = µ(2) H

H + δ
. (III.56)A�n de déterminer la pression dans la �bre à partir de l'équation de Young-Lapla
e,il 
onvient d'exprimer la déformation de la surfa
e. La normale restant égale à Er,le tenseur de Cau
hy surfa
ique s'é
rit

Cs =
H

H + δ
Eθ ⊗ Eθ +

(
H + δ

H

)2

Ez ⊗Ez, (III.57)
e qui génère l'état de 
ontraintes suivant
Ps =

δ [2µsH − cs(δ + H)]

2H3/2
√

δ + H
eθ ⊗Eθ +

δ [H(cs + 4µs) + 2δµs]

2H(δ + H)
ez ⊗ Ez. (III.58)
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CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSFinalement, on obtient une pression dans la �bre de la forme
p(1) = µ(1) H

H + δ
+

csδ(H + δ) − 2Hδµs

2HRi(δ + H)
. (III.59)Il est important de souligner que seule la �bre est a�e
tée par la présen
e de l'inter-fa
e 
ohérente. Si l'interfa
e redevient parfaite, la pression dans la �bre devient

p(1) = µ(1) H

H + δ
. (III.60)III.2.2 Torsion simpleDans 
e nouvel exemple, le 
ylindre est soumis à une torsion pure : l'une de
es extrémités est �xe pendant que l'autre subit une rotation dans son plan. Onsuppose qu'au
un rétré
issement, allongement ou voilement n'est possible. Sous 
eshypothèses, on peut établir que

r = R, θ = Θ + τZ, z = Z (III.61)où τ est l'angle de rotation par unité de longueur. L'intensité géométrique de 
ettetorsion est 
ara
térisée par la rotation de l'extrémité, à savoir τH . Le gradient dedéformation apparaît alors 
omme la dé
omposition d'un glissement suivi d'unerotation dont la représentation matri
ielle est
F =




cos(τZ) −sin(τZ) 0

sin(τZ) cos(τZ) 0

0 0 1



 ·




1 0 0

0 1 Rτ

0 0 1



 , (III.62)
e qui 
onduit à un tenseur de déformations de Cau
hy droit de la forme
C =




1 0 0

0 1 Rτ

0 Rτ 1 + (Rτ)2



 . (III.63)On peut aussi remarquer que la 
ondition d'in
ompressibilité est automatiquementvéri�ée pour 
ette déformation. L'état de 
ontraintes généré dans 
haque phases'é
rit
P(i) =




(µ(i) − p(i))cos(τZ) (p(i) − µ(i))sin(τZ) −µ(i)Rτsin(τZ)

(µ(i) − p(i))sin(τZ) (µ(i) − p(i))cos(τZ) µ(i)Rτcos(τZ)

0 Rτp(i) µ(i) − p(i)



 . (III.64)
74



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSL'utilisation de l'équilibre mé
anique permet de démontrer que la pression est unefon
tion de R uniquement. Comme pré
édemment, en supposant le bord extérieurlibre de 
ontrainte, il est possible d'estimer la pression dans la matri
e
p(2) =

µ(2)τ 2

2
(R2

e − R2) + µ(2). (III.65)Pour 
elle dans la �bre, on a besoin d'expli
iter les déformations o

asionnées àl'interfa
e, à savoir
Cs =

[
1 Rτ

Rτ 1 + (Rτ)2

] (III.66)ainsi que son état de 
ontraintes
Ps =




0 −µsRτsin(τZ)

0 µsRτcos(τZ)

µsRτ 0



 . (III.67)En utilisant l'équation de Young-Lapla
e, on obtient la pression à l'intérieur de la�bre
p(1) =

µ(2)τ 2

2
(R2

e − R2
i ) +

µ(1)τ 2

2
(R2

i − R2) + µ(1) + µsτ
2Ri (III.68)Là-en
ore, l'énergie de surfa
e ne modi�e que l'état de la �bre et non 
elui de lamatri
e.III.2.3 Cisaillement anti-planLe dernier exemple pour le 
ylindre 
omposite porte sur le 
isaillement anti-plan :la fa
e latérale du 
ylindre est soumis à un dépla
ement longitudinal δ tandis quel'axe de révolution reste immobile. Dans le 
as axisymétrique, on peut établir quele dépla
ement est de la forme

u(i) = f (i)(R)ez, (III.69)
e qui entraine un gradient de déformation
F(i) = I + f

(i)
,R (R) ez ⊗ Er (III.70)et un tenseur de déformation de Cau
hy droit

C(i) = I +
(
f (i)

,r (R)
)2

Er ⊗ Er + f (i)
,r (R) [Er ⊗ Ez + Ez ⊗ Er]. (III.71)75



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSLa 
ondition d'in
ompressibilité est automatiquement véri�ée. Ainsi, il est impos-sible de déterminer, pour le moment, la forme du 
hamp de dépla
ement. L'utilisa-tion de la relation 
ontraintes-déformations donne l'expression du premier tenseurde Piola-Kir
hho�, à savoir
P(i) =

[
µ(i) − p(i)

]
I + f (i)

,r (R)
[
p(i) er ⊗ Ez + µ(i)ez ⊗ Er

] (III.72)où p(i) désigne la pression hydrostatique. L'équilibre mé
anique produit les troiséquations suivantes
p(i)

,r = p(i)
,z f (i)

,r

p
(i)
,θ = 0

p(i)
,z = µ(i)

[
f (i)

,rr +
f

(i)
,r

R

]
.

(III.73)où le doublement de l'indi
e indique une dérivée se
onde. Dans 
es équations, on aomis les dépendan
es de p et de f a�n de ne pas les sur
harger. Ce système permetde déduire que la pression ne dépend pas de Θ et qu'elle est linéaire en Z. On ensort également la forme de f , à savoir
f(R) =

C
(i)
1 R2

4µ(i)
+ C

(i)
2 ln(R) + C

(i)
3 (III.74)où C

(i)
i (i=1..3) sont des 
onstantes à déterminer. L'introdu
tion de 
ette relationdans le 
hamp de 
ontraintes 
onduit à

p(i)(R, Z) = C
(i)
1 Z +

(
C

(i)
1 R

)2

4µ(i)
+ C

(i)
1 C

(i)
2 ln(R) + C

(i)
4 (III.75)où C

(i)
4 désigne aussi une 
onstante.La proje
tion du 
hamp de déformation sur l'interfa
e au moyen de l'opérateur

T = Eθ ⊗Eθ +Ez ⊗Ez permet d'obtenir le tenseur surfa
ique droit de Cau
hy sousla forme
Cs = Eθ ⊗Eθ + Ez ⊗ Ez. (III.76)qui résulte en un 
hamp de 
ontraintes surfa
iques nul :

Ps = 0. (III.77)Ainsi, l'interfa
e n'est pas a�e
tée par la solli
itation.76



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSIII.2.4 Sphère sous pressionA présent, on traite le 
as d'une sphère 
reuse 
omposite soumise à une pressioninterne. La sphère est 
onstituée des deux mêmes matériaux que le 
ylindre tout
omme l'interfa
e. On note Re le rayon extérieur, Ri le rayon interne et Rm lerayon de l'interfa
e. Dû à la géométrie, on travaille en 
oordonnées sphériques : unpoint matériel est 
ara
térisé par ses 
oordonnées (R,Θ,Φ) dans la 
on�gurationde référen
e et par (R,θ,φ) dans la 
on�guration déformée. Les bases asso
iées à
haque 
on�guration sont respe
tivement notées Ei et ei ave
 i = r, θ, φ. Sous 
es
onditions, le 
hamp de dépla
ement se réduit à sa 
omposante radiale. Ainsi, onpeut établir
r = R + f (i)(R) Θ = θ φ = Φ (III.78)où f (i)(r) désigne une fon
tion s
alaire. La 
ondition d'in
ompressibilité, appliquéeau gradient de déformation, 
onduit à la relation

f (i)
,r (R)

(
f (i)(R)

)2
= R2 (III.79)dont la solution réelle est de la forme

f (i)(R) = (R3 + A
(i)
1 )1/3 (III.80)où A

(i)
1 est une 
onstante à déterminer pour 
haque phase. Toutefois, la 
onditionde 
ontinuité du dépla
ement à la traversée de l'interfa
e implique l'égalité de 
ette
onstante dans les deux matériaux. Par 
onséquent, le gradient de déformation s'é
rit
F =

R2

(R3 + A1)2/3
er ⊗Er +

(R3 + A1)
1/3

R
(eθ ⊗Eθ + eφ ⊗Eφ). (III.81)L'état de 
ontraintes en dé
oulant est donné par

P(i) =

(
µ(i) R2

(R3 + A1)2/3
− p(i) (R

3 + A1)
2/3

R2

)
er ⊗Er

+

(
µ(i) (R

3 + A1)
1/3

R
− p(i) R

(R3 + A1)1/3

)
(eθ ⊗Eθ + eφ ⊗Eφ) (III.82)où p(i) désigne la pression hydrostatique de la phase i. L'équilibre mé
anique permetde montrer que la pression ne dépend que de R. Plus pré
isement, 
elle-
i prend laforme suivante

p(i) = −R(4A1 + 3R3)

2(A1 + R3)4/3
+ A

(i)
2 (III.83)
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CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSoù A
(i)
2 
orrespond à une 
onstante d'intégration di�érente pour 
haque 
onstituant.A 
e stade, il 
onvient d'introduire les 
onditions de passage à l'interfa
e. Pour 
ela,on projette la déformation volumique sur le plan tangent à l'aide de l'opérateur

T = Eθ ⊗ Eθ + Eφ ⊗ Eφ de la 
on�guration de référen
e. On a ainsi
Cs =

(R3 + A1)
2/3

R2
(Eθ ⊗Eθ + Eφ ⊗Eφ) (III.84)et

Ps =
R2(R3 + A1)

2/3(µs − cs) + cs(R
3 + A1)

4/3 − µsR
4

R3(R3 + A1)1/3
(eθ⊗Eθ+eφ⊗Eφ). (III.85)L'utilisation de l'équation de Young-Lapla
e et des 
onditions aux limites ne per-mettent pas de résoudre le problème. Plus pré
isément, on obtient une équation nonlinéaire en A1 que l'on ne donne pas i
i par sou
is de visibilité. Cette équation nepeut être résolue que numériquement.III.3 Méthode XFEM pour le traitement des inter-fa
es imparfaites 
ohérentes en grandes défor-mationsCette se
tion est dédiée à la mise en oeuvre numérique de problèmes de mo-délisation des e�ets d'interfa
e. Ce travail s'apparente à 
elui de l'introdu
tion dedis
ontinuités. Dans 
e 
ontexte, on privilégie l'utilisation de la méthode des élé-ments �nis étendus [13,103℄ 
ombinée à la méthode level-set [116℄. Ce 
hoix permetde s'a�ran
hir des di�
ultés ren
ontrées lors de la génération du maillage de la mi-
rostru
ture [102,141,142℄. Il permet également de traiter la 
ontribution surfa
iquedue à la présen
e des interfa
es imparfaites [31,105,107,158�160℄. Dans 
e qui suit,on rappelle les éléments importants de la méthode en vue d'une implémentationnumérique. Le le
teur intéressé par d'avantage de détails peut se référer à [14, 136℄ainsi qu'à leurs référen
es.III.3.1 Méthode level-setSans perte de généralité, on reprend l'exemple du solide hétérogène B 
onstituéuniquement de deux phases. L'interfa
e Γ entre les matériaux est alors dé
rite par78
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Fig. III.4 � Représentation d'une fon
tion de niveau en 2D et en 3Dle niveau zéro d'une level-set Φ, soit
Γ = {X |Φ(X) = 0 }. (III.86)Dans le 
adre des éléments �nis, la fon
tion Φ est évaluée en 
haque noeud dumaillage. La valeur attribuée 
orrespond généralement à la distan
e séparant lenoeud de l'interfa
e. Toutefois, a�n de distinguer les deux 
onstituants, un signearbitraire est ajouté de sorte que la fon
tion prenne une valeur positive pour unpoint appartenant à la phase 1 et une valeur négative pour un point de la phase 2.Cette fon
tion peut aussi être 
al
ulée en tout point du domaine dis
rétisé à l'aidedes fon
tions de forme élément �ni, à savoir
Φh(X) =

∑

i

Ni(X) Φi (III.87)où Φi = Φ(Xi) représente sa valeur au noeud i dé�nie par
Φ(X) = ± min ||X− XΓ|| (III.88)où XΓ désigne un point de l'interfa
e. Dans la �gure III.4, on représente une fon
tionde niveau dans le 
as bidimensionnel d'une matri
e 
arrée 
ontenant une in
lusion
ir
ulaire. Dans 
et exemple, on a attribué un signe négatif à l'in
lusion et un signepositif à la matri
e.La génération de maillage étant arbitraire, il est possible que l'interfa
e passe trèsprès d'un noeud. Dans 
e 
as, la valeur de la fon
tion de niveau tend vers zéro, 
e qui
onduit à des impré
isions numériques. Pour palier à 
ela, il 
onvient de ramener à79



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSzéro les valeurs de Φ lorsque 
elles-
i sont en trop pro
hes. Autrement dit, on intro-duit une toléran
e sur Φ a�n d'éviter les dé
onvenues numériques. Dans 
e travail,
ette toléran
e est �xée à 0.01% de la longueur de l'arête 
oupée par l'interfa
e.Ainsi, on peut dé�nir une boule autour de 
haque noeud dans laquelle la level-setest égale à 0 (voir III.5).
Fig. III.5 � Toléran
e pour l'enri
hissement.Outre sa fon
tion de repérage, la level-set permet d'évaluer la normale à l'inter-fa
e, à savoir

N(XΓ) =
∇XΦ(XΓ)

||∇XΦ(XΓ)|| (III.89)ou, après dis
rétisation,
(∇XΦ(XΓ))j =

∑

i

Ni,j(XΓ) Φi. (III.90)Cette approximation sert ensuite à 
onstruire les opérateurs de proje
tion dé�nispar l'équation (III.3).III.3.2 Méthode XFEMBasée sur la partition de l'unité développée dans [99℄, 
ette te
hnique 
onsisteà enri
hir l'approximation d'un 
hamp in
onnu (dépla
ement ou pression) a�n deprendre en 
ompte la présen
e de dis
ontinuités. Ainsi, les approximations XFEMdu dépla
ement et de la pression peuvent s'é
rire
uh = ufem + uenr et ph = pfem + penr (III.91)où les quantités fem représentent les approximations 
lassiques obtenues par laméthode des éléments �nis tandis que 
elles en enr représentent les termes d'enri-
hissement. Après dis
rétisation, on obtient, pour le dépla
ement,
uh(X) =

∑

i

Nu
i (X) ũi +

∑

j

Nu∗
j (X) Ψu aj (III.92)
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CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSet, pour la pression,
ph(X) =

∑

i

Np
i (X) p̃i +

∑

j

Np∗
j (X) Ψp bj (III.93)où Ψ désigne une fon
tion d'enri
hissement adaptée au problème traité tandis que

Ni(X) et N∗
j (X) représentent des fon
tions de forme pas né
essairement identiques.Toutefois, on se limitera dans 
e travail au 
as où N∗

j (X) = Ni(X). Les expo-sants u et p permettent de distinguer les grandeurs asso
iées au dépla
ement de
elles asso
iées à la pression. Les variables aj et bj 
orrespondent aux degrés deliberté introduits par l'enri
hissement. A�n de réduire les 
oûts de 
al
ul, l'enri-
hissement est lo
alisé autour des dis
ontinuités, 
e qui implique la distin
tion detrois types d'éléments illustrés dans la �gure III.6. Parmi eux, on trouve les élé-ments enri
his et les non-enri
his ainsi que 
eux partiellement enri
his. Dans 
esderniers, un traitement spé
i�que doit être utilisé suivant la fon
tion d'enri
hisse-ment 
hoisie [32,51,57℄. Compte-tenu de l'enri
hissement retenu, au
une pré
autionparti
ulière n'a été adoptée.

Fig. III.6 � Dis
rétisation du domaine Ω en 3 zones, l'une enri
hie Ωenr, la se
ondepartiellement enri
hie Ωbld et la dernière non enri
hie Ωfem.Le 
hoix de la fon
tion d'enri
hissement est 
ru
ial notamment en terme detaux de 
onvergen
e. Cette fon
tion doit aussi 
ontenir l'information 
on
ernant la81
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Fig. III.7 � Choix de l'enri
hissement pour une dis
ontinuité de déformation.position de l'interfa
e ainsi que 
elle portant sur les dis
ontinuités à introduire. Cesinformations sont introduites par le biais de fon
tions de niveau vues pré
édemment[116℄. Le problème hyperélastique que l'on traite présente a priori deux types dedis
ontinuités dues à la présen
e d'interfa
es. Le premier type 
on
erne la pressiontandis que le se
ond porte sur la déformation.Dis
ontinuité faibleLa 
ontinuité du 
hamp de dépla
ement à la traversée de l'interfa
e impose unsaut au niveau du 
hamp de déformation. La première fon
tion d'enri
hissementproposée pour représenter 
e type de dis
ontinuité 
orrespond à la valeur absoluede la fon
tion de niveau
Ψu

1(X) = |Φ(X)| . (III.94)Il est aisé de véri�er que 
ette fon
tion est 
ontinue et que sa première dérivéeest dis
ontinue. Cependant, le taux de 
onvergen
e n'est pas optimal du fait quel'enri
hissement 
ontinue d'agir loin des éléments inter
eptés. Un lissage de 
ettefon
tion a été proposé a�n de limiter l'in�uen
e de l'enri
hissement sur les élémentsvoisins. Mais, le taux de 
onvergen
e reste mauvais [141℄. En�n, on 
hoisit d'utiliserla forme proposée dans [102℄, à savoir
Ψu(X) =

∑

i

Ni(X) |Φ(Xi)| −
∣∣∣∣∣
∑

i

Ni(X) Φ(Xi)

∣∣∣∣∣ . (III.95)Cette fon
tion a l'avantage de s'annuler sur les bords des éléments enri
his. Uneillustration des trois fon
tions proposées est représentée en 1D dans la �gure III.7.82



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSDis
ontinuité forteLes solutions analytiques 
al
ulées pré
édemment montrent que le 
hamp depression est dis
ontinu à la traversée de l'interfa
e. Pour représenter un tel saut, lafon
tion d'enri
hissement proposée est simplement une fon
tion Heaviside qui vaut1 dans une des phases et -1 dans l'autre. Une alternative 
onsiste à 
onsidérer lafon
tion signe :
Ψp(X) = sign(Φ(X)). (III.96)Les deux fon
tions proposées présentent l'in
onvénient de ne pas s'annuler sur lebord du domaine enri
hi, 
e qui provoque des dé
onvenues numériques sur les élé-ments voisins. Dans [32℄, une 
orre
tion est proposée pour favoriser l'imposition des
onditions aux limites de Diri
hlet de sorte que

ph(X) =
∑

i

Np
i (X)p̃i +

∑

j

Nj(X) (Ψp − Ψp
j ) bj (III.97)où Ψp

j désigne la fon
tion d'enri
hissement au point j. La �gure III.8 illustre l'e�etde l'enri
hissement sur les fon
tions de forme.

Fig. III.8 � Représentation de la fon
tion d'enri
hissement de la pression en 1D.Noeuds à enri
hirA présent, il 
onvient de déterminer les noeuds à enri
hir. Cette tâ
he est assuréepar le signe de la fon
tion de niveau. On rappelle que 
elui-
i est positif dans une desphases et négatif dans l'autre. Ainsi, un noeud est enri
hi si le support de sa fon
tion83



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSde forme, 
'est-à-dire les éléments 
onne
tés à 
e noeud, est 
oupé par l'interfa
e(voir la �gure III.6). En pratique, on s'intéresse à toutes les arêtes du maillage. Sil'une d'elles porte deux noeuds a�e
tés d'une fon
tion de niveau de signe opposé,alors 
es deux noeuds sont enri
his [141℄.Malgré la toléran
e sur Φ, il est en
ore possible que l'interfa
e 
oupe un élémenten deux parties dont l'une s'avère être très petite par rapport à l'autre. Dans 
e 
as,il parait inutile d'e�e
tuer un enri
hissement tant la 
ontribution de la petite zonesera négligeable devant la grande [42℄.IntégrationA présent, il 
onvient de s'intéresser à la méthode d'intégration des di�érentstermes apparaissant dans la formulation variationnelle du problème traité. Une qua-drature de Gauss est généralement utilisée dans la méthode des éléments �nis 
las-siques. Toutefois, 
ette démar
he n'est plus valable en présen
e de dis
ontinuités.Néanmoins, une méthode proposée dans [42℄ permet son extension au 
as XFEM.Cette te
hnique 
onsiste à subdiviser les éléments inter
eptés en sous élémentsde même nature de sorte que leurs arêtes 
oïn
ident ave
 la surfa
e de dis
ontinuité.Pour 
ela, il est né
essaire de déterminer les points d'interse
tion de l'interfa
e ave
les bords des éléments. Considérant une arête inter
eptée allant de Xi à Xj, l'inter-se
tion peut s'obtenir par une relation linéaire de la forme
Xp = Xi −

Φ(Xi)

Φ(Xj) − Φ(Xi)
(Xj −Xi). (III.98)L'interfa
e est alors approximée par un segment en 2D ou un plan en 3D. Cetteapproximation est satisfaisante si la taille de l'élément n'est pas trop grande vis-à-vis de la 
ourbure de l'interfa
e. Chaque sous-domaine délimité par l'élément etl'interfa
e est ensuite divisé en éléments �nis dans lequel la quadrature de Gausspeut s'appliquer. Cette démar
he est illustrée en 2D par la �gure III.9.La parti
ularité du problème traité i
i réside dans la présen
e d'un terme, lié aurigidité des interfa
es, dans la formulation variationnelle. A�n de l'évaluer, il 
onvientd'ajouter des points d'intégration sur l'approximation de l'interfa
e. Le dé
oupagedes éléments inter
eptés en sous-éléments permet un traitement aisé de 
ette tâ
he
omme le montre la �gure III.9. Toutefois, lorsque l'interfa
e 
oïn
ide ave
 le bord84



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSd'un élément, la méthode XFEM 
lassique ne permet pas de déte
ter l'interfa
e et iln'est pas possible de 
al
uler le terme surfa
ique. Ainsi, il est né
essaire d'introduirele 
as où tous les sommets d'une fa
e sont attribués d'une valeur de level-set nulle.Les noeuds ne sont pas for
ément enri
his.

Fig. III.9 � Approximation de l'interfa
e et points d'intégration.III.3.3 Formulation variationnelle et dis
rétisationAu 
hapitre pré
édent, on a exprimé la 
ondition de stationnarité de l'énergiedu système par la relation
DδvWint + DδvWext = 0 (III.99)où DδvWint et DδvWext sont dé�nis par les équations (III.39) et (III.40) respe
tive-ment. Un équilibre possible pour le solide hétérogène B s'é
rit alorsTrouver u ∈ S(Ω0) tel que ∀δv ∈ S0(Ω0),

1

2

(
2∑

i=1

∫

Ω
(i)
0

S(i) : δC dV +

∫

Γ

Ss : δCs dS

)

+ DδvWext = 0 (III.100)où δCs est la partie symétrique de FT
s ∇Xsδv.Toutefois, on se restreint par la suite à des densités in
ompressibles d'énergie vo-lumique puisque la plupart des élastomères présentent un 
omportement in
ompres-sible. Il 
onvient alors d'introduire une formulation mixte en dépla
ement/pression.85



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSAinsi, d'après la se
tion I.1.4, on 
onsidère des potentiels de la forme
W (i)(C) = W̃ (i)(I1, I2) − p(J − 1) − ǫ

2
p2. (III.101)où le 
hamp p joue le r�le de pression hydrostatique. On adopte dans 
e travail uneméthode en Lagrangien perturbé [29℄ qui est relativement simple à implémenter. Lafon
tionnelle à minimiser prend alors la forme

L(u, p) =

2∑

i=1

[∫

Ω(i)

(
W̃ (i)(I1, I2) − p(J − 1) − ǫ

2
p2
)

dV

]
+

∫

Γ

U(Cs) dS + Wext.(III.102)L'é
riture de la stationnarité de 
ette expression par rapport à 
es deux variablesdonneTrouver (u, p) ∈ S(Ω0) × L2(Ω0) tel que ∀(δv, δp) ∈ S0(Ω0) × L2(Ω0),

1

2

(
2∑

i=1

∫

Ω
(i)
0

(
S̃(i) − pJC−1

)
: δC dV +

∫

Γ

Ss : δCs dS

)
+ DδvWext = 0(III.103)

∫

Ω0

(J − 1 + ǫp) δp dV = 0 (III.104)ave

S̃(i) = 2

∂W̃ (i)

∂C
= 2

(
∂W̃ (i)

∂I1

+ I1
∂W̃ (i)

∂I2

)
I − 2

∂W̃ (i)

∂I2

C. (III.105)Une relation similaire est obtenue pour Ss tandis que DδvWext est dé�ni par (III.40).En vue d'une résolution numérique par un algorithme de Newton-Raphson, il 
onvientde linéariser 
ette formulation variationnelle. Par sou
is de simpli
ité, on note l'opé-rateur tangent asso
ié sous la forme matri
ielle suivante :
[
Kuu Kup

Kpu Kpp

] (III.106)
86
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Kuu =

2∑

i=1

∫

Ω
(i)
0

FT
∇Xδv :

(
C̃

(i) − pJ(C−1 ⊗ C−1 − 2C−1⊗C−1)
)

: FT
∇X∆u dV

+

2∑

i=1

∫

Ω
(i)
0

∇Xδv
(
S̃(i) − pJC−1

)
: ∇X∆u dV

+

∫

Γ

FT
s ∇Xsδv : Cs : FT

s ∇Xs∆u dS (III.107)
+

∫

Γ

∇XsδvSs : ∇Xs∆u dS,

Kup = −
2∑

i=1

∫

Ω
(i)
0

FT
∇Xδu JC−1 ∆p dV, (III.108)

Kpu = −
2∑

i=1

∫

Ω
(i)
0

δp JC−1 FT
∇X∆u dV, (III.109)

Kpp =

2∑

i=1

∫

Ω
(i)
0

δp ǫ ∆p dV. (III.110)où les tenseurs C̃(i) et Cs représentent les tenseurs d'élasti
ité d'ordre 4 asso
iésrespe
tivement aux deux phases et à l'interfa
e. Ils sont donnés par
C̃

(i) = 4
∂W̃ (i)

∂C∂C
et Cs = 4

∂U

∂Cs∂Cs
. (III.111)La formulation mixte développée 
i-dessus ne su�t pas à éviter le phénomènede verrouillage numérique lors de la résolution du problème par la méthode deséléments �nis. Ainsi, il est né
essaire d'utiliser des espa
es d'éléments �nis 
ompa-tibles ave
 la 
ondition de Ladyzenskaya-Babuska-Brezzi dite aussi inf-sup [23, 24℄.La véri�
ation de 
ette 
ondition est loin d'être triviale. De plus, un élément vé-ri�ant la 
ondition inf-sup en petites déformations ne la véri�e pas for
ément engrandes déformations [117, 154℄. En élasti
ité non linéaire, peu d'éléments satisfont
ette 
ondition : l'un des plus stables est l'élément hexaèdrique à 27 noeuds. Tou-tefois, toutes les géométries ne peuvent pas être maillées à l'aide de 
et élément.Pour s'a�ran
hir de 
ette 
ondition, de nombreuses te
hniques de stabilisation ontété développées [82, 161℄. Dans 
e travail, on 
hoisit d'utiliser des éléments tétraè-driques en 3D et triangulaires en 2D dont le degré d'interpolation est quadratiquepour le dépla
ement et linéaire pour la pression. S'appuyant sur l'étude de stabilitéfaite en élasti
ité linéaire 2D [90℄, on 
hoisit le même ordre d'interpolation pour les87



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSdegrés de liberté asso
iés à l'enri
hissement. N'ayant pas 
onstaté de blo
age lorsdes simulations, au
un test de validation n'a été 
onduit.A présent, on se propose de dis
rétiser les opérateurs surfa
iques par la méthodedes éléments �nis a�n de fa
iliter leur implémentation. Ainsi, le gradient surfa
iqueest donné en un noeud I par
∇Xsu ≡ [BsI ]{uI} (III.112)où la matri
e [BsI ] s'é
rit





T11NI,1 + T12NI,2 + T13NI,3 0 0

T12NI,1 + T22NI,2 + T23NI,3 0 0

T13NI,1 + T23NI,2 + T33NI,3 0 0

0 T11NI,1 + T12NI,2 + T13NI,3 0

0 T12NI,1 + T22NI,2 + T23NI,3 0

0 T13NI,1 + T23NI,2 + T33NI,3 0

0 0 T11NI,1 + T12NI,2 + T13NI,3

0 0 T12NI,1 + T22NI,2 + T23NI,3

0 0 T13NI,1 + T23NI,2 + T33NI,3



Cette é
riture tient 
ompte de la symétrie de l'opérateur de proje
tion. L'autreopérateur à dis
rétiser est asso
ié à la partie symétrique de FT
s ∇Xs. Son expressionmatri
ielle au point I est

FT
s ∇Xsu ≡ [B̃sI ]{uI} (III.113)où la matri
e [B̃sI ] est donnée 
i-après.En vue d'une implémentation numérique, on donne l'allure des matri
es asso
iéesau problème. Par la méthode des éléments �nis étendus, de nouvelles in
onnuesnodales apparaissent de sorte que le système s'é
rit





[Kuu] [Kua] [Kup] [Kub]

[Kau] [Kaa] [Kap] [Kab]

[Kpu] [Kpa] [Kpp] [Kpb]

[Kbu] [Kba] [Kbp] [Kbb]










{∆u}
{∆a}
{∆p}
{∆b}





= −






{Ru}
{Ra}
{Rp}
{Rb}





. (III.114)
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CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSIII.4 Exemples numériquesA présent, on in
orpore la méthode des éléments �nis étendus au logi
iel déve-loppé pré
édemment. Dans 
ette se
tion, on 
her
he tout d'abord à valider l'implé-mentation de la méthode prenant en 
ompte les e�ets d'interfa
es. Puis, on l'appliqueau problème d'homogénéisation non linéaire ave
 présen
e d'interfa
es imparfaites.III.4.1 Sphère 
omposite sous pressionDans 
e premier exemple, on 
onsidère une sphère 
reuse 
omposite de rayonexterne Re = 2 m et de rayon interne Ri = 1 m. Cette sphère est 
onstituée dedeux matériaux hyperélastiques dont le 
omportement dérive d'un potentiel in
om-pressible de type néo-hookéen. Les modules de 
isaillement sont pris arbitrairementégaux à 2 105 et 5 105. L'interfa
e séparant les deux matériaux se situe en R = 1.5 m.Elle obéit également à une loi néo-hookéenne. Toutefois, a�n de 
omparer la solutionnumérique à 
elle établie analytiquement, il 
onvient de la 
onsidérer 
ompressible.Son module de 
isaillement vaut 10 105 tandis que sa 
ontante volumique cs est égaleà 5.238 105.Compte-tenu de la géométrie présentée par le problème traité, on privilégie uneappro
he axisymétrique. Ainsi, le maillage utilisé est bidimensionnel. Il est 
onstituéde 1864 noeuds et de 889 éléments triangulaires. L'interfa
e ne 
oïn
idant pas ave
le bord des éléments, 65 noeuds répartis sur 58 éléments sont enri
his. La géométrieutilisée est présentée en �gure III.10. Les éléments inter
eptés y sont 
olorés en rougealors que les noeuds enri
his sont représentés par des ronds bleus. Par la suite, 
ette
oloration sera 
onservée dans les di�érentes images.La pression interne est augmentée progressivement. Les résultats numériquespour le dépla
ement, la pression ainsi que les 
ontraintes sont 
omparées à la so-lution analytique établie en III.2.4 en �gure III.12, III.13 et III.14 respe
tivement.Une bonne 
on
ordan
e est observée : l'erreur relative, 
al
ulée par (II.36), resteinférieure à 1%. Malgré une légère os
illation sur le 
hamp de pression à la traverséede l'interfa
e, le taux de 
onvergen
e reste pro
he du taux optimal 
omme le montrela �gure III.11.
89



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONS

Fig. III.10 � Maillage de la sphère 
omposite.

Fig. III.11 � Convergen
e de la méthode XFEM/Level-set pour le problème de lasphère.III.4.2 Extension d'un 
ylindre 
ompositeCe deuxième exemple 
onsiste à étirer une matri
e 
ylindrique renfor
ée par une�bre de se
tion 
ir
ulaire dont l'orientation 
oïn
ide à 
elle de la matri
e. On 
onsi-dère ainsi un 
ylindre de rayon 2 m et de hauteur 5 m. Le rayon de la �bre est égal à1 m. Les matériaux 
onstituants les deux phases sont identiques aux pré
édents. Ilen est de même pour l'interfa
e les séparant. Là-en
ore, 
ompte-tenu de la symétriede la géométrie et du 
hargement, une formulation axisymétrique est utilisée. Le90
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Fig. III.12 � Comparaison du 
hamp de dépla
ement dans la sphère 
omposite ave
présen
e d'interfa
e imparfaite.

Fig. III.13 � Comparaison du 
hamp de pression dans la sphère 
omposite ave
présen
e d'interfa
e imparfaite.

Fig. III.14 � Comparaison du 
hamp de 
ontraintes dans la sphère 
omposite ave
présen
e d'interfa
e imparfaite. 91
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Fig. III.15 � Maillage du 
ylindre 
omposite.maillage employé pour 
ette simulation et représenté dans la �gure III.15 
omporte4567 noeuds dont 54 enri
his et 2216 éléments triangulaires dont 52 inter
eptés.A�n de réduire le 
al
ul, seul une moitié du 
ylindre est utilisée. La base est alorsrestreinte à se déformer latéralement. Sur la fa
e supérieure, un dépla
ement verti
alest imposé. Une solution analytique de 
e problème a été 
al
ulée pré
édemment. Lesrésultats numériques pour le dépla
ement, la pression ainsi que les 
ontraintes sont
omparées à la solution III.2.1 en �gure III.16, III.17 et III.18 respe
tivement. Unebonne 
on
ordan
e est observée : l'erreur relative, 
al
ulée par (II.36), reste inférieureà 1%. On observe nettement le saut de 
ontraintes à la traversée de l'interfa
e.
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Fig. III.16 � Comparaison du 
hamp de dépla
ement dans le 
ylindre 
ompositeave
 présen
e d'interfa
e imparfaite.

Fig. III.17 � Comparaison du 
hamp de pression dans le 
ylindre 
omposite ave
présen
e d'interfa
e imparfaite.

Fig. III.18 � Comparaison du 
hamp de 
ontraintes dans le 
ylindre 
omposite ave
présen
e d'interfa
e imparfaite. 93



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSIII.4.3 Torsion d'un 
ylindre 
ompositeCet exemple 
omplète la série de trois servant à 
omparer les solutions analy-tiques établies et les résultats obtenus par la méthode développée i
i. Cet exempleporte sur la torsion d'un 
ylindre 
omposite. On 
onsidère le même 
ylindre que
elui utilisé dans l'exemple pré
édent. Toutefois, en raison du 
hargement imposé,on en fait i
i une représentation tridimensionnelle qui se limite au quart de la géomé-trie. Le maillage est 
onstitué de 15919 noeuds et de 10721 éléments tétraédriquesy 
ompris les 414 noeuds enri
his et les 1044 éléments inter
eptés.

Fig. III.19 � Maillage du 
ylindre 
omposite.Les résultats numériques pour le dépla
ement, la pression ainsi que les 
ontraintessont 
omparées à la solution analytique III.2.2 en �gure III.16, III.17 et III.18 respe
-tivement. Une bonne 
on
ordan
e est observée : l'erreur relative, 
al
ulée par (II.36),reste inférieure à 1%. On observe nettement le saut de 
ontraintes à la traversée del'interfa
e.
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Fig. III.20 � Comparaison du 
hamp de dépla
ement dans le 
ylindre 
ompositeave
 présen
e d'interfa
e imparfaite.

Fig. III.21 � Comparaison du 
hamp de pression dans le 
ylindre 
omposite ave
présen
e d'interfa
e imparfaite.

Fig. III.22 � Comparaison du 
hamp de 
ontraintes dans le 
ylindre 
omposite ave
présen
e d'interfa
e imparfaite. 95



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENTDES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DÉFORMATIONSIII.4.4 Combinaison de l'appro
he multi-é
helle ave
 le trai-tement des interfa
es imparfaitesA présent, il s'agit de 
ombiner la méthode d'homogénéisation multi-é
helle ave
rédu
tion de modèle à la méthode des éléments �nis étendus. Dans 
et exemple, onsolli
ite en 
isaillement simple une plaque de 
�té 1m. Celle-
i est 
onstituée d'unmatériau hétérogène dont le volume élémentaire représentatif, illustré dans la �gureIII.23, s'apparente à une mi
rostru
ture 
ellulaire. Les in
lusions 
omme la matri
esuivent des lois in
ompressibles de type néo-hookéen dont les 
onstantes sont égalesà 1 107 et 1 106 respe
tivement. La fra
tion volumique des in
lusions vaut 0.39. Onsuppose que les interfa
es sont imparfaites et qu'elles obéissent aux mêmes lois de
omportement que 
elles des exemples pré
édents.

Fig. III.23 � Volume élémentaire représentatif.A�n de déterminer la base réduite, on pro
ède à des 
al
uls préliminaires sur leVER 
onstitué de 441 noeuds dont 92 enri
his et 800 éléments dont 80 inter
eptéspar une interfa
e. Des 
onditions aux limites spé
i�ques sont imposées sur tout lebord, à savoir
u = (F∗ − I)X (III.115)96
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F∗ =

[
γ1 0

0 1

]

, F∗ =

[
0 γ2

0 1

]

, F∗ =

[
1 0

γ3 1

]

, F∗ =

[
1 0

0 γ4

] et F∗ =

[
1 γ2

γ3 1

](III.116)où γi (i=1,2,3,4) désignent les paramètres de 
hargement. Les valeurs de 
es pa-ramètres sont prises dans un intervalle dé�ni par un 
al
ul ma
ros
opique sur unestru
ture homogène soumise au même 
hargement. Le 
ritère de séle
tion, �xé à10−6, permet de retenir 18 modes. Ainsi, le nombre d'in
onnues passe de 1066 à 18.On pro
ède alors à une série de 6 simulations dans lesquelles la déformation maxi-male atteinte est illustrée en �gure III.24.

Fig. III.24 � Déformation de la stru
ture ma
ros
opique.La première simulation est un 
al
ul par éléments �nis multi niveau ave
 ré-du
tion de modèle et interfa
es imparfaites. La se
onde, servant de référen
e, estsimilaire à la première ex
epté que l'on enlève la rédu
tion de modèle. Les inter-fa
es sont supposées parfaites dans les deux suivantes, l'une en FE2 et l'autre enR3M. En�n, les deux dernières servent de bornes, 
'est-à-dire que l'on suppose quele domaine ma
ros
opique est homogène soit à la matri
e, soit aux in
lusions. On
ompare, sur la �gure III.25, la for
e exer
ée à l'é
helle ma
ros
opique pour défor-mer le domaine. Les estimations ma
ros
opiques dans le 
as hétérogène sont bien97
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elles obtenues dans le 
as homogène. On remarque aussi que la présen
ed'interfa
es imparfaites augmente la for
e né
essaire pour déformer le solide. En�n,on 
onstate une bonne 
on
ordan
e entre l'appro
he réduite et 
elle non réduite.

Fig. III.25 � Comparaison des for
es appliquées pour atteindre un 
ertain niveaude déformation ma
ros
opique.III.4.5 E�et de tailleCe dernier exemple est 
onsa
ré aux e�ets de taille. On 
onsidère un 
ube unitédans lequel se trouve une in
lusion sphérique 
entrée dont la fra
tion volumique est0.125. Ce 
ube est soumis à un 
hargement de tra
tion sur l'une de 
es fa
es et à unen
astrement sur la fa
e opposée. La matri
e, l'in
lusion et l'interfa
e sont 
onsti-tuées de matériaux dont la relation 
ontraintes-déformations dérive d'un potentielde Gent-Levinson de la forme
W (i) =

µ(i)

2

[

d(i)(J2 − 1) − 2(d(i) + 1)(J − 1) − J (i)
m ln(J

(i)
m − I1 + dr

J
(i)
m

)] (III.117)où µ(i), d(i) et J
(i)
m sont des 
onstantes. Le paramètre dr est égal à 3 pour les densitésd'énergie volumique et à 2 pour l'interfa
e. Les valeurs des di�érentes 
onstantessont données dans le tableau III.1. On 
ompare, dans la �gure III.26, l'évolution del'énergie du 
ube ave
 
elle d'un même 
ube sans énergie de surfa
e. On 
onstatebien la 
ontribution de l'interfa
e. Ensuite, on fait varier la taille de l'in
lusion en98
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onservant une fra
tion volumique 
onstante. On 
ompare en �gure III.27 l'éner-gie volumique du 
omposite tout au long de la déformation pour di�érentes taillesd'in
lusions 
ara
térisées par le paramètre r. On observe que plus r diminue, plusl'énergie de surfa
e devient prépondérante. A l'inverse, à partir d'une valeur 
ritique,l'e�et de l'énergie de l'interfa
e disparaît.
µ d JmMatri
e 357 5 100In
lusion 714 5 100Interfa
e 28.56 5 100Tab. III.1 � Propriétés des matériaux
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Fig. III.26 � Comparaison de l'évolution de l'énergie en fon
tion de la déformationave
 et sans énergie de surfa
e.
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Fig. III.27 � Evolution de l'énergie en fon
tion de la taille du système.III.5 Con
lusionCe 
hapitre a proposé une méthode numérique pour modéliser les e�ets d'inter-fa
e dans les nano
omposites non linéaires. Cette te
hnique 
ombine à la fois la mé-thode des éléments �nis étendus et la méthode level-set. Elle permet la modélisationde mi
rostru
tures 
omplexes sans l'in
onvénient de la génération de maillage. Ellea été validée à l'aide de solutions analytiques impliquant des interfa
es imparfaitesde type 
ohérent développées dans 
e 
hapitre. Une appli
ation à l'homogénéisationnon linéaire a également été menée. En�n, une simulation montre l'e�et de tailledans les stru
tures nanométriques.
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Chapitre IVEtude de l'étalement de 
ellulesanimales vivantes
A présent, on se tourne vers un tout autre problème, à savoir 
elui de l'étude del'étalement d'une 
ellule animale sur un substrat. Ce phénomène est 
ru
ial dansde nombreux pro
essus biologiques 
omme, par exemple, lors du développement 
el-lulaire [28℄. Ce projet biomé
anique, proposé par A. Asna
ios de l'université ParisDiderot, est à l'origine des développements pré
édents. En e�et, l'homogénéisationapparaît 
omme un outil e�
a
e pour modéliser la 
omplexité de la stru
ture internequi peut être appro
hée, dans un premier temps, par un modèle hyperélastique. Deplus, les premières simulations du phénomène ont 
onduit à un 
ertain nombre dedi�
ultés numériques notamment de remaillage. Une alternative 
onsiste à intro-duire la méthode des éléments �nis étendus 
ombinée à une méthode de level-setdynamique.Ce 
hapitre 
onstitue don
 un premier pas vers l'étude de l'étalement d'une 
el-lule [10,126,150,152℄ qui ne peut pas être apparenté à un phénomène de mouillage.Contrairement à une goutte d'eau, la 
ellule est un matériau vivant 
apable des'adapter à son environnement en modi�ant, partiellement ou totalement, son orga-nisation. Cette réorganisation bouleverse les propriétés mé
aniques [148,153℄ et rendla modélisation plus di�
ile. Ainsi, dans 
e travail, on se limite à prédire le 
ara
tèrepassif de la 
ellule en in
orporant ses propriétés a
tives dans la modélisation ou lasimulation au travers des 
onditions aux limites notamment.
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CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESCe 
hapitre se dé
ompose en deux parties. Tout d'abord, on rappelle quelquesaspe
ts biologiques et mé
aniques de la 
ellule. On expli
ite, entre autres, les élé-ments les plus importants de sa stru
ture en vue d'une modélisation. On évoqueégalement les te
hniques expérimentales employées pour déterminer ses propriétésmé
aniques. Les résultats expérimentaux, fournis par l'équipe de Physique du vivantdu Laboratoire Matière et Systèmes Complexes de Paris VII, y sont détaillés briève-ment. La se
onde partie est 
onsa
rée à la modélisation et simulation de l'étalementde la 
ellule entre deux mi
roplaques maintenues �xes.IV.1 Aspe
ts biomé
aniques

(a) Image réelle (b) S
héma représentatifFig. IV.1 � Ar
hite
ture 
ellulaireLes 
ellules, unités de base de la vie, se 
lassent en deux 
atégories, à savoirles 
ellules pro
aryotes dépourvues de noyau et les 
ellules eu
aryotes à noyau. Cesdernières s'asso
ient entre elles pour former des organes ou des tissus organisés alorsque les premières restent généralement isolées. Les 
ellules eu
aryotes, objet de 
etteétude, mesurent une dizaine de mi
rons et sont délimitées par une bi
ou
he de phos-pholipides 
ouramment appelée membrane plasmique. A l'intérieur, on distingue unemultitude de sous-
ompartiments appelés organites. Parmi eux, on trouve les mito-
hondries, les vési
ules de Golgi ou en
ore le noyau 
ontenant l'ADN. Ces organitesbaignent dans un �uide protéique, appelé 
ytosol, dans lequel se trouve un grandnombre de molé
ules. L'ar
hite
ture de l'ensemble est maintenue par un réseau de102



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESpolymères appelé 
ytosquelette [1℄.
IV.1.1 Le 
ytosqueletteLe 
ytosquelette est un réseau 
omplexe et dynamique de �laments tendus àtravers la 
ellule. Il assure le maintien mé
anique de la 
ellule tout en permettant lesmouvements 
ellulaires et intra
ellulaires. Il est 
onstitué de trois types de �laments,à savoir les �laments d'a
tine, les �laments intermédiaires et les mi
rotubules [1℄.

(a) Image réelle [7℄ (b) S
héma représentatif [8℄Fig. IV.2 � Cytosquelette
Les mi
rotubulesUn mi
rotubule est une stru
ture polarisée en forme de tubes 
reux de 25 nm dediamètre, formée de protéines dimèriques appelées tubuline. Il présente une granderigidité à la �exion et a une longueur de persistan
e d'environ 6 mm. Toutefois, ils'agit d'une stru
ture peu stable puisqu'il est en perpétuel polymérisation et dépoly-mérisation. La 
roissan
e de ses extrémités ne s'e�e
tue pas à la même vitesse : l'uneest plus rapide que l'autre. On peut remarquer que le réseau de mi
rotubules (envert sur la �gure IV.2(a)) 
roit à partir d'un point d'a

ro
he situé près du noyau(en bleu) : il assure ainsi le mouvement des organites dans la 
ellule [104, 125℄. 103



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESLes �laments d'a
tine (ou mi
ro�laments)Les �laments d'a
tine, de 9 nm de diamètre, résultent de l'assemblage héli
oidalede monomères d'a
tine qui est une protéine abondante dans la 
ellule. Contraire-ment aux mi
rotubules, 
es mi
ro�laments sont semi�exibles et ont une longueur depersistan
e de 15 µm environ. Leur polymérisation est asymétrique et dépend for-tement de la 
on
entration en ions 
al
ium et magnésium. La �gure IV.2(a) montreque l'a
tine (en rouge) est prin
ipalement située sous la membrane plasmique. Ainsi,
e sont eux qui réagissent aux for
es extérieures [104, 125℄.Les �laments intermédiairesLes �laments intermédiaires regroupent une grande variété de protéines (kératine,vimentine ...). Ils s'organisent en bâtonnets pour former un 
ylindre 
reux de 10 nmde diamètre dont la longueur de persistan
e tourne autour du mi
ronmètre. Leurr�le est se
ondaire : ils assurent l'intégrité mé
anique de la 
ellule en renforçant leséléments pré
édents [104, 125℄.Autres protéinesAux trois prin
ipaux éléments dé
rits 
i-dessus, il 
onvient d'ajouter la présen
ede protéines de liaison et de molé
ules d'adhéren
e. Ces dernières, présentes à lasurfa
e des 
ellules, sont 
apables d'assurer une adhésion séle
tive entre deux 
ellulesou entre la 
ellule et la matri
e extra
ellulaire. Elles sont, pour la plupart, ra

ordéesau 
ortex d'a
tine présent sous la membrane plasmique.IV.1.2 Te
hniques expérimentales dédiées à l'étude de la 
el-luleIl est re
onnu que le 
ytosquelette joue un r�le prépondérant dans la réponsemé
anique de la 
ellule. Toutefois, le lien exa
t entre les propriétés mé
aniques de
es éléments et le 
omportement e�e
tif de la 
ellule n'est pas dé�ni. Ainsi, unnombre important de te
hniques expérimentales ont été développées pour étudierla mé
anique 
ellulaire. Ces méthodes peuvent se 
lasser selon di�érents 
ritères,à savoir 
elles qui solli
itent une seule 
ellule ou un groupe de 
ellule, ou en
ore
elles qui font des mesures lo
ales ou globales. Par la suite, on se limite à une104



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESprésentation de quelques te
hniques. Pour d'autres te
hniques, le le
teur peut seréférer à [93, 125, 151℄.L'aspiration par mi
ropipetteCette te
hnique 
onsiste à aspirer une portion de 
ellule à l'aide d'une mi
ropi-pette de quelques mi
rons de diamètre. Une relation entre la déformation observée etla dépression imposée peut être établie suivant le modèle mé
anique adopté. Ainsi,on peut mesurer le module d'élasti
ité ou la vis
osité de la 
ellule. Elle permet aussid'estimer la tension de la membrane plasmique. Cette mesure peut être lo
ale ouglobale suivant le diamètre de la mi
ropipette [73℄.La magnéto-
ytométrieCette méthode 
onsiste à déposer des mi
ro billes magnétiques sur la 
elluleet de leur appliquer un 
hamp magnétique. Ces billes peuvent être dépla
ées oumises en rotation. Cette méthode permet de déterminer les propriétés vis
oélastiqueslo
ales [12℄.Le mi
ros
ope à for
e atomiqueCet outil sert à l'indentation d'une 
ellule dans laquelle il joue deux r�les 
ru-
iaux. D'une part, il permet de visualiser en haute dé�nition la surfa
e de 
onta
tentre la 
ellule et la pointe servant à l'indentation. D'autre part, il assure le r�lede 
apteur de for
e ave
 une pré
ision de l'ordre du pi
onewton. Les 
ourbes defor
e en fon
tion de l'indentation permet de déduire une rigidité e�e
tive [97℄. Il estégalement possible de déterminer les modules lo
aux de sto
kage et de perte G' etG� [2℄.Les mi
ro plaquesDans 
e dispositif, la 
ellule est 
ollée à deux mi
ro plaques dont l'une se 
om-porte 
omme un ressort 
alibré. Ainsi, le mouvement d'une lamelle permet de solli
i-ter la 
ellule en tra
tion-
ompression et de re
ueillir la for
e exer
ée. Il est égalementpossible d'observer la relaxation de la for
e au 
ours du temps [148℄. Un s
héma deprin
ipe, proposé dans [52℄, est fourni en �gure IV.1.2. 105



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTES

Fig. IV.3 � S
héma d'un rhéomètre à mi
roplaques [52℄.IV.1.3 Modèles mé
aniquesCette disparité de te
hniques expérimentales 
onduit né
essairement à un grandnombre de modèles mé
aniques [94, 125℄ et, par extension, à des propriétés mé-
aniques disparates. Les modèles proposés se 
lassent en deux 
atégories, à savoirles modèles 
ontinus et les modèles mi
rostru
turaux. Dans les premiers, la 
elluleest 
onsidérée 
omme un milieu homogène élastique, vis
oélastique ou porovis
oélas-tique. D'autres l'ont vue 
omme un matériau vitreux mou. Les se
onds, quant-à-eux,
onsidèrent la 
ellule 
omme un assemblage dis
ret de poutres et de 
âbles. Le plus
onnu est le modèle de tenségrité [27, 139℄.IV.1.4 Résultats expérimentauxUne fois 
e petit inventaire dressé, il 
onvient de donner les résultats expéri-mentaux que l'on va 
her
her à reproduire. Le dispositif employé 
onsiste en unrhéomètre à 
ellule unique 
onstitué de deux mi
roplaques parallèles : l'une rigideet l'autre �exible. La lamelle �exible est 
alibrée a�n d'être utilisée 
omme 
apteurde for
e dont le 
hamp d'appli
ation est de l'ordre de quelques dizaines de nanonew-tons. Les lamelles sont asservies par des dispositifs piézoéle
triques qui permettentd'ajuster en temps réel la position de la lamelle rigide et/ou la dé�exion de la lamellesouple [38℄. Cette te
hnique permet d'appliquer des 
ontraintes ou des déformations
onstantes à la 
ellule : on peut ainsi réaliser des expérien
es de �uage ou des expé-rien
es de relaxation [39℄. Par ailleurs, 
omme on le verra par la suite, 
ette te
hniquepermet également de mesurer la for
e développée par une 
ellule en étalement entreles lamelles [101℄.
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CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESL'objet de 
ette étude est un myoblaste issu d'une lignée de C2 dérivant du mus
lesquelettique d'une souris adulte. Cette 
ellule est 
ultivée dans un milieu 
ompletpla
é dans un in
ubateur maintenu à une température 
onstante de 37◦. Avant deréaliser l'expérien
e, il 
onvient de déta
her la 
ellule de la boite de 
ulture partrypsination : il s'agit de dégrader les liaisons peptidiques des protéines d'adhésionà l'aide d'une enzyme appelée trypsine. Une fois déta
hée, un délai de deux heuresest né
essaire a�n que la 
ellule régénère des protéines d'adhésion a�n d'adhérer auxlamelles de l'expérien
e. Ces lamelles sont traitées à la �brone
tine pour favoriserl'adhésion et l'étalement.L'expérien
e 
onsiste à laisser une 
ellule s'étaler librement entre les deux la-melles du rhéomètre en régulant la dé�exion de la lamelle souple de sorte que ladistan
e entre lamelles soit maintenue 
onstante malgré la tra
tion 
ellulaire. Lorsde 
et étalement, on remarque que l'aire de 
onta
t augmente de façon symétrique :elle 
roit à la même vitesse sur les deux lamelles. Cette évolution est illustrée en�gure IV.4.

Fig. IV.4 � Etalement de la 
ellule.On 
onstate également que l'expansion 
ellulaire et la dé�exion de la lamelle107



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESsouple (traduisant l'augmentation de la for
e de tra
tion) sont 
on
omitantes. Onpeut, toutefois, distinguer deux régimes durant les quatre premières minutes. Dans lepremier qui dure environ deux minutes, la 
ellule passe progressivement d'une forme
onvexe à une forme 
on
ave sans que le dispositif ne déte
te de for
e notable. Dansle se
ond régime, une for
e de tra
tion apparaît et s'a

roît en même temps quele volume et la surfa
e de la 
ellule. La for
e varie linéairement ave
 le diamètre
entral. Ces résultats expérimentaux sont détaillés et 
ommentés dans [101℄.Ces observations laissent penser que l'évolution de la forme de la 
ellule est
orrélée à la for
e générée. Ainsi, avant l'inversion de 
ourbure, la 
ellule s'étaleraitsans générer de for
e et en 
onservant son volume 
onstant : au
une for
e, per
eptiblepar le dispositif, ne serait né
essaire à son étalement. Après l'inversion de 
ourbure,une for
e serait né
essaire pour 
ontinuer l'étalement.IV.2 Modélisation et simulationLa se
tion pré
édente a fourni une vision globale de la mé
anique 
ellulaire etdes te
hniques employées pour l'étude des propriétés de la 
ellule. Des résultats ex-périmentaux ont également été dé
rits. A présent, on 
her
he à établir un modèlenumérique 
apable de reproduire les résultats expérimentaux en termes de 
orréla-tion entre étalement 
ellulaire et génération de for
e de tra
tion.IV.2.1 ModélisationLa 
ellule est une stru
ture 
omplexe 
omme le montre la première partie de
e 
hapitre. Modéliser 
haque élément s'avère alors être une tâ
he déli
ate et in-utile puisque leurs propriétés mé
aniques ne sont pas bien déterminées. Un modèlesimpliste 
onsiste à 
onsidérer la 
ellule 
omme une membrane élastique remplie de�uide. Ainsi, on se fo
alise sur deux 
onstituants de la 
ellule, à savoir son enve-loppe et le reste. Dans l'enveloppe, on prend en 
ompte la membrane plasmiqueet le 
ortex d'a
tine situé juste au-dessous. Son épaisseur est de quelques dizainesde nanomètres. Le reste de la 
ellule 
omprend le 
ytosol et les di�érents organitesqui y baignent. Malgré leur hétérogénéité, 
haque partie est 
onsidérée homogène etisotrope. De plus, au
une restri
tion n'est faite sur le 
omportement de l'enveloppe :108
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elle-
i n'est approximée ni par une membrane, ni par une 
oque mais par un modèlevolumique. A�n d'in
lure le pro
essus d'é
hange de �uide entre la 
ellule et le milieuextra
ellulaire, on 
onsidère que 
haque phase est 
ompressible.Les 
li
hés dont on dispose ne permettent pas de dé�nir 
lairement la géométrieinitiale dans les trois dire
tions. Sur la phase visible, elle prend la forme d'un tonneaude hauteur 11.7 µm, de diamètre de 
onta
t 12 µm et de diamètre 
entral 17 µm.On suppose qu'il en est de même dans les autres dire
tions. La 
ellule est alors
onsidérée 
omme un solide de révolution dont le volume et la surfa
e 
oin
identave
 
eux observés expérimentalement. La génératri
e est alors approximée à l'aidede la fon
tion quadratique suivante :
f0(x) = −0.073 x2 + 8.5 x ∈ [−5.85; 5.85]. (IV.1)Cette approximation permet de 
onstruire le maillage de la 
ellule représentée dansla �gure IV.5. On propose, dans 
e travail, d'élaborer deux modèles : l'un purementélastique et l'autre biphasique.

Fig. IV.5 � Maillage de la 
ellule.Modèle purement élastiqueCompte-tenu des importants dépla
ements observés lors de l'expérien
e, 
haque
onstituant retenu est supposé hyperélastique et une appro
he de type Lagrangiena
tualisé est adoptée. Dans 
e 
ontexte, la 
on�guration de référen
e n'est plus la109
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on�guration initiale mais la 
on�guration déformée. Ainsi, l'équilibre mé
aniques'é
rit en terme de 
ontraintes de Cau
hy, à savoirdivσ = 0 dans Ω, (IV.2)puisque les e�ets d'inertie et les for
es volumiques peuvent être négligés [104℄. Pourun matériau hyperélastique isotrope, la 
ontrainte de Cau
hy dérive d'un potentielélastique de sorte que
σ = 2J−1F

∂Ψ

∂C
FT . (IV.3)Le 
hoix de 
elui-
i est 
ru
ial dans la modélisation [112, 115℄. A�n de prendre en
ompte la rigidi�
ation observée expérimentalement [34, 153℄, on 
hoisit de dé
rire
haque phase à l'aide d'un potentiel de Gent-Levinson qui a été introduit initialementpour 
ara
tériser la rigidi�
ation des polymères [55, 77, 91℄. Son expression est

Ψ(I1, J) =
µ

2

[
d(J2 − 1) − 2(d + 1)(J − 1) − Jm ln

(
1 − I1 − 3

Jm

)]
, (IV.4)où µ désigne le module de 
isaillement et d un autre paramètre du matériau. Ladernière 
onstante Jm apparaît 
omme la limite de I1 − 3. La 
onsisten
e de 
emodèle ave
 l'élasti
ité linéaire 
onduit à la relation

d =
2

3

1 + ν

1 − 2 ν
+

1

3
− 2

Jm
(IV.5)où ν désigne le 
oe�
ient de Poisson. On notera également que 
e potentiel vé-ri�e la 
ondition de normalisation, 
e qui implique qu'au
une pré
ontrainte n'estintroduite dans la 
on�guration initiale. Cette hypothèse va à l'en
ontre du modèlepré
ontraint proposé dans [34, 139, 153℄.La relation 
ontrainte-déformation, qui s'é
rit

σ = µ

(
Jm

Jm − I1 + 3
J−1 B + (dJ − d − 1) I

) (IV.6)dépend du gradient de déformation au travers de B. Celui-
i doit traduire la défor-mation depuis la 
on�guration initiale. Ainsi, une dé
omposition multipli
ative dugradient de la transformation est utilisée, à savoir
F = Fn

n−1F
n−1
0 (IV.7)110
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Fig. IV.6 � S
héma de 
al
ul de F en Lagrangien a
tualisé.où Fn−1
0 désigne le gradient de déformation qu'il existe entre la 
on�guration deréféren
e et l'initiale tandis que Fn

n−1 
orrespond au gradient de déformation entrela 
on�guration déformée et la 
on�guration de référen
e 
omme l'illustre la �gureIV.6.En vue d'une implémentation numérique, on 
onstruit la formulation faible as-so
iée. Celle-
i s'é
rit 
lassiquementTrouver u ∈ S(Ω) tel que ∀δv ∈ S0(Ω),
∫

Ω

σ : ∇δv dv −
∫

∂Ωt

t̄ δv ds = 0 (IV.8)où t̄ dé
rit les 
onditions aux limites imposées. Une attention parti
ulière doit êtreportée à 
ette équation puisque σ dépend non linéairement du dépla
ement. Il
onvient alors de la linéariser à l'aide de l'opérateur de Gâteaux. En réé
rivant
ette relation sous une forme plus 
ompa
te, à savoir R(u), la linéarisation donne
D∆uR(u) =

∫

Ω

∇δv : ∇∆uσ dv +

∫

Ω

∇δv : L : ∇∆u dv (IV.9)où L désigne le tenseur d'élasti
ité dans la 
on�guration 
ourante. Celui-
i se déduitde E par la relation [75, 114℄
Lijkl = J−1 FimFjnFkpFlqEmnpq. (IV.10)Modèle biphasiqueLe se
ond modèle numérique que l'on propose est un modèle biphasique. Pluspré
isément, l'enveloppe reste dé
rite par un matériau hyperélastique tandis que le111



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESreste de la 
ellule est 
onsidéré 
omme un �uide visqueux newtonien. Ainsi, l'étatde 
ontraintes dans le �uide s'é
rit en fon
tion du taux de déformation D, à savoir
σf = −p I + 2η D (IV.11)où η désigne la vis
osité de 
isaillement et p la pression hydrostatique. En suppo-sant le �uide faiblement 
ompressible, on peut approximer la pression à partir dudépla
ement par la relation

p = −λ div D (IV.12)où λ est un paramètre. Cette approximation reste valide tant que µ << λ [82℄. Paranalogie au solide, on exprime λ en fon
tion d'un 
oe�
ient de Poisson ν :
λ =

2νη

1 − 2ν
. (IV.13)Sous l'hypothèse de déformation quasi-statique, l'équation d'équilibre ainsi que laforme faible asso
iée sont similaires aux pré
édentes dans lesquelles on rempla
e le
hamp de dépla
ement par un 
hamp de vitesse vf .Il ne reste plus qu'à dé�nir les 
onditions à l'interfa
e �uide-stru
ture notée Γf .On suppose i
i que le ve
teur de 
ontraintes y est 
ontinu et que le �uide adhère ausolide, soit

vf = u̇ = 0 sur Γf , (IV.14)
[σ − σf ]n = 0 sur Γf (IV.15)où n désigne la normale unitaire extérieure à la stru
ture.IV.2.2 SimulationsL'obje
tif de 
ette étude 
onsiste à reproduire l'étalement de la 
ellule le longde deux lamelles �xes. Avant de le simuler, il 
onvient de pré
iser 
ertains aspe
tsde l'implémentation notamment les 
onditions aux limites imposées à la 
ellule etl'algorithme retenu pour le traitement de l'intera
tion �uide-stru
ture.Conditions aux limitesLes expérien
es montrent que l'étalement semble similaire sur les deux lamelles.On privilégie don
 une appro
he axisymétrique et on se réduit à des simulations112
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Fig. IV.7 � Conditions aux limites imposées.sur un quart de 
ellule ave
 des 
onditions aux limites spé
i�ques représentées en�gure IV.7. Le 
onta
t entre la 
ellule et la lamelle est supposé glissant. Les raisonsde 
et étalement n'étant pas en
ore identi�ées, il 
onvient de proposer un modèledé
rivant le phénomène. On suggère i
i une pro
édure d'agrafage dont le but estd'augmenter la surfa
e de 
onta
t ave
 la même 
inématique que 
elle observéeexpérimentalement. Dans 
ette pro
édure s
hématisée en �gure IV.8, on impose unmouvement de rotation aux trois noeuds du maillage les plus pro
hes de la lamelleappartenant au bord libre. Cette te
hnique assure une bonne 
on
ordan
e entre lesévolutions des surfa
es de 
onta
t expérimentale et numérique 
omme le montre la�gure IV.9.

Fig. IV.8 � S
hématisation de la pro
édure d'agrafage.
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Fig. IV.9 � Evolution de la surfa
e de 
onta
t.Intera
tion �uide-stru
tureDans le modèle biphasique, les in
onnues du problème sont le 
hamp de dépla-
ement dans l'enveloppe u et le 
hamp de vitesse dans le �uide vf . Il est don
né
essaire de résoudre à la fois un problème de stru
ture et un problème de �uide.Deux appro
hes peuvent être employées, à savoir une appro
he simultanée et uneappro
he dé
alée. Dans la première, les équations des deux systèmes sont résolusen même temps alors que, dans la se
onde, elles le sont l'une après l'autre par dessolveurs di�érents. Dans 
e travail, on utilise un algorithme dé
alé dans lequel l'in-tera
tion est prise en 
ompte via les 
onditions à l'interfa
e.Cet algorithme se dé
line de la façon suivante. Etant donné un état d'équilibreentièrement 
onnu, on prédit le dépla
ement de la stru
ture upred en supposant queles for
es exer
ées par le �uide à l'interfa
e t
pred
f sont égales à 
elles du pas d'avant.On 
onvertit ensuite le 
hamp de dépla
ement solution en un 
hamp de vitesse a�nde l'imposer en 
onditions aux limites au problème de �uide. Une fois le problème�uide résolu, on extrait de la solution le 
hamp de 
ontraintes à l'interfa
e tf desorte à l'appliquer en 
onditions limites au problème de stru
ture. En�n, on résoutle problème de stru
ture et on 
ompare le nouveau 
hamp de dépla
ement u à 
eluiqui avait été prédit. On 
ompare également les for
es visqueuses, à savoir

||u− upred|| < ǫu et ||tf − t
pred
f || < ǫt, (IV.16)114



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESoù ǫu et ǫt désignent les paramètres de toléran
e sur le dépla
ement et les for
esvisqueuses respe
tivement. Si l'erreur est a

eptable, alors la solution est retenueet on passe au pas suivant. Dans le 
as 
ontraire, on réitère la démar
he ave
 lesnouvelles for
es visqueuses et 
e jusqu'à 
onvergen
e. Un s
héma de prin
ipe estdonné en �gure IV.10

Fig. IV.10 � Algorithme de résolution de l'intera
tion �uide-stru
ture.A 
haque pas, il est né
essaire d'a
tualiser le maillage du �uide a�n qu'il resteen 
onta
t permanent ave
 
elui de la stru
ture. Ainsi, une pro
édure de remaillage,impliquant un mailleur externe [133℄, est utilisée. Cette pro
édure, détaillée 
i-après,est également employée dans le modèle purement élastique a�n d'éviter les distor-sions trop importantes de 
ertains éléments dues aux grandes déformations.Remaillage et transportA 
haque in
rément de Newton-Raphson, on génère un nouveau maillage dontles bords 
oïn
ident ave
 
eux de l'an
ien. Il est alors né
essaire de transporter lesdonnées de l'an
ienne 
on�guration vers la nouvelle. On distingue deux types de115



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESvariables, à savoir les variables nodales et les variables sto
kées aux points d'inté-gration. Le traitement de 
es variables n'est pas le même. Pour les premières, letransport s'e�e
tue par une simple interpolation à l'aide des fon
tions de forme del'an
ien maillage. Pour les se
ondes, on 
ommen
e par les extrapoler aux noeuds del'an
ien maillage au moyen de la méthode des moindres 
arrés [161℄. Puis, elles sonttransportées 
omme les pré
édentes, à savoir par interpolation. Il est important desouligner que l'extrapolation engendre une di�usion numérique supplémentaire.Identi�
ation des paramètresA présent, il est possible de pro
éder aux simulations de l'étalement. Il 
onvienttoutefois d'identi�er les meilleurs paramètres de 
haque modèle qui ajustent le mieuxles résultats numériques aux résultats expérimentaux. Une pro
édure d'optimisationest alors lan
ée sur les di�érents paramètres des deux modèles. La 
omparaison portesur l'évolution du volume et de la for
e générée par la 
ellule sur la lamelle. Les 
o-e�
ients optimaux sont donnés en table IV.1 en terme de module d'Young et de
oe�
ient de Poisson puisque µ = E/2(1+ν). Ces valeurs appartiennent aux plagesde valeurs ren
ontrées dans la littérature.Modèle Constituant E (Pa) ν Jm η (Pa.s)Hyperélastique Enveloppe 1000 0.4 100Intérieur 100 0.4 100Biphasique Enveloppe 1000 0.4 100Intérieur 0.46 1000Tab. IV.1 � Propriétés mé
aniques optimales des deux modèlesA présent, on s'intéresse à la sensibilité de 
haque modèle vis-à-vis de leurs para-mètres. Ainsi, partant des paramètres optimaux, on fait varier un à un les 
oe�
ientsa�n de déterminer leur in�uen
e sur la réponse globale.

116



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTES

(a) Evolution du volume en fon
tion de la dé-formation (b) Evolution de la for
e en fon
tion de ladéformationFig. IV.11 � In�uen
e du module d'Young de l'enveloppe

(a) Evolution du volume en fon
tion de la dé-formation (b) Evolution de la for
e en fon
tion de ladéformationFig. IV.12 � In�uen
e du module d'Young de l'intérieur
Pour le modèle élastique, on 
ommen
e par faire varier le module d'Young de
haque 
onstituant. On observe que 
elui de l'enveloppe in�ue très peu sur la réponsetotale tandis que 
elui de l'intérieur joue un r�le prépondérant sur la for
e générée.Plus pré
isément, son augmentation 
onduit à une explosion de la for
e générée.

117



CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTES

(a) Evolution du volume en fon
tion de la dé-formation (b) Evolution de la for
e en fon
tion de ladéformationFig. IV.13 � In�uen
e du 
oe�
ient de Poisson de l'enveloppe

(a) Evolution du volume en fon
tion de la dé-formation (b) Evolution de la for
e en fon
tion de ladéformationFig. IV.14 � In�uen
e du 
oe�
ient de Poisson de l'intérieurA présent, on fait varier le 
oe�
ient de Poisson de 
haque phase pour le mêmemodèle. On s'aperçoit que 
elui de l'enveloppe ne joue au
un r�le alors que 
eluide l'intérieur à une in�uen
e notable sur l'évolution du volume. Son augmentationréduit la prise de volume.
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(a) Evolution du volume en fon
tion de la dé-formation (b) Evolution de la for
e en fon
tion de ladéformationFig. IV.15 � In�uen
e du 
oe�
ient Jm de l'enveloppe

(a) Evolution du volume en fon
tion de la dé-formation (b) Evolution de la for
e en fon
tion de ladéformationFig. IV.16 � In�uen
e du 
oe�
ient Jm de l'intérieurLe dernier paramètre à étudier est Jm. On rappelle qu'il re�ète la limite d'ex-tensibilité des 
haînes molé
ulaires des polymères. On 
onstate qu'il n'a que peud'in�uen
e dans les simulations : il agit essentiellement sur le volume aux grandesdéformations. On remarque aussi que son in�uen
e n'évolue plus à partir d'une 
er-taine valeur 
ritique estimée à 100. Ci-dessous, on donne le pro�l des 
ontraintes enmilieu et �n d'étalement. Celles-
i se 
on
entrent en périphérie de la 
ellule.
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(a) Contrainte à mi-étalement (b) Contrainte en �n d'étalementFig. IV.17 � Contrainte de Cau
hy radiale

(a) Contrainte à mi-étalement (b) Contrainte en �n d'étalementFig. IV.18 � Contrainte de Cau
hy axiale

(a) Contrainte à mi-étalement (b) Contrainte en �n d'étalementFig. IV.19 � Contrainte de Cau
hy de 
isaillement
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CHAPITRE IV. ETUDE DE L'ÉTALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTESPour le modèle biphasique, on 
onstate que les propriétés de l'enveloppe joue unr�le plus important. Toutefois, leurs 
ontributions restent modestes fa
e à 
elle desparamètres du �uide. Ainsi, on ne présente i
i que l'in�uen
e des 
oe�
ients liésau �uide. On 
ommen
e par faire varier la vis
osité de 
isaillement : elle agit à lafois sur l'évolution du volume et sur 
elle de la for
e. Plus elle augmente, plus lafor
e 
roit alors que le volume dé
roît. Une observation similaire est faite pour le
oe�
ient de Poisson.

(a) Evolution du volume en fon
tion de la dé-formation (b) Evolution de la for
e en fon
tion de ladéformationFig. IV.20 � In�uen
e du 
oe�
ient η du �uide

(a) Evolution du volume en fon
tion de la dé-formation (b) Evolution de la for
e en fon
tion de ladéformationFig. IV.21 � In�uen
e du 
oe�
ient de Poisson du �uide
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isaillementFig. IV.22 � Etat de 
ontraintes en �n d'étalement.IV.3 Con
lusionCe 
hapitre a porté sur la modélisation et simulation de l'étalement d'une 
ellulevivante entre deux lamelles �xes. Une attention parti
ulière a été portée au r�le de lamembrane plasmique asso
iée au 
ortex d'a
tine. Ainsi, les deux modèles proposésne 
omportent que deux parties, à savoir une membrane élastique et le reste dela 
ellule. Le premier modèle est entièrement élastique tandis que, dans le se
ond,on distingue une phase élastique et une phase �uide. Bien que simplistes, 
es deuxmodèles ont permis de reproduire les résultats expérimentaux en terme de for
egénérée et d'évolution de volume.
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Con
lusions et Perspe
tivesCe travail de thèse 
ontribue aux développements de méthodes numériques pourle traitement des dis
ontinuités et des non linéarités dans les matériaux hétérogènes.Dans 
e 
ontexte, la méthode d'éléments �nis multi é
helle apparaît 
omme unoutil puissant permettant la détermination du 
omportement e�e
tif à partir despropriétés de la mi
rostru
ture. Impliquant des 
al
uls simultanés aux deux é
helles,
ette appro
he reste 
oûteuse. A�n d'alléger 
es 
oûts, une te
hnique 
ombinant uneméthode de rédu
tion de modèle de type POD et le 
al
ul parallèle a été proposée.Cette te
hnique 
onsiste à projeter les équations de l'é
helle la plus petite sur unebase réduite, 
e qui diminue le nombre de degrés de liberté et, par extension, lestemps de 
al
uls. Cette appro
he a été validée par des exemples et des 
omparaisonsave
 des 
al
uls de référen
e.Ensuite, une généralisation des interfa
es imparfaites 
ohérentes a été réaliséedans le 
adre de l'élasti
ité non linéaire et une formulation énergétique a été pro-posée. Dans 
e modèle, le 
hamp de dépla
ement reste 
ontinu alors que le ve
teurde 
ontraintes nominales subit un saut à la traversée de l'interfa
e. Ce
i 
orrespondà une extension de l'équation de Young-Lapla
e au 
as des transformations �nies.L'avantage prin
ipal de 
e modèle réside dans le fait qu'au
un système de 
oordon-nées 
urvilignes n'a été introduit et qu'il est 
ompatible ave
 la méthode numériquelevel-set. Des solutions exa
tes ont été établies pour des géométries parti
ulières
onstituées d'élastomères isotropes.Puis, les e�ets de 
es interfa
es ont été pris en 
ompte, d'un point de vue numé-rique, par une appro
he mêlant la méthode des éléments �nis étendus et la méthodede level-set. Cette allian
e permet à la fois une gestion simple de mi
rostru
tures
omplexes et le 
al
ul des termes liés aux énergies de surfa
e sans ajout d'élémentde surfa
e. Cette te
hnique, validée par les résultats exa
ts trouvés, a été 
ouplée àla pro
édure d'homogénéisation numérique a�n de prédire le 
omportement globald'une stru
ture hétérogène en présen
e d'interphases. Cette 
ombinaison a égale-123



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESment permis d'observer les e�ets de taille à l'é
helle nanométrique.En�n, deux modèles 
ontinus (l'un élastique, l'autre biphasique) ont été propo-sés pour modéliser le 
omportement passif d'une 
ellule lors de son étalement entredeux lamelles �xes. Ces modèles mettent en avant deux parties, à savoir le 
ortexd'a
tine asso
ié à la membrane plasmique et le reste de la 
ellule. Bien que sim-plistes, 
es deux modèles ont permis de reproduire les résultats expérimentaux enterme de for
e générée et d'évolution de volume. Les paramètres matériaux retenus
on
ordent bien ave
 
eux trouvés dans la littérature.En perspe
tive de 
e travail, on envisage l'introdu
tion de la méthode XFEM/level-set dans le problème biomé
anique a�n de représenter l'enveloppe de la 
ellule etd'éviter le remaillage. Pour 
ela, il 
onvient d'étendre la méthodologie proposée àune formulation en Lagrangien a
tualisé. Un point 
lé réside dans la mise à jour dela fon
tion de niveau et dans le transfert des degrés de liberté additionnels.Il est également envisagé une modélisation plus 
omplète de la 
ellule qui tien-drait 
ompte de son 
ara
tère a
tif. Ce nouveau modèle devra permettre de repro-duire l'étalement de la 
ellule mais aussi d'autres expérien
es 
omme le �uage dela 
ellule, sa relaxation ou en
ore sa réponse à des essais de tra
tion-
ompression.De là, on pourrait appro
her le 
omportement des tissus par une méthode éléments�nis multi niveau.Dans la partie mé
anique, on a souligné que la méthode de rédu
tion de modèlepermet de réduire signi�
ativement les temps de 
al
uls de l'appro
he multi é
helles.Toutefois, 
e 
omparatif ne tient pas 
ompte du temps mis à déterminer la baseréduite. Or, 
elui-
i est relativement important. De plus, il n'est pas 
ertain quel'é
hantillonage réalisé pour la 
onstru
tion de 
ette base soit le meilleur, 
e qui
onduirait à une mauvaise 
onvergen
e de l'algorithme de Newton-Raphson. Unete
hnique possible pour pallier 
es deux in
onvénients serait de 
onstituer la baseen parallèle du 
al
ul souhaité [129, 130℄.De plus, la méthode XFEM/level-set présenté i
i sou�re de quelques désagré-ments 
omme par exemple les os
illations 
onstatées près de l'interfa
e. N'étantpas 
lairement dé�nie, leur 
ause doit fait l'objet d'une analyse approfondie. Lespistes envisagées se tournent vers les éléments partiellement enri
his, le traitementde l'in
ompressibilité et les 
onditions aux limites de Diri
hlet.Il est également 
on
evable d'introduire des e�ets dynamiques dans le problèmed'interfa
es imparfaites. On pourrait alors étudier l'in�uen
e de 
elles-
i dans la pro-124



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESpagation d'ondes. Di�érents modèles d'interfa
es seraient sus
eptible d'être utilisés.

125



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

126



Bibliographie[1℄ B. Alberts, A. Johnson, J. Lewis, M. Ra�, K. Roberts, and P. Walter. Mole-
ular biology of the 
ell. Garland, 2002.[2℄ J. Al
araz, L. Bus
emi, M. Grabulosa, X. Trepat, B. Fabry, R. Farré, andD. Navajas. Mi
rorheology of human lung epithelial 
ells measured by atomi
for
e mi
ros
opy. Biophysi
al Journal, 84 :2071�2079, 2003.[3℄ T. Arima, S. Yamasaki, K. Yamahira, K. Idemitsu, Y. Inagaki, and K. De-gueldre. Evaluation of thermal 
ondu
tivity of zir
onia-based inert matrix fuelby mole
ular dynami
s simulation. Journal of Nu
lear Materials, 352 :309�317, 2006.[4℄ A.A. Atai and Steigmann D.J. Coupled deformations of elasti
 
urves andsurfa
es. International Journal of Solids and Stru
tures, 35 :1915�1952, 1997.[5℄ R.J. Atkin and N. Fox. An introdu
tion to the theory of elasti
ity. Dover,2005.[6℄ J.A. Atwell and B.B. King. Proper orthogonal de
omposition for redu
edbasis feedba
k 
ontrollers for paraboli
 equations. Mathemati
al and ComputerModelling, 33 :1�19, 2001.[7℄ Unknown author. http ://rsb.info.nih.gov/ij/images/Fluores
entCells.jpg,2009.[8℄ Unknown author. http ://www.
egep-ste-foy.q
.
a/profs/gbourbonnais/pas-
al/fya/
him
ell/notesmole
ules/proteines3.htm, 2009.[9℄ J.M. Ball. Convexity 
onditions and existen
e theorems in nonlinear elasti
ity.Ar
hive for Rational Me
hani
s and Analysis, 63 :337�403, 1977.[10℄ W.G. Bardsley and J.D. Aplin. Kineti
 analysis of 
ell spreading. Journal ofCell S
ien
e, 61 :365�373, 1983. 127



BIBLIOGRAPHIE[11℄ R. Barea, M. Belmonte, M.I. Osendi, and P. Miranzo. Thermal 
ondu
tivityof al2o3/si
 platelet 
omposites. Journal of the European Cerami
 So
iety,23 :1773�1778, 2003.[12℄ A.R. Baus
h, F. Ziemann, A.A. Boulbit
h, K. Ja
obson, and E. Sa
kmann.Lo
al measurements of vis
oelasti
 parameters of adherent 
ell surfa
es bymagneti
 bead mi
rorheometry. Biophysi
al Journal, 75 :2038�2049, 1998.[13℄ T. Belyts
hko and T. Bla
k. Elasti
 
ra
k growth in �nite elements with mini-mal remeshing. International Journal for Numeri
al Methods in Engineering,45 :601�620, 1999.[14℄ T. Belyts
hko, R. Gra
ie, and G. Ventura. A review of extended/generalized�nite element methods for material modeling. Modelling and Simulation inMaterials S
ien
e and Engineering, 17 :043001, 2009.[15℄ T. Belyts
hko, W.K. Liu, and B. Moran. Nonlinear �nite elements for 
ontinuaand stru
tures. Wiley, 2000.[16℄ T. Belyts
hko, C. Parimi, N. Moës, N. Sukumar, and S. Usui. Stru
turedextended �nite element method for solids de�ned by impli
it surfa
es. Inter-national Journal for Numeri
al Methods in Engineering, 56 :609�635, 2003.[17℄ Y. Benveniste. A general interfa
e model for a three-dimensional 
urved thinanisotropi
 interphase between two anisotropi
 media. Journal of the Me
ha-ni
s and Physi
s of Solids, 54 :708�734, 2006.[18℄ Y. Benveniste and T. Miloh. Imperfe
t soft and sti� interfa
es in two-dimensional elasti
ity. Me
hani
s of Materials, 33 :309�323, 2001.[19℄ Y. Benveniste and T. Miloh. Soft neutral elasti
 inhomogeneities withmembrane-type interfa
e 
onditions. Journal of Elasti
ity, 88 :87�111, 2007.[20℄ R. Blumenfeld and D.J. Bergman. Strongly nonlinear 
omposite diele
tri
s :a perturbation method for �nding the potentiel �eld and bulk e�e
tive pro-perties. Physi
al Review B, 44 :7378�7386, 1991.[21℄ D. Boal. Me
hani
s of the 
ell. Cambridge University Press, 2002.[22℄ M. Bornert, T. Brethau, and P. Gilormini. Homogénéisation en mé
anique desmatériaux. Hermes S
ien
e Publi
ations, 2001.[23℄ F. Brezzi and K.J. Bathe. A dis
ourse on the stability 
onditions for mixed�nite element formulations. Computer Methods in Applied Me
hani
s andEngineering, 82 :27�57, 1990.128



BIBLIOGRAPHIE[24℄ F. Brezzi and M. Fortin. Mixed and hybrid �nite element methods. Springer,1991.[25℄ N. Caille, O. Thoumine, Y. Tardy, and J.J. Meister. Contribution of thenu
leus to the me
hani
al properties of endothelial 
ells. Journal of Biome-
hani
s, 35 :177�187, 2002.[26℄ R.C. Cammarata. Surfa
e and interfa
e stress e�e
ts on interfa
ial and na-nostru
tured materials. Materials S
ien
e and Engineering A, 237 :180�184,1997.[27℄ P. Canãdas, V.M. Laurent, C. Oddou, D. Isabey, and S. Wendling. A 
ellulartensegrity model to analyse the stru
tural vis
oelasti
ity of the 
ytoskeleton.Journal of Theoreti
al Biology, 218 :155�173, 2002.[28℄ C.S. Chen, M. Mrksi
h, S. Huang, G.M. Whitesides, and D.E. Ingber. Geo-metri
 
ontrol of 
ell life and death. S
ien
e, 276 :1425�1428, 1997.[29℄ J.S. Chen, W. Han, C.T. Wu, and W. Duan. On the perturbed lagrangian for-mulation for nearly in
ompressible and in
ompressible hyperelasti
ity. Com-puter Methods in Applied Me
hani
s and Engineering, 142 :335�351, 1997.[30℄ T. Chen, G.J. Dvorak, and C.C. Yu. Size-dependent elasti
 properties of unidi-re
tional nano-
omposites with interfa
e stresses. A
ta Me
hani
a, 188 :39�54,2007.[31℄ J. Chessa and T. Belyts
hko. An enri
hed �nite element method and level setsfor axisymetri
 two-phases �ow with surfa
e tension. International Journal forNumeri
al Methods in Engineering, 58 :2041�2064, 2003.[32℄ J. Chessa, H. Wang, and T. Belyts
hko. On the 
onstru
tion of blendingelements for lo
al partition of unity enri
hed �nite elements. InternationalJournal for Numeri
al Methods in Engineering, 57 :1015�1038, 2003.[33℄ P.G. Ciarlet. Mathemati
al elasti
ity. North-Holland, 1988.[34℄ D. Coughlin, M.F.and Stamenovi¢. A tensegrity model of the 
ytoskeleton inspread and round 
ells. Journal of Biome
hani
al Engineering-Transa
tionsof the ASME, 120 :770�777, 1998.[35℄ S. Cuenot, C. Frétigny, S. Demoustier-Champagne, and B. Nysten. Surfa
etension e�e
t on the me
hani
al properties of nanomaterials measured by ato-mi
 for
e mi
ros
opy. Physi
al Review B, 69 :165410, 2004. 129



BIBLIOGRAPHIE[36℄ B. Da
orogna. Dire
t methods in the 
al
ulus of variations. Oxford UniversityPress, 1989.[37℄ G. De Botton, I. Hariton, and E.A. So
olsky. Neo-hookean �ber-reinfor
ed
omposites in �nite elasti
ity. Journal of the Me
hani
s and Physi
s of Solids,54 :533�559, 2006.[38℄ N. Desprat, A. Guiroy, and A. Asna
ios. Mi
roplates-based rheometer for asingle living 
ell. Review of s
ienti�
 instruments, 77, 2006. 055111.[39℄ N. Desprat, A. Ri
hert, J. Simeon, and A. Asna
ios. Creep fun
tion of a singleliving 
ell. Biophysi
al Journal, 88 :2224�2233, 2005.[40℄ J.K. Diao, K. Gall, and M.L. Dunn. Atomisti
 simulation of the stru
ture andelasti
 properties of gold nanowires. Journal of the Me
hani
s and Physi
s ofSolids, 52 :1935�1962, 2004.[41℄ M.P. Do Carmo. Di�erential geometry of 
urves and surfa
es. Prenti
e-Hall,1976.[42℄ J.E. Dolbow. An extended �nite element method with dis
ontinuous enri
h-ment for applied me
hani
s. PhD thesis, Northwestern University, 1999.[43℄ J.E. Dolbow and A. Devan. Enri
hment of enhan
ed assumed strain ap-proximations for representing strong dis
ontinuities : addressing volumetri
in
ompressibility and the dis
ontinuous pat
h test. International Journal forNumeri
al Methods in Engineering, 59 :47�67, 2004.[44℄ H.L. Duan, J. Wang, Z.P. Huang, and Karihaloo B.L. Eshelby formalism fornano-inhomogeneities. Pro
eedings of the Royal So
iety of London series A,461 :3335�3353, 2005.[45℄ H.L. Duan, J. Wang, Z.P. Huang, and Karihaloo B.L. Size-dependent e�e
-tive elasti
 
onstants of solids 
ontaining nano-inhomogeneities with interfa
estress. Journal of the Me
hani
s and Physi
s of Solids, 53 :1574�1596, 2005.[46℄ C.A. Duarte, I. Babuska, and J.T. Oden. Generalized �nite element methodsfor three-dimensional stru
tural me
hani
s problems. Computers and Stru
-tures, 77 :215�232, 2004.[47℄ F. Feyel. Multis
ale fe2 elastovis
oplasti
 analysis of 
omposite stru
tures.Computational Materials S
ien
e, 16 :344�354, 1999.130



BIBLIOGRAPHIE[48℄ F. Feyel. A multilevel �nite element method (fe2) to des
ribe the response ofhighly non-linear stru
tures using generalized 
ontinua. Computer Methods inApplied Me
hani
s and Engineering, 192 :3233�3244, 2003.[49℄ F. Feyel and J.L Chabo
he. Fe2 multis
ale approa
h for modelling the elas-tovis
oplasti
 behaviour of long �bre si
/ti 
omposite materials. ComputerMethods in Applied Me
hani
s and Engineering, 183 :309�330, 2000.[50℄ P.J. Flory. Thermodynami
 relations for high elasti
 materials. Transa
tionof the Faraday So
iety, 57 :829�838, 1961.[51℄ T.-P. Fries. A 
orre
ted xfem approximation without problems in blending ele-ments. International Journal for Numeri
al Methods in Engineering, 75 :503�532, 2008.[52℄ T. Fris
h and O. Thoumine. Predi
ting the kineti
s of 
ell spreading. Journalof Biome
hani
s, 35 :1137�1141, 2002.[53℄ Y.C. Fung. Biome
hani
s : material properties of living tissues. Springer,1993.[54℄ W. Gao, S. Yu, and G. Huang. Finite element 
hara
terization of the size-dependent me
hani
al behaviour in nanosystems. Journal of the Me
hani
sand Physi
s of Solids, 17 :1118�1122, 2007.[55℄ A.N. Gent. A new 
onstitutive relation for rubber. Rubber Chemistry andTe
hnology, 69 :59�61, 1996.[56℄ S. Ghosh, K. Lee, and Raghavan P. A multilevel 
omputational model formulti-s
ale damage analysis in 
omposite and porous media. InternationalJournal of Solids and Stru
tures, 38 :2335�2385, 2001.[57℄ R. Gra
ie, H. Wang, and T. Belyts
hko. Blending in the extended �nite ele-ment method by dis
ontinuous galerkin and assumed strain methods. Inter-national Journal for Numeri
al Methods in Engineering, 74 :1645�1669, 2008.[58℄ S.-T. Gu. Contributions à la modélisation des interfa
es imparfaites et à l'ho-mogénéisation des matériaux hétérogènes. PhD thesis, Université Paris-Est,2008.[59℄ M.E. Gurtin and A.I. Murdo
h. A 
ontinuum theory of elasti
 material sur-fa
es. Ar
hive for Rational Me
hani
s and Analysis, 57 :291�323, 1975. 131



BIBLIOGRAPHIE[60℄ M.E. Gurtin, J. Weissmuller, and F. Lar
hé. A general theory of 
urved defor-mable interfa
es in solids at equilibrium. Philosophi
al Magazine A, 78 :1093�1109, 1998.[61℄ A. Hansbo and P. Hansbo. An un�tted �nite element method, based on nit-s
he's method, forellipti
 interfa
e problems. Computer Methods in AppliedMe
hani
s and Engineering, 191 :5537�5552, 2002.[62℄ S. Hartmann and P. Ne�. Poly
onvexity of generalized polynomial-type hyper-elasti
 strain energy fun
tions for near-in
ompressibility. International Journalof Solids and Stru
tures, 40 :2767�2791, 2003.[63℄ Z. Hashin. Thermoelasti
 properties of �ber 
omposites with imperfe
t inter-fa
e. Me
hani
s of Materials, 8 :333�348, 1990.[64℄ Z. Hashin. Thin interphase/imperfe
t interfa
e in elasti
ity with appli
ationto 
oated �ber. Journal of the Me
hani
s and Physi
s of Solids, 50 :2509�2537,2002.[65℄ Q.-C. He. Mé
anique des interfa
es. Cours de Master Re
her
he, UniversitéParis-Est Marne-La-Vallée.[66℄ Q.-C. He and B. Bary. Exa
t relations for the e�e
tive properties of nonli-nearly elasti
 inhomogeneous materials. International Journal of Multis
aleComputational Engineering, 2 :69�83, 2004.[67℄ Q.-C. He, H. Le Quang, and Z.-Q. Feng. Exa
t results for the homogenizationof elasti
 �ber-reinfor
ed solids at �nite strain. Journal of Elasti
ity, 83 :153�177, 2006.[68℄ S.R. Heidemann, S. Kae
h, R.E. Buxbaum, and A. Matus. Dire
t observationsof the me
hani
al behaviors of the 
ytoskeleton in living �broblasts. Journalof Cell Biology, 145 :109�122, 1999.[69℄ R. Hill. Dis
ontinuity relations in me
hani
s of solids. Progress in Solid Me-
hani
s, 2 :246�276, 1961.[70℄ R. Hill. Continuum mi
ro-me
hani
s of elastoplasti
 poly
rystals. Journal ofthe Me
hani
s and Physi
s of Solids, 13 :89�101, 1965.[71℄ R. Hill. On 
onstitutive ma
ro-variables for heterogeneous solids at �nitestrain. Pro
eedings of the Royal So
iety of London series A, 326 :131�147,1972.132



BIBLIOGRAPHIE[72℄ R. Hill. Interfa
ial operators in the me
hani
s of 
omposite media. Journal ofthe Me
hani
s and Physi
s of Solids, 31 :347�357, 1983.[73℄ R.M. Ho
hmuth. Mi
ropipette aspiration of living 
ells. Journal of Biome-
hani
s, 33 :15�22, 2000.[74℄ P. Holmes, J.L. Lumley, and G. Berkooz. Turbulen
e, 
oherent stru
tures,dynami
al systems and symmetry. Cambridge, 1996.[75℄ G.A. Holzapfel. Nonlinear solid me
hani
s. Wiley, 2001.[76℄ C.O. Horgan and G. Sa

omandi. Simple torsion of isotropi
, hyperelasti
, in-
ompressible materials with limiting 
hain extensibility. Journal of Elasti
ity,56 :159�170, 1999.[77℄ C.O. Horgan and G. Sa

omandi. Constitutive models for 
ompressible nonli-nearly elasti
 materials with limiting 
hain extensibility. Journal of Elasti
ity,77 :123�138, 2004.[78℄ C.O. Horgan and G. Sa

omandi. A new 
onstitutive theory for �ber-reinfor
ed in
ompressible nonlinearly elasti
 solids. Journal of the Me
hani
sand Physi
s of Solids, 53 :1985�2015, 2005.[79℄ T. Hou and X.-H. Wu. A multis
ale �nite element method for ellipti
 problemsin 
omposites materials and porous media. Journal of Computational Physi
s,134 :169�189, 1997.[80℄ L. Huang, Z. P. andSun. Size-dependent e�e
tive properties of a heteroge-neous material with interfa
e energy e�e
t : from �nite deformation theory toin�nitesimal strain analysis. A
ta Me
hani
a, 190 :151�163, 2007.[81℄ Z. P. Huang and J. Wang. A theory of hyperelasti
ity of multi-phase mediawith surfa
e/interfa
e energy e�e
t. A
ta Me
hani
a, 182 :195�210, 2006.[82℄ T.J.R. Hughes. The Finite Element Method Linear Stati
 and Dynami
 FiniteElement Analysis. Prenti
e-Hall, 1987.[83℄ P. Kanouté, D.P. Boso, J.L. Chabo
he, and B.A. S
hre�er. Multis
ale methodsfor 
omposites : a review. Ar
hives of Computational Methods in Engineering,16 :31�75, 2009.[84℄ G. Kers
hen, J.-C. Golinval, A.F. Vakakis, and L.A. Bergman. The methodof proper orthogonal de
omposition for dynami
al 
hara
terization and orderredu
tion of me
hani
al systems : an overview. Nonlinear dynami
s, 41 :147�169, 2005. 133



BIBLIOGRAPHIE[85℄ V.G. Kouznetsova, M.G.D. Geers, and W.A.M. Brekelmans. Multi-s
ale se-
ond order 
omputational homogenization of multi-phase materials : a nested�nite element solution strategy. Computer Methods in Applied Me
hani
s andEngineering, 193 :5525�5550, 2004.[86℄ P. Krysl, S. Lall, and J.E. Marsden. Dimensional model redu
tion in non-linear �nite element dynami
s of solids and stru
tures. International Journalfor Numeri
al Methods in Engineering, 51 :479�504, 2001.[87℄ E. Kunis
h and S. Volkwein. Galerkin proper orthogonal de
omposition me-thods for paraboli
 problems. Numeris
he Mathematik, 90 :117�148, 2001.[88℄ N. Lahelle
, F. Mazerolle, and J.C. Mi
hel. Se
ond-order estimate of thema
ros
opi
 behavior of periodi
 hyperelasti
 
omposites : theory and experi-mental validation. Journal of the Me
hani
s and Physi
s of Solids, 52 :27�49,2004.[89℄ H. Le Quang and Q.-C. He. Variational prin
iples and bounds for elasti
inhomogeneous materials with 
oherent imperfe
t interfa
es. Me
hani
s ofMaterials, 40 :865�884, 2008.[90℄ G. Legrain, N. Moës, and A. Huerta. Stability of in
ompressible formulationsenri
hed with x-fem. Computer Methods in Applied Me
hani
s and Enginee-ring, 197 :1835�1849, 2008.[91℄ M. Levinson and I.W. Burgess. A 
omparison of some simple 
onstitutiverelations for slightly 
ompressible rubber-like materials. International Journalof Me
hani
al S
ien
es, 13 :563�572, 1971.[92℄ Y.C. Liang, H.P. Lee, S.P. Lim, W.Z. Lin, and K.H. Lee. Proper orthogo-nal de
omposition and its appli
ations-part i : theory. Journal of Sound andVibration, 252 :527�544, 2002.[93℄ C.T. Lim, E.H. Zhou, A. Li, S.R.K. Vedula, and H.X. Fu. Experimentalte
hniques for single 
ell and single mole
ule biome
hani
s. Materials S
ien
eand Engineering C, 26 :1278�1288, 2006.[94℄ C.T. Lim, E.H. Zhou, and S.T. Quek. Me
hani
al models for living 
ells-areview. Journal of Biome
hani
s, 39 :195�216, 2006.[95℄ O. Lopez-Pamies. On the e�e
tive behavior, mi
rostru
ture evolution, and ma-
ros
opi
 stability of elastomeri
 
omposites. PhD thesis, E
ole Polyte
hnique,2006.134



BIBLIOGRAPHIE[96℄ O. Lopez-Pamies and P. Ponte Castañeda. On the overall behavior, mi
rostru
-ture evolution, and ma
ros
opi
 stability in reinfor
ed rubbers at large defor-mations :1-theory. Journal of the Me
hani
s and Physi
s of Solids, 54 :807�830, 2006.[97℄ V. Lulevi
h, T. Zink, H.-Y. Chen, F.-T. Liu, and G.-Y. Liu. Cell me
ha-ni
s using atomi
 for
e mi
ros
opy-based single-
ell 
ompression. Langmuir,22 :8151�8155, 2006.[98℄ K. Matsui, K. Terada, and K. Yuge. Two-s
ale �nite element analysis ofheterogeneous solids with periodi
 mi
rostru
tures. Computers and Stru
tures,82 :593�606, 2004.[99℄ J.M. Melenk and I. Bab�uska. The partition of unity �nite element method :basi
 theory and appli
ations. Computer Methods in Applied Me
hani
s andEngineering, 136 :289�314, 1996.[100℄ J. Merghein and P. Steinmann. A geometri
ally nonlinear fe approa
h for thesimulation of strong and weak dis
ontinuities. Computer Methods in AppliedMe
hani
s and Engineering, 195 :5037�5052, 2006.[101℄ D. Mitrossilis, J. Fou
hard, N. Guiroy, A. Desprat, N. Rodriguez, B. Fabry,and A. Asna
ios. Single-
ell response to sti�ness exhibits mus
le-like behavior.Pro
eedins of the National A
ademy of S
ien
es, 106 :18243�18248, 2009.[102℄ N. Moës, M. Cloire
, P. Cartraud, and J.-F. Rema
le. A 
omputational ap-proa
h to handle 
omplex mi
rostru
ture geometries. Computer Methods inApplied Me
hani
s and Engineering, 192 :3163�3177, 2003.[103℄ N. Moës, J. Dolbow, and T. Belyts
hko. A �nite element method for 
ra
kgrowth without remeshing. International Journal for Numeri
al Methods inEngineering, 46 :131�156, 1999.[104℄ M.R.K. Mofrad and R.D. Kamm. Cytoskeletal me
hani
s. Cambridge Univer-sity Press, 2006.[105℄ E. Monteiro, Q.-C. He, and J. Yvonnet. Analyti
al and numeri
al solutions for�nite elasti
 deformation problems involving imperfe
t interfa
es. 1st Inter-national Conferen
e on Material Modelling, Dortmund, Germany, September2009.[106℄ E. Monteiro, J. Yvonnet, and Q.-C. He. Computational homogenization fornonlinear 
ondu
tion in heterogeneous materials using model redu
tion. Com-putational Materials S
ien
e, 42 :704�712, 2008. 135



BIBLIOGRAPHIE[107℄ E. Monteiro, J. Yvonnet, and Q.-C. He. Modeling imperfe
t interfa
es at �nitestrains using x-fem. International Conferen
e on Extended Finite ElementMethods, Aa
hen, Germany, September 2009.[108℄ A.I. Murdo
h. Some fundamental aspe
ts of surfa
e modelling. Journal ofElasti
ity, 80 :33�52, 2005.[109℄ J.A. Nairn. Numeri
al implementation of imperfe
t interfa
es. ComputationalMaterials S
ien
e, 40 :525�536, 2007.[110℄ S. Nemat-Nasser. Averaging theorems in �nite deformation plasti
ity. Me
ha-ni
s of Materials, 31 :493�523, 1999.[111℄ J.T. Oden and J.N. Reddy. The Mathemati
al Theory of Finite Elements.Wiley, 1976.[112℄ R.W. Ogden. Large deformation isotropi
 elasti
ity - on the 
orrelation oftheory and experiment for in
ompressible rubberlike solids. Pro
eedings of theRoyal So
iety of London series A, 326 :565�584, 1972.[113℄ R.W. Ogden. Extremum prin
iples in non-linear elasti
ity and their appli
a-tion to 
omposites -1 theory. International Journal of Solids and Stru
tures,14 :265�282, 1978.[114℄ R.W. Ogden. Nonlinear elasti
 deformations. Ellis Horwood, 1984.[115℄ R.W. Ogden, G. Sa

omandi, and I. Sgura. Fitting hyperelasti
 models toexperimental data. Computational Me
hani
s, 34 :484�502, 2004.[116℄ S. Osher and J.A. Sethian. Fronts propagating with 
urvature dependentspeed : algorithms based on hamilton-ja
obi formulations. Journal of Compu-tational Physi
s, 79 :12�49, 1988.[117℄ D. Pantuso and K.J. Bathe. On the stability of mixed �nite elements inlarge strain analysis of in
ompressible solids. Finite Elements in Analysis andDesign, 28 :83�104, 1997.[118℄ A.C. Pipkin. Convexity 
onditions for strain-dependent energy fun
tions formembranes. Ar
hive for Rational Me
hani
s and Analysis, 121 :361�376, 1993.[119℄ A. Pla
zek, D.-M. Tran, and R. Ohayon. Hybrid proper orthogonal de
om-position formulation for linear stru
tural dynami
s. Journal of Sound andVibration, 318 :943�964, 2008.136



BIBLIOGRAPHIE[120℄ P. Ponte Castañeda. The overall 
onstitutive behaviour of nonlinearly elasti

omposites. Pro
eedings of the Royal So
iety of London series A, 422 :147�171,1989.[121℄ P. Ponte Castañeda. Bounds and estimates for the properties of nonlinear he-terogeneous systems. Philosophi
al Transa
tion of the Royal So
iety of Londonseries A, 340 :531�567, 1992.[122℄ P. Ponte Castañeda. Se
ond-order homogenization estimates for nonlinear
omposites in
orporating �eld �u
tuations : I-theory. Journal of the Me
hani
sand Physi
s of Solids, 50 :737�757, 2002.[123℄ P. Ponte Castañeda and M. Kailasam. Nonlinear ele
tri
al 
ondu
tivity inheterogeneous media. Pro
eedings of the Royal So
iety of London series A,453 :793�816, 1997.[124℄ P. Ponte Castañeda and E. Tiberio. A se
ond-order homogenization methodin �nite elasti
ity and appli
ations to bla
k-�lled elastomers. Journal of theMe
hani
s and Physi
s of Solids, 48 :1389�1411, 2000.[125℄ P.A. Pullarkat, P.A. Fernández, and A. Ott. Rheologi
al properties of theeukaryoti
 
ell 
ytoskeleton. Physi
s Reports, 449 :29�53, 2007.[126℄ C.A. Reinhart-King, M. Dembo, and D.A. Hammer. The dynami
s and me-
hani
s of endothelial 
ell spreading. Biophysi
al Journal, 89 :676�689, 2005.[127℄ J. Renard. Modélisation de la dégradation d'une piè
e 
omposite par unesimulation numérique à deux é
helles. La re
her
he aérospatiale, 1 :57�66,1990.[128℄ R.S. Rivlin and D.W. Saunders. Large elasti
 deformations of isotropi
 mate-rials vii. experiments on the deformation of rubber. Philosophi
al Transa
tionof the Royal So
iety of London series A, 243 :251�288, 1951.[129℄ D. Ry
kelyn
k. A priori hyperedu
tion method : an adaptive approa
h. Jour-nal of Computational Physi
s, 202 :346�366, 2005.[130℄ D. Ry
kelyn
k, F. Chinesta, E. Cueto, and A. Ammar. On the a priori modelredu
tion : overview and re
ent developments. Ar
hives of ComputationalMethods in Engineering, 13 :91�128, 2006.[131℄ Y. Saad and M.H. S
hultz. Gmres : a generalized minimal residual algorithmfor solving nonsymmetri
 linear systems. SIAM Journal on S
ienti�
 Compu-ting, 7 :856�869, 1986. 137



BIBLIOGRAPHIE[132℄ J. S
hröder and P. Ne�. Invariant formulation of hyperelasti
 transverse iso-tropy based on poly
onvex free energy fun
tions. International Journal ofSolids and Stru
tures, 40 :401�445, 2003.[133℄ J.R. Shew
huk. Triangle : A two-dimensional quality mesh generator anddelaunay triangulator. http ://www.
s.
mu.edu/ quake/triangle.html.[134℄ L. Sirovi
h. Turbulen
e and the dynami
s of 
oherent stru
tures part i :Coherent stru
tures. Quartil of Applied Mathemati
s, 45 :561�571, 1987.[135℄ R.J.M. Smit, W.A.M. Brekelmans, and H.E.H. Meijer. Predi
tion of the me-
hani
al behavior of nonlinear heterogeneous systems by multi-level �nite ele-ment modeling. Computer Methods in Applied Me
hani
s and Engineering,155 :181�192, 1998.[136℄ M. Soheil. Extended �nite element method : for fra
ture analysis of stru
tures.Wiley, 2008.[137℄ A.J.M. Spen
er. Continuum theory of the me
hani
s of �bres-reinfor
ed 
om-posites. Springer, 1984.[138℄ K.R. Srinivasan, K. Matous, and P.H. Geubelle. Generalized �nite element me-thod for modeling nearly in
ompressible bimaterial hyperelasti
 solids. Com-puter Methods in Applied Me
hani
s and Engineering, 197 :4882�4893, 2008.[139℄ D. Stamenovi¢, J.J. Fredberg, N. Wang, J.P. Butler, and D.E. Ingber. A mi-
rostru
tural approa
h to 
ytoskeletal me
hani
s based on tensegrity. Journalof Theoreti
al Biology, 181 :125�136, 1996.[140℄ D.J. Steigmann and R.W. Ogden. Elasti
 surfa
e-substrate intera
tions. Pro-
eedings of the Royal So
iety of London series A, 455 :437�474, 1999.[141℄ N. Sukumar, D.L. Chopp, N. Moës, and T. Belyts
hko. Modeling holes andin
lusions by level sets in the extended �nite-element method. Computer Me-thods in Applied Me
hani
s and Engineering, 190 :6183�6200, 2001.[142℄ N. Sukumar, Z.Y. Huang, J.H. Prevost, and Z. Suo. Partition of unity en-ri
hment for bimaterial interfa
e 
ra
ks. International Journal for Numeri
alMethods in Engineering, 59 :1075�1102, 2004.[143℄ P. Suquet. E�e
tive properties of nonlinear 
omposites in 
ontinuum mi
ro-me
hani
s. Springer, 1997.138



BIBLIOGRAPHIE[144℄ D.R.S. Talbot and Willis J.R. Upper and lower bounds for the overall pro-perties of a nonlinear 
omposite diele
tri
. 1. random mi
rogeometry. Pro
ee-dings : Mathemati
al and Physi
al S
ien
es, 447 :365�384, 1994.[145℄ D.R.S. Talbot and Willis J.R. Upper and lower bounds for the overall pro-perties of a nonlinear 
omposite diele
tri
. 2. periodi
 mi
rogeometry. Pro
ee-dings : Mathemati
al and Physi
al S
ien
es, 447 :385�396, 1994.[146℄ M. Tanaka, T. Matsumoto, and S. Takakuwa. Dual re
ipro
ity bem for time-stepping approa
h to the transient heat 
ondu
tion problem in nonlinear ma-terials. Computer Methods in Applied Me
hani
s and Engineering, 195 :4953�4961, 2006.[147℄ K. Terada and N. Kiku
hi. A 
lass of general algorithms for multi-s
ale ana-lysis of heterogeneous media. Computer Methods in Applied Me
hani
s andEngineering, 190 :5427�5464, 2001.[148℄ O. Thoumine, O. Cardoso, and J.J. Meister. Changes in the me
hani
al pro-perties of �broblasts during spreading : a mi
romanipulation study. EuropeanBiophysi
s Journal, 28 :222�234, 1999.[149℄ S. Torquato. Random heterogeneous materials : mi
rostru
ture and ma
ros
o-pi
 properties. Springer, 2001.[150℄ N. Tym
henko, J. Wallentin, S. Petronis, L.M. Bjursten, B. Kasemo, andJ. Gold. A novel 
ell for
e sensor for quanti�
ation of tra
tion during 
ellspreading and 
onta
t guidan
e. Biophysi
al Journal, 93 :335�345, 2007.[151℄ K.J. Van Vliet, G. Bao, and S. Suresh. The biome
hani
s toolbox : experimen-tal approa
hes for living 
ells and biomole
ules. A
ta Materialia, 51 :5881�5905, 2003.[152℄ T. Wakatsuki, R.B. Wysolmerski, and E.L. Elson. Me
hani
s of 
ell spreading :role of myosin ii. Jounal of the Cell S
ien
e, 116 :1617�1625, 2003.[153℄ N. Wang and D.E. Ingber. Control of 
ytoskeletal me
hani
s by extra
ellularmatrix, 
ell shape, and me
hani
al tension. Biophysi
al Journal, 66 :2181�2189, 1994.[154℄ P. Wriggers and S. Reese. A note on enhan
ed strain methods for large defor-mations. Computer Methods in Applied Me
hani
s and Engineering, 135 :201�209, 1996. 139



BIBLIOGRAPHIE[155℄ S. Yamada, D. Wirtz, and S.C. Kuo. Me
hani
s of living 
ells measured bylaser tra
king mi
rorheology. Biophysi
al Journal, 78 :1736�1747, 2000.[156℄ J. Yvonnet and Q.-C. He. The redu
ed model multis
ale method (r3m) forthe nonlinear homogenization of hyperelasti
 media at �nite strain. Journalof Computational Physi
s, 223 :341�368, 2007.[157℄ J. Yvonnet, Q.-C. He, and E. Monteiro. On the use of model redu
tion for
omputational homogenization of non-linear mi
ro and nano 
omposites. Com-putational Modeling and Experiments of the Composites Materials with Mi
roand Nano stru
tures, Liptovsky Mikulas, Slovakia, May 2007.[158℄ J. Yvonnet, Q.-C. He, and C. Toulemonde. Numeri
al modelling of the ef-fe
tive 
ondu
tivities of 
omposites with arbitrarily shaped in
lusions andhighly 
ondu
ting interfa
e. Composites S
ien
e and Te
hnology, 68 :2825�2828, 2008.[159℄ J. Yvonnet, H. Le Quang, and Q.-C. He. An xfem/level set approa
h to mo-delling surfa
e/interfa
e e�e
ts and to 
omputing the size-dependent e�e
tiveproperties of nano
omposites. Computational Me
hani
s, 42 :119�131, 2008.[160℄ J. Yvonnet, E. Monteiro, H. Le Quang, and Q.-C. He. Thermo-me
hani
alnumeri
al modelling of nano-in
lusions with arbitrary shapes. IUTAM Sym-posium on Modelling Nanomaterials and Nanosystems, Aalborg, Denmark,May 2008.[161℄ O.C. Zienkiewi
z and R.L. Taylor. The �nite element method. Butterworth-Heinemann, 2000.

140





TitreContributions aux méthodes numériques pour traiter les non linéarités etles dis
ontinuités dans les matériaux hétérogènesRésuméMotivé par l'étude de tissus biologiques, 
e travail 
ontribue aux développements d'outilsnumériques permettant de prédire la réponse mé
anique de matériaux hétérogènes non linéairesdans lesquels les énergies d'interfa
es deviennent prépondérantes. Ainsi, une méthode d'homogé-néisation multi é
helle 
ombinée à une te
hnique de rédu
tion de modèle basée sur la dé
ompo-sition orthogonale aux valeurs propres est proposée dans un 
adre thermique et hyperélastique.Les énergies d'interfa
es entre les di�érentes phases des 
omposites sont dé
rites par un modèled'interfa
e 
ohérent et prises en 
ompte numériquement par une appro
he liant la méthode deséléments �nis étendus et la méthode level-set. Une étude de l'étalement d'une 
ellule vivanteentre deux lamelles �xes est ensuite réalisée. Les deux modèles proposés permettent une bonne
on
ordan
e des résultats numériques et expérimentaux en terme d'évolution de géométrie et defor
e générée.Mots-
lés :Homogénéisation non linéaire, Grandes déformations, Méthode multi-é
helle, Rédu
tion demodèle, Interfa
es imparfaites, XFEM/Level-set, Etalement de 
ellule.TitleContributions to numeri
al methods to treat non-linearities and dis
onti-nuities in heterogeneous materialsAbstra
tMotivated by the study of biologi
al tissues, this work 
ontributes to developing numeri-
al tools to predi
t the me
hani
al response of nonlinear heterogeneous materials in whi
h theenergies of interfa
es 
an no longer be ignored. First, a 
omputational homogenization strategy
ombined with a model redu
tion te
hnique based on the proper orthogonal de
omposition isimplemented in the 
ases of large elasti
 deformations and highly nonlinear 
ondu
tion. Theinterfa
es between the di�erent phases of a 
omposite are des
ribed by means of a 
oherentinterfa
e model and taken into a

ount numeri
ally by an extended �nite element method intandem with a level-set te
hnique. Finally, experimental results of single 
ell spreading betweentwo �xed parallel mi
roplates are exploited through �nite element modelling. Our two modelsare optimized to mat
h the simulation 
losely with the experiment.Keywords:Nonlinear homogenization, Large deformations, Multi-s
ale method, Model redu
tion, Im-perfe
t interfa
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