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Résumé

Motivé par 1'étude de tissus biologiques, ce travail contribue au développement d’outils
numeériques permettant de prédire la réponse mécanique de matériaux hétérogénes non
linéaires dans lesquels les énergies d’interfaces deviennent prépondérantes. Aussi, une mé-
thode d’homogénéisation numérique connue sous le nom de méthode des éléments finis
multi-niveaux est mise en oeuvre pour ’analyse de composites hyperélastiques et pour
le probléme de conduction non linéaire. Celle-ci résout simultanément deux problémes
éléments finis, I'un & I’échelle macroscopique et I'autre a 1’échelle microscopique. Plus pré-
cisément, il s’agit d’associer a chaque point d’intégration macroscopique un volume élé-
mentaire représentatif du matériau afin de déterminer la relation contraintes-déformations
locale. Cette démarche étant cotiteuse, une méthode de réduction de modeéle basée sur
la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) est appliquée aux équations de
I’échelle la plus petite. Cette alliance, combinée & une parallélisation, montre son efficacité
en terme de temps de calcul pour des problémes de conduction fortement non linéaire.
Ensuite, des énergies d’interfaces entre les différentes phases d'un composite sont intro-
duites. Dans les structures micro et nanométriques, ces énergies sont décrites par des
modéles d’interfaces imparfaites de type cohérent : le champ de déplacement est continu
a la traversée de l'interface tandis que le vecteur de contraintes y est discontinu et vérifie
I’équation de Young-Laplace généralisée. Ainsi, ces effets sont modélisés par une approche
liant la méthode des éléments finis étendus (XFEM) a la technique des fonctions de niveau.
Cette association permet & la fois une gestion simple de microstructures complexes et le
calcul des termes liés aux énergies d’interfaces sans ajout d'un systéme de coordonnées cur-
vilignes. La performance de cette approche est démontrée par la comparaison des résultats
numériques aux solutions analytiques établies dans ce travail pour ’analyse de composites
hyperélastiques.

Enfin, la modélisation et la simulation de 1’étalement d’une cellule vivante entre deux lames
fixes sont réalisées. Les deux modéles proposés, I'un purement élastique et I’autre bipha-
sique, mettent en avant deux parties, a savoir le cortex d’actine associé a la membrane
plasmique et le reste de la cellule. Les simulations reproduisent de fagon satisfaisante les

résultats expérimentaux en terme d’évolution de géométrie et de force générée.

Mots-clés : Homogénéisation non linéaire, Grandes déformations, Méthode
multi-échelle, Réduction de modéle, Interfaces imparfaites, XFEM /Level-set, Etale-

ment de cellule.



Abstract

Motivated by the study of biological tissues, this work contributes to developing numerical
tools to predict the mechanical response of nonlinear heterogeneous materials in which
the energies of interfaces can no longer be ignored. First, a computational homogenization
strategy based on the multilevel finite element method is implemented in the cases of large
elastic deformations and highly nonlinear conduction. This technique requires solving two
boundary value problems by finite elements at the same time: one at the macroscopic scale
and the other at the microscopic level. More precisely, a representative volume element
is associated with each integration point of the macrostructure in order to determine the
local constitutive behaviour. This approach is computationally expensive. To alleviate the
costs, a model reduction technique based on the proper orthogonal decomposition (POD)
is used in tandem with parallel computations. Both accuracy and efficiency are examined
through numerical tests involving thermal and electrical nonlinear conduction problems.
Then, the interfaces between the different phases of a composite are described by means
of imperfect interface models. In micro and nano composites, interfaces can be characteri-
zed by a coherent interface model in which the displacement field is continuous across the
interface while the stress vector is discontinuous and has to satisfy the generalized Young-
Laplace equation. Numerically, those interface effects are taken into account by an extended
finite element method (XFEM) combined with a level-set technique. This approach allows
the generation of complex microstructures and the evaluation of the additional interfacial
energy terms without resorting to a system of curvilinear coordinates. The numerical re-
sults obtained for the analysis of hyperelastic composites are compared and discussed with
respect to the relevant analytical ones derived in the present work.

Finally, experimental results of single cell spreading between two fixed parallel microplates
are exploited through finite element modelling. Our model includes two distinct compo-
nents representing the cortex associated with the bilayer membrane on the one hand, and
the rest of the cell on the other hand. The former is modelled as a homogeneous hyperelas-
tic material while the latter is idealized either as a homogeneous hyperelastic material or
a quasi-incompressible Newtonian fluid. The kinetic of spreading is ensured by a stapling
procedure defined from experimental observations. Materials parameters are optimized to

match the simulation closely with the experiment.

KGYWOI‘dSI Nonlinear homogenization, Large deformations, Multi-scale me-
thod, Model reduction, Imperfect interfaces, XFEM /Level-set, Cell spreading.
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Introduction générale

Les tissus biologiques sont généralement classés en deux catégories suivant leurs
propriétés mécaniques. On distingue ainsi les tissus durs comme les os ou les dents
et les tissus mous comme la peau ou les muscles. Ces derniers, couramment sou-
mis a de grandes déformations, exhibent des comportements fortement non linéaires
proches de ceux des caoutchoucs en premiére approximation [53|. Ces observations,
combinées a une microstructure hétérogéne complexe, rend difficile la prédiction de

leur réponse mécanique a une sollicitation donnée.

Un outil efficace pour caractériser cette réponse consiste a mettre en oeuvre
une méthode d’homogénéisation. Ces techniques, bien développées en élasticité li-
néaire [22,149|, restent limitées en transformations finies malgré les efforts faits
ces derniéres années. Plus précisément, ’homogénéisation non linéaire repose sur
la linéarisation du probléme puis sur la résolution du probléme linéarisé a l'aide
des schémas d’homogénéisation linéaire. Deux approches se dégagent, a savoir celle
en moyenne et celle en potentiel. LLa premiére consiste a déterminer la relation
contraintes-déformations du matériau hétérogéne en attribuant a chaque phase qui le
constitue un comportement linéaire dépendant de la déformation ou de la contrainte
moyenne. La seconde, adaptée aux élastoméres, cherche un potentiel macroscopique
décrivant la réponse du matériau hétérogéne sachant que chaque phase est également
caractérisée par un potentiel. Ces approches analytiques conduisent a I'estimation
ou I'encadrement des propriétés effectives des matériaux hétérogénes sous d’impor-
tantes restrictions |20,37,66,67,95,96,113,120].

Pour pallier ce défaut, une alternative possible est 1'utilisation de techniques nu-
meériques [47 49,56,79,85,98,135,147,156|. Celles-ci permettent de traiter a la fois
des microstructures complexes, des chargements arbitraires et des matériaux forte-

ment non linéaires. Ces méthodes, pour la plupart concourantes, se basent sur un
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modeéle faisant intervenir deux échelles couplées, a savoir ’échelle macroscopique ot
la loi de comportement est inconnue et I’échelle microscopique ot chaque phase peut
étre décrite sans restriction. Dans ce contexte, la méthode des éléments finis multi-
niveaux est largement utilisée : il s’agit de résoudre simultanément au moins deux
problémes éléments finis, I'un a I'échelle macro et 'autre a ’échelle micro. L’idée
principale consiste a associer, a chaque point d’intégration du domaine macrosco-
pique, un volume élémentaire représentatif de la microstructure afin de déterminer
la relation contraintes-déformations locale. Néanmoins, le cotit de calculs liés a cette
approche simultanée entre les deux échelles est prohibitif si bien que des méthodes
de décomposition de domaine et de calculs paralléles ont été proposées afin de les

alléger.

Dans le présent travail, il convient d’introduire a cette démarche des énergies
d’interface compte-tenu de I’échelle des différents éléments composant un tissu. Ces
énergies jouent un role reconnu dans la réponse mécanique de structures micro et
nanomeétriques [26,35,40,45,63]. Physiquement, elles peuvent étre vues comme une
généralisation de la notion de tension de surface entre deux fluides ou encore comme
une zone de transition de faible épaisseur dans laquelle les propriétés mécaniques sont
différentes de celles de phases adjacentes. Leur modélisation s’effectue au moyen de
modéles d’interfaces imparfaites dont un cadre mathématique rigoureux a été établi
de différentes fagons et par différents auteurs [17 19,58 60,64,81,108,140]. Les deux
modeéles les plus courants sont celui de type ressort et celui cohérent. Dans le pre-
mier, le vecteur de contraintes est continu a la traversée de 'interface tandis que le
champ de déplacement présente un saut proportionnel a I’état de contraintes. Dans
le second, le champ de déplacement est continu alors que le vecteur de contraintes

ne l'est pas.

La prise en compte de ces effets dans un probléme éléments finis s’apparente
a l'introduction de discontinuités dans la microstructure. Une des difficultés réside
dans la réalisation du maillage puisque celui-ci doit se conformer aux surfaces de
discontinuités et que des éléments de surface doivent étre ajoutés afin d’évaluer les
termes liés aux énergies d’interfaces [54,109]. Une alternative consiste & permettre a
un élément fini de contenir plusieurs matériaux [46,61,100,138,141]. On peut citer
en particulier la méthode des éléments finis étendus (XFEM) basée sur la partition

de 'unité. Dans cette technique, les interfaces n’ont pas besoin d’étre maillées : elles
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sont représentées implicitement par des fonctions de niveau [116]. Les discontinuités
sont alors prises en compte par un enrichissement construit également a partir des
fonctions de niveau (voir par exemple [13,16,102,103,141,142,158,159]).

L’objectif de ce travail de thése est de développer des outils numériques permet-
tant de prédire la réponse mécanique de matériaux hétérogénes non linéaires dans
lesquels les énergies d’interfaces deviennent prépondérantes. Dans un premier temps,
une méthode d’homogénéisation multi échelle de type FE? combinée & une technique
de réduction de modéle basée sur la décomposition orthogonale aux valeurs propres
(POD) est mise en oeuvre pour l'analyse de composites hyperélastiques ainsi que
pour le probléme de conduction thermique non linéaire. Ensuite, un modéle d’inter-
face imparfaite cohérent est dérivé dans un cadre hyperélastique afin de modéliser
les énergies d’interfaces dans les nanocomposites. Une procédure numérique asso-
ciant la méthode des éléments finis étendus a la technique level-set est alors mise en
place en vue de prendre en compte ces énergies numériquement sans ajout d’élément
de surface ni de systéme de coordonnées curvilignes. Les différentes méthodes déve-
loppées montrent leur performance au travers d’exemples et de comparaisons a des
solutions de référence. Enfin, une étude de I’étalement d’une cellule vivante le long
de deux lamelles fixes est réalisée. Plus précisément, il s’agit de vérifier 'influence de

la membrane plasmique et du cortex d’actine sur la réponse mécanique de la cellule.

Ainsi, ce mémoire se décompose en trois parties. La premiére, comportant deux
chapitres, porte sur I’homogénéisation non linéaire de matériaux hétérogénes dans un
cadre thermique ou hyperélastique. Aprés quelques rappels sur I’élasticité en grandes
déformations, la méthode éléments finis multi échelles FE? est détaillée. Une tech-
nique visant a réduire les cotits de calculs élevés est proposée. Celle-ci consiste a
projeter le systéme d’équations de ’échelle la plus petite sur une base réduite de
type POD.

La seconde partie, formée d’un seul chapitre, traite de la prise en compte des in-
terfaces imparfaites dans la méthode FE2. Aprés avoir résumé des éléments de base
de géométrie différentielle ainsi que les relations d’Hadamard, un modéle d’interfaces
imparfaites est généralisé pour les matériaux hyperélastiques. Des solutions exactes
sont déterminées afin de servir de benchmarks a la méthode numérique développée

ensuite. Celle-ci combine la méthode des éléments finis étendus et celle de level-set
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pour modéliser les sauts a la traversée des interfaces sans ajout d’éléments.

La troisiéme partie est consacrée a 1'étude de I’étalement de cellules vivantes.
Aprés quelques rappels sur les aspects biologiques et mécaniques du comportement
cellulaire, deux modéles continus sont proposés pour modéliser la cellule : I'un hy-
perélastique et I’autre biphasique. Des simulations sont conduites afin de reproduire
I’étalement d’une cellule entre deux micro plaques. Les résultats numériques sont
comparés a des résultats expérimentaux fournis par I’équipe de Physique du vivant

du laboratoire Matiére et Systémes Complexes de I'université Paris VII.



Chapitre 1

Formulations et résolutions par
éléments finis de problémes en

élasticité et conduction non linéaire

Ce chapitre introductif se décompose en deux parties. La premiére balaie un
certain nombre de concepts et modéles se rapportant a I’élasticité non linéaire ainsi
qu’au probléme thermique. La seconde, quant a elle, porte sur les méthodes numé-
riques employées pour résoudre ces deux problémes. Inspirés des ouvrages classiques
notamment [33,75,82,114/|, les développements suivants fixent les notations adoptées

dans ce mémoire et permettent de développer les codes éléments finis de base.

I[.1 Formulation des problémes

I.1.1 Cinématique

On considére un solide déformable B occupant, a I'instant initial, un domaine
ouvert 0y de R? dont la surface est notée 9. Cet état supposé naturel, c’est-a-dire
libre de contraintes, est appelé ci-aprés configuration de référence ou configuration
initiale. Soumis a des forces extérieures et/ou a des déplacements sur sa frontiére, le
solide se déplace et se déforme de sorte qu’il occupe un nouveau domaine de R? noté
Q de frontiére 0f2. Ce domaine correspond a la configuration déformée ou actuelle.
Le probléme essentiel en élasticité consiste a déterminer cette nouvelle configuration.

Pour cela, tout point matériel M, de )y est localisé par le vecteur position X



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RESOLUTIONS PAR ELEMENTS FINIS DE
PROBLEMES EN ELASTICITE ET CONDUCTION NON LINEAIRE

X

FiG. I.1 — Configurations d’un solide continu.

dans un repére orthonormé fixe. Aprés déformation, cette particule occupe le point
M de § repéré par le vecteur x. La description dite Lagrangienne de ce mouvement

est classiquement donnée, a chaque instant, par la transformation y :
x = x(X,1) (L.1)

ol y est une fonction vectorielle continiment différentiable et inversible. Par la suite,
on omettra la dépendance en temps de toutes les quantités en faisant I’hypothése de
déformations quasi-statiques. En vue d’une approche numérique, il convient d’intro-

duire le champ de déplacement u :
u=x-X. (L.2)

Contrairement a ’élasticité linéaire, le déplacement ne peut pas étre supposé petit.
De ce fait, les deux configurations introduites ne peuvent pas étre confondues et
chaque grandeur doit étre définie sur I'une ou I'autre des configurations. Cependant,
certaines sont définies a cheval sur les deux. L’une d’elles, et non des moindres, est le
gradient de déformation noté F traduisant le transport convecté de )y vers 2 d'un

vecteur matériel de longueur infinitésimale :

ox
F=—=1+Vxu [.3
X =14V (13)
ou I et Vx désignent respectivement le tenseur identité d’ordre 2 et l'opérateur

gradient par rapport a la configuration initiale. Le tenseur F permet également de
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déterminer la transformation d’un élément infinitésimal de surface et de volume.
Ainsi, désignant par N la normale unitaire a un élément de surface dS de €y et n

celle de I’élément de surface correspondant ds de €2, il vient la formule de Nanson
nds = JFTNdS (1.4)

ot J = det F. De plus, un élément de volume dV de €2y se transforme en un élément
de volume dv de Q par dv = JdV. L’utilisation du principe de conservation de la

masse conduit a

Po
J=— L5
P (1.5)

oll py et p représentent la masse volumique dans les configurations initiale et actuelle

respectivement. Il vient alors la contrainte
det F > 0. (1.6)

Il est & noter que cette condition est automatiquement vérifiée pour des matériaux

incompressibles puisque, dans ce cas, det F est égal a 1.

Enfin, a partir de F, on introduit deux tenseurs largement utilisés pour construire
les lois de comportement, a savoir les tenseurs de Cauchy Green droit C et gauche

B définis respectivement par :
C=F'F e B=FF. (1.7)

Le premier décrit les déformations dans la configuration de référence tandis que
le second les décrit dans la configuration déformée. Il convient d’introduire deux

familles de mesures de déformation, I'une dans €,

E, = % (C% — I) pour n # 0, (L.8)

Ey = %ln C pour n = 0, (1.9)
et 'autre dans (2,

e, = % (B% —1) pour n # 0, (L.10)

e = %lnB pour n = 0. (I.11)

Le cas particulier n = 2 dans )y conduit au tenseur de déformation de Green-

Lagrange tandis que n — -2 dans €2 améne le tenseur d’Euler-Almansi.
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I.1.2 Statique et équation d’équilibre

Une fois les grandeurs cinématiques introduites, il convient de s’intéresser a I'état
de contraintes dans le solide, c’est-a-dire aux efforts internes générés par les diffé-
rentes sollicitations mécaniques. Ces efforts de cohésion df exercés sur un élément de
surface ds de la configuration actuelle €2 sont caractérisés par une densité surfacique
de force t qui dépend uniquement de I'orientation n. Plus précisément, cette densité

dépend linéairement de n de sorte que
df =tds =onds (L.12)

ou o est le tenseur de contraintes de Cauchy. L’équilibre des moments conduit
a la symétrie de ce tenseur du second ordre. La configuration déformée n’étant
pas forcément connue, il convient de transporter ce champ de contraintes dans la
configuration initiale, ce qui conduit a la définition d’autres tenseurs de contraintes.
Deux approches sont envisageables. La premiére consiste a transporter I'élément de
surface de €2 vers () par la formule de Nanson telle que

df = o JF"TNdS = PNdS (I1.13)

ou P = Jo FT désigne le premier tenseur de Piola-Kirchhoff ou tenseur de Bous-
sinesq. Ce tenseur non-symétrique est a cheval sur les deux configurations et doit
satisfaire la propriété PFT = FP”. La seconde approche consiste a transporter de

Q) vers )y a la fois I’élément de surface et les efforts de cohésion. Ainsi, on a
dfy = F~'df = SNdS (I.14)

o S = JF 1o F~7 représente le second tenseur de Piola-Kirchhoff. Contrairement
au précédent, ce tenseur est symétrique et défini sur la configuration initiale.

Le dernier point a rappeler dans cette partie concerne les équations régissant
I’équilibre mécanique du solide. L’'une d’elles est obtenue en considérant le prin-
cipe de conservation de la quantité de mouvement dans la configuration déformée.
Sous I'hypothése de déformations quasi-statiques, les forces d’inertie peuvent étre

négligées, ce qui conduit classiquement a
dive+g=0 dans Q (I.15)

ou g représente les forces volumiques exercées dans €. Cette relation est difficile a
utiliser en pratique. Il s’avére souvent plus commode de travailler dans la configura-

tion initiale. Ainsi, en utilisant identité de Piola, a savoir Div JF~7 = 0, combinée
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au transport du principe d’inertie 75|, on obtient
divy P+ G =0 dans Qg (1.16)

ou G = Jg désigne les forces volumiques exercées dans 5. Les opérateurs div
et divy correspondent a la divergence exprimée dans les configurations actuelle et
initiale respectivement. Il est & noter que la présence de P donne a cette équation un
caractére "mixte", c’est-a-dire qu’elle est définie a cheval sur les deux configurations.

Par la suite, on privilégiera les grandeurs Lagrangiennes, c’est-a-dire celles défi-
nies dans la configuration initiale. Pour des compléments, le lecteur peut se référer
a [33,75,114|.

I.1.3 Lois de comportement hyperélastique

A ce stade, les équations établies ne suffisent pas a résoudre le probléme mé-
canique étudié. Il est nécessaire de préciser la relation liant les contraintes aux dé-
formations, c’est-a-dire la loi de comportement qui caractérise le matériau. Dans ce
travail, on se restreint aux matériaux hyperélastiques, c’est-a-dire aux matériaux
élastiques caractérisés par 'existence d’une énergie de déformation W dépendant

uniquement, de I'état de déformation actuel :
W =W(F). (1.17)

Ce potentiel doit satisfaire le principe d’objectivité ou d’indifférence matérielle. I1
s’agit de s’assurer qu’il est indépendant de la position et de 'orientation du réfé-
rentiel d’observation. Autrement dit, il doit étre invariant dans toute rotation de la

configuration courante, ce qui se traduit par
W(F) = W(QF) (1.18)

ol Q est un tenseur de rotation vérifiant Q7' = Q7 et det Q — 1. Ainsi, en utilisant
la décomposition polaire de F, soit F = RU, et en choisissant judicieusement Q,
par exemple Q = R”, on montre que cette densité d’énergie est objective si elle est

exprimée en fonction de U, C ou E (voir [5]) :

W(F) = W,(U) =W,(C) = W.(E). (1.19)
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Outre 'objectivité, le potentiel élastique doit vérifier des conditions de crois-
sance : I’énergie a fournir pour réduire a zéro ou étirer a l'infini un volume élémen-

taire de matiére doit étre infinie, ce qui implique

W(F) — oo lorsque det F — 0 (1.20)
W(F) — oo lorsque det F — oo. (I.21)

Une condition supplémentaire peut étre définie lorsque le solide n’est soumis a au-
cune sollicitation. Cette condition, connue sous le nom de normalisation, requiert

que le potentiel s’annule dans la configuration de référence, a savoir
W(I) = 0. (1.22)

Enfin, le potentiel doit également satisfaire des conditions issues de symétries
matérielles dues a une géométrie interne identique dans différentes directions. Ces
conditions traduisent donc l'invariance de celui-ci dans ces directions. L'une des
plus simples est I'isotropie pour laquelle toutes les directions sont équivalentes. La
réponse mécanique du solide est alors indépendante de la direction de sollicitation.
Cette propriété s’écrit

W(F) = W(FQ"). (1.23)

En combinant cette propriété au principe d’objectivité, on montre qu'un potentiel
exprimé en fonction de C, E ou B est nécessairement isotrope. Les théorémes de
représentation permettent de représenter ce potentiel par une fonction scalaire dont

les arguments sont les trois invariants de C (B ou E) :

W =W (L,(C), 15(C), I(C)) (L.24)
L(C)=trC (1.25)
I(C) = % [(tr C)* — tr C?] (1.26)
I5(C) = det C. (1.27)

Pour d’autres symétries matérielles, les trois invariants de C ne suffisent plus. Il
est donc nécessaire d’ajouter des variables au potentiel. Il a été établi, dans [137],
que le potentiel d’un matériau anisotrope peut s’exprimer en fonction de C et de

tenseurs d’anisotropie construits a partir des vecteurs liés aux directions privilégiées.
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A titre d’exemple, le potentiel d'un matériau isotrope transverse dont la direction

privilégiée correspond au vecteur E; est de la forme
W =W (11(C), I>(C), I3(C), I4(C), Is(C)) (1.28)

ol

I4(C) =C: E1 X E1 et I5(C) = 02 . E1 &® El. (129)

D’autres formes ont été proposées dans la littérature. Le lecteur peut se référer
a [137] ou, plus récemment, & [78,132]. Dans ce mémoire, on se limitera aux maté-

riaux isotropes.

A présent, il ne reste plus qu’a établir les relations contraintes-déformations qui
découlent d’une approche thermodynamique. Plus précisément, 1'utilisation du se-
cond principe dans différentes configurations et en absence d’effet thermique conduit

a ’écriture des tenseurs de contraintes en fonction du potentiel choisi. Ainsi, on a

F
P = 01/[8/]2‘ ) en description mixte, (1.30)
S = 28‘/‘5((30) en description Lagrangienne. (1.31)

Sous I'hypothése d’isotropie, la variation du potentiel W par rapport a C s’écrit

OW oWl W dl, OW

— = — — [.32
9C 9L, 9C ' 9L, aC | 0l oC (1.2)
avec
oL ol ol _1
En notant que I3 = J2, on a
ow ow ow ow
S=2(—+I—|I-2—C+—JC. [.34
(ajl+ 1812) " T ar’ (1:34)

Une relation similaire peut étre obtenue pour le premier tenseur de Piola-Kirchhoff.
Celle-ci s’obtient au moyen de dérivations par rapport au gradient de déformation,

a savoir
o, or,

0l

- = =T
oy = LF (1.35)

11
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I.1.4 Matériaux a contraintes internes

Outre les conditions évoquées précédemment, un matériau peut présenter un
comportement particulier comme l'incompressibilité ou l'inextensibilité dans une
direction notée E;. Ce comportement se traduit par une contrainte interne que ’'on
exprime généralement en fonction du gradient de déformation. En guise d’exemple,

I'incompressibilité et I'inextensibilité s’écrivent respectivement
¢(F)=det F—1=0 et ¢(F)=C:E;®E, —1=0. (1.36)

Ces contraintes qui doivent satisfaire le principe d’objectivité sont prises en compte
dans le potentiel élastique. Pour cela, diverses techniques issues de 'optimisation
peuvent étre employées. Parmi les plus courantes, on trouve la méthode des mul-
tiplicateurs de Lagrange, la méthode de pénalité, celle du Lagrangien perturbé ou
encore celle du Lagrangien augmenté. On se propose ici de rappeler la forme que

prend le potentiel dans chacune de ces approches.

Méthode de pénalité

Cette méthode n’introduit aucune inconnue supplémentaire. 11 s’agit de traiter le
matériau incompressible comme un matériau compressible de module de compressi-

bilité tendant vers l'infini. Le potentiel s’écrit

W =W(F)+ g (¢(F))* (1.37)

ou 3, paramétre de pénalité, doit étre nettement supérieur aux autres parameétres du
modeéle : plus sa valeur est importante, plus la contrainte sera respectée. Cependant,

cette augmentation dégrade le conditionnement du systéme associé.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Cette technique dite multi-champs contraint le potentiel au moyen d'un (ou

plusieurs) multiplicateurs de Lagrange :
W =W(F)+pc(F). (1.38)

Dans le cas de I'incompressibilité, ce multiplicateur de Lagrange est assimilable a la
pression hydrostatique. Contrairement a celle qui précéde, cette méthode ajoute des
inconnues au probléme et rend la matrice associée non définie positive. D’un point de

vue analytique, c’est I'approche privilégiée car la contrainte est vérifiée exactement.

12



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RESOLUTIONS PAR ELEMENTS FINIS DE
PROBLEMES EN ELASTICITE ET CONDUCTION NON LINEAIRE

Méthode du Lagrangien perturbé

Cette méthode consiste en une régularisation du systéme précédent par I'ajout
d’un terme de perturbation au potentiel, & savoir

W = W(F) + pe(F) + % » (1.39)

ol € est un réel positif le plus petit possible. Le cas extréme ¢ = 0 raméne a la
méthode précédente. A I'image de ce qui est fait en éléments finis linéaires, cette

formulation peut étre utilisée pour décrire des matériaux compressibles.

Méthode du Lagrangien augmenté

Cette approche apparait comme une combinaison de la méthode de pénalité et

celle des multiplicateurs de Lagrange :
W =W(F)+ pc(F) + = (c(F))* + = p* (1.40)

Elle tire ses avantages des deux méthodes tout en réduisant leurs inconvénients. En

pratique, on observe que ’augmentation de 3 compense la diminution de e.

I.1.5 Exemples de fonctions densités d’énergie

La littérature regorge de modéles de fonctions densités d’énergie. Certaines ont
été élaborées de facon phénoménologique, a savoir par identification du potentiel W
reproduisant au mieux le comportement macroscopique observée. Essentiellement
basée sur des considérations mathématiques, cette approche s’oppose a celle plus
physique tendant a intégrer des phénomeénes microscopiques dans leur formulation.

On ne présente, dans ce travail, que les modéles les plus courants.

Modéle de Mooney-Rivlin

Ce modéle, développé pour un matériau isotrope incompressible pour lequel 1’ef-
fort de cisaillement est proportionnel & la déformation de cisaillement, s’exprime

uniquement en fonction des deux premiers invariants de C (I3 = 1). Sa forme est :

ou (' et (5 représentent deux constantes matérielles a identifier. Il est bien adapté

aux caoutchoucs naturels dont la déformation est inférieure a 300%.
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De nombreuses autres formes ont été développées a partir de la généralisation

de ce modéle. 11 s’agit de considérer le potentiel comme une série polynomiale de la

forme
W =Y Cy(ly - 3)' (I, — 3). (1.42)
Une extension aux matériaux compressibles fut apportée dans [114]. Celle-ci s’écrit
W= Cyr(ly = 3)' (I, = 3 (I — 1)". (1.43)

Un cas particulier, & savoir le modéle Néo-Hookéen, s’obtient en prenant i—1, j—0
et k—0:

W = 0100([1 — 3) (144)
Modéle d’Ogden

Contrairement aux modeles précédents, celui d’Ogden s’exprime en fonction des
élongations principales de la déformation, soient les valeurs principales du tenseur

U. Ce potentiel prend la forme
Lin
W = — A"+ A+ A =3 [.45
Zan( ) (1.45)

ou i, et a, désignent des paramétres matériaux. Ces derniers ne sont pas quel-

conques. Ils doivent satisfaire les conditions suivantes

Z,unozn =24 et [ty > 0 (1.46)

ou i est le module de cisaillement.

Modéle de Gent-Thomas

Ce modéle s’appuie sur la forme empirique générale, établie dans |128|, dans

laquelle une fonction logarithme est introduite :

W = Ci(I, — 3) + Cyln (%) . (1.47)

Modéle de Gent

Ce modéle limite 1’élongation des chaines moléculaires en faisant I’hypothése que

I; admet une valeur maximale notée J,,, de sorte que

W= gln (@) . (1.48)
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Modéles compressibles

La plupart des modéles présentés ci-dessus décrivent un comportement hyper-
élastique isotrope incompressible. Une extension aux matériaux compressibles est
possible en ajoutant une partie volumique au potentiel incompressible notée Wy (J)
[77]. Un certain nombre de fonctions ont été proposées dans la littérature. De fa-
con générale, ces fonctions dépendent de J et s’annulent dans la configuration de
référence afin de satisfaire (1.22). 11 convient également de les choisir de sorte que
leur dérivée s’annule dans €y pour ne pas introduire de précontraintes. Le tableau

ci-dessous, issu de |62|, reprend les formes les plus usuelles.

Wt () T
1(In J)? LinJ
(] —1)? J—1
J—=InJ -1 1-— %
JinJ —J+1 InJ
2 (J5 =1+ finJ) L (3 - o)
(T =1+ (InJ)?) s (J—=1+ZinJ)

TaB. 1.1 Parties volumiques du potentiel élastique.

Toutefois, compte-tenu de la différence d’énergie mise en jeu lors de dilatations
et de glissements, il est classique de découpler le potentiel en une partie purement
isochore et une autre volumique [50]. Pour cela, on décompose le gradient de défor-

mation F ainsi que le tenseur de Cauchy droit C tel que
F=(DF e C=(J:i)C (.49)

ot F et C désignent la partie isochore de F et C respectivement. Un découplage

similaire peut étre fait du potentiel, & savoir

W = VViso(C) + Wvol(‘])' (150)

La partie isochore W;,, peut prendre I'une des formes incompressibles présentées ci-

dessus dans laquelle les invariants de C sont remplacés par ceux de C qui s’écrivent
[_1 = J_%[l et [_2 = J_%[Q. (151)

Afin de déterminer la relation contraintes-déformations, il est nécessaire de calculer

la variation de C par rapport a C, ce qui conduit & I'introduction d’un tenseur du
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quatriéme ordre P défini par

oC 2 1
P~ = = J 3 |01—— -1 1.52
c = C_J ( 3C ®C) (1.52)

Ce tenseur est I'opérateur déviatorique associé a la configuration de référence. Son
utilisation dans la loi de comportement conduit a la relation

anol
oJ

ou S = 20W,,,/0C. Des relations similaires peuvent étre déterminées sur les autres

S=P;:S+ JCt (1.53)

configurations. De maniére générale, 'utilisation d’un potentiel découplé complexifie

légérement I'implémentation numérique.

I.1.6 Conduction thermique

A présent, on s’intéresse au probléme de conduction thermique non linéaire dans
la configuration courante. Ainsi, on considére le solide B occupant le domaine borné
Q2 de R? dont le bord 02 se décompose en quatre parties disjointes et complémen-
taires, c’est-a-dire [ 9€; = 0 et |JOQ; = 9 avec i — 1,2,34. A chaque instant ¢,
I’équilibre thermique du solide est régi par ’équation de la chaleur qui s’écrit

p(T)e(T)T + div g — 7 =0 (1.54)

ou r est une fonction scalaire représentant une source volumique interne de chaleur,
q le flux de chaleur, p et ¢ deux constantes matérielles, a savoir la masse volumique
et la chaleur spécifique du matériau considéré. Conventionnellement, le point présent

au-dessus du champ de température 7' symbolise la dérivation par rapport au temps.

La relation liant la température au flux en tout point du solide est donnée par
la loi de Fourier :

q=-K(T)VT (L55)

ou K correspond a un tenseur symétrique de second ordre caractérisant la conducti-
vité thermique du matériau. L’introduction de cette expression du flux dans I’équa-

tion de la chaleur conduit &
p(T)e(T)T — div (K(T)V T) —r = 0. (1.56)

Sur le bord, le champ de température doit satisfaire des conditions aux limites

de nature différente, a savoir
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— des conditions en température imposée sur 0§y

T=T (1.57)
des conditions de flux imposé sur 9€,
qn =g (L.58)
— des conditions de convection naturelle sur 03
qn = hp(T — T.) (1.59)
des conditions de rayonnement sur 01
an = {p(T* — T3 (1.60)

ot hr, £ et ¢ représentent respectivement le coefficient d’échange convectif, le facteur
d’émission et la constante de Stephan-Boltzmann. Les grandeurs n et T, désignent
la normale unitaire extérieure a 0f) et la température extérieure.

Afin de résoudre le probléme transitoire, il faut ajouter une condition initiale sur

le champ de température de la forme

T(t=0)=Ty  dans Q. (1.61)

[.2 Meéthodes numeériques

La résolution analytique des problémes exposés ci-dessus est limitée a des situa-
tions particuliéres (géométrie élémentaire, lois non linéaires simples ...). Pour des cas
plus complexes, il convient de chercher une approximation de la solution. Celle-ci
est généralement obtenue a 'aide de la méthode des éléments finis [82,111, 161].
Cette technique de discrétisation spatiale repose sur une formulation intégrale des

équations a résoudre qu’on se propose de fournir ci-aprés.

I.2.1 Formulations forte et faible du probléme élastique

Le probléme que 'on cherche a résoudre est un probléme élastostatique isotherme
qui peut s’écrire sous deux formes. La premiére consiste en un probléme aux limites

composé d’équations aux dérivées partielles du second ordre. L.a seconde, quant a
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elle, correspond a un probléme de minimisation de I’énergie associée. Dans un cadre

hyperélastique, I’équivalence entre ces deux approches n’est pas totalement établie.

Ainsi, en décomposant 02y en deux parties complémentaires et disjointes notées
IOy et O ( soit 9Ny U 9N = 0 et 9N N IO = (), I'équilibre mécanique du
solide B est décrit, sous sa forme locale et en absence de forces d’inertie, par

I’équation d’équilibre

divy P+ G =0 dans Qo; (1.62)
— la loi de comportement
oW (F)
P= [.63
8F ) ( )
— la relation de compatibilité
x(X)
F = ; [.64
8X ) ( )
— les conditions aux limites
PN =t, sur 0%, (1.65)
u = Uy sur 08 (1.66)

avec to les efforts imposés sur 99 et 0y les déplacements prescrits sur 9QY. Ces
équations, écrites en description mixte, représentent la forme forte du probléme hy-

perélastique.

En vue d’une résolution numérique, il convient de transformer cette forme locale
en une forme intégrale a ’aide du principe des travaux virtuels. Ce principe traduit
I’équilibre entre le travail des forces extérieures et celui des forces internes. Par
conséquent, pour tout incrément v cinématiquement admissible (CA), c¢’est-a-dire
compatible avec les conditions aux limites en déplacement, on obtient la forme faible

suivante
Trouver u € §(€) tel que Yov € Sy(€),

/ P : VxdévdV = / to Ov dS + G ovadV (1.67)
Qo

o0t Qo

ou () et Sp(€2y) désignent des espaces définis par

S(29) = {u suffisamment régulier | u = 1, sur 00}, (1.68)
So(€) = {u suffisamment régulier | u = 0 sur 0 }. (1.69)

18



CHAPITRE I. FORMULATIONS ET RESOLUTIONS PAR ELEMENTS FINIS DE
PROBLEMES EN ELASTICITE ET CONDUCTION NON LINEAIRE

Il est a noter que cette forme est mixte. Pour la rendre purement Lagrangienne, on
commence par introduire la relation qu’il existe entre les deux tenseurs de Piola-

Kirchhoff, a savoir P = F'S, combinée a quelques manipulations :

/ P : Vydv dV:/ S : F'Vxdv dV. (1.70)
Q() QO

Puis, la symétrie de S associée & 6C = FI'Vxdv + Vxdv! F conduit a la forme

Lagrangienne suivante :

Trouver u € §(€) tel que Yov € Sy(€),
1 _
—/ S 6CdV:/ to Ov dS + G ov dV. (1.71)
2 Ja, a0y Qo

Une attention particuliére doit étre portée a cette équation puisque S et dC dé-

pendent, tous deux, du champ de déplacement inconnu u, ce qui rend le systéme

étudié non linéaire. Pour le résoudre, il est donc nécessaire de la linéariser.

I.2.2 Linéarisation du probléme

Afin de résoudre le probléme précédent, on le réécrit synthétiquement sous la
forme

R(u)=0 (L.72)

ou R est appelé résidu. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, bien adaptée
a ce type probléme, une méthode itérative doit étre utilisée. On opte ici pour la
méthode de Newton-Raphson qui s’avére plus robuste que les autres algorithmes
itératifs tels que les méthodes dites quasi-Newton. Basée sur un développement de
Taylor du résidu a l'ordre 1, cette méthode consiste a résoudre itérativement le
probléme linéarisé suivant

DayR(u) = —R(u) (1.73)

o Da, représente 'opérateur de dérivation de Gateaux défini par

d
DpyR(u) = —R(u+ €Au)

- (L.74)

e=0
Quelques manipulations conduisent a I'écriture de I'opérateur tangent du probléme
hyperélastique [75], & savoir
DayR(u) = / F'Vyov : C : FI'VyAudV + [ VxdvS : VxAudV
Qo
(1.75)
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ou C = 20S/0C désigne le module d’élasticité tangent dans la configuration de

référence associé au potentiel élastique considéré.

Il est a noter que la convergence de la méthode de Newton-Raphson est quadra-
tique lorsque le point de départ de la recherche est proche de la solution cherchée.
Ainsi, pour des chargements importants, il convient de subdiviser le chargement
afin d’effectuer une série de calculs élastostatiques avec des sollicitations plus faibles
de sorte que I’état initial de la recherche soit proche de la solution. Cependant, le
choix des subdivisions n’est pas forcément efficace, tant en terme de vitesse que de
taux de convergence. Une méthode plus automatique, appelée longueur d’arc, per-
met de controler la taille des incréments. Cette technique, détaillée dans [15], n’est

pas utilisée dans ce travail.

I.2.3 Résolution de systéme linéaire

Afin de résoudre le probléme linéarisé (I.73) a chaque itération, il existe deux
catégories de techniques, a savoir les méthodes directes et les méthodes itératives.
Les premiéres donnent la solution exacte du systéme d’équations a la précision de
la machine. Ces méthodes sont gourmandes en temps et en mémoire. Parmi elles,
on compte la factorisation LU, de Cholesky, le pivot de Gauss ou la transformée de
Fourier. Les secondes, quant a elles, résolvent le systéme de facon approchée avec
une erreur controlable a priori. Ces techniques sont généralement moins gourmandes
que les premiéres. On cite, comme exemple, le gradient conjugué ou biconjugué et
le solveur GMRES [131]. Toutefois, la matrice de raideur étant mal conditionnée,

I'utilisation de méthodes itératives semble difficile sans un bon préconditionneur.

I.2.4 Discrétisation par éléments finis

La méthode des éléments finis permet de convertir la forme faible continue établie
ci-dessus en un systéme discret d’équations. Pour cela, le domaine )y est divisé en
sous-domaines €5, appelés éléments finis, tel que |[JQ§ = Qg et () Q5 = 0. Chaque
élément est, défini par des noeuds ot se concentrent les inconnues du probléme notées
u. Dans une représentation isoparameétrique, les coordonnées d’un point a 'intérieur
d’un élément sont approximées a l’aide des mémes fonctions que le champ inconnu.

Ainsi, le champ de déplacement et le champ virtuel sont approximés a partir de leurs
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valeurs prises aux noeuds a I'aide de fonctions de forme tel que

(X) =) N(X)w et SV(X) =D N(X)dV, (1.76)

ou N;(X) désigne la fonction de forme associée au noeud i. L’ordre polynomiale de
ces fonctions N dépend du nombre de noeuds par élément. Quelque soit celui-ci, ces

fonctions dites chapeaux valent 1 au noeud auquel elles sont associées et 0 aux autres.

L’introduction de ces interpolations dans le probléme linéarisé (I.73) combinée

au fait que dv est arbitraire conduit au systéme matriciel suivant :
[K{Au} = —{R} (L.77)

ou [K] et {R} sont respectivement la matrice associée a I'opérateur tangent (1.75)
et le vecteur résidu associé a (I1.71). Conventionnellement, le vecteur {Au} contient

tous les degrés de liberté du domaine de fagon ordonnée. De plus, on a

-z
m:Z(/Q

(1Emsy - e av- [

INT]{E} dS) (1.78)

~(1B7CB) + (B7)1]18]) dV) (179)
avec, pour un noeud I donné,

— [N] la matrice contenant les fonctions de forme associées a [

N, 0 0
(NJ=|0 Ny 0 (1.80)
0 0 N

— [B] la matrice permettant de calculer le gradient en notation de Voigt

Nii 0 0
Nis 0 0
Nis 0 0
0 N O
Bl=|0 N 0 (1.81)
0 Nz 0
0 0 Np
0 0 Np
0 0 Nis
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— [BI] la matrice associée a la partie symétrique de I'opérateur F7 Vy

FiiNra
FioNp
51 Fi3Ny3

Fi1Nrs+ FisNp
| F1iNr2 + FiaNpy

{S} le vecteur colonne contenant les valeurs de S en notation de Voigt

F51 Npq
F5Npo
F53Nr3

F51Nis+ FosNpy
F5 Nio+ FooNyp

{S} = [S11 Saz Saz Sz Siz S12)”

F31 N1
F33Nr o
F33Ny 3

FioNps+ FisNpo FoaNps+ FosNpo F3aNpg+ F33Npo
F51Nps+ F33Np
F31Nyo+ F3Np |

(1.82)

(1.83)

— [S] la matrice contenant les valeurs de S ordonnées de maniére a étre compa-

tible avec le gradient

S Si2

So1 Sz

S31 O3z

0 0
Sl=10 0
0 0

0 0

0 0

0 0

St

S23

S33
0

oS O O o O

0 0 0
0 0 0
0 0 0
Sii Sz Sis
So1 Say S
S31 Sz S33
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0O 0 0
0O 0 0
0O 0 0
0O 0 0
0O 0 0
0O 0 0
Su Sz Sis
So1 Saa Sz
S31 Sz 533_

(1.84)

[C] la matrice associée au tenseur d’élasticité écrit dans la configuration de

référence

C'1122
(72222

(73322

(72322

C'1322
C'1222

C'1133

(72233
(73333
(72333

C'1333
C'1233

C'1123

(72223
(73323

(72323

C'1323
C'1223

(1.85)

Pour les matériaux isotropes, on donne I’expression de C en fonction du potentiel
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choisi :

C=al4+aI®l+aC®C+asC'@C ' +aC'RC ' +a; I C+C®I)
+as(IeC'+C'@I)+a; (CoC'+C'®C) (1.86)

avec (CT'RC )ym = (Ci' Oyt + C 1 C /2 et

il o (EW o BW L W OW
0T oL ' \onarn Yonol, ' 'oLoL, ' Ol
W W oW oW
w=d5ran 77 (JaJaJ o7 ) o a=ny (18D

01,01, oL,01, 01,0.] + Y91,0
O2W
0LL,0J

2 2 2 2
as:_4<5’l+hﬂ), a6:2J<5‘W ]5‘W>
Oé7:—2<]

I1.2.5 Discrétisation du probléme thermique

De facon similaire, on construit la formulation faible du probléme thermique
a partir de sa formulation forte constituée des équations (I1.55-1.61) dans laquelle
on omet volontairement la condition en rayonnement. Ainsi, pour tout champ de

température virtuel 6, on a :
Trouver T € §'(Q2) vérifiant (1.57) et (1.61) tel que VO € S5(€2),

/Q o(T)e(T) 70 dv + /Q VOK(T) VT dv — /a 70 ds (1.88)

Qo

—/ hT(T—TOO)st—/TOdv:()
0923 0

ot S*(N2) et SE(Q) désignent des espaces définis par

S'(Q) = {T suffisamment régulier | T = T sur 9§} (1.89)
Si(Q) = {T suffisamment régulier | T'= 0 sur 9, }. (1.90)

Comme la précédente, cette formulation est non linéaire puisque les parameétres
matériaux dépendent de la température. Il est donc nécessaire de la linéariser éga-
lement. A cela, s’ajoute la difficulté liée a la présence d’une dérivée temporelle. Le
modéle numérique s’obtient alors par double discrétisation, I'une spatiale et 'autre

temporelle.
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Discrétisation temporelle et linéarisation

Avant de linéariser, on procéde a la discrétisation temporelle. Dans ce travail,
on utilise un schéma implicite décentré pour discrétiser 1’équation de la chaleur :
on exprime toutes les quantités a 'instant ¢ + At. Cette méthode, généralement
inconditionnellement stable, permet 'utilisation de grands pas de temps At mais
requiert des temps de calculs plus long par rapport a des schémas explicites. La

forme faible s’écrit

/ p(Tt—i-At)C(Tt—i-At) (Tt—i-At _ Tt) 0 dv + At / \vd’ K(Tt—i-At) VTt—i—At dv
Q Q

— At (/ q0 d5+/ hT(Tt+At—Tw)9ds+/ rf dv) =0 (L1.91)
09 093 Q

Dans cette relation, 'inconnue est le champ de température a I'instant ¢ + At noté
T2t Par conséquent, si les paramétres ne sont pas constants, cette formule est
non linéaire. Il convient donc de la linéariser a ’aide de 'opérateur de Gateaux. En
notant Ry(T") le résidu du probléme thermique (1.91), le probléme linéarisé associé

prend la forme
DarRy(T™AY) = —Ry(T™4Y) (1.92)

avec

DATRt (Tt-l-At) _ /

AAT) (T2 — T 6 dv + / (TN (THAY) AT 6 do
Q

Q

+ At ( / (VOK(AT) VI + VOK(THAY) VAT) do — /
Q 003

hTAT 0 dS)
(1.93)

ot E(AT) = Dar [p(TH)e(TH24)] et K(AT) = Dar [K(TH21)].

Discrétisation spatiale

En divisant le domaine €2 en éléments finis 2¢, le champ de température réel

ainsi que le virtuel sont approximés par
Thx) =Y Nx)T; et 0"(x)=> Ni(x)6; (1.94)

ou N;(x), T, et 91 représentent respectivement la fonction d’interpolation, la tempé-

rature et le champ virtuel au noeud i. En notant {7’} le vecteur des températures
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de tous les noeuds du maillage, 'introduction de ces expressions dans la forme faible

conduit au systéme matriciel
[C(T)H{TY + [K(T){T} = {F} (L.95)

avec

el =Y (
(K(D)y =) ( / VN;K(T)VN; dv + /

90NN
{F}; = Z (/ N;r dv +/ N;q ds — / hrN; T ds) . (L.98)
Qe 90NN, 90NN

[.3 Implémentations et exemples numériques

p(T)e(T)N; N; dv) : (1.96)

hTNZ‘Nj dS) s (197)

Les modéles numériques étant établis, il convient de les implémenter dans un
code de calculs. Dans ce travail, on développe deux logiciels sous Matlab : I'un pour
résoudre le probléme hyperélastique et 'autre pour traiter le probléme thermique.
Ainsi, cette derniére section porte sur la validation de ces codes. De nombreux tests
numeériques ont été faits. Ici, on se restreindra a présenter un exemple pour chaque

probléme.

I.3.1 Validation du code élastique

Le test présenté ici consiste a soumettre un barreau circulaire & une torsion
simple. Il s’agit alors de fixer une de ces extrémités et de soumettre 'autre & une
rotation dans son plan. Afin de comparer les résultats numériques aux solutions
analytiques de [5,76], on considére que le cylindre est constitué d’'un matériau dont
le comportement dérive d’un potentiel néo-hookéen incompressible. Sous ces condi-

tions, on rappelle que la pression ne dépend que du rayon, soit

Ci72
p(R) = 12

ou R, et C; correspondent respectivement au rayon du cylindre et & une constante

(R2 — R*) + Cy (1.99)

du matériau. Le paramétre 7 caractérise la rotation imposée.

L’objet de la simulation est un cylindre de rayon R, = 2m et de longueur

L = 5m. Dt au symétrie, le calcul numérique s’effectue sur un quart du cylindre
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Fi1G. 1.2  Probléme élastique étudié.

discrétisé en 15625 noeuds et 10529 tétraédres. On impose une rotation de 10° sur la
face supérieure. La figure 1.2 illustre le probléme traité. La comparaison du champ de
pression obtenu numérique a celui établi analytiquement est présenté dans la figure
[.3. Une bonne concordance est observée. L’erreur, calculée par 1'équation (I1.36),

reste inférieur & 1% tout au long de la simulation.

‘Wnum _ Wex|
|[Wee]

(1.100)

erThy =

6.516

Solution analytique
6.514 ¢ o Calcul EF

6.512+ 1

6.508 —

Pression

6.506} —

6.504 —

6.502 1

6.5 I 1 1
0 0.5 1 1.5 P

Rayon

FiG. 1.3 — Comparaison du champ de pression.
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I1.3.2 Validation du code thermique

Le test présenté ici consiste a modéliser un transfert thermique unidirectionnel
dans une plaque carrée homogéne de longueur L = 10 m. On impose sur un bord
une température T, de 473 K alors que, sur le bord en vis-a-vis, la température
imposée T; est de 273 K. On considére que les deux autres parois sont adiabatiques,
c’est-a-dire que le flux de chaleur sortant est nul. Le maillage utilisé ainsi que les

conditions aux limites sont représentés sur la figure 1.4.

q=0

q=0
Fi1G. 1.4 Probléme thermique étudié.

Le tenseur de conductivité se réduit alors & une simple fonction scalaire dépen-
dant de T'. On choisit de modéliser linéairement les variations des caractéristiques

thermiques du matériau en fonction de la température :

k’(T) = k’lT + k‘g C(T) = ClT + Co (1101)
ou ki, ko, c1 et ¢y sont des constantes. On suppose aussi la présence, en tout point
de la plaque, d’une source interne de chaleur dont I'expression est :

2(Ts = T;) (ko + k(T + (TZ—Liz;)ﬂ))
r(z) = 12 .

(1.102)

Cette fonction, qui représente la chaleur dégagée par la source, a été choisie de fagon
a obtenir une solution analytique au probléme de conduction non linéaire en régime

stationnaire de la forme :

E_Ts
1'2

Texacte - Ts + 12

(L.103)
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L’introduction de cette source nous permet de comparer la solution en régime sta-

tionnaire calculée numériquement et la solution analytique le long d’une ligne tra-

versant la plaque sur la figure 1.5. On compare ces solutions pour différentes valeurs

des propriétés du matériau et différentes valeurs de température imposée. A chaque

fois, les deux solutions se superposent. L’erreur relative

||Tnum _ Te:cH
17|

erry, = (1.104)

reste inférieur a 1072%, ce qui permet de valider les résultats obtenus par le code en

régime permanent.

500 - -
Solution analytique
© Calcul EF
4350t
Z
= 400
g
L
=%
g 350
=
3001
250 . . . .
0 2 4 6 8 10
Longueur

FiG. 1.5 — Champ de température le long de la plaque.

Il reste a vérifier 'exactitude des résultats en régime transitoire. Pour cela, on

modifie légérement le probléme étudié de sorte que la solution exacte soit de la forme
Tevacte = T+ (T — T;) €™, (L105)

Ainsi, on modifie la source de chaleur utilisée dont I’expression devient
r(z,t) = —(Ts — T)e ™ [cox + kot® + (1 + kat*) (T3 + (T, — T;) e=™)] . (1.106)

La condition aux limites en x = 0 reste identique a la précédente. Toutefois, en
xr = L, on impose la température exacte a chaque instant. On compare la solu-
tion numérique et la solution analytique pour différents instants sur la figure 1.6.
L’écart entre les deux solutions reste inférieur a 0.1%, ce qui valide définitivement

I’algorithme thermique.
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500

Temperature

300+

250

Fi1G. 1.6 — Champ de température le long de la plaque

2 Calcul EF

Solution analytique

Longueur

10

A différents instants.
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Chapitre 11

Une méthode d’homogénéisation

numeérique avec réduction de modeéle

Ce chapitre concerne la résolution de problémes d’homogénéisation périodique
de composites non linéaires. Les approches analytiques, dans ce cas, sont limitées.
La plupart d’entre elles conduisent a l'estimation ou l'encadrement des proprié-
tés effectives du matériau hétérogéne. Quelques résultats analytiques ont toute-
fois été établis pour des chargements et des microstructures particuliéres (voir par
exemple [20,66,67,88,95,113,120,122]). Une alternative consiste & adopter des ap-
proches numeériques. Celles-ci permettent de traiter a la fois des microstructures
quelconques, des chargements arbitraires et des matériaux fortement non linéaires.

Une synthése récente sur ’homogénéisation se trouve dans [83].

Dans ce cadre, la méthode des éléments finis multi-niveau (FE?), initiée dans
[127], est trés largement utilisée. L'idée est de résoudre deux problémes aux limites
simultanément par la méthode des éléments finis, I'un a 1’échelle de la structure
et 'autre a I'échelle du matériau hétérogéne |47-49, 56, 85,98, 135, 147|. L’idée est
d’associer a chaque point de la structure macroscopique le comportement d’'une cel-
lule microscopique représentative du matériau. Toutefois, le cotit de calculs de cette
approche est prohibitif si bien que des méthodes de décomposition de domaine et

de calculs paralléles ont été proposées afin de les alléger.

Dans ce chapitre, on propose de combiner cette approche multi-échelle & une

réduction de modéle de type POD [84,92] afin de réduire d’avantage les couts. Ini-
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est adaptée, ici et dans [106,157|, au probléme de conduction non linéaire. Aprés
quelques rappels sur ’homogénéisation non linéaire, on présente la méthode R3M
comme l'ont surnommeée les auteurs. Des applications a la conduction thermique
et électrique sont présentées en fin de chapitre. D’autres impliquant le probléme

élastique seront données au chapitre suivant.

II.1 Rappel sur ’'homogénéisation

I1.1.1 Stratégie

L’homogénéisation permet de prédire ou estimer le comportement mécanique
macroscopique d’un matériau hétérogéne a partir des propriétés de ses constituants
et de leur répartition. Autrement dit, il s’agit de décrire un milieu hétérogéne a
I’aide d’un milieu homogéne équivalent. Cette approche requiert la distinction d’au
moins deux échelles, a savoir ’échelle macroscopique associée a la taille de la struc-
ture et I’échelle microscopique associée a la taille des hétérogénéités. Selon le type
de microstructure, on oppose deux approches micromécaniques : 1'une périodique
et l'autre aléatoire. Dans les deux cas, il est nécessaire de définir un volume élé-
mentaire représentatif (VER) sur lequel le comportement effectif sera déterminé. Le

choix de ce VER constitue la premiére étape de la procédure d’homogénéisation |22].

. Homogén ad
_’

FiG. I1.1 - Illustration de I’homogénéisation.

Cette étape dite de représentation consiste en une description de la microstruc-
ture la plus fine possible. On y précise les différentes phases constituant le maté-
riau hétérogéne ainsi que leurs caractéristiques géométriques (formes, fractions vo-

lumiques, distribution spatiale). Cette tache s’avére généralement complexe. A cela,
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s’ajoute une difficulté liée a la détermination de la taille du domaine a considérer.
En effet, le VER doit étre suffisamment grand face aux dimensions des hétérogénéi-
tés de sorte que les champs solution soient uniformes sur le pourtour de celui-ci et
indépendants de la sollicitation. De plus, il doit étre suffisamment petit par rapport
aux dimensions de la structure afin d’obtenir des champs macroscopiques continus.
Par conséquent, le VER désigne la plus petite échelle a laquelle on observe le maté-
riau équivalent. Pour les matériaux a microstructure périodique, le VER. correspond
a une période tandis que, pour les matériaux aléatoires, un processus stochastique

doit étre employé pour le générer.

La seconde étape, plus connue sous le nom de localisation, consiste a résoudre un
probléme aux limites sur le VER. Cette étape permet d’obtenir les champs locaux de
contraintes et de déformations a partir des propriétés de la microstructure. Classique-
ment, deux types d’approche sont envisagés, a savoir une approche en déformation
et une approche en contrainte. La premiére consiste a imposer des conditions aux
limites en déplacement. De 1a, on en déduit le champ de déformation local par la
relation établie dans |71,110|

_ 1/ 1
F=— Fdv=— X(X) ®n ds 1.1
o T T oo N .

ou || correspond au volume de 2. L’utilisation des lois de comportement de chaque

phase conduit a la détermination du champ de contraintes locales associées.

[’approche en contraintes, quant a elle, consiste & imposer des conditions aux
limites en contraintes qui, combinées aux diverses lois de comportement micro et a

la relation

o 1
P:—/Pdv:— Pn) ® x ds 11.2
A 9 Jp, (I1.2)

permet d’obtenir le champ de contraintes locales puis celui des déformations locales
associées. Ce probléme de localisation est nettement plus compliqué a résoudre dans
un contexte non linéaire que dans le cas linéaire. Ainsi, un traitement incrémental
est proposé dans |70| afin de se ramener, & chaque pas, & un probléme linéarisé au-
tour d’un état de référence conservant la distribution morphologique du probléme :

c’est la notion de matériaux linéaires de comparaison [22,95,124].
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]

A
v

il

Approche en

______ » déformations
“+— contraintes

-
O

FX) < , PX)

F1G. I1.2 — Schéma de la procédure d’homogénéisation.

La derniére étape permet de déterminer les champs de contraintes et de défor-
mations macroscopiques a l'aide de moyennes volumiques des champs locaux établis
a I'étape précédente. En guise de résumé, un schéma de la procédure d’homogénéi-

sation est représenté en figure 11.2.

Une démarche similaire a celle présentée ci-dessus peut étre établie pour le pro-
bléme de conduction non linéaire [121,123,144,145|. Dans les deux cas, cette ap-
proche, qualifiée de séquentielle, s’avére trés difficile a résoudre. En pratique, on
privilégie plutot des méthodes énergétiques, basées sur des formulations variation-
nelles, afin de caractériser le comportement effectif du matériau hétérogéne. Ces
méthodes conduisent a des bornes comme celles de Voigt et Reuss ou encore celle
de Hashin-Shtrikman [113,120,143|.

I1.1.2 Homogénéisation par potentiel

La méthode présentée ci-dessus illustre les principes de I’homogénéisation. Tou-
tefois, elle n’est pas appliquée aux matériaux hétérogenes hyperélastiques dont le
comportement dérive d'une densité d’énergie : on lui préfére une approche en po-

tentiel [22] qui est succinctement rappelée ci-aprés.

On considére 2y un volume élémentaire représentatif d’'un composite dans sa
configuration de référence. Chaque phase, supposée hyperélastique, occupe le do-
maine Q(()T). Aucune restriction n’est faite sur la géométrie et les interfaces entre

les phases sont présumées parfaites. Sous ces conditions, la densité d’énergie du
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composite s’écrit :

W=> X)W (F) (11.3)

oit W) représente la densité d’énergie de la phase r et 6(") une fonction caractéris-
tique décrivant la distribution des phases : elle est égale a 1 si X € Q(()T) et 0 sinon.
Une relation similaire peut étre écrite pour la relation contraintes-déformations lo-

cale, a savoir

P=> §"X)P"(F). (11.4)

Sans perte de généralité, on priviligie une approche en déformation pour I'étape de

localisation : on impose des conditions homogénes sur le bord 0€2y de la forme
u=(F-I)X (11.5)

ot F est le gradient de déformation macroscopique. Ainsi, d’aprés [71], la relation

contraintes-déformations macroscopique dérive également d’'un potentiel tel que

oW (F)
P=" (IL6)
avec
W(F) = Min < W > (I1.7)

ou < . > représente la moyenne volumique de W sur €. Ainsi, la détermination du
potentiel macroscopique revient & un probléme de minimisation sur les gradients de
déformation cinématiquemment admissibles |96]. Or, les densités d’énergie caracté-
risant le comportement hyperélastique en grandes déformations sont non convexes
par rapport a leur argument F du fait de la positivité de son déterminant. Par
conséquent, I'existence d’un tel minimum n’est pas garantie. Néanmoins, des condi-
tions moins restrictives permettent d’assurer 'existence du minimum sans, toutefois,
garantir son unicité. Parmi elles, on peut citer, dans 'ordre décroissant, la polycon-

vexité, la quasiconvexité ou encore la convexité de rang 1 [9,36] de sorte que :
convexité = polyconvexité = quasi-convexité = convexité de rang 1.

Les potentiels les plus courants sont polyconvexes. Ainsi, dans ce travail, on opte

pour des densités d’énergie polyconvexes qui s’écrivent
W =W(F,cof (F),det(F)). (I1.8)

ot W doit étre convexe par rapport a F, cof (F) = det(F)F~T et det(F).
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II.2 Homogénéisation non linéaire avec réduction

de modéle

Le probléme que l'on vient de détailler s’avére également trés difficile a ré-
soudre. Il se complexifie d’avantage pour des géométries compliquées. Une alterna-
tive consiste a utiliser une approche multi-échelle concourante dans laquelle aucune
loi macroscopique n’est définie a priori. Dans cette approche, on ne cherche plus a
identifier un modéle de comportement macroscopique par la théorie de ’lhomogénéi-
sation mais & déterminer le comportement effectif par un calcul mené sur le VER.
La méthode des éléments finis multi-niveau s’inscrit dans ce cadre. Cette technique
consiste a résoudre deux problémes éléments finis, I'un a 1’échelle macroscopique et
I’autre a I’échelle microscopique. Plus précisément, en chaque point d’intégration
macroscopique, un calcul sur le VER est conduit avec des conditions aux limites
lices a I’état de déformation macroscopique au point d’intégration. De ce calcul, on
sort les contraintes macroscopiques par moyenne. Dans ce qui suit, on formule le

probléme aux deux échelles dans le cas élastique et thermique.

I11.2.1 Méthode des éléments finis multi-niveaux en élasticité
Formulation du probléme macro

Le probléme a résoudre a 1’échelle macroscopique est régi par les équations (1.62)-
(1.66) dans lesquelles on substitue les grandeurs par des grandeurs surlignées. En vue

d’une résolution numérique, on ne donne ici que la formulation faible associée :

Trouver @ € S(Q) tel que Vov € Sp(Q),
/ P : VyévdV = / to OV dS + G évdV (I1.9)
Q o,

Qo

Il est & noter que P est indéterminé a cette échelle. Il en est de méme pour le tenseur

d’élasticité apparaissant dans l'opérateur tangent.
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Formulation du probléme micro

Le probléme a résoudre a I’échelle microscopique est régi par les mémes équations.

On rappelle la formulation faible associée :
Trouver u € S§(€) tel que Yov € Sp(€),
/ P : VyxdvdV = / to 0v dS + G ovdV (I1.10)
Qo a0y Qo
A cette échelle, on suppose que les lois de comportement ainsi que les tenseurs

d’élasticité de chaque phase sont parfaitement connus. On restreint cependant le

choix des densités d’énergie a celles qui sont polyconvexes.

Lien entre les échelles

[’objectif de la démarche est de déterminer le comportement macroscopique au
voisinage de chaque point d’intégration par un calcul a I’échelle microscopique. Ainsi,
le calcul micro fournit la relation contraintes-déformations P et I'opérateur tangent
macroscopique noté matriciellement [K]. D’autre part, il est nécessaire d’identifier
les conditions aux limites a appliquer sur le bord du VER afin d’obtenir le compor-

tement effectif.

A Téchelle microscopique, on suppose que le gradient de déformation est la
somme d’un terme constant correspondant au gradient macroscopique et d’un terme

fluctuant Vxw(X), a savoir
F =F + Vxw(X). (11.11)

Le calcul de la moyenne volumique de 1’équation précédente conduit a

L[ wewX)dv =0 (1112)
190l Jay,
Soit 1
2 [ wX)eNds=o. (I1.13)
1| Jaa,

Cette condition est satisfaite si w(X) est nul sur tout le bord du VER ou s’il prend
des valeurs similaires sur deux points en vis-a-vis du bord. Afin de retomber sur le
probléme exposé a la section précédente, on opte pour la condition homogéne sur le
bord qui conduit a

u=(F-I)X  sur 99y. (I.14)
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Enfin, le champ de contraintes macroscopique est obtenu par moyennage
P=— /[ PdV. (11.15)

Le dernier point a aborder porte sur la détermination de l'opérateur tangent. Pour
cela, on utilise la méthode de perturbation décrite dans [49]. Celle-ci consiste a
modifier légérement chaque composante des conditions aux limites du probléme mi-
croscopique afin de construire une approximation de la matrice tangente. Ce procédé,
assez coiteux numériquement, requiert la calcul de trois (2D) ou quatre (3D) pro-
blémes a 1’échelle microscopique a chaque itération. Un résumé de la méthodologie

est fourni dans la figure I1.3.

F
W
‘(/""
ﬁ et [K]
Echelle macro Echelle micro

Fig. I1.3 Illustration de la méthode multi-échelle en élasticité.
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I1.2.2 Méthode des éléments finis multi-niveaux en conduc-
tion

L’homogénéisation appliquée aux problémes de conduction dans les matériaux
hétérogenes non linéaires suit la méme démarche que celle décrite précédemment.
D’un point de vue théorique, le gradient de déformation et le champ de contraintes
sont remplacés respectivement par le gradient de température et le flux thermique.
Dans un cadre non linéaire, la forme de la relation entre le gradient de température
et le flux associé a 1’échelle macroscopique n’est pas connue a priori : il convient de
la déterminer. Par la suite, on se limite & adapter la procédure numérique au cas

thermique.

Formulation du probléme macro

Le champ macroscopique T doit satisfaire le systéme d’équations établi précé-

demment, a savoir :

Trouver T' € S'(Q) vérifiant (1.57) et (1.61) tel que VO € Si(€),

/ S(TVE(T) T8 dv + / VOR(T) VT dv — / gids  (1L16)
Q) Q Q2
_/ hT(T—TOO)st—/ 7 dv = 0
Q3 Q

ol les grandeurs surlignées désignent les propriétés macroscopiques du matériau. Il
est a noter que la relation entre le flux ¢ et le champ n’est pas connue explicitement
a cette échelle.

Formulation du probléme micro

Le champ microscopique 7' obéit a la méme formulation, soit

Trouver T' € S*(Q) vérifiant (1.57) et (1.61) tel que VO € Si(€),

/ o(T)e(T) T dv+/ VOK(T) VT dv —/ gods  (IL17)

Qo

—/ hT(T—Tw)Gds—/rﬁdv:O
003 Q

Contrairement a ’échelle macroscopique, la relation entre le flux et le champ, a cette

échelle, est connue pour les deux matériaux. Dans ce travail, on traite a la fois le
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probléme de conduction thermique et celui de conduction électrique. Afin de traiter

le premier des deux, on adopte la loi de Fourier, a savoir
q=-K(T)-VT (I1.18)
tandis que , pour le second, on privilégie une loi puissance de la forme
q=—x||VT|P7' VT (I1.19)

ou Y et p désignent des paramétres matériaux.

Lien entre les deux échelles

VT
]
‘(/""
a et [K]
Echelle macro Echelle micro

Fiag. I1.4 — Illustration de la méthode multi-échelle en conduction.

Comme précédemment, I'idée de la démarche est de résoudre le probléme ma-
croscopique (I1.16) par la méthode des éléments finis en considérant qu’en chaque
point d’intégration du domaine se trouve un domaine élémentaire représentatif dans
lequel on résout le probléme (I1.16) également par éléments finis. Ainsi, deux liens
entre les échelles apparaissent, a savoir I'un portant sur les conditions aux limites a
appliquer au bord du VER et I'autre sur la détermination de la relation flux-gradient

de I’échelle macroscopique.

Pour le second, on suppose que le champ inconnu a 1’échelle microscopique se
décompose en une partie constante correspondant a la valeur moyenne connue au

niveau macroscopique et une fluctuation :

T =gradT -x+ w(x) (I1.20)
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En appliquant 'opérateur gradient a I’équation précédente et en moyennant sur le

volume, on obtient :

1 1 — 1
@/ﬂgradeQ: @/ﬂgradeQjL@ Qgradw(x) dQ (I1.21)
soit : )
gradT =gradT + @/gradw(x) dQ (I1.22)
Q

On en déduit que :
1
— / grad w(x) d2 =0 (I1.23)
€2 Jo
L utilisation de la divergence conduit a :

1

— [ w(x)ndS =0 (I1.24)
€2 Jaq
Cette relation est vérifiée si, sur OS2,
w(x) =0 ou w(x) = w(x") (11.25)

o xT et x~ désignent deux points du contour en vis-a-vis. La premiére condition
est vérifiée si
T =gradT -x sur 02 (11.26)

tandis que la seconde I’est si
ut —u =gradT - (x" —x") sur OS2 (I1.27)

avec ut et u~ la solution du probléme micro évaluée en x* et x~ respectivement.

Aprés la résolution du probléme & 1’échelle microscopique, on calcule la moyenne

volumique du flux par :

_ 1/
qa=— [ qd. I1.28
o o (11.28)

Afin de résoudre le probléme en régime transitoire, la capacité thermique homogé-

néisée est la moyenne volumique des capacités des matériaux formant le VER

¢ ﬁ /Q o(T) dO2. (11.29)
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Dans cette approche, il est important de souligner que le flux macroscopique ainsi
que le paramétre matériau sont obtenus par moyenne sur le VER : aucune forme n’est
supposé a priori. Ainsi, il est possible de traiter des géométries aussi complexes que
I’on souhaite avec des lois de comportement quelconques. Enfin, la matrice tangente
macroscopique est obtenue par une méthode de perturbations développée dans [49].
Afin de réduire les coiits liés aux calculs couplés aux deux échelles, une méthode de
réduction de modéle est détaillée dans la section suivante.

11.2.3 Réduction de modéle

[’approche multi-échelle & deux niveaux présentée ci-dessus présente un inconvé-
nient majeur, a savoir son cott de calculs. En effet, en chaque point d’intégration de
I’échelle macroscopique, il est nécessaire de calculer la réponse d’un volume élémen-
taire représentatif soumis a des conditions limites spécifiques. Ces calculs deviennent
rapidement prohibitifs. Afin de réduire ces cofts, on se propose d’utiliser une tech-
nique de réduction de modéle basée sur la décomposition orthogonale aux valeurs
propres (POD). Cette méthode est une fagon élégante et efficace d’analyse des don-
nées permettant d’approximer un systéme de dimension élevée par un autre de di-
mension plus faible [6,84,86,92,119|. Plus précisément, elle permet d’extraire 'infor-
mation pertinente d’un ensemble de données, provenant selon le cas de simulations
numériques ou d’expériences, en capturant les corrélations entre ces données. Dans
ce qui suit, on explicite succinctement la décomposition orthogonale aux valeurs
propres. Puis, on décrit la procédure adoptée dans le contexte de I’homogénéisation
numérique. On termine par la mise en paralléle de I'algorithme d’homogénéisation :

on se focalisera notamment sur la logique et les moyens employés.

Présentation

La POD peut étre considérée comme une méthode d’approximation en dimension
finie ou infinie. Cette approximation se veut optimale d’un point de vue énergétique.
Cette technique est capable a la fois d’extraire les traits dominants d’une série de
données et d’en fournir une base de modes propres orthogonaux susceptibles de
reproduire le phénoméne étudié. La POD a été développée, simultanément et vrai-
semblablement indépendamment, dans diverses disciplines. C’est pourquoi elle est
étroitement liée & la décomposition de Karhunen-Loéve issue de la théorie des proba-

bilités, a ’analyse des composants principaux ainsi qu’a la décomposition en valeurs
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singuliéres. Ces approches sont équivalentes pour des problémes en dimension fi-
nie [92]. Dans la littérature, la plupart des études rapportées incluant la POD traite
de sa version discréte étroitement liée aux résolutions numériques. Initialement in-
troduite en dynamique des fluides |74, cette combinaison s’est rapidement étendue a
la dynamique des structures en passant par I’aéroélasticité et le transfert thermique.
Une revue bibliographique [84] retrace cette évolution en détails. Dans ce qui suit, on
se limite & un rappel du cas discret dont un développement mathématique se trouve

dans [87|. Ceux intéressés par la formulation continue peuvent se référer a |74|.

Formulation mathématique

L’idée essentielle de la méthode POD consiste a remplacer un champ dont un
grand nombre de variables sont interdépendantes par un autre champ de dimension
plus faible mais dont les variables sont décorrélées. Pour cela, on considére que
I'évolution d’un systéme comme le VER est caractérisé par champ vectoriel {u(t)} €
RY. Par exemple, ce champ peut étre la solution du probléme discrétisé d’élasticité
ou de conduction a I’échelle microscopique. Ce champ peut alors se décomposer de
la fagon suivante :

{u®)} = [@]{s(®)} (I1.30)
ou [®] = [{é1},{d2}, -+ ,{dn}] désigne une base orthogonale arbitraire de dimen-
sion N et {£(t)} les coefficients associés.

L’objectif de la réduction de modéle est de remplacer {u(t)} par une solution ap-

prochée {a(t)} = [®]{E(£)}, et ce en utilisant seulement M vecteurs de la base au
lieu de N (M << N), tel que

Min [l{u(t)} = {a@®)}] (I1.31)

sous la contrainte d’orthogonalité :
{oi}. {o}) = 0y (11.32)

ou ¢;; correspond au symbole de Kronecker. On peut montrer que ce probléme se

raméne a un probléme aux valeurs propres de la forme [92] :

ou [V] désigne la matrice de corrélation définie par
V] =@l (I1.34)

43



CHAPITRE II. UNE METHODE D’HOMOGENEISATION NUMERIQUE AVEC
REDUCTION DE MODELE

avec [(] une matrice de dimension N x S construite a partir de différents résultats

collectés lors de calculs préliminaires :

(@ = {u(D)} {u@)} - {u(S)}. (I1.35)

A ce stade, il ne reste plus qu’a préciser le nombre de vecteurs propres a conser-
ver pour représenter le phénomeéne, ce qui revient a définir la dimension M. Une
définition plutdt arbitraire consiste a ne retenir que les modes dont la somme des
énergies représente au moins 90% de I’énergie totale et ce en s’assurant que chaque
mode négligé représente moins de 1% du mode principal [134]. Dans ce travail, la
base réduite [®] est obtenu en ne gardant que les M vecteurs propres de [®] associés
aux M plus grandes valeurs propres p;. L’erreur introduite par cette approximation

est estimée par

[{u(®)} = {a®)}] = ( > m) , (I1.36)

i=M+1
Ainsi, le nombre M de fonctions est déterminé a ’aide du critére suivant

(Z?LMH Mi)
<vazl Mi) :

ol ¢ est la tolérance choisie. Il est important de souligner qu’en pratique les valeurs

[NIE

<6 (11.37)

propres décroissent, rapidement. Ainsi, seul un petit nombre de modes est retenu.

Formulation du probléme micro

On rappelle que le probléme microscopique se rameéne, apres discrétisation par
¢léments finis et linéarisation par Newton Raphson, & un systéme de taille (N x N)
de la forme :

[Kr|{Au} = —{R} (11.38)
Dans le cadre de la POD, les variations de champ inconnu (déplacement ou tempé-

rature), a chaque itération de Newton Raphson, sont développées sous la forme :

{Au} = [P][{AL} (I1.39)

En introduisant (I11.39) dans le systéme (I1.38) et en pré-multipliant par [®]7, on

obtient un systéme constitué de m équations s’écrivant :

(@] [Kr] [PI{AL} = —[@]"{R}. (I1.40)
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La matrice a inverser est alors de taille (m x m) avec m << N, ce qui réduit les
temps de calculs. Un gain non négligeable peut également étre obtenu en assemblant
directement la matrice réduite au lieu de construire la matrice compléte puis de la

multiplier par [®]. L’algorithme complet de la méthode est présenté en figure I1.5

Un point important a évoquer concerne les conditions aux limites de Dirichlet a

I’échelle microscopique dont la linéarisation donne
Au =0 ou Aut — Au™ =0. (I11.41)

Ces conditions sont imposées a 1’aide de multiplicateurs de Lagrange de sorte que le

systéme a résoudre prend la forme matricielle

[Kr] [G7]
(G [0]

{Au}
{AA}

{R}
{0}

On se propose ici de réduire ces nouvelles inconnues en modifiant la matrice [@)] en

. (11.42)

incluant les multiplicateurs, a savoir

{u(@)} {w@)} - {u(S)}

A=1an) (an) - (22}

. (11.43)
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‘ DEBUT ‘

l

‘ Maillage macroscopique ‘

=
—|—U

k. Domaing microscopigue

Y

> F
r -
T+
Y F

Construction de la matrice [I'\.I’I];l

Calcul en tout point d'intégration de
grad('l*i[”) et <T:1+1> ¢
Reésolution du probléme réduit A
" [®]" [MI}[0] 48, = @] R(TY)
Y A Construction de la matrice [M]." - ‘L
Y T'L:1:T'L:+[¢]Aen1 —
Résolution du probléme R *
i, ried i+1
Ml ATy == R(T)
——)-‘ Caleul de <q>u ‘
i+1 i+1 i+1
L Tt = T:t +AT,
——»‘ FIN ‘

FiGg. 1.5 Algorithme de calcul : approche éléments finis multi niveaux et réduction

de modéle en conduction.
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Construction de la base réduite

A présent, il ne reste plus qu’a déterminer la base réduite qui caractérise au
mieux le comportement du systéme. Il est donc nécessaire de procéder a des calculs
préliminaires. Pour cela, on choisit S points de I'espace des paramétres définissant le
systéme, puis on résout le probléme microscopique pour chacune des combinaisons
sorties. Afin de restreindre ’espace considéré, on borne la valeur de chaque para-
meétre par des estimations faites de ces derniers a I’échelle macroscopique. Dans ce
travail, le probléme élastique est régi, au maximum, par neuf parameétres correspon-
dant a toutes les composantes du gradient de déformations tandis que le probléme
de conduction n’en compte que trois dus au gradient de température. Une illustra-
tion de la stratégie du choix des S points est présentée dans la figure I1.6 pour un
systéme ne comportant que deux parameétres notés v, et 7y,. Cette stratégie n’est
pas unique : on aurait pu choisir, par exemple, un nuage régulier de points ou un

nuage de points aléatoires.

Fi1G. I1.6  Illustration du choix des parameétres des calculs préliminaires.

Il est important de souligner que la construction de la base est relativement
cotiteuse en terme de temps de calculs. De plus, il n’est pas certain que 1’échantillo-
nage réalisé soit le meilleur. Ainsi, une méthode, proposée dans [129,130], consiste
a construire la base simultanément au calcul. Cette approche évite donc les calculs
préliminaires tout en garantissant un bon échantillonage puisque la matrice [Q] est
complétée tout au long de la simulation par les résultats intermédiaires. Toutefois,

dans ce travail, on n’adopte pas cette stratégie.
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I11.2.4 Parallélisation

La procédure d’homogénéisation établie ci-dessus se préte bien aux calculs paral-
léles. Ainsi, en plus d’une réduction de modéles, on propose d’augmenter le nombre
de machines utilisées lors d’un calcul. Cette démarche ne modifie que trés légérement

I’'implémentation de la méthode.

Au sein du laboratoire, deux approches sont envisageables. La premiére implique
une machine de grande capacité mémoire munie de plusieurs processeurs. Généra-
lement, ces processeurs sont identiques de sorte qu'une tache met le méme temps
a s’exécuter sur 'un ou I'autre des noeuds (ou processeurs). La seconde approche
nécessite plusieurs machines disposant chacune d’un processeur. Afin d’assurer la
communication entre elles, ces machines doivent étre reliées par un réseau haut
débit. Dans cette approche, les processeurs ne sont pas nécessairement de méme
fréquence d’ou des différences de temps lors de I’exécution d'une méme tache. Ainsi,

on privilégie 1'utilisation d’une machine a mémoire partagée.

Dans ce contexte, la parallélisation intervient au niveau macroscopique. Plus pré-
cisément, on découpe le domaine macroscopique en sous-domaines de sorte qu’un
méme nombre de points d’'intégration macroscopiques soit transmis aux différents
processeurs mobilisés pour le calcul. Chaque noeud contribue alors a la construction
de la matrice tangente macroscopique ainsi qu’a celle du vecteur résidu en estimant

le comportement effectif par des calculs sur le VER.

En guise d’exemple, on considére une structure macroscopique dont le maillage
contient 338 degrés de liberté. La microstructure associée est décrite par un VER
contenant 1066 degrés de liberté. Le domaine macroscopique est soumis a une trac-
tion simple. L’équilibre aux deux niveaux est atteint en 7 itérations de Newton-
Raphson. La figure 1.7 montre la durée relative des calculs pour différents nombres

de processeurs. Celle-ci est divisée par 4 lors de 'utilisation de 4 processeurs.
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4 processeurs

3 processeurs

2 processeurs

1 processeur

0 20 40 60 80 100
Temps relatif

Fi1G. I1.7 — Comparaison des temps de calculs par rapport au nombre de processeurs.

I1.3 Applications

Dans cette section, les différentes méthodes exposées ci-dessus sont testées par
des exemples numériques. Seul le cas thermique est abordé ici. Des exemples impli-

quant le probléme élastique seront traités au chapitre suivant.

I1.3.1 Tests de validation
Validation de la procédure de réduction

Ce premier exemple consiste a valider la procédure de réduction de modéle. On
traite le cas d'une plaque carrée de longueur L = 1075 m constituée de deux maté-
riaux dont les caractéristiques thermiques varient linéairement avec la température.
On impose sur un bord une température T de 473 K alors que, sur le bord en vis-a-
vis, la température imposée T; est de 273 K. On considére que les deux autres parois
sont adiabatiques. Le probléme est représenté en figure I1.8. Le champ de tempé-
rature solution est alors déterminé par la méthode des éléments finis classique. La

figure 11.9 illustre ce champ a un instant .

En vue d’utiliser la réduction de modeéle, on détermine le nombre de modes si-
gnificatifs suivant le critére (I1.37). On fixe le paramétre 6 a 107% d’aprés I'étude de
convergence effectuée en figure I1.10. On vérifie a posteriori la converge de ’erreur

relative entre le flux calculé a ’aide du modéle complet et le flux calculé par réduc-
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FiG. I1.8 Probléme traité.
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Fic. I1.9 Champ de température dans la plaque composite.

tion de modéle pour différentes valeurs du paramétre.

Seulement cinq modes propres sont suffisants pour assurer une erreur inférieure
4 1075, On construit alors la base réduite a partir de ces vecteurs propres associés.
On peut visualiser en figure I1.11 I"allure de ces fonctions de base. La matrice [®]
est de taille (439 x 5). Par conséquent, la taille de la matrice a inverser n’est plus
que (5 x 5) au lieu de (439 x 439). On compare dans la figure I1.12 le champ de
température, a différents instants, obtenu par le calcul éléments finis classique et
par un calcul éléments finis combiné & la réduction de modéle. On constate que les

résultats engendrés par la réduction de modéle sont comparables a ceux obtenus
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Fi1G. I1.10  Erreur relative en fonction du nombre de modes.
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a0t Q  Calcul reduit
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FiGc. I1.12  Comparaison entre le calcul éléments finis et le calcul réduit a différents

instants.

Gomparaison du temps de calcul

FiGc. 11.13  Comparaison des temps de calcul.

par un calcul classique. On arrive donc a reproduire de maniére trés satisfaisante le
comportement thermique de la plaque avec seulement cinqg coefficients, ce qui permet
de réduire de facon significative le temps de calcul comme le montre la figure 11.13.

Ces résultats homologuent le code associé a la méthode de réduction de modéle.

Validation de la procédure multi-échelle

L’objectif de cet exemple est de valider la procédure combinant I’approche multi-
échelle a la réduction de modeéle, notée R3M, en régime transitoire. Pour cela, on

choisit de résoudre le probléme de conduction thermique sur une plaque rectangu-
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laire homogeéne de dimension 0.2x0.1 m. Celle-ci se divise en 45 noeuds répartis sur
64 éléments triangulaires. En conditions aux limites, on impose une convection na-
turelle sur deux bords opposés. Afin de comparer les résultats obtenus a ceux établis
dans [146] via une méthode aux frontiéres, le coefficient de transfert thermique est
pris égal & 200 Wm—2K~! tandis que la température ambiante 7,,,; est choisie & 773

K. Les deux autres bords sont supposés adiabatiques. La température initiale de la
plaque est de 373 K.

Le VER est supposé homogéne. Sa capacité thermique est de 440 Jkg=' K1 tan-

dis que sa masse volumique vaut 7800 kgm 3. On choisit une conductivité thermique
de la forme

K(T) = (98.43 — 0.09155 T + 0.2554 10~ T°) I. (11.44)

Des calculs préliminaires, avec un paramétre de tolérance égal a 107, permettent
de retenir six modes. On procéde alors a deux simulations : I'un en FE? et 'autre en
R3M. L’évolution de la température macroscopique le long d’une ligne horizontale

est comparée aux résultats de [146]| en figure 11.14. Une bonne concordance est
observée.

500
- - -Reference
4508 : /\ FE? N
A T o R3M VSl
o AOOF N TR gy p e AT
O A \@ JASSNE ,Q,(,,)ﬁ ’@/ 5;
&~ 350 S T
2 N N P ,/
=] ~. A ,
£ 300 0 b. - 390(s) ™
g
g 2505, A A ZS
F 2000 A R0 e /
150+ g\ - ; s
100 L 5 RO 45 b
0 0.05 01 0.15 0.2
Position (m)

FiGc. 11.14  Champ de température a différents instants.
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I1.3.2 Analyse & deux échelles de la conduction non linéaire

dans un composite

Pour la suite, on considére un composite constitué d’'un matériau hétérogéne
périodique. Afin de valider les résultats de I'approche multi-échelle, un maillage
complet de la structure comprenant toutes les hétérogénéités est construit et repré-
senté en figure I1.15. La microstructure est décrite par le VER de la figure 11.16.

FiG. I1.15 — Structure compléte.

Probléme de conduction électrique

On s’intéresse, tout d’abord, a la conduction électrique en régime stationnaire.
La structure macroscopique est une plaque carrée dont la maillage est constitué de
100 noeuds et 162 éléments triangulaires. Une différence de 500 V est imposée sur
deux bords opposés du domaine macroscopique, a savoir (z = 0) et (£ = 1). Sur
les deux autres bords, on suppose que le flux normal est nul. La matrice ainsi que

I'inclusion sont constituées de matériaux dont la loi de comportement est de la forme
q(u) = —(ag + aru + agu® + azu®) Vu+ay | Vu [P Vu (11.45)

avec a; des constantes choisies arbitrairement et explicitées dans la table I1.1. L’index

p, quant a lui, est identique dans les deux phases et est pris arbitrairement égal a 4.
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FiG. I1.16 — VER a inclusion circulaire.

ag aq Q2 as Gy
Matrix 500 2.107'  3.107* 1.107% 1.1071°
Inclusion 100 -5.10"2 -4.10~* 5.1077 2.107"

TAB. II.1 — Propriétés électriques utilisées.

Afin d’obtenir la base réduite, on suit la procédure énoncée ci-dessus en fixant
le paramétre § du critére de sélection & 1075, Seuls huit modes sont retenus. Le
probléme microscopique ne compte plus que 8 inconnues au lieu de 423. Le profil
des 5 premiers est tracé en figure I1.17. Il est maintenant possible de mener le calcul
sur la totalité de la structure. On réalise alors trois simulations : la premiére sur la
structure compléte, la seconde en utilisant la méthode multi-échelle sans réduction et
la derniére en utilisant la méthode multi-échelle combinée a la réduction de modéle.
Le calcul sur la structure compléte sert de référence. Outre ces trois calculs, on
procéde a trois autres simulations dans lesquelles on inverse les roles de la matrice
et de l'inclusion, c’est-a-dire les propriétés de l'inclusion deviennent celles de la
matrice et réciproquement.

En figures I1.18 et 11.19, on trace I’évolution du champ de température le long
d’une ligne découpant la géométrie en deux. On trace également le champ électrique
qu’aurait la méme plaque si elle n’était constituée que d’'un des deux matériaux

considérés. Une bonne concordance des résultats est observé dans les différentes
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——mode 1 b
-6-mode 2
——mode 3
mode 4
mode 5

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

FiG. I1.17 — Profils des 5 premiers modes du probléme de conduction électrique.
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O FE?
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Matrix
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FiG. I11.18

02 04 0.6
Position (m)

Potentiel le long d’une ligne centrée.

simulations. De plus, on remarque bien que I'ajout d’inclusions moins conductrices
diminue la conductivité de I’ensemble et inversement. Enfin, la figure I1.21 montre

un réel gain de temps de calcul.

Probléme de conduction thermique

Ce dernier exemple porte sur la conduction thermique dans un composite consti-

tué de zirconium et d’aluminium. La matrice est formée de zircone stabilisé dont
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F1Gg. I1.19  Potentiel le long d’une ligne centrée avec les propriétés inversées.
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FiGc. 11.20  Comparaison des temps de calcul.

la masse volumique est de 5.9.103kg.m™2 alors que les inclusions sont en alumi-

nium dont la masse volumique est de 3.9.103kg.m 3. Sachant que leur conductivité
thermique est de la forme

K(u) = (ap + aru + aou® + azu® + agu™") I, (11.46)

les propriétés thermiques des deux matériaux sont explicitées dans le tableau II.2.

Cette forme est motivée par des mesures expérimentales qui montrent qu’elle couvre
une multitude d’applications [3,11].
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o o 9 3 Oy
Etumina | 23.6 | -3.68.1072 | 2.85.107° | -7.73.1079 | 155
Eoireomia | 2.91 | 3.90.1073 | 3.60.10°6 | -9.55.10"10 | -2.86
CPatumina | 0.899 | 8.91.107% | -8.43.10~7 | 3.24.10710 | -3.71
CPaireonia | 0.737 | -3.22.1074 | 7.75.1077 | -3.78.10710 | -1.12

TAB. I1.2 — Propriétés thermiques du zircone et de 'aluminium.

Dans ce probléme, on impose une température de 500°C' sur deux bords consé-
cutifs tandis que les deux autres sont supposés adiabatiques. La température initiale
est de 100°C.. Le critére de sélection fixé & 107% a permis de retenir sept modes, ce
qui permet de se ramener a un probléme impliquant 7 inconnues en lieu et place des
480 initiales. Le profil ainsi que l'allure des quatre modes les plus pertinents sont

décrits par la figure 11.22.

On procéde alors a trois simulations : la premiére sur la structure compléte qui
sert de référence, la seconde en utilisant FE? et la troisiéme a 'aide de R3M. Le
champ de température obtenu par chacune d’elle est représenté en figure 11.23. On
remarque que, globalement, le champ obtenu est le méme dans les trois calculs.
Afin de confirmer ces observations, on trace 1’évolution de la température le long
d’une ligne et on calcule 'erreur relative par rapport au calcul complet a 'aide de
la formule
[T =1

e =100
|| Tet]]

(11.47)
On peut ainsi constater que l'erreur dont le maximum se situe au début de la simu-
lation reste inférieure a 2%. De leur coté, le gain en temps de calcul est de I'ordre de
60% par rapport au calcul complet et de 40% par rapport au calcul multi-échelle.
Bien entendu, dans ces comparaison, on ne tient pas compte du temps mis pour

déterminer la base réduite.
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X

FiG. I1.21 — Profils des modes les plus pertinents.

1.4 Conclusion

Ce chapitre a proposé une méthode numérique multi échelle avec réduction de
modeéle pour prédire le comportement non linéaire de matériaux hétérogénes. Cette
technique présente 'avantage de réduire les coiits de calculs comparée a une ap-
proche FE? classique ou a un calcul dans lequel toutes les hétérogénéités sont modé-
lisées. Elle a été validée sur différents benchmarks puis appliquée a des problémes de
conduction non linéaire thermique et électrique. Des applications a 1’élasticité non

linéaire seront présentées au chapitre suivant.
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x 10

(c) Mode 4 (d) Mode 6

FiaG. I1.22 — Modes les plus pertinents.

60



CHAPITRE II. UNE METHODE D’HOMOGENEISATION NUMERIQUE AVEC
REDUCTION DE MODELE

Full computation

500

450

400

350

300

(a) structure compléte

FE? computation

500

(b) FE?

R3M computation
500

(c) R3M

FiGc. 11.23  Champ de température. 61
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Chapitre 111

Une approche XFEM /level-set pour
le traitement des interfaces

imparfaites en grandes déformations

Ce chapitre concerne la résolution de problémes de modélisation de matériaux
hétérogénes non linéaires en présence d’énergie d’interfaces. En calcul de structures,
les interfaces entre les constituants sont généralement supposées parfaites et d’épais-
seur nulle. Or, ces jonctions, de faible épaisseur, présentent souvent des propriétés
différentes de celles des matériaux voisins. Si leur effet est négligeable a I’échelle
"normale", il Iest moins a ’échelle micro ou nanométrique ot les propriétés effec-
tives du matériau hétérogeéne s’en trouve affectées puisque le rapport entre 1'aire des

interfaces et le volume devient grand [26,30, 35,45, 89).

Basée sur des approches rigoureuses développées dans [17,59,60,108], la modéli-
sation de ces effets s’effectue au moyen de modéles d’interfaces imparfaites [18,19,58]
dont les deux plus courants sont le modéle ressort et le modéle cohérent. Dans le
premier, le vecteur de contraintes est continu a la traversée de l'interface tandis
que le champ de déplacement présente un saut qui est proportionnel a 1’état de
contraintes. Dans le second, retenu dans cette étude, le champ de déplacement est
continu alors que le vecteur de contraintes ne l'est pas. Plus précisément, il doit
vérifier I’équation de Young-Laplace. Une extension a I’élasticité non linéaire a été
proposée dans [80,81,140]. D’un point de vue numérique, une méthode consiste a

ajouter des éléments de surface pour prendre en compte ces effets [54,109]. Cepen-
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dant, la difficulté de cette tache croit avec la complexité de la microstructure. Une
alternative serait de permettre ’existence de discontinuités a I'intérieur des éléments

finis. Dans ce contexte, on peut citer par exemple [16,46,61,100].

Dans ce chapitre, on propose une méthode numérique permettant de prendre en
compte les effets d’interfaces. Cette technique, initialement introduite dans [158
160], s’appuie sur la méthode des éléments finis étendus |[13] combinée a la méthode
de level-set [116]. Ainsi, on commence par dériver un modéle d’interface imparfaite
en transformations finies pour lequel on cherche des solutions analytiques servant
de benchmark a la méthode proposée [105,107]. Ensuite, la méthode proposée est

détaillée et des exemples numeériques sont produits.

III.1 Modélisation des interfaces imparfaites

Dans cette partie, on introduit les outils mathématiques de base nécessaires a
I’'étude des interfaces imparfaites indépendamment de tout systéme de coordonnées.
[’approche adoptée est celle proposée dans [59] et reprise dans [58,65]. Puis, le
modéle d’interface est développée et des solutions analytiques impliquant le modéle

établi sont trouvées.

II1.1.1 Eléments de géométrie différentielle

On considére une interface I" séparant deux constituants d’un composite. Suivant
la dimension du probléme, il s’agit d’'une courbe (2D) ou d’une surface (3D) que
I'on suppose, dans les deux cas, suffisamment réguliére. Une méthode issue de la
géométrie différentielle permettant de décrire I' indépendamment de tout systéme
de coordonnées consiste a caractériser 'interface par une fonction implicite [41].
Cette approche est privilégiée a la description paramétrique classique car elle se
préte bien au calcul numérique de par son lien avec la méthode level-set. Ainsi,

I'interface est représentée par l'iso-valeur d’'une fonction scalaire ® :
I'={X cR"®(X) =0} (I11.1)

ol k désigne la dimension de 'espace considérée. En supposant que la fonction ¢
est dérivable et que V®(X) # 0 pour tout point de I'interface, on définit n(X), le

64



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENT
DES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DEFORMATIONS

vecteur unitaire normal a 'interface, par

Vo (X)
n(X) =~ (I11.2)
IVeX)|
ot ||.|| est la norme euclidienne. Il est également possible d’introduire deux opéra-

teurs orthogonaux de projection, a savoir
N(X) = n(X) ® n(X) et T(X) =1—- N(X) (ITL.3)

ou I désigne le tenseur identité du second ordre. D’un point de vue purement géo-
métrique, opérateur T(X) projette un champ sur le plan tangent a l'interface en
X tandis que N(X) le projette sur la droite de vecteur directeur n(X) et passant
par X. Par la suite, afin d’alléger les notations, on omet la dépendance en X des

opérateurs. De part leur orthogonalité, ces opérateurs vérifient les relations suivantes
=T, T!=T, N?’=N, N?=N e TN=NT=0. (T11.4)

Par conséquent, tout vecteur v peut se décomposer de facon unique en une compo-

sante tangentielle v, et une composante normale v,, tel que
vV =v,+V, (IIL.5)
avec

v, =Twv et v, = N.v. (I11.6)

De plus, lorsque v est dérivable, on peut aussi décomposer certains opérateurs

Vv=V,v+V,v (ITI1.7)
divv = divyv + div, v (IT1.8)
avec
V,v=Vv.T divev = Vv : T (I11.9)
V,v=Vv.N div,v = Vv : N. (I11.10)

Ces décompositions subsistent pour des tenseurs du second ordre ou des fonctions

scalaires. On peut aussi montrer que ces opérateurs vérifient les relations suivantes

divg(Pv) = ®divgv 4+ v.V, P (IT1.11)
div,(PA) = ®div,A + AV, P (111.12)
divy(ATv) = vdiv,A + A.V,v. (I11.13)
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ainsi que

/divsv dS = [ v.ndl (I11.14)
r ar

/divsAdS: And (111.15)
r or

Dans toutes ces relations, les indices n et s sont associés aux composantes normale

et tangentielle des quantités indexées.

I11.1.2 Relations d’Hadamard

Fia. III.1 Relations d’'Hadamard.

Avant de rentrer dans le vive du sujet, il convient de rappeler les relations de
compatibilité d’Hadamard [69] dont I'objectif est d’exprimer le saut de la dérivée
d’une fonction continue (scalaire, vectorielle ou tensorielle) mais dérivable presque
partout. On se limite au cas de fonctions vectorielles. A ce titre, on considére le

champ v(x) défini par

v (x) si x € QW
v(x) = (II1.16)
v (x) si x € Q@)
v(x) = v (x) = v?(x) sixel. (I111.17)
Le développement de Taylor appliqué aux fonctions v(x) en deux points voisins de

I' noté x; et x5

v (xy) = v (x;) + VvV (x) (x5 — x1) + o([|x2 — x1|*) (IT1.18)
v (x;) = v (x;) + Vv (x) (x5 — x1) + of||x2 — x| %) (II1.19)

conduit a la relation

[Vv(z)(x) — Vv(l)(x)] (x2 —x1) = o(||x2 — x1||?). (I11.20)
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Faisant tendre x5 vers x;, on obtient
[VV(2) (x) — Vv(l)(x)] m(x) =0 (IT1.21)

ol m(x) est un vecteur unitaire tangent a I'. On en déduit alors que le saut est au

maximum de rang 1 et a la forme
Vv (x) — Vv (x) = a® n(x) (I11.22)

ol a est un vecteur. Cette relation implique que le gradient de surface ainsi que la

divergence surfacique sont continus a la traversée de 'interface, soit

Vv (x) = Vv (x) sixel (I11.23)
div,v (x) = div,v? (x) sixeT, (111.24)

Des relations similaires existent pour des fonctions scalaires ou tensorielles [58].

I11.1.3 Construction du modéle

Approche directe

Q@
QO ~~ o 7O Tee
. S 32 o 'S,

QU ™S, L2
S /, N’\\ SO
1 ‘Sl

FiG. I11.2  Remplacement d’'une interphase par une interface.

A présent, on aborde le coeur de ce chapitre, a savoir 'obtention d’un modéle
d’interface imparfaite dans le cadre de I'élasticité non linéaire. L.'idée de base est
de remplacer I'interphase d’épaisseur non nulle par une interface d’épaisseur nulle a
travers laquelle des conditions de saut doivent étre satisfaites. Pour cela, on consi-
dére deux configurations. Dans la premiére, une interphase d’épaisseur uniforme h
se trouve au milieu de deux matériaux. On note 1 et 2 les deux matériaux et 0

I'interphase. On suppose que les trois phases sont parfaitement collées au travers de
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deux surfaces S; et S,, ce qui implique la continuité du champ de déplacement u

ainsi que du vecteur de contraintes t :

uWg, = u®|g, tW g, =t (IT1.25)
u®lg, = u®|, t?|g, = t O], (111.26)

Dans la seconde configuration, 'interphase est éliminée et remplacée par une inter-
face imparfaite. L’objectif de cette partie consiste & déterminer les conditions dont
I'interface doit étre dotée afin de préserver I’équivalence & une erreur prés. Dans le
cas linéaire et pour une interphase trés rigide, [58] montre, & I’aide d’une analyse
asymptotique et d'un développement de Taylor, que les conditions a la nouvelle
interface sont

[u] =0 et [t] = —divsos (I11.27)

ol o, désigne le tenseur de contraintes de Cauchy associé a l'interface. Dans ce
modéle d’interface dite cohérente, la seconde relation correspond a 1’équation de
Young-Laplace largement utilisée pour décrire les effets de surface dans les matériaux
nanométriques |26,44|. Une généralisation en grandes déformations de cette relation
conduit a

[P]N = —divx.P, (111.28)

ou P, représente le premier tenseur de Piola-Kirchhoff associé a I'interface tandis que
divy, est 'opérateur de divergence surfacique sur la configuration de référence. Dans
un contexte hyperélastique, on suppose que la relation contraintes-déformations de
I'interface dérive d'un potentiel U dépendant de sa déformation |4, 81|. Toutefois,
il convient d’exprimer ce potentiel en fonction d'une quantité continue a travers
I'interface afin d’étre pertinent. L’utilisation des relations d'Hadamard établies pré-
cédemment sur la continuité du champ de déplacement suggére que le gradient de

déformation admet un saut normal & 'interface de la forme
[F] =a®N. (I11.29)

Sachant que le gradient de déformation le long de l'interface Fy peut s’exprimer par

la projection de sa contrepartie volumique
F,=FT =T + Vx,u, (I11.30)

on en déduit que
[Fs] = 0. (IT1.31)
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Par conséquent, on propose d’exprimer le potentiel surfacique en fonction de Fg.

Ainsi, la relation contraintes-déformations s’écrit

_ OU(Fy)
T (11.32)

Afin de satisfaire le principe d’objectivité, les densités d’énergie surfacique doivent

dépendre du tenseur de Cauchy droit surfacique C, défini par
C, =F, F, = TCT. (111.33)

Pour un traitement numeérique, il convient de donner I'expression du second tenseur

de Piola-Kirchhoff surfacique Sy, a savoir

_,0U(C,)
S, = 2756 (111.34)

Approche énergétique

A présent, on cherche a établir une forme énergétique du probléme hyperélas-
tique avec prise en compte des effets d’interface imparfaite [81,140]. Sans perte de
généralité, on considére que le solide B est constitué uniquement de deux phases tel
que g = Q(()l) U Qéf) et Q(()l) N ng) = I' ot I" représente l'interface entre les deux
matériaux.

Sous ces conditions, I’énergie de déformation du solide W;,,; est la somme des contri-

butions volumiques et surfacique telle que

2

Wmt=2< . wo(c) dv> + / U(C,) ds (111.35)

i=1
Classiquement, 1’équilibre mécanique du solide revient a déterminer un minimum de

I’énergie potentielle définie par
L(U) = Wint + Wemt (11136)

dans laquelle W,,; désigne le potentiel des forces extérieures

Wept = — Gu dV — / tou dS — / tosu dL. (IT1.37)
Q0 DOL\OT o0, AT

Cette expression tient compte des forces de volume s’exercant sur toutes les phases
et des efforts de traction sur le bord extérieur. Si aucune des interfaces n’est dé-

bouchante, le dernier terme est nul. Dans le cas contraire, le vecteur to, désigne les
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efforts surfaciques appliqués aux extrémités de I'.

[’existence d'un minimum local est assujettie a un certain nombre de conditions
portant sur les densités d’énergie volumiques ainsi que surfaciques. Il est bien connu
qu'une des conditions serait la convexité de ces densités. Or, on a déja vu que cette
condition est physiquement irréaliste compte-tenu de la condition d’'impénétrabilité
définissant le domaine {F|detF > 0} comme non convexe. Le cas de la partie volu-
mique est résolu en se restreignant aux densités d’énergie polyconvexes. Quant aux
interfaces, on se propose d’utiliser également des densités d’énergie polyconvexes de
dimensions inférieures. Avec ce seul choix, I'interface est susceptible de résister a des
efforts de compression, ce qui est incompatible avec la notion de membrane au sens

strict du terme [4,118]. Néanmoins, un point selle peut étre obtenu par

D5UL(u) = D5vWint + DJUWext =0 (11138)
avec
2
Ds Wit = Z </(_) P® . Vxov dV) —l—/ P, : Vx,0v dsS, (HI.39)
i=1 \’ r
DsWeors = — Gov dV — / todv dS — / tos0V dL. (HI.4U)
Q0 80L\Or 804 NAT

L’utilisation du théoréme de Stokes conduit a

> < / ., dive P §v dV) - / divy, P, dv dS
; Q' r

i=1

— / (PONW + PON@) §vdS+ [ GovdV =0. (II141)
r

Qo
En remarquant le sens opposé des normales dans chaque phase, a savoir N =
—N®O_ on obtient

2

> ( / , dive PO ov dV) + / (dives Py + [PIND) v dS+ [ Gévav =o.
Q' r

i=1 Qo
(I11.42)

Cette relation étant valable pour tout champ arbitraire dv, on en sort, a la fois,

— un systéme d’équilibre volumique

divy P + G =0 dans Q(()i),

T (IIL.43)
PONO = ¢, sur 0Q5 \ T,
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— un systéme d’équilibre surfacique

divy, Py = —[P]N sur T,

i (I11.44)
P.M = t, sur 094 Nor.

ou M désigne la normale unitaire extérieure a I' appartenant au plan tangent de I'.
On retrouve ainsi les équations classiques d’un probléme aux limites en transforma-
tions finies complétées par des conditions d’équilibre de l'interface consistant en la

généralisation de 1’équation de Young-Laplace et des conditions aux limites.

II1.2 Solutions analytiques

4
A LT
[

\

<Y

X

Fic. I11.3  Composite utilisé.

A présent, on propose des solutions analytiques mettant en jeu des matériaux
hyperélastiques en présence d’interfaces imparfaites. Ces solutions permettent de
valider la méthode numérique développée un peu plus loin. On s’intéresse au cas
d’un cylindre renforcé par une fibre dont I'orientation correspond a celle de son axe
de révolution comme le montre la figure I11.15. On note R, le rayon du cylindre,
R; celui de la fibre et H la longueur du composite. Compte-tenu de la géométrie
choisie, on travaille, dans les deux configurations, avec un systéme de coordonnées
cylindriques dont la troisieme direction coincide avec celle du cylindre. Un point
matériel est alors caractérisé par ses coordonnées (R,0,7) dans la configuration

de référence et par (1,0, z) dans la configuration déformée. Les bases associées aux
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configurations initiale et actuelle sont notées respectivement E; et e; avec i = r, 0, .

Afin de simplifier le probléme, on choisit d’étudier des matériaux hyperélastiques
incompressibles dont la loi de comportement dérive de densités d’énergie de type

néo-hookéenne de la forme

W<i>—“(i)(1—3— J—1 =1,2 111.45
=5 (L=3)-p(J-1) =12 (I11.45)

Ainsi, I’état de contraintes dans les deux configurations s’écrit

P=pu9F — pF 7 (111.46)

o=puYB - pl (111.47)
L’interface, quant a elle, posséde une densité d’énergie de type néo-hookéenne com-
pressible dont 'expression est

Cs

U=t -2 omg) - S+ S, - 1) (I11.48)

2 2 4

Son état de contraintes est alors

SJS S —_

P, = o Fo+ (22 =Sy )R (I11.49)
4 2
_1 csJs  c 1

o, =J; psBs+ 1 g M J; L (IT1.50)

Ses relations sont générales et restent valables pour toute transformation subie. Par
la suite, on s’intéresse a des déformations courantes, a savoir la traction simple, le

cisaillement anti-plan et la torsion.

II1.2.1 Traction simple

Cette premiére déformation consiste en une simple extension longitudinale du
cylindre en supposant que les différents plans perpendiculaires a 1’axe restent plans.
Cette sollicitation implique nécessairement le rétrécissement radiale du cylindre du
fait de I'hypothése d’incompressibilité et de la géométrie. Ainsi, en considérant I'une

des extrémités fixe et I’autre soumise a un déplacement ¢, on peut établir les relations

r=R+f9R), 0=0, 2= HTMZ (I11.51)
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ot @ désigne une fonction scalaire a priori différente dans les deux phases reflétant
le rétrécissement. La condition d’incompressibilité se traduit alors par I'équation
différentielle :

. : H
FO(R) f(R) = T+3 R (I11.52)
dont la solution est
. H :
FO(r) = _\/H_+ - R?+CY. (I11.53)

ou C’}i) désigne une constante d’intégration pour la phase ¢. La présence de matiére a
'origine (R = 0) combinée a la continuité du déplacement a la traversée de l'interface
entraine la nullité de la constante dans les deux phases, si bien que le gradient de

déformation s’écrit, dans les deux phases, de la facon suivante :

F=—/ id(ere@E +89®E9)+H;56z®Ez~ (IIL.54)

L’état de contraintes peut étre déterminé a une pression preés

| I
P(2>:[ ’/H+5 ON + (e, O E, + ey @ Ey)

ZH+6 o H
+{u(” (@

o Y Hts

e. 9 E,. (I1155)

[’équilibre mécanique permet de démontrer que la pression est constante dans
chaque phase. En faisant I’hypothése que la surface extérieure est libre de contrainte,

on en déduit que la pression dans la matrice est

H
I — 111.56
P =g (IT1.56)
Afin de déterminer la pression dans la fibre & partir de I’équation de Young-Laplace,
il convient d’exprimer la déformation de la surface. La normale restant égale a E,,

le tenseur de Cauchy surfacique s’écrit

H H+6
H+6

2
Co=——E)QE)+ T) E.®RE., (IT1.57)

ce qui génére 'état de contraintes suivant

6 [2usH — cs(6 + H)) 8 [H(cs + 4pus) + 201,

P, = E
S35 + I €0 & X + 2H(6 + H)

e, ®E,. (II1.58)

73



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENT
DES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DEFORMATIONS

Finalement, on obtient une pression dans la fibre de la forme

o H . ed(H +8) —2Hop,
H+39 2HR,(5 + H)

o))

(111.59)

p=p

Il est important de souligner que seule la fibre est affectée par la présence de I'inter-

face cohérente. Si 'interface redevient parfaite, la pression dans la fibre devient

w_H

() _H
H+9

(111.60)

P =R

I11.2.2 Torsion simple

Dans ce nouvel exemple, le cylindre est soumis a une torsion pure : 'une de
ces extrémités est fixe pendant que l'autre subit une rotation dans son plan. On
suppose qu’aucun rétrécissement, allongement ou voilement n’est possible. Sous ces

hypothéses, on peut établir que
r =R, 0=0+717, z2=12 (I11.61)

ou 7 est 'angle de rotation par unité de longueur. L’intensité géométrique de cette
torsion est caractérisée par la rotation de l'extrémité, a savoir 7H. Le gradient de
déformation apparait alors comme la décomposition d’un glissement suivi d’'une

rotation dont la représentation matricielle est

cos(tZ) —sin(tZ) 0 0 0
F = |sin(tZ) cos(tZ) 0|-|0 1 Rr|, (I11.62)
0 0 1 1

ce qui conduit a un tenseur de déformations de Cauchy droit de la forme

1 0 0
c=10 1 R |. (I1L.63)
0 Rt 1+ (R7)?

On peut aussi remarquer que la condition d’incompressibilité est automatiquement
vérifiée pour cette déformation. L’état de contraintes généré dans chaque phase
s’écrit
(1D — pNeos(tZ) (p¥ — pDsin(rZ) —u® Rrsin(r2)
PO = | (4D — pD)sin(rZ) (@ —pD)cos(tZ) p®Rrcos(rZ) | . (111.64)
0 Rrp® p@ — p@)
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L’utilisation de I’équilibre mécanique permet de démontrer que la pression est une
fonction de R uniquement. Comme précédemment, en supposant le bord extérieur

libre de contrainte, il est possible d’estimer la pression dans la matrice

(2).-2
O I ) (I11.65)

p 2

Pour celle dans la fibre, on a besoin d’expliciter les déformations occasionnées a

I'interface, a savoir

1
C, = hr (I11.66)
RT 1+ (R7)?
ainsi que son état de contraintes
0 —usRrsin(rZ)
P,=1] 0 pusRrcos(tZ) | . (IT11.67)

wsRT 0

En utilisant I'équation de Young-Laplace, on obtient la pression a l'intérieur de la
fibre

( (1) 2
) = (B2 = ) + B (R = B 4 1 4 R, (I11.68)

La-encore, I'énergie de surface ne modifie que I'état de la fibre et non celui de la

matrice.

I11.2.3 Cisaillement anti-plan

Le dernier exemple pour le cylindre composite porte sur le cisaillement anti-plan :
la face latérale du cylindre est soumis a un déplacement longitudinal § tandis que
I’axe de révolution reste immobile. Dans le cas axisymétrique, on peut établir que

le déplacement est de la forme
u® = f9(Re., (111.69)
ce qui entraine un gradient de déformation
FO =1+ f9)(R)e.®E, (I11.70)
et un tenseur de déformation de Cauchy droit

CO =1+ (f(R))* E,®E, + fY(R) [E, ®E. + E.® E,]. (IL.71)
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La condition d’incompressibilité est automatiquement vérifiée. Ainsi, il est impos-
sible de déterminer, pour le moment, la forme du champ de déplacement. L’utilisa-
tion de la relation contraintes-déformations donne l’expression du premier tenseur

de Piola-Kirchhoff, a savoir
PO = [pD —p9] T+ fO(R) [p" e, @ E, + pe, @ E, | (111.72)

oit p désigne la pression hydrostatique. L’équilibre mécanique produit les trois

équations suivantes

p,r - p,z ,T

O _ g

Pe . (I11.73)
0 — 0 | po o I |

p,z 2 f,rr R

ou le doublement de I'indice indique une dérivée seconde. Dans ces équations, on a
omis les dépendances de p et de f afin de ne pas les surcharger. Ce systéme permet
de déduire que la pression ne dépend pas de © et qu’elle est linéaire en Z. On en
sort également la forme de f, a savoir

C}i) R2
f(R) = 4p®

+ P In(R) + P (111.74)

ou C’i(i) (i—1..3) sont des constantes a déterminer. L’introduction de cette relation

dans le champ de contraintes conduit a

. 2
: (i) @?@
PR, Z)=C) Z +

e +0% e in(R) + o (111.75)

ou C’i) désigne aussi une constante.

La projection du champ de déformation sur I'interface au moyen de 'opérateur

T =EyQ®Eg+E,®E, permet d’obtenir le tenseur surfacique droit de Cauchy sous
la forme

Ci=EyQEy+E,®QE,. (I11.76)

qui résulte en un champ de contraintes surfaciques nul :
P,=0. (IT1.77)

Ainsi, 'interface n’est pas affectée par la sollicitation.
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I11.2.4 Sphére sous pression

A présent, on traite le cas d’une sphére creuse composite soumise & une pression
interne. La sphére est constituée des deux mémes matériaux que le cylindre tout
comme linterface. On note R, le rayon extérieur, R; le rayon interne et R,, le
rayon de I'interface. D a la géométrie, on travaille en coordonnées sphériques : un
point matériel est caractérisé par ses coordonnées (R,0,P) dans la configuration
de référence et par (R,0,¢) dans la configuration déformée. Les bases associées a
chaque configuration sont respectivement notées E; et e; avec ¢ = r, 0, ¢. Sous ces
conditions, le champ de déplacement se réduit & sa composante radiale. Ainsi, on
peut établir

r=R+f9R) ©=0 ¢=0 (T11.78)

oir f® (r) désigne une fonction scalaire. La condition d’incompressibilité, appliquée

au gradient de déformation, conduit a la relation

f9(R) (fu)(R))? - R? (I11.79)
dont la solution réelle est de la forme

fOR) = (R + Agi))l/?’ (I11.80)

ol Agi) est une constante a déterminer pour chaque phase. Toutefois, la condition
de continuité du déplacement a la traversée de l'interface implique 1'égalité de cette
constante dans les deux matériaux. Par conséquent, le gradient de déformation s’écrit

R2 (R3 + A1)1/3

F=—r——7e QE +

E E,). I11.81
(R? + A;)2/3 R (es @ Eg + e, ® Ey) ( )

[’état de contraintes en découlant est donné par

. . R? (R34 Ap)?3
PO _ (WW B pm%) e, @ FE,
1
p(B+ A R
+(“()Tl_p()m (ep @By + ey ®Ey) (I11.82)

ot p¥ désigne la pression hydrostatique de la phase i. L’équilibre mécanique permet
de montrer que la pression ne dépend que de R. Plus précisement, celle-ci prend la

forme suivante

o RMA +3RY)

(4)
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ol Ag) correspond a une constante d’intégration différente pour chaque constituant.
A ce stade, il convient d’introduire les conditions de passage a I'interface. Pour cela,
on projette la déformation volumique sur le plan tangent a 1'aide de l'opérateur
T =Ey ® Eg + E;, ® E; de la configuration de référence. On a ainsi

(Rs + A1)2/3

C.=—0

(Ey ® By + E, ® Ey) (111.84)

et

R2(R® 4+ A3 (s — ¢s) + cs(R? + A))Y3 — i R*
P, = : i (MR3(R3)+ A1§1/3 2 P (e @y e, 0By). (1118))

L utilisation de I'équation de Young-Laplace et des conditions aux limites ne per-
mettent pas de résoudre le probléme. Plus précisément, on obtient une équation non
linéaire en A; que 'on ne donne pas ici par soucis de visibilité. Cette équation ne

peut étre résolue que numériquement.

IT11.3 Méthode XFEM pour le traitement des inter-
faces imparfaites cohérentes en grandes défor-

mations

Cette section est dédiée a la mise en oeuvre numérique de problémes de mo-
délisation des effets d’interface. Ce travail s’apparente a celui de I'introduction de
discontinuités. Dans ce contexte, on privilégie 1'utilisation de la méthode des élé-
ments finis étendus [13,103| combinée a la méthode level-set [116]. Ce choix permet
de s’affranchir des difficultés rencontrées lors de la génération du maillage de la mi-
crostructure [102,141,142]. Il permet également de traiter la contribution surfacique
due a la présence des interfaces imparfaites [31,105,107,158-160|. Dans ce qui suit,
on rappelle les éléments importants de la méthode en vue d’une implémentation
numérique. Le lecteur intéressé par d’avantage de détails peut se référer a [14,136]

ainsi qu’a leurs références.

I11.3.1 Méthode level-set

Sans perte de généralité, on reprend I'exemple du solide hétérogéne B constitué

uniquement de deux phases. L’'interface I' entre les matériaux est alors décrite par
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b4
= T

FiG. 1I1.4 — Représentation d’une fonction de niveau en 2D et en 3D

le niveau zéro d’'une level-set ®, soit
={X|o(X)=0}. (I11.86)

Dans le cadre des éléments finis, la fonction ® est évaluée en chaque noeud du
maillage. La valeur attribuée correspond généralement a la distance séparant le
noeud de l'interface. Toutefois, afin de distinguer les deux constituants, un signe
arbitraire est ajouté de sorte que la fonction prenne une valeur positive pour un
point appartenant a la phase 1 et une valeur négative pour un point de la phase 2.
Cette fonction peut aussi étre calculée en tout point du domaine discrétisé a 'aide

des fonctions de forme élément fini, & savoir

(X)) = Z N;(X) ®; (I11.87)

ou ®; = (X;) représente sa valeur au noeud ¢ définie par
®(X) = + min ||X — X (I11.88)

ot Xr désigne un point de I'interface. Dans la figure I11.4, on représente une fonction
de niveau dans le cas bidimensionnel d’une matrice carrée contenant une inclusion
circulaire. Dans cet exemple, on a attribué un signe négatif a 1’inclusion et un signe

positif a la matrice.
La génération de maillage étant arbitraire, il est possible que l'interface passe trés

prés d’un noeud. Dans ce cas, la valeur de la fonction de niveau tend vers zéro, ce qui

conduit a des imprécisions numériques. Pour palier a cela, il convient de ramener a
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zéro les valeurs de @ lorsque celles-ci sont en trop proches. Autrement dit, on intro-
duit une tolérance sur ® afin d’éviter les déconvenues numériques. Dans ce travail,
cette tolérance est fixée a 0.01% de la longueur de 'aréte coupée par l'interface.
Ainsi, on peut définir une boule autour de chaque noeud dans laquelle la level-set

est égale a 0 (voir I11.5).

FiG. II1.5 — Tolérance pour l’enrichissement.

Outre sa fonction de repérage, la level-set permet d’évaluer la normale a 'inter-

face, a savoir

Vx®(Xr)
N(Xrp) = ——— I11.89
X = oo (H159)
ou, apreés discrétisation,
(Vx®(Xp)), = > Nij(Xr) ;. (111.90)

Cette approximation sert ensuite a construire les opérateurs de projection définis

par I’équation (I11.3).

I11.3.2 Meéthode XFEM

Basée sur la partition de I'unité développée dans [99], cette technique consiste
a enrichir 'approximation d’'un champ inconnu (déplacement ou pression) afin de
prendre en compte la présence de discontinuités. Ainsi, les approximations XFEM

du déplacement et de la pression peuvent s’écrire
u' = u et pt=plom (I11.91)

ou les quantités fem représentent les approximations classiques obtenues par la
méthode des éléments finis tandis que celles en enr représentent les termes d’enri-

chissement. Aprés discrétisation, on obtient, pour le déplacement,

u'(X) =) NH(X) i + Y NM(X) Tay (111.92)
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et, pour la pression,
PHX) =) NP(X) i+ Y NPH(X) WD, (111.93)
i J

ou ¥ désigne une fonction d’enrichissement adaptée au probléme traité tandis que
Ni(X) et Ni(X) représentent des fonctions de forme pas nécessairement identiques.
Toutefois, on se limitera dans ce travail au cas o N7 (X) = N;(X). Les expo-
sants u et p permettent de distinguer les grandeurs associées au déplacement de
celles associées a la pression. Les variables a; et b; correspondent aux degrés de
liberté introduits par I’enrichissement. Afin de réduire les cotits de calcul, 'enri-
chissement est localisé autour des discontinuités, ce qui implique la distinction de
trois types d’éléments illustrés dans la figure I11.6. Parmi eux, on trouve les élé-
ments enrichis et les non-enrichis ainsi que ceux partiellement enrichis. Dans ces
derniers, un traitement spécifique doit étre utilisé suivant la fonction d’enrichisse-
ment choisie [32,51,57]. Compte-tenu de I’enrichissement retenu, aucune précaution

particuliére n’a été adoptée.

bld

ceud chi

Fi1G. II1.6 — Discrétisation du domaine €2 en 3 zones, I'une enrichie Q" la seconde

partiellement enrichie Q%? et la derniére non enrichie Q/¢™.

Le choix de la fonction d’enrichissement est crucial notamment en terme de

taux de convergence. Cette fonction doit aussi contenir I'information concernant la
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Interface - ¥,

P, lissée

Elément Elément FElément
voisin enrichi voisin

FiG. II1.7  Choix de l'enrichissement pour une discontinuité de déformation.

position de I'interface ainsi que celle portant sur les discontinuités a introduire. Ces
informations sont introduites par le biais de fonctions de niveau vues précédemment
[116]. Le probléme hyperélastique que l'on traite présente a priori deux types de
discontinuités dues a la présence d’interfaces. Le premier type concerne la pression

tandis que le second porte sur la déformation.

Discontinuité faible

La continuité du champ de déplacement a la traversée de 'interface impose un
saut au niveau du champ de déformation. La premiére fonction d’enrichissement
proposée pour représenter ce type de discontinuité correspond a la valeur absolue

de la fonction de niveau

T (X) = [B(X)] . (I11.94)

Il est aisé de vérifier que cette fonction est continue et que sa premiére dérivée
est discontinue. Cependant, le taux de convergence n’est pas optimal du fait que
I’enrichissement continue d’agir loin des éléments interceptés. Un lissage de cette
fonction a été proposé afin de limiter I'influence de I'enrichissement sur les éléments
voisins. Mais, le taux de convergence reste mauvais [141]. Enfin, on choisit d’utiliser

la forme proposée dans [102], a savoir

TH(X) = N(X) [(X;)] - . (I11.95)

Z Ni(X) ©(X;)

Cette fonction a l'avantage de s’annuler sur les bords des éléments enrichis. Une

illustration des trois fonctions proposées est représentée en 1D dans la figure I11.7.
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Discontinuité forte

Les solutions analytiques calculées précédemment montrent que le champ de
pression est discontinu a la traversée de 'interface. Pour représenter un tel saut, la
fonction d’enrichissement proposée est simplement une fonction Heaviside qui vaut
1 dans une des phases et -1 dans l'autre. Une alternative consiste a considérer la
fonction signe :

UP(X) = sign(®(X)). (I11.96)

Les deux fonctions proposées présentent l'inconvénient de ne pas s’annuler sur le
bord du domaine enrichi, ce qui provoque des déconvenues numériques sur les élé-
ments voisins. Dans [32|, une correction est proposée pour favoriser 'imposition des

conditions aux limites de Dirichlet de sorte que

PHX) =) NI(X)pi + > N;(X) (I — U8) by (I11.97)

ol \Iﬂ; désigne la fonction d’enrichissement au point j. La figure I11.8 illustre 'effet

de 'enrichissement sur les fonctions de forme.

>0 ! <0

Fi1G. II1.8 — Représentation de la fonction d’enrichissement de la pression en 1D.

Noeuds a enrichir

A présent, il convient de déterminer les noeuds a enrichir. Cette tache est assurée
par le signe de la fonction de niveau. On rappelle que celui-ci est positif dans une des

phases et négatif dans I’autre. Ainsi, un noeud est enrichi si le support de sa fonction
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de forme, c’est-a-dire les éléments connectés a ce noeud, est coupé par l'interface
(voir la figure I11.6). En pratique, on s’intéresse a toutes les arétes du maillage. Si
I'une d’elles porte deux noeuds affectés d’une fonction de niveau de signe opposé,

alors ces deux noeuds sont enrichis |141].

Malgré la tolérance sur @, il est encore possible que l'interface coupe un élément
en deux parties dont I'une s’avére étre trés petite par rapport a ’autre. Dans ce cas,
il parait inutile d’effectuer un enrichissement tant la contribution de la petite zone

sera négligeable devant la grande [42].

Intégration

A présent, il convient de s’intéresser & la méthode d’intégration des différents
termes apparaissant dans la formulation variationnelle du probléme traité. Une qua-
drature de Gauss est généralement utilisée dans la méthode des éléments finis clas-
siques. Toutefois, cette démarche n’est plus valable en présence de discontinuités.

Néanmoins, une méthode proposée dans [42] permet son extension au cas XFEM.

Cette technique consiste a subdiviser les éléments interceptés en sous éléments
de méme nature de sorte que leurs arétes coincident avec la surface de discontinuité.
Pour cela, il est nécessaire de déterminer les points d’intersection de I'interface avec
les bords des éléments. Considérant une aréte interceptée allant de X; a X, I'inter-

section peut s’obtenir par une relation linéaire de la forme

(X5)

=X EX) - eX)

(X; — X,). (111.98)

L’interface est alors approximée par un segment en 2D ou un plan en 3D. Cette
approximation est satisfaisante si la taille de ’élément n’est pas trop grande vis-
a-vis de la courbure de l'interface. Chaque sous-domaine délimité par I’élément et
I'interface est ensuite divisé en éléments finis dans lequel la quadrature de Gauss
peut s’appliquer. Cette démarche est illustrée en 2D par la figure I11.9.

La particularité du probléme traité ici réside dans la présence d’un terme, lié¢ au
rigidité des interfaces, dans la formulation variationnelle. Afin de I’évaluer, il convient
d’ajouter des points d’intégration sur ’approximation de 'interface. Le découpage
des éléments interceptés en sous-éléments permet un traitement aisé de cette tache

comme le montre la figure I111.9. Toutefois, lorsque I'interface coincide avec le bord

84



CHAPITRE III. UNE APPROCHE XFEM/LEVEL-SET POUR LE TRAITEMENT
DES INTERFACES IMPARFAITES EN GRANDES DEFORMATIONS

d’un élément, la méthode XFEM classique ne permet pas de détecter 'interface et il
n’est pas possible de calculer le terme surfacique. Ainsi, il est nécessaire d’introduire
le cas ou tous les sommets d’une face sont attribués d’une valeur de level-set nulle.

Les noeuds ne sont pas forcément enrichis.

+p0int d’intersection
s point de Gauss volumique
W point de Gauss surfacique

a b C

FiG. II1.9 — Approximation de I'interface et points d’intégration.

I11.3.3 Formulation variationnelle et discrétisation

Au chapitre précédent, on a exprimé la condition de stationnarité de 1’énergie

du systéme par la relation
D(SUVVint + D(SUWext =0 (11199)

ot DsyWins et Dgy,Weyy sont définis par les équations (I11.39) et (I11.40) respective-

ment. Un équilibre possible pour le solide hétérogéne B s’écrit alors

Trouver u € §(€) tel que Vov € Sp(Q),
2
1 .
20 SO . §CdV + [ S, : 6C,dS | 4 DsyWepe =0 (I11.100)
2\ 4 QW r
=1 0
ot 8C; est la partie symétrique de FZ Vy dv.
Toutefois, on se restreint par la suite a des densités incompressibles d’énergie vo-

lumique puisque la plupart des élastomeéres présentent un comportement incompres-

sible. Il convient alors d’introduire une formulation mixte en déplacement /pression.
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Ainsi, d’aprés la section 1.1.4, on considére des potentiels de la forme

WO(C) = WO (I, 1) = p(J = 1) = 5p" (IIL.101)

ou le champ p joue le role de pression hydrostatique. On adopte dans ce travail une
méthode en Lagrangien perturbé [29] qui est relativement simple & implémenter. La

fonctionnelle & minimiser prend alors la forme

[ (PO =0 -1 - 57) v | + [ v(C.)ds+ W
Q@) 2 r
(111.102)

[’écriture de la stationnarité de cette expression par rapport a ces deux variables

donne

Trouver (u,p) € S(Q) x L*(Q) tel que V(8v, dp) € So() x L* (),

1< »
- @ _ 701 . _ _
2 (; /Q(()z) <S pJC ) ’ 5C av + /1" Ss . 6Cs dS) + DévWext 0

(111.103)
/ (J—1+ep) dp dV =0 (IT1.104)
Qo
avec
. oW @ AW @ AW @ OW (@
SO =2 __ =2 I I-2 C. I11.105
50 ( of, L ) oL, (HH1105)

Une relation similaire est obtenue pour S, tandis que Dy, W, est défini par (II1.40).
En vue d’une résolution numérique par un algorithme de Newton-Raphson, il convient

de linéariser cette formulation variationnelle. Par soucis de simplicité, on note 1'opé-

rateur tangent associé sous la forme matricielle suivante :

Kuu Ku
P (I11.106)
Kpu Kpp
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avec

2
Kou = Z/(_) FIVyov : (@U) _pJCleCTt - 20-1@0-1)) . FTVyAu dV
i=1 Y
2
Qi) -1 .
+;/gg> Vyov (s pJC ) . VyAu dV

+ / FIVx,6v : C, : FIVy,AudS (I11.107)
T

—|—/ VX56VSS . VXSAH dS,
T

2
K, = — Z / FIVyéu JCt Ap v, (T11.108)
’ Q®
i=1 0
2
Ky, = — Z/ 6p JCFT'VxAu adV, (I11.109)
i1 /)
2
K,, = Z /Q(Z_) opeAp dV. (IT1.110)
=1 0

oit les tenseurs C® et C, représentent les tenseurs d’élasticité d’ordre 4 associés

respectivement aux deux phases et a I'interface. Ils sont donnés par

L L
9CaC * = *9c.a0,

La formulation mixte développée ci-dessus ne suffit pas a éviter le phénoméne

CO =4 (IIL.111)

de verrouillage numérique lors de la résolution du probléme par la méthode des
éléments finis. Ainsi, il est nécessaire d’utiliser des espaces d’éléments finis compa-
tibles avec la condition de Ladyzenskaya-Babuska-Brezzi dite aussi inf-sup |23, 24].
La vérification de cette condition est loin d’étre triviale. De plus, un élément vé-
rifiant la condition inf-sup en petites déformations ne la vérifie pas forcément en
grandes déformations [117,154|. En élasticité non linéaire, peu d’éléments satisfont
cette condition : I'un des plus stables est ’élément hexaédrique a 27 noeuds. Tou-
tefois, toutes les géométries ne peuvent pas étre maillées a 1’aide de cet élément.
Pour s’affranchir de cette condition, de nombreuses techniques de stabilisation ont
été développées [82,161]. Dans ce travail, on choisit d’utiliser des éléments tétrag-
driques en 3D et triangulaires en 2D dont le degré d’interpolation est quadratique
pour le déplacement et linéaire pour la pression. S’appuyant sur ’étude de stabilité

faite en élasticité linéaire 2D [90], on choisit le méme ordre d’interpolation pour les
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degrés de liberté associés a ’enrichissement. N’ayant pas constaté de blocage lors

des simulations, aucun test de validation n’a été conduit.

A présent, on se propose de discrétiser les opérateurs surfaciques par la méthode
des éléments finis afin de faciliter leur implémentation. Ainsi, le gradient surfacique

est donné en un noeud I par

Vxsu = [Bg|[{ur} (IT1.112)
ou la matrice [Bys] s’écrit
TNy +TioNpo + T3N3 0 0
T19oNr1 + TooNpo + 153Ny 3 0 0
Ti3Np1 + TosNro + T3N3 0 0
0 T1iNii+TioNpo + T3N3 0
0 T1oNr1 + TooNpo + 153Ny 3 0
0 T13Nr1 + TosNypo + 153Ny 3 0
0 0 T Nii+TioNpo + T3N3
0 0 TioNp1 +TooNpo + T53 Ny 3
I 0 0 T13Nr1 + To3Npo + T33NI,3_

Cette écriture tient compte de la symétrie de l'opérateur de projection. L’autre
opérateur a discrétiser est associé a la partie symétrique de FzVXS. Son expression

matricielle au point I est
FI'Vy.u = [By]{us} (TI1.113)

ou la matrice [Bys] est donnée ci-aprés.

En vue d’'une implémentation numérique, on donne I’allure des matrices associées
au probléme. Par la méthode des éléments finis étendus, de nouvelles inconnues

nodales apparaissent de sorte que le systéme s’écrit

(Kuu]  [Kud] [Kup) [Kw]| ({Au} {R.}
Kol (] 0] | J0al | Jira L
[Kpul  [Kpa]  [Kpp]  [Kp] {Ap} {Ry}
[Kou]  [Kua]  [Kep] [Kwl] U{Ab} { R}
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II1.4 Exemples numériques

A présent, on incorpore la méthode des éléments finis étendus au logiciel déve-
loppé précédemment. Dans cette section, on cherche tout d’abord a valider 'implé-
mentation de la méthode prenant en compte les effets d’interfaces. Puis, on I'applique

au probléeme d’homogénéisation non linéaire avec présence d’interfaces imparfaites.

II1.4.1 Sphére composite sous pression

Dans ce premier exemple, on considére une sphére creuse composite de rayon
externe R, = 2m et de rayon interne R; = 1m. Cette sphére est constituée de
deux matériaux hyperélastiques dont le comportement dérive d'un potentiel incom-
pressible de type néo-hookéen. Les modules de cisaillement sont pris arbitrairement
égaux a 210° et 510°. L’interface séparant les deux matériaux se situe en R = 1.5m.
Elle obéit également a une loi néo-hookéenne. Toutefois, afin de comparer la solution
numérique a celle établie analytiquement, il convient de la considérer compressible.
Son module de cisaillement vaut 10 10° tandis que sa contante volumique c, est égale
a 5.238 105.

Compte-tenu de la géométrie présentée par le probléme traité, on privilégie une
approche axisymétrique. Ainsi, le maillage utilisé est bidimensionnel. Il est constitué
de 1864 noeuds et de 889 éléments triangulaires. L’interface ne coincidant pas avec
le bord des éléments, 65 noeuds répartis sur 58 éléments sont enrichis. La géométrie
utilisée est présentée en figure I11.10. Les éléments interceptés y sont colorés en rouge
alors que les noeuds enrichis sont représentés par des ronds bleus. Par la suite, cette

coloration sera conservée dans les différentes images.

La pression interne est augmentée progressivement. Les résultats numériques
pour le déplacement, la pression ainsi que les contraintes sont comparées a la so-
lution analytique établie en 111.2.4 en figure 111.12, TI1.13 et I11.14 respectivement.
Une bonne concordance est observée : l'erreur relative, calculée par (I1.36), reste
inférieure a 1%. Malgré une légére oscillation sur le champ de pression a la traversée

de I'interface, le taux de convergence reste proche du taux optimal comme le montre
la figure I11.11.
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I11.4.2 Extension d’un cylindre composite

Ce deuxiéme exemple consiste a étirer une matrice cylindrique renforcée par une

fibre de section circulaire dont 'orientation coincide a celle de la matrice. On consi-

dére ainsi un cylindre de rayon 2 m et de hauteur 5 m. Le rayon de la fibre est égal a

1 m. Les matériaux constituants les deux phases sont identiques aux précédents. Il

en est de méme pour l'interface les séparant. La-encore, compte-tenu de la symétrie

de la géométrie et du chargement, une formulation axisymétrique est utilisée. Le
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Fi1G. 111.12 Comparaison du champ de déplacement dans la sphére composite avec
présence d’interface imparfaite.

5
42)(10

P XFEM

4t

Hydrostatic pressure

FiG. II1.13 — Comparaison du champ de pression dans la sphére composite avec

présence d’interface imparfaite.

Cauchy stresses

Fi1G. [11.14  Comparaison du champ de contraintes dans la sphére composite avec

présence d’interface imparfaite.
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>

&

Fig. I11.15 Maillage du cylindre composite.

maillage employé pour cette simulation et représenté dans la figure 111.15 comporte

4567 noeuds dont 54 enrichis et 2216 éléments triangulaires dont 52 interceptés.

Afin de réduire le calcul, seul une moitié du cylindre est utilisée. La base est alors
restreinte a se déformer latéralement. Sur la face supérieure, un déplacement vertical
est imposé. Une solution analytique de ce probléme a été calculée précédemment. Les
résultats numériques pour le déplacement, la pression ainsi que les contraintes sont
comparées a la solution II1.2.1 en figure I11.16, II1.17 et II1.18 respectivement. Une
bonne concordance est observée : I'erreur relative, calculée par (I1.36), reste inférieure

a 1%. On observe nettement le saut de contraintes a la traversée de I'interface.
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FiG. II1.16 — Comparaison du champ de déplacement dans le cylindre composite

avec présence d’interface imparfaite.
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Hydrostatic pressure
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R

Fig. 111.17  Comparaison du champ de pression dans le cylindre composite avec

présence d’interface imparfaite.

Cauchy stresses
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FiG. I11.18 Comparaison du champ de contraintes dans le cylindre composite avec

présence d’interface imparfaite.
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I11.4.3 Torsion d’un cylindre composite

Cet exemple compléte la série de trois servant & comparer les solutions analy-
tiques établies et les résultats obtenus par la méthode développée ici. Cet exemple
porte sur la torsion d’un cylindre composite. On considére le méme cylindre que
celui utilisé dans 'exemple précédent. Toutefois, en raison du chargement imposé,
on en fait ici une représentation tridimensionnelle qui se limite au quart de la géomé-
trie. Le maillage est constitué de 15919 noeuds et de 10721 éléments tétraédriques

y compris les 414 noeuds enrichis et les 1044 éléments interceptés.
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Fig. I[11.19 Maillage du cylindre composite.

Les résultats numériques pour le déplacement, la pression ainsi que les contraintes
sont comparées a la solution analytique I11.2.2 en figure I11.16, I11.17 et I11.18 respec-
tivement. Une bonne concordance est observée : I'erreur relative, calculée par (11.36),
reste inférieure & 1%. On observe nettement le saut de contraintes a la traversée de

I'interface.
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Displacement

FiG. I11.20  Comparaison du champ de déplacement dans le cylindre composite

avec présence d’interface imparfaite.

x10°

—P XFEM

Hydrostatic pressure

FiG. I11.21 — Comparaison du champ de pression dans le cylindre composite avec

présence d’interface imparfaite.

x10°

Cauchy stresses
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FiG. I11.22  Comparaison du champ de contraintes dans le cylindre composite avec

présence d’interface imparfaite.
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I11.4.4 Combinaison de ’approche multi-échelle avec le trai-

tement des interfaces imparfaites

A présent, il s’agit de combiner la méthode d’homogénéisation multi-échelle avec
réduction de modéle a la méthode des éléments finis étendus. Dans cet exemple, on
sollicite en cisaillement simple une plaque de c6té 1m. Celle-ci est constituée d’un
matériau hétérogéne dont le volume élémentaire représentatif, illustré dans la figure
[11.23, s’apparente a une microstructure cellulaire. Les inclusions comme la matrice
suivent des lois incompressibles de type néo-hookéen dont les constantes sont égales
a 1107 et 110° respectivement. La fraction volumique des inclusions vaut 0.39. On
suppose que les interfaces sont imparfaites et qu’elles obéissent aux mémes lois de

comportement que celles des exemples précédents.

_‘
i

FiG. II1.23 — Volume élémentaire représentatif.

Afin de déterminer la base réduite, on procéde a des calculs préliminaires sur le
VER constitué de 441 noeuds dont 92 enrichis et 800 éléments dont 80 interceptés
par une interface. Des conditions aux limites spécifiques sont imposées sur tout le

bord, a savoir

u=(F-I)X (I1L.115)
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avec

o | 0 - 0 7% - 10 P L T
0 1 0 1 v3 1 0 v3 1

(IT1.116)
ou v; (i=1,2,3,4) désignent les paramétres de chargement. Les valeurs de ces pa-
rameétres sont prises dans un intervalle défini par un calcul macroscopique sur une
structure homogéne soumise au méme chargement. Le critére de sélection, fixé a
1079, permet de retenir 18 modes. Ainsi, le nombre d’inconnues passe de 1066 a 18.
On procéde alors a une série de 6 simulations dans lesquelles la déformation maxi-

male atteinte est illustrée en figure 111.24.

FiG. I11.24 — Déformation de la structure macroscopique.

La premiére simulation est un calcul par éléments finis multi niveau avec ré-
duction de modeéle et interfaces imparfaites. La seconde, servant de référence, est
similaire a la premiére excepté que l'on enléve la réduction de modéle. Les inter-
faces sont supposées parfaites dans les deux suivantes, I'une en FE? et I'autre en
R3M. Enfin, les deux derniéres servent de bornes, c¢’est-a-dire que I’on suppose que
le domaine macroscopique est homogeéne soit a la matrice, soit aux inclusions. On
compare, sur la figure I11.25, la force exercée a I’échelle macroscopique pour défor-

mer le domaine. Les estimations macroscopiques dans le cas hétérogéne sont bien
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bornées par celles obtenues dans le cas homogéne. On remarque aussi que la présence
d’interfaces imparfaites augmente la force nécessaire pour déformer le solide. Enfin,

on constate une bonne concordance entre I’approche réduite et celle non réduite.

B

x 10
— Full perfect 7]
15 * R3M perfect ............................ //// ...... 4
Full imperfect //’ :
3 ¢ R3M imperfect e %
8 1o} T Matrice .
T ~ "~ Inclusion
a :
(=} f
< :
sh oo T S R S
WD AR .
0 20 40 60 80 100
Deformation

FiG. I11.25 — Comparaison des forces appliquées pour atteindre un certain niveau

de déformation macroscopique.

111.4.5 Effet de taille

Ce dernier exemple est consacré aux effets de taille. On considére un cube unité
dans lequel se trouve une inclusion sphérique centrée dont la fraction volumique est
0.125. Ce cube est soumis a un chargement de traction sur 'une de ces faces et a un
encastrement sur la face opposée. La matrice, 'inclusion et 'interface sont consti-
tuées de matériaux dont la relation contraintes-déformations dérive d’un potentiel

de Gent-Levinson de la forme

(L1L.117)

2

NECE N - o (P = Ltd
W@ — e d(z)(J2 —1)— 2(d(1) +1)(J—1) - Jr(,fb)ln <%

ott @, d® et Jr(,? sont des constantes. Le paramétre d,. est égal & 3 pour les densités
d’énergie volumique et a 2 pour l'interface. Les valeurs des différentes constantes
sont données dans le tableau III.1. On compare, dans la figure I11.26, I’évolution de
I’énergie du cube avec celle d’'un méme cube sans énergie de surface. On constate

bien la contribution de l'interface. Ensuite, on fait varier la taille de I'inclusion en
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conservant une fraction volumique constante. On compare en figure II1.27 1’éner-
gie volumique du composite tout au long de la déformation pour différentes tailles
d’inclusions caractérisées par le paramétre . On observe que plus r diminue, plus
I’énergie de surface devient prépondérante. A 'inverse, a partir d’une valeur critique,

Ieffet de 'énergie de 'interface disparait.

poood o Jy

Matrice 357 5 100

Inclusion 714 5 100
Interface 28.56 5 100

TAB. III.1 — Propriétés des matériaux

700} A

600} ——FEM 4
- - = XFEM/level set ’

n
o
(=)

N
o
(=]

Total energy

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Deformation

FiG. II1.26 — Comparaison de I’évolution de 1’énergie en fonction de la déformation

avec et sans énergie de surface.
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Total energy

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Deformation

FiG. 111.27  Evolution de 1'énergie en fonction de la taille du systéme.

I11.5 Conclusion

Ce chapitre a proposé une méthode numérique pour modéliser les effets d’inter-
face dans les nanocomposites non linéaires. Cette technique combine a la fois la mé-
thode des éléments finis étendus et la méthode level-set. Elle permet la modélisation
de microstructures complexes sans l'inconvénient de la génération de maillage. Elle
a été validée a I’aide de solutions analytiques impliquant des interfaces imparfaites
de type cohérent développées dans ce chapitre. Une application a I’homogénéisation
non linéaire a également été menée. Enfin, une simulation montre 'effet de taille

dans les structures nanométriques.
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Chapitre IV

Etude de I'étalement de cellules

animales vivantes

A présent, on se tourne vers un tout autre probléme, a savoir celui de I'étude de
I’étalement d’une cellule animale sur un substrat. Ce phénoméne est crucial dans
de nombreux processus biologiques comme, par exemple, lors du développement cel-
lulaire |28]. Ce projet biomécanique, proposé par A. Asnacios de I'université Paris
Diderot, est a l'origine des développements précédents. En effet, ’lhomogénéisation
apparait comme un outil efficace pour modéliser la complexité de la structure interne
qui peut étre approchée, dans un premier temps, par un modéle hyperélastique. De
plus, les premiéres simulations du phénoméne ont conduit & un certain nombre de
difficultés numériques notamment de remaillage. Une alternative consiste a intro-
duire la méthode des éléments finis étendus combinée & une méthode de level-set

dynamique.

Ce chapitre constitue donc un premier pas vers I’étude de 1’étalement d’une cel-
lule |10,126,150,152| qui ne peut pas étre apparenté a un phénomeéne de mouillage.
Contrairement a une goutte d’eau, la cellule est un matériau vivant capable de
s’adapter a son environnement en modifiant, partiellement ou totalement, son orga-
nisation. Cette réorganisation bouleverse les propriétés mécaniques [148,153| et rend
la modélisation plus difficile. Ainsi, dans ce travail, on se limite & prédire le caractére
passif de la cellule en incorporant ses propriétés actives dans la modélisation ou la

simulation au travers des conditions aux limites notamment.
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CHAPITRE IV. ETUDE DE L’ETALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTES

Ce chapitre se décompose en deux parties. Tout d’abord, on rappelle quelques
aspects biologiques et mécaniques de la cellule. On explicite, entre autres, les élé-
ments les plus importants de sa structure en vue d’'une modélisation. On évoque
également les techniques expérimentales employées pour déterminer ses propriétés
meécaniques. Les résultats expérimentaux, fournis par ’équipe de Physique du vivant
du Laboratoire Matiére et Systémes Complexes de Paris VII, y sont détaillés briéve-
ment. La seconde partie est consacrée a la modélisation et simulation de I’é¢talement

de la cellule entre deux microplaques maintenues fixes.

IV.1 Aspects biomécaniques

—+ Ncmbranz plasmiqua

— Crtoaal ParoxyEome
Lysasome Appareil de Galgi
Encesome Noysu -~
Endecytose Nuclsola
Cantriols Cytesqualete

Réticulum
Exacytose erdoplasmizue ruguau:
féticulum
Granulede endaplasmicue lisse
starton #poaveil de Golg!
Filums o
(a) Image réelle (b) Schéma représentatif

FiG. IV.1 — Architecture cellulaire

Les cellules, unités de base de la vie, se classent en deux catégories, a savoir
les cellules procaryotes dépourvues de noyau et les cellules eucaryotes a noyau. Ces
derniéres s’associent entre elles pour former des organes ou des tissus organisés alors
que les premiéres restent généralement isolées. Les cellules eucaryotes, objet de cette
étude, mesurent une dizaine de microns et sont délimitées par une bicouche de phos-
pholipides couramment appelée membrane plasmique. A 'intérieur, on distingue une
multitude de sous-compartiments appelés organites. Parmi eux, on trouve les mito-
chondries, les vésicules de Golgi ou encore le noyau contenant I’ADN. Ces organites
baignent dans un fluide protéique, appelé cytosol, dans lequel se trouve un grand

nombre de molécules. L’architecture de I'ensemble est maintenue par un réseau de
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polyméres appelé cytosquelette |1].

IV.1.1 Le cytosquelette

Le cytosquelette est un réseau complexe et dynamique de filaments tendus a
travers la cellule. Il assure le maintien mécanique de la cellule tout en permettant les
mouvements cellulaires et intracellulaires. Il est constitué de trois types de filaments,

a savoir les filaments d’actine, les filaments intermédiaires et les microtubules [1].

o Mambrane

— S = 7_-'“"‘:-?/ cellulaire

B s

(a) Image réelle [7] (b) Schéma représentatif [8]

Fic. IV.2 Cytosquelette

Les microtubules

Un microtubule est une structure polarisée en forme de tubes creux de 25 nm de
diamétre, formée de protéines dimériques appelées tubuline. Il présente une grande
s’agit d'une structure peu stable puisqu’il est en perpétuel polymérisation et dépoly-
mérisation. La croissance de ses extrémités ne s’effectue pas a la méme vitesse : I'une
est plus rapide que l'autre. On peut remarquer que le réseau de microtubules (en
vert sur la figure IV.2(a)) croit a partir d'un point d’accroche situé prés du noyau

(en bleu) : il assure ainsi le mouvement des organites dans la cellule [104,125].

103



CHAPITRE IV. ETUDE DE L’ETALEMENT DE CELLULES ANIMALES VIVANTES

Les filaments d’actine (ou microfilaments)

Les filaments d’actine, de 9 nm de diamétre, résultent de ’assemblage hélicoidale
de monomeéres d’actine qui est une protéine abondante dans la cellule. Contraire-
ment aux microtubules, ces microfilaments sont semiflexibles et ont une longueur de
persistance de 15 um environ. Leur polymérisation est asymétrique et dépend for-
tement de la concentration en ions calcium et magnésium. La figure IV.2(a) montre
que I’actine (en rouge) est principalement située sous la membrane plasmique. Ainsi,

ce sont eux qui réagissent aux forces extérieures [104,125].

Les filaments intermédiaires

Les filaments intermédiaires regroupent une grande variété de protéines (kératine,
vimentine ...). Ils s’organisent en batonnets pour former un cylindre creux de 10 nm
de diamétre dont la longueur de persistance tourne autour du micronmétre. Leur
role est secondaire : ils assurent l'intégrité mécanique de la cellule en renforcant les
éléments précédents [104,125].

Autres protéines

Aux trois principaux éléments décrits ci-dessus, il convient d’ajouter la présence
de protéines de liaison et de molécules d’adhérence. Ces derniéres, présentes a la
surface des cellules, sont capables d’assurer une adhésion sélective entre deux cellules
ou entre la cellule et la matrice extracellulaire. Elles sont, pour la plupart, raccordées

au cortex d’actine présent sous la membrane plasmique.

IV.1.2 Techniques expérimentales dédiées & I’étude de la cel-

lule

Il est reconnu que le cytosquelette joue un role prépondérant dans la réponse
mécanique de la cellule. Toutefois, le lien exact entre les propriétés mécaniques de
ces éléments et le comportement effectif de la cellule n’est pas défini. Ainsi, un
nombre important de techniques expérimentales ont été développées pour étudier
la mécanique cellulaire. Ces méthodes peuvent se classer selon différents critéres,
a savoir celles qui sollicitent une seule cellule ou un groupe de cellule, ou encore

celles qui font des mesures locales ou globales. Par la suite, on se limite & une
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présentation de quelques techniques. Pour d’autres techniques, le lecteur peut se
référer a (93,125, 151].

L’aspiration par micropipette

Cette technique consiste a aspirer une portion de cellule a 'aide d’une micropi-
pette de quelques microns de diamétre. Une relation entre la déformation observée et
la dépression imposée peut étre établie suivant le modéle mécanique adopté. Ainsi,
on peut mesurer le module d’élasticité ou la viscosité de la cellule. Elle permet aussi
d’estimer la tension de la membrane plasmique. Cette mesure peut étre locale ou

globale suivant le diamétre de la micropipette [73].

La magnéto-cytométrie

Cette méthode consiste a déposer des micro billes magnétiques sur la cellule
et de leur appliquer un champ magnétique. Ces billes peuvent étre déplacées ou
mises en rotation. Cette méthode permet de déterminer les propriétés viscoélastiques
locales [12].

Le microscope a force atomique

Cet outil sert a 'indentation d’une cellule dans laquelle il joue deux roles cru-
ciaux. D'une part, il permet de visualiser en haute définition la surface de contact
entre la cellule et la pointe servant a l'indentation. D’autre part, il assure le role
de capteur de force avec une précision de 'ordre du piconewton. Les courbes de
force en fonction de I'indentation permet de déduire une rigidité effective |97|. Il est

également possible de déterminer les modules locaux de stockage et de perte G’ et
G” [2].

Les micro plaques

Dans ce dispositif, la cellule est collée & deux micro plaques dont 1'une se com-
porte comme un ressort calibré. Ainsi, le mouvement d’une lamelle permet de sollici-
ter la cellule en traction-compression et de recueillir la force exercée. Il est également
possible d’observer la relaxation de la force au cours du temps |148|. Un schéma de

principe, proposé dans [52], est fourni en figure IV.1.2.
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support fixe

lamelle flexible
|

cellule

dispositif
piézo

lamelle rigide

F1G. IV.3  Schéma d’un rhéométre & microplaques [52].

IV.1.3 Modéles mécaniques

Cette disparité de techniques expérimentales conduit nécessairement & un grand
nombre de modéles mécaniques |94, 125| et, par extension, & des propriétés mé-
caniques disparates. Les modéles proposés se classent en deux catégories, a savoir
les modéles continus et les modéles microstructuraux. Dans les premiers, la cellule
est considérée comme un milieu homogéne élastique, viscoélastique ou poroviscoélas-
tique. D’autres I’ont vue comme un matériau vitreux mou. Les seconds, quant-a-eux,
considérent la cellule comme un assemblage discret de poutres et de cables. Le plus

connu est le modeéle de tenségrité [27,139].

IV.1.4 Résultats expérimentaux

Une fois ce petit inventaire dressé, il convient de donner les résultats expéri-
mentaux que 'on va chercher & reproduire. Le dispositif employé consiste en un
rhéométre a cellule unique constitué de deux microplaques paralléles : 'une rigide
et I'autre flexible. Lla lamelle flexible est calibrée afin d’étre utilisée comme capteur
de force dont le champ d’application est de I’ordre de quelques dizaines de nanonew-
tons. Les lamelles sont asservies par des dispositifs piézoélectriques qui permettent
d’ajuster en temps réel la position de la lamelle rigide et /ou la déflexion de la lamelle
souple [38]. Cette technique permet d’appliquer des contraintes ou des déformations
constantes a la cellule : on peut ainsi réaliser des expériences de fluage ou des expé-
riences de relaxation [39]. Par ailleurs, comme on le verra par la suite, cette technique
permet également de mesurer la force développée par une cellule en étalement entre
les lamelles [101].
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L’objet de cette étude est un myoblaste issu d’une lignée de C2 dérivant du muscle
squelettique d’une souris adulte. Cette cellule est cultivée dans un milieu complet
placé dans un incubateur maintenu a une température constante de 37°. Avant de
réaliser 'expérience, il convient de détacher la cellule de la boite de culture par
trypsination : il s’agit de dégrader les liaisons peptidiques des protéines d’adhésion
a l'aide d’'une enzyme appelée trypsine. Une fois détachée, un délai de deux heures
est nécessaire afin que la cellule régénére des protéines d’adhésion afin d’adhérer aux
lamelles de 'expérience. Ces lamelles sont traitées a la fibronectine pour favoriser

l'adhésion et ’étalement.

L’expérience consiste a laisser une cellule s’étaler librement entre les deux la-
melles du rhéomeétre en régulant la déflexion de la lamelle souple de sorte que la
distance entre lamelles soit maintenue constante malgré la traction cellulaire. Lors
de cet étalement, on remarque que I’aire de contact augmente de facon symétrique :
elle croit a la méme vitesse sur les deux lamelles. Cette évolution est illustrée en
figure 1V 4.

FiGg. IV.4 Etalement de la cellule.

On constate également que l'expansion cellulaire et la déflexion de la lamelle
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souple (traduisant 'augmentation de la force de traction) sont concomitantes. On
peut, toutefois, distinguer deux régimes durant les quatre premiéres minutes. Dans le
premier qui dure environ deux minutes, la cellule passe progressivement d’une forme
convexe a une forme concave sans que le dispositif ne détecte de force notable. Dans
le second régime, une force de traction apparait et s’accroit en méme temps que
le volume et la surface de la cellule. La force varie linéairement avec le diamétre

central. Ces résultats expérimentaux sont détaillés et commentés dans [101].

Ces observations laissent penser que 'évolution de la forme de la cellule est
corrélée a la force générée. Ainsi, avant 'inversion de courbure, la cellule s’étalerait
sans générer de force et en conservant son volume constant : aucune force, perceptible
par le dispositif, ne serait nécessaire a son étalement. Aprés I'inversion de courbure,

une force serait nécessaire pour continuer 1’étalement.

IV.2 Modélisation et simulation

La section précédente a fourni une vision globale de la mécanique cellulaire et
des techniques employées pour I’étude des propriétés de la cellule. Des résultats ex-
périmentaux ont également été décrits. A présent, on cherche a établir un modéle
numérique capable de reproduire les résultats expérimentaux en termes de corréla-

tion entre étalement cellulaire et génération de force de traction.

IV.2.1 Modélisation

La cellule est une structure complexe comme le montre la premiére partie de
ce chapitre. Modéliser chaque élément s’avére alors étre une tache délicate et in-
utile puisque leurs propriétés mécaniques ne sont pas bien déterminées. Un modéle
simpliste consiste a considérer la cellule comme une membrane élastique remplie de
fluide. Ainsi, on se focalise sur deux constituants de la cellule, & savoir son enve-
loppe et le reste. Dans I'enveloppe, on prend en compte la membrane plasmique
et le cortex d’actine situé juste au-dessous. Son épaisseur est de quelques dizaines
de nanomeétres. Le reste de la cellule comprend le cytosol et les différents organites
qui y baignent. Malgré leur hétérogénéité, chaque partie est considérée homogéne et

isotrope. De plus, aucune restriction n’est faite sur le comportement de I'enveloppe :
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celle-ci n’est approximée ni par une membrane, ni par une coque mais par un modéle
volumique. Afin d’inclure le processus d’échange de fluide entre la cellule et le milieu

extracellulaire, on considére que chaque phase est compressible.

Les clichés dont on dispose ne permettent pas de définir clairement la géométrie
initiale dans les trois directions. Sur la phase visible, elle prend la forme d’un tonneau
de hauteur 11.7 pum, de diameétre de contact 12 pum et de diamétre central 17 um.
On suppose qu’il en est de méme dans les autres directions. La cellule est alors
considérée comme un solide de révolution dont le volume et la surface coincident
avec ceux observés expérimentalement. La génératrice est alors approximée a l'aide

de la fonction quadratique suivante :
fo(z) = —0.0732* +85  x € [-5.85;5.85)]. (IV.1)

Cette approximation permet de construire le maillage de la cellule représentée dans
la figure IV.5. On propose, dans ce travail, d’élaborer deux modéles : 'un purement

élastique et I’autre biphasique.

Fic. IV.5  Maillage de la cellule.

Modéle purement élastique

Compte-tenu des importants déplacements observés lors de I'expérience, chaque
constituant retenu est supposé hyperélastique et une approche de type Lagrangien

actualisé est adoptée. Dans ce contexte, la configuration de référence n’est plus la
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configuration initiale mais la configuration déformée. Ainsi, I’équilibre mécanique

s’écrit en terme de contraintes de Cauchy, a savoir
dive =0 dans 2, (IV.2)

puisque les effets d’inertie et les forces volumiques peuvent étre négligés [104|. Pour
un matériau hyperélastique isotrope, la contrainte de Cauchy dérive d’un potentiel
élastique de sorte que
ov
o=2J"'"F~F".
0C

Le choix de celui-ci est crucial dans la modélisation [112,115]. Afin de prendre en

(IV.3)

compte la rigidification observée expérimentalement [34,153|, on choisit de décrire
chaque phase a I’aide d’un potentiel de Gent-Levinson qui a été introduit initialement

pour caractériser la rigidification des polymeéres [55,77,91|. Son expression est

I -3
U(1,,J) = g d(J? = 1) =2(d+1)(J = 1) = Jp In (1 - 1J )} : (TV.4)
o p désigne le module de cisaillement et d un autre paramétre du matériau. La
derniére constante J,, apparait comme la limite de [y — 3. La consistence de ce

modéle avec 1'élasticité linéaire conduit a la relation

_2 14+v 1

L1o2
31-2v 3  Jp,

(IV.5)

ou v désigne le coefficient de Poisson. On notera également que ce potentiel vé-
rifie la condition de normalisation, ce qui implique qu’aucune précontrainte n’est
introduite dans la configuration initiale. Cette hypothése va a I’encontre du modéle

précontraint proposé dans |34, 139,153].
La relation contrainte-déformation, qui s’écrit
o= JimJ_lBjL(dJ—d—l)I (IV.6)
M\, 13 '
dépend du gradient de déformation au travers de B. Celui-ci doit traduire la défor-

mation depuis la configuration initiale. Ainsi, une décomposition multiplicative du

gradient de la transformation est utilisée, a savoir

F=F' F;! (IV.7)
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Reference
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Initial
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FiG. IV.6 — Schéma de calcul de F en Lagrangien actualisé.

oit Fjj~! désigne le gradient de déformation qu'il existe entre la configuration de
référence et l'initiale tandis que F]'_; correspond au gradient de déformation entre
la configuration déformée et la configuration de référence comme l'illustre la figure
IV.6.

En vue d’une implémentation numérique, on construit la formulation faible as-

sociée. Celle-ci s’écrit classiquement

Trouver u € §(Q) tel que Vév € Sy(Q),

/0' : Vévdv—/ tovds=0 (IV.8)
Q

ot

ou t décrit les conditions aux limites imposées. Une attention particuliére doit étre
portée a cette équation puisque o dépend non linéairement du déplacement. Il
convient alors de la linéariser a 1’aide de l'opérateur de Gateaux. En réécrivant

cette relation sous une forme plus compacte, a savoir R(u), la linéarisation donne
DpyR(u) = / Vv : VAuo dv +/ Vév : L : VAudv (IV.9)
Q Q

ou LL désigne le tenseur d’élasticité dans la configuration courante. Celui-ci se déduit
de E par la relation [75,114]

Lijkl = J_l F’imF’janpF’lqunpq- (IV]_O)

Modéle biphasique

Le second modéle numérique que ’on propose est un modéle biphasique. Plus

précisément, ’enveloppe reste décrite par un matériau hyperélastique tandis que le
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reste de la cellule est considéré comme un fluide visqueux newtonien. Ainsi, I’état

de contraintes dans le fluide s’écrit en fonction du taux de déformation D, a savoir
o;=-pl+2nD (IV.11)

ou 7 désigne la viscosité de cisaillement et p la pression hydrostatique. En suppo-
sant le fluide faiblement compressible, on peut approximer la pression a partir du
déplacement par la relation

p=-—-AdivD (IV.12)

ou A est un paramétre. Cette approximation reste valide tant que u << X [82]. Par

analogie au solide, on exprime A en fonction d'un coefficient de Poisson v :

_ 2wny
1=

A (IV.13)

Sous I’hypothése de déformation quasi-statique, 1’équation d’équilibre ainsi que la
forme faible associée sont similaires aux précédentes dans lesquelles on remplace le

champ de déplacement par un champ de vitesse vy.

Il ne reste plus qu’a définir les conditions a l'interface fluide-structure notée I'y.
On suppose ici que le vecteur de contraintes y est continu et que le fluide adhére au

solide, soit
Vi = u=20 sur Ff, (IV14)

[c—0osn=0 sur I'y (IV.15)

ol n désigne la normale unitaire extérieure a la structure.

IV.2.2 Simulations

L’objectif de cette étude consiste a reproduire ’étalement de la cellule le long
de deux lamelles fixes. Avant de le simuler, il convient de préciser certains aspects
de I'implémentation notamment les conditions aux limites imposées a la cellule et

I’algorithme retenu pour le traitement de 'interaction fluide-structure.

Conditions aux limites

Les expériences montrent que ’étalement semble similaire sur les deux lamelles.

On privilégie donc une approche axisymétrique et on se réduit a des simulations
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FiG. IV.7 — Conditions aux limites imposées.

sur un quart de cellule avec des conditions aux limites spécifiques représentées en
figure IV.7. Le contact entre la cellule et la lamelle est supposé glissant. Les raisons
de cet étalement n’étant pas encore identifiées, il convient de proposer un modéle
décrivant le phénomeéne. On suggére ici une procédure d’agrafage dont le but est
d’augmenter la surface de contact avec la méme cinématique que celle observée
expérimentalement. Dans cette procédure schématisée en figure IV.8, on impose un
mouvement de rotation aux trois noeuds du maillage les plus proches de la lamelle
appartenant au bord libre. Cette technique assure une bonne concordance entre les

évolutions des surfaces de contact expérimentale et numérique comme le montre la
figure IV.9.

FiG. IV.8 — Schématisation de la procédure d’agrafage.
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FiGc. IV.9 — Evolution de la surface de contact.

Interaction fluide-structure

Dans le modéle biphasique, les inconnues du probléme sont le champ de dépla-
cement dans l'enveloppe u et le champ de vitesse dans le fluide v. Il est donc
nécessaire de résoudre a la fois un probléme de structure et un probléme de fluide.
Deux approches peuvent étre employées, a savoir une approche simultanée et une
approche décalée. Dans la premiére, les équations des deux systémes sont résolus
en méme temps alors que, dans la seconde, elles le sont 'une aprés 'autre par des
solveurs différents. Dans ce travail, on utilise un algorithme décalé dans lequel I'in-

teraction est prise en compte via les conditions a l'interface.

Cet algorithme se décline de la fagon suivante. Etant donné un état d’équilibre
entiérement connu, on prédit le déplacement de la structure u?"*? en supposant que
les forces exercées par le fluide a I'interface t?TEd sont égales a celles du pas d’avant.
On convertit ensuite le champ de déplacement solution en un champ de vitesse afin
de I'imposer en conditions aux limites au probléme de fluide. Une fois le probléme
fluide résolu, on extrait de la solution le champ de contraintes a l'interface ty de
sorte a I'appliquer en conditions limites au probléme de structure. Enfin, on résout
le probléme de structure et on compare le nouveau champ de déplacement u a celui

qui avait été prédit. On compare également les forces visqueuses, a savoir

[[u — || < e, et ||ty — t’}de < €, (IV.16)
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ol €, et € désignent les paramétres de tolérance sur le déplacement et les forces
visqueuses respectivement. Si I'erreur est acceptable, alors la solution est retenue
et on passe au pas suivant. Dans le cas contraire, on réitére la démarche avec les
nouvelles forces visqueuses et ce jusqu’a convergence. Un schéma de principe est

donné en figure 1V.10

|

Prédiction du déplacement

de la structure Conversion des déplacements
N en vitesse
Calcul de la vitesse | Solveur
. fluide
dans le fluide
+ Conversion du vecteur
Calcul du déplacement | Solvenr contraintes
de la structure structure
Y
Non
Converge ?
Oui

Actualisation du maillage

Fia. IV.10 — Algorithme de résolution de l'interaction fluide-structure.

A chaque pas, il est nécessaire d’actualiser le maillage du fluide afin qu’il reste
en contact permanent avec celui de la structure. Ainsi, une procédure de remaillage,
impliquant un mailleur externe |133|, est utilisée. Cette procédure, détaillée ci-apres,
est également employée dans le modéle purement élastique afin d’éviter les distor-

sions trop importantes de certains éléments dues aux grandes déformations.

Remaillage et transport

A chaque incrément de Newton-Raphson, on génére un nouveau maillage dont
les bords coincident avec ceux de 'ancien. Il est alors nécessaire de transporter les

données de I'ancienne configuration vers la nouvelle. On distingue deux types de
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variables, a savoir les variables nodales et les variables stockées aux points d’inté-
gration. Le traitement de ces variables n’est pas le méme. Pour les premiéres, le
transport s’effectue par une simple interpolation a I’aide des fonctions de forme de
I’ancien maillage. Pour les secondes, on commence par les extrapoler aux noeuds de
I'ancien maillage au moyen de la méthode des moindres carrés [161]. Puis, elles sont
transportées comme les précédentes, a savoir par interpolation. Il est important de

souligner que l'extrapolation engendre une diffusion numérique supplémentaire.

Identification des paramétres

A présent, il est possible de procéder aux simulations de I’étalement. I convient
toutefois d’identifier les meilleurs paramétres de chaque modéle qui ajustent le mieux
les résultats numériques aux résultats expérimentaux. Une procédure d’optimisation
est alors lancée sur les différents paramétres des deux modéles. La comparaison porte
sur I’évolution du volume et de la force générée par la cellule sur la lamelle. Les co-
efficients optimaux sont donnés en table IV.1 en terme de module d’Young et de
coefficient de Poisson puisque p = E/2(1+v). Ces valeurs appartiennent aux plages

de valeurs rencontrées dans la littérature.

Modéle Constituant  E (Pa) v Jm n (Pa.s)
Hyperélastique Enveloppe 1000 0.4 100

Intérieur 100 0.4 100
Biphasique Enveloppe 1000 0.4 100

Intérieur 0.46 1000

TAB. IV.1 — Propriétés mécaniques optimales des deux modéles
A présent, on s’intéresse a la sensibilité de chaque modéle vis-a-vis de leurs para-

métres. Ainsi, partant des paramétres optimaux, on fait varier un a un les coefficients

afin de déterminer leur influence sur la réponse globale.
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Pour le modéle élastique, on commence par faire varier le module d’Young de

chaque constituant. On observe que celui de 'enveloppe influe trés peu sur la réponse

totale tandis que celui de l'intérieur joue un role prépondérant sur la force générée.

Plus précisément, son augmentation conduit a une explosion de la force générée.
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Fi1Gg. IV.14 Influence du coefficient de Poisson de 'intérieur

A présent, on fait varier le coefficient de Poisson de chaque phase pour le méme
modéle. On s’apercoit que celui de I'enveloppe ne joue aucun role alors que celui

de l'intérieur a une influence notable sur I’évolution du volume. Son augmentation

réduit la prise de volume.
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Fi1G. IV.16 — Influence du coefficient J,, de I'intérieur

Le dernier paramétre a étudier est J,,. On rappelle qu’il refléte la limite d’ex-
tensibilité des chaines moléculaires des polymeéres. On constate qu’il n’a que peu
d’influence dans les simulations : il agit essentiellement sur le volume aux grandes
déformations. On remarque aussi que son influence n’évolue plus a partir d’une cer-
taine valeur critique estimée a 100. Ci-dessous, on donne le profil des contraintes en

milieu et fin d’étalement. Celles-ci se concentrent en périphérie de la cellule.
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FiG. IV.17 — Contrainte de Cauchy radiale
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Fi1G. IV.18 Contrainte de Cauchy axiale
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Fi1Gc. IV.19 Contrainte de Cauchy de cisaillement
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Pour le modéle biphasique, on constate que les propriétés de I’enveloppe joue un
role plus important. Toutefois, leurs contributions restent modestes face a celle des
paramétres du fluide. Ainsi, on ne présente ici que l'influence des coefficients liés
au fluide. On commence par faire varier la viscosité de cisaillement : elle agit a la
fois sur I’évolution du volume et sur celle de la force. Plus elle augmente, plus la
force croit alors que le volume décroit. Une observation similaire est faite pour le

coeflicient de Poisson.
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Fia. IV.21 — Influence du coefficient de Poisson du fluide
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Fi1Gg. IV.22 Etat de contraintes en fin d’étalement.

I1V.3 Conclusion

Ce chapitre a porté sur la modélisation et simulation de I’étalement d’une cellule
vivante entre deux lamelles fixes. Une attention particuliére a été portée au role de la
membrane plasmique associée au cortex d’actine. Ainsi, les deux modéles proposés
ne comportent que deux parties, a savoir une membrane élastique et le reste de
la cellule. Le premier modéle est entiérement élastique tandis que, dans le second,
on distingue une phase élastique et une phase fluide. Bien que simplistes, ces deux
modeéles ont permis de reproduire les résultats expérimentaux en terme de force

générée et d’évolution de volume.
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Ce travail de thése contribue aux développements de méthodes numériques pour
le traitement des discontinuités et des non linéarités dans les matériaux hétérogénes.
Dans ce contexte, la méthode d’éléments finis multi échelle apparait comme un
outil puissant permettant la détermination du comportement effectif a partir des
propriétés de la microstructure. Impliquant des calculs simultanés aux deux échelles,
cette approche reste cotiteuse. Afin d’alléger ces cofits, une technique combinant une
méthode de réduction de modéle de type POD et le calcul paralléle a été proposée.
Cette technique consiste a projeter les équations de 1’échelle la plus petite sur une
base réduite, ce qui diminue le nombre de degrés de liberté et, par extension, les
temps de calculs. Cette approche a été validée par des exemples et des comparaisons
avec des calculs de référence.

Ensuite, une généralisation des interfaces imparfaites cohérentes a été réalisée
dans le cadre de l'élasticité non linéaire et une formulation énergétique a été pro-
posée. Dans ce modéle, le champ de déplacement reste continu alors que le vecteur
de contraintes nominales subit un saut a la traversée de l'interface. Ceci correspond
a une extension de I'équation de Young-Laplace au cas des transformations finies.
[’avantage principal de ce modéle réside dans le fait qu’aucun systéme de coordon-
nées curvilignes n’a été introduit et qu’il est compatible avec la méthode numérique
level-set. Des solutions exactes ont été établies pour des géométries particuliéres
constituées d’élastomeéres isotropes.

Puis, les effets de ces interfaces ont été pris en compte, d’un point de vue numé-
rique, par une approche mélant la méthode des éléments finis étendus et la méthode
de level-set. Cette alliance permet a la fois une gestion simple de microstructures
complexes et le calcul des termes liés aux énergies de surface sans ajout d’élément
de surface. Cette technique, validée par les résultats exacts trouvés, a été couplée a
la procédure d’homogénéisation numérique afin de prédire le comportement global

d’une structure hétérogéne en présence d’interphases. Cette combinaison a égale-
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ment permis d’observer les effets de taille a ’échelle nanométrique.

Enfin, deux modéles continus (I'un élastique, 'autre biphasique) ont été propo-
sés pour modéliser le comportement passif d'une cellule lors de son étalement entre
deux lamelles fixes. Ces modéles mettent en avant deux parties, a savoir le cortex
d’actine associé a la membrane plasmique et le reste de la cellule. Bien que sim-
plistes, ces deux modéles ont permis de reproduire les résultats expérimentaux en
terme de force générée et d’évolution de volume. Les paramétres matériaux retenus

concordent bien avec ceux trouvés dans la littérature.

En perspective de ce travail, on envisage I'introduction de la méthode XFEM /level-
set dans le probléme biomécanique afin de représenter ’enveloppe de la cellule et
d’éviter le remaillage. Pour cela, il convient d’étendre la méthodologie proposée a
une formulation en Lagrangien actualisé. Un point clé réside dans la mise a jour de
la fonction de niveau et dans le transfert des degrés de liberté additionnels.

Il est également envisagé une modélisation plus compléte de la cellule qui tien-
drait compte de son caractére actif. Ce nouveau modéle devra permettre de repro-
duire 'étalement de la cellule mais aussi d’autres expériences comme le fluage de
la cellule, sa relaxation ou encore sa réponse a des essais de traction-compression.
De 14, on pourrait approcher le comportement des tissus par une méthode éléments
finis multi niveau.

Dans la partie mécanique, on a souligné que la méthode de réduction de modéle
permet de réduire significativement les temps de calculs de I’approche multi échelles.
Toutefois, ce comparatif ne tient pas compte du temps mis & déterminer la base
réduite. Or, celui-ci est relativement important. De plus, il n’est pas certain que
I’échantillonage réalisé pour la construction de cette base soit le meilleur, ce qui
conduirait a une mauvaise convergence de 1’algorithme de Newton-Raphson. Une
technique possible pour pallier ces deux inconvénients serait de constituer la base
en paralléle du calcul souhaité [129,130].

De plus, la méthode XFEM /level-set présenté ici souffre de quelques désagré-
ments comme par exemple les oscillations constatées prés de l'interface. N’étant
pas clairement définie, leur cause doit fait l'objet d’une analyse approfondie. Les
pistes envisagées se tournent vers les éléments partiellement enrichis, le traitement
de I'incompressibilité et les conditions aux limites de Dirichlet.

Il est également concevable d’introduire des effets dynamiques dans le probléme

d’interfaces imparfaites. On pourrait alors étudier 'influence de celles-ci dans la pro-
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pagation d’ondes. Différents modéles d’interfaces seraient susceptible d’étre utilisés.
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TITRE
Contributions aux méthodes numériques pour traiter les non linéarités et

les discontinuités dans les matériaux hétérogénes

RESUME

Motivé par I'étude de tissus biologiques, ce travail contribue aux développements d’outils
numeériques permettant de prédire la réponse mécanique de matériaux hétérogénes non linéaires
dans lesquels les énergies d’interfaces deviennent prépondérantes. Ainsi, une méthode d’homogé-
néisation multi échelle combinée & une technique de réduction de modéle basée sur la décompo-
sition orthogonale aux valeurs propres est proposée dans un cadre thermique et hyperélastique.
Les énergies d’interfaces entre les différentes phases des composites sont décrites par un modéle
d’interface cohérent et prises en compte numériquement par une approche liant la méthode des
éléments finis étendus et la méthode level-set. Une étude de I’étalement d’une cellule vivante
entre deux lamelles fixes est ensuite réalisée. Les deux modéles proposés permettent une bonne
concordance des résultats numeériques et expérimentaux en terme d’évolution de géométrie et de

force générée.

MOTS-CLES :
Homogénéisation non linéaire, Grandes déformations, Méthode multi-échelle, Réduction de

modele, Interfaces imparfaites, XFEM/Level-set, Etalement de cellule.
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Contributions to numerical methods to treat non-linearities and disconti-
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ABSTRACT

Motivated by the study of biological tissues, this work contributes to developing numeri-
cal tools to predict the mechanical response of nonlinear heterogeneous materials in which the
energies of interfaces can no longer be ignored. First, a computational homogenization strategy
combined with a model reduction technique based on the proper orthogonal decomposition is
implemented in the cases of large elastic deformations and highly nonlinear conduction. The
interfaces between the different phases of a composite are described by means of a coherent
interface model and taken into account numerically by an extended finite element method in
tandem with a level-set technique. Finally, experimental results of single cell spreading between
two fixed parallel microplates are exploited through finite element modelling. Our two models

are optimized to match the simulation closely with the experiment.
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