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Introduction générale

Ce mémoire concerne ’application de la méthode de quasi-réversibilité a la résolution de pro-
blémes inverses. Nous nous intéressons plus particuliérement au probléme inverse de l’obstacle,
formalisation mathématique du probléme concret suivant : on cherche a identifier des "objets"
(mines, fissures, avions...) contenus dans un "milieu" (sol, poutre, air...) gouverné par une équa-
tion aux dérivées partielles elliptique, et dont, le cas échéant, une partie du bord est inaccessible.
A cette fin, on impose au milieu une sollicitation (électrique, mécanique, thermique...) sur la partie
du bord accessible et on mesure la réponse correspondante sur la méme partie du bord.

Miliew

Le probléme inverse de ’obstacle est un probléme géométrique : on cherche a la fois la géométrie
du milieu et la solution d’une équation aux dérivées partielles dans ce milieu. Dans le cas plus
simple ou la géométrie est connue, le probléme inverse se raméne au probléme de la recherche
d’une solution de ’équation aux dérivées partielles elliptique par la connaissance de données dites
"surabondantes" sur une partie du bord du milieu. On a alors a résoudre un probléme dit "de
Cauchy" elliptique. Il est bien connu qu'un tel probléme est mal posé au sens d’'Hadamard, et
nécessite une régularisation.

La méthode de quasi-réversibilié, proposée par Jacques-Louis Lions et Robert Lattés en 19672,
est une telle méthode de régularisation du probléme de Cauchy. Sa caractéristique principale est
que, contrairement a la plupart des méthodes de régularisation, elle ne repose pas sur la résolution
d’un probléme d’optimisation et s’écrit d’emblée sous une forme variationnelle, directement exploi-
table numériquement par une méthode de Galerkin. Néanmoins, on constate que cette méthode
n’a été que trés peu utilisée durant les années suivant la publication de cet ouvrage. Nous voyons
trois raisons principales a cela :

'[LL67]



1. La méthode des éléments finis n’en était qu’a ses débuts a I’époque, et les autres méthodes
existantes ne permettaient pas a la méthode de quasi-réversibilité de donner sa pleine mesure,
d'autant plus qu’elle repose sur la résolution d'un probléme d’ordre 4.

2. On ne disposait pas de la puissance de calcul nécessaire pour mettre en place des méthodes
réellement utilisables en pratique.

3. Les années 60 voient aussi le début des recherches sur la régularisation des problémes mal
posés, incluant en particulier le traitement de données issues de mesures, et donc bruitées.
Cet aspect apparait de maniére cruciale dans la méthode de quasi-réversibilité.

Pendant les quarante derniéres années sont apparues des méthodes éléments finis performantes,
adaptées en particulier aux problémes d’ordre 4 (éléments finis non conformes, formulation mixte...).
De plus, la puissance de calcul des ordinateurs a fortement augmenté, permettant de s’attaquer a
des problémes avec un nombre de degrés de liberté trés important. Enfin, nous bénéficions d’une
littérature abondante dans le domaine de la régularisation des problémes mal posés, dont le point
de départ est 1’école russe ( Andrey Nikolayevich Tychonoff, Mikhail Alekseievitch Lavrentiev,
Nikolai Aleksandrovich Morozov). Pour ces raisons, nous estimons qu'il est pertinent de revisiter
la méthode de quasi-réversibilité a la lumiére de tous ces nouveaux outils. Par ailleurs, en ce qui
concerne le probléme inverse de ’obstacle, s'ajoute au caractére mal posé du probléme de Cau-
chy la non-linéarité liée a l'inconnue géométrique. Gérer cette inconnue peut &tre numériquement
trés complexe. Les méthodes de lignes de niveau, introduites pour la premiére fois en 1988 dans
un article de Stanley Osher et James Albert Sethian?, offrent une maniére élégante de pallier les
difficultés liées a cette inconnue.

L’objet principal de ce mémoire est de proposer une nouvelle méthode de résolution du probléme
inverse de l'obstacle basée sur le couplage de la méthode de quasi-éversibilité et une méthode de
lignes de niveau. La principale caractéristique de cette méthode "par l'extérieur" est qu’elle ne
repose pas sur l'optimisation d’une fonction cofit, contrairement a la plupart des méthodes de
lignes de niveau.

La présente étude se compose de trois parties :

e Premiére partie

Cette partie est consacrée a la résolution du probléme de Cauchy elliptique par la méthode
de quasi-réversibilité. On rappelle au chapitre 1 les principales caractéristiques de ce probléme,
injectivité, non-surjectivité, non-continuité et stabilité conditionnelle. Les résultats sont démontrés
dans le cas simple de 'opérateur A + &, k € R.

Le chapitre 2 est centré sur la méthode de quasi-réversibilité. Nous y introduisons plusieurs
formulations de la méthode, en explorant les points forts et les faiblesses de chacune. Puis, nous
nous intéressons a la résolution numérique effective du probléme en dimension 2, a l'aide d’une
formulation basée sur des éléments finis non conformes. Nous démontrons théoriquement la conver-
gence de la méthode éléments finis vers la solution recherchée. Des résultats numériques viennent
confirmer 'efficacité de la méthode.

Enfin, le chapitre 3 est consacré au probléme spécifique de la gestion du bruit. Une nouvelle
méthode basée sur le principe de Morozov et la dualité en optimisation est proposée. Elle permet
de régulariser la donnée bruitée et de fixer le paramétre de régularisation de la méthode de quasi-
réversibilité. L’étude théorique de cette approche est suivie d’une étude numérique démontrant sa
pertinence et son efficacité.

2[0s88]



e Deuxiéme partie

Nous proposons dans cette deuxiéme partie deux nouvelles méthodes de lignes de niveau adap-
tées a la résolution du probléme inverse de ’obstacle avec condition de Dirichlet. Au chapitre 4,
on rappelle les principales caractéristiques de ce probléme, et on explicite I’approche que 'on va
utiliser pour le résoudre, a savoir "l'approche par l'extérieur". L’idée est de construire une suite
d’ouverts, representés comme ensembles de niveau zéro de fonctions, convergeant vers ’obstacle
recherché.

Les chapitres 5 et 6 présentent deux nouvelles méthodes de lignes de niveau adaptées a cette
approche. Contrairement aux méthodes classiques, pour lesquelles la vitesse dépend du gradient
d’une fonction cofit, les vitesses de ces deux méthodes dépendent explicitement de la solution du
probléme extérieur. La premiére méthode est basée sur la résolution d’une équation de Hamilton-
Jacobi, la seconde sur la résolution d’une équation de Poisson. Nous démontrons théoriquement
la convergence vers 'obstacle des suites d’ouverts construites par ces deux méthodes. Une étude
théorique des paramétres des méthodes est aussi effectuée.

Enfin, le chapitre 7 est consacré a un probléme proche du probléme inverse de ’obstacle, a
savoir le contrdle non-destructif de matériaux élasto-plastiques. Dans ce nouveau probléme, 1’obs-
tacle recherché n’est plus caractérisé par une condition de Dirichlet, mais par une condition du
type |Vu| = cte. Nous montrons que les méthodes proposées s’adaptent facilement & ce nouveau
probléme.

e Troisiéme partie

La troisiéme partie est consacrée aux aspects numeériques du couplage entre la méthode de
quasi-réversibilité et les méthodes de lignes de niveaux développées aux chapitres 5 et 6, ainsi
qu’a la résolution de problémes concrets. On s’intéresse plus particuliérement au chapitre 8 a la
résolution numérique du probléme inverse de ’'obstacle avec condition de Dirichlet. Les principales
étapes numeériques de la résolution sont étudiées, puis de nombreux exemples numériques mettent
en évidence les points forts et point faibles des deux méthodes de lignes de niveau (équation de
Hamilton-Jacobi et équation de Poisson), ainsi que I'impact des différents paramétres sur la qualité
de reconstruction de 1’obstacle.

Enfin, le chapitre 9 est consacré aux aspects numériques propre a la problématique du controle
non-destructif de matériaux élasto-plastiques. Une nouvelle fois, des simulations numériques dé-
montrent l'efficacité de "’approche par l'extérieur".

e Annexes

Trois annexes viennent compléter cette étude. La premiére est consacrée a des rappels théoriques
sur les équations de Hamilton-Jacobi, qui interviennent dans la méthode développée au chapitre
5. On y présente les principaux résultats d’existence et d’unicité utiles a notre étude, ainsi qu’un
résultat récent concernant la décroissance du gradient de la solution de 1’équation en fonction du
temps.

L’annexe B est consacrée aux aspects géométriques apparaissant dans notre étude, principa-
lement & des rappels concernant la notion de régularité du bord d’un ouvert, et sur la notion de
distance, en particulier la distance de Hausdorff, qui joue un réle primordial dans les résultats de
convergence de nos méthodes de lignes de niveau.

Enfin, I’annexe C est la reproduction d'un rapport de recherche consacré aux questions de
stabilité des problémes de Cauchy dans des domaines & bords lipschitziens. Ce travail a depuis fait
'objet d'un article paru dans la revue Applicable Analysis en 2010°.

3[BD10b]
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Premiére partie

Probléme de Cauchy elliptique et
méthode de quasi-réversibilité






Chapitre 1

Probléme de Cauchy elliptique mal posé

Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux problémes de Cauchy pour des équations aux
dérivées partielles elliptiques. Un exemple typique de ces problémes est le suivant : on se donne 2
un ouvert borné connexe de R?, et I' une partie de sa frontiére.

r —

Exemples de configuration.

On suppose que le phénoméne que l'on étudie est régi par une équation de Laplace : Au = 0
dans le milieu. On impose alors un "flux" g; sur I', et on mesure la valeur gy de la fonction u
correspondante sur I'. v vérifie donc

Au =0 dans Q
U = go sur ['
ou - X
5, 91 sur I' (v normale extérieure a Q).

Le probléme de Cauchy consiste alors & trouver u connaissant (go, g1).

Cette problématique se trouve dans divers domaines scientifiques et d’ingénierie : prospection
ou inspection thermique ou électrique, imagerie géophysique ou médicale... Nous allons dans ce
chapitre nous intéresser aux caractéristiques mathématiques des problémes de Cauchy elliptiques :
unicité, non existence, non continuité par rapport aux données, stabilité conditionnelle.

Sommaire
0 I ' 1 < 9
1.2 Non continuité, non surjectivité . . . . . . . v v v v v v v v v b e e e e 13
1.3 Stabilité conditionnelle . . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e 14




8 CHAPITRE 1. PROBLEME DE CAUCHY ELLIPTIQUE MAL POSE

Soit © un ouvert connexe et borné de R%. On introduit I'opérateur suivant :

d
0 Ou
Py := Z B—wz'aij%j +cu

2,7=1
avec a;; € Wh(Q) et ¢ € L®(Q2). On voit facilement que si u € H*(2), on a Pu € H 1(Q), et si
u € H(Q), Pu € L2(Q). On définit

HY(Q,P):={ve H'(Q) | Pve L}(Q)} .

On a directement H2(Q2) C H}(Q, P) C HY(Q).
Propriété 1.1 H(Q, P), muni du produst scalaire (w,v) 1 (q,p) = (¥, V) () + (Py, Pv)12(q),
est un espace de Hilbert.

Preuve : il est direct que (.,.)g1(q,p) est un produit scalaire sur H*(Q, P). Il reste a vérifier que H(Q, P) est
complet pour ce produit scalaire.

Soit donc une suite u, d'éléments de H'($2, P) de Cauchy pour la norme ||.|[g1(q,p). Alors u, est une suite de
Cauchy dans H' et Puy, est une suite de cauchy dans L?, puisque ||un — Um||g1(q) < ||Un — Uml||a1(0,0) €t
|Ptn — Ptml|z2(@) < |[tn — tm||lm1(@,a)- Or H' et L? sont deux espace de Banach®. Il existe donc u € H*(Q2)
et v € L?(Q) tels que

Soit ¢ € C°(2). On a

Ou Oy ) Ou, Op
(Pu,<p>:/n—;aij67ja—mi —l—cutpdw:nll)ngo/Q—ZaijaTja—mi + cup pdz.

Ouy, 0
—/Zaijﬂ—(p +cuntpdw=/Puntpde—°°>/v(pd:v.
Q7 Oz; Oz, Q Q

On a donc Pu =v € L?(Q), d'ot u € H}(Q, P) et u, %) u

On a2 le

Lemme 1.1 soit Q ouvert conneze borné de R, I' une partie lipschitzienne® de sa frontiére,

8 i 9
v le vecteur normal sortant a Q*. Alors Vu € H*(Q, P), o > aij—uui € HY2(I'). De
Ovp Py Oz;

. o} . .
plus, ’application u € HY(Q, P) — GTU € H_l/z(l") est continue et surjective.
P

On a la formule de Green suivante® :

Lemme 1.2 - formule de Green : soit Q ouvert borné conneze de R? & frontiére lipschit-
zienne, v le vecteur normal sortant a Q. Alors V(u,v) € H}(Q, P) x H(Q),

2 [ (2 (o0 2 uray 2 2 ) - (24
a \ 0z; 1]8;1;]' anjawi - 3I/p’ H-1/2 g1/2-

1,j=1

lcf théoréme IV.8 p.57 et proposition IX.1 p.150 de [Bre05]

%cf lemme 2.2 p.131 de [Kav]

pour la définition de cette notion, se reporter & I'annexe B p.191
qui est défini presque partout sur I', cf lemme 4.2 p.88 de [ND67]
Scf [LM68] ou [ND67]
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Le probléme de Cauchy pour cet opérateur se formule de la maniére suivante :

Probléme [Cauchy] : trouver u € H'(Q) tel que

Pu = feL*Q)
go € HY2(I")
3,,P’u, = g1 € H*1/2(I‘)

g
Il

Ce probléme est mal posé (au sens d’Hadamard) : on sait qu’il peut ne pas avoir de solution.
De plus, si une solution existe, elle ne dépend pas contintiment de la donnée (f, go, 91). Néanmoins,
si 'opérateur P vérifie une propriété de prolongement unique, alors cette solution est unique. Nous
pouvons énoncer la propriété suivante® :

Propriété 1.2 - propriété de prolongement unique : supposons qu’il existe A > 0 t.q.
Zijzl ai;(z)é:€; > A€|?, pour presque tout T € Q, V€ € R (stricte ellipticité de l’opérateur
P). Alors si u € HY(Q) vérifie Pu = 0 dans Q, et si il eziste w C 2 ouvert non vide tel que
4 =0 surw, on au=0 sur (2.

Sil’opérateur P vérifie les hypothéses de la propriété précédente (qui ne sont que des conditions
suffisantes pour avoir la propriété de prolongement unique), on aura automatiquement unicité de
la solution du probléme de Cauchy pour P.

Nous allons montrer ces propriétés (prolongement unique, unicité, non continuité, non exis-
tence) pour l'opérateur P := A + k, k € R (on a ici a;; := d;; et ¢ := k). Nous verrons également
les propriétés de stabilité conditionnelle pour cet opérateur. On prend ainsi en compte ’opérateur
de Laplace et I'opérateur de Helmoltz.

1.1 Unicité

Pour k € R, on définit P :=v € H(Q,A) — Pv = Av + kv € L?(Q). Le probléme de Cauchy
pour cet opérateur consiste, pour (go, g1, f) € HY?(I') x H~Y/2(T") x L?(R), & trouver u € H(Q)
t.q.

Au+ku = feL?Q)
U = go€H 1/ 2(P)
du = g€ HYT)
Nous allons montrer que ce probléme admet au plus une solution. Pour cela, comme annoncé
précédemment, nous allons démontrer une propriété de prolongement unique pour l'opérateur

A + k. Nous allons avoir besoin de 'inégalité des trois sphéres, dont une preuve peut étre trouvée
dans le rapport de recherche reporté en annexe’ ou dans [BD10b)].

Propriété 1.3 - inégalité des trois sphéres : soit ¢ € Q et 0 < 19 < 71 < 7o Vérifiant
B(z,72) C Q. Il eziste C >0, s >0 t.q. Vu € H(Q, ),

1
s+1

lullar (Bor)) < CUPUILB(0rs)) + el o)) Nl fe ra

On a aussi besoin du résultat suivant, qui est démontré dans [Sch91] (théoréme 2.9.10 p 256) :

6c’est une conséquence du théoréme 4.2 de [LLO09]
"annexe C
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Propriété 1.4 - théoréme du passage des douanes : si E est un espace vectoriel topolo-
gique, A une partie de E, tout chemin joignant un point de l'intérieur de A d un point de
l’extérieur de A rencontre nécessairement la frontiére de A.

Prolongement unique

Théoréme 1.1 - prolongement unique : soit u € H'(Q) vérifiant Pu =0 dans Q et t.q. 4
eziste un ouvert w C 0, |w| #0, t.q. w =0 dans w. Alors u =0 dans Q.

On propose deux maniéres de démontrer ce théoréme, la premiére (#) utilisant la connexité
par arcs, la seconde (&) la connexité de Q8 :

Preuve # : soit z € w. Notons pmax = d(z,09Q). On a B(z, pmax) C Q. Pour tout p, 0 < p < Pmax, ON a
u = 0 dans B(z, p). En effet, puisque z € w ouvert, il existe pg t.q. B(z, po) soit contenue dans w, et donc u =0
dans B(z, pg). On en déduit directement que Vp, 0 < p < pg, u = 0 dans B(z, p).

Soit maintenant p t.q. pog < p < Pmax- On a Pu = 0 dans B(z, pmax)- |l suffit alors d'appliquer la proposition
1.3 avec 79 = pg, 71 = p €t T2 = Pmax, €t on obtient u = 0 dans B(z, p).

Soit y € Q. Nous allons montrer que il existe d(y) > 0 t.q. v = 0 sur By = B(y, d(y)). Comme Q est ouvert

connexe, il est connexe par arcs®. Il existe donc une application continue v : t € [0,1] — v(¢) € Q t.q. 7(0) = =
et y(1) =y.
Nous allons tout d’abord montrer qu'il existe d > 0 t.q. Vt € [0, 1], B(y(t),d) C Q. Supposons que ce ne soit pas
le cas. Alors, pour tout n € N*, il existe (zn,tn) € 8Q x [0,1] t.q. d(2n,7(tn)) < 1. Comme 8 X [0,1] est un
fermé borné de R%*1, on peut extraire une sous-suite (z,/, t,/) qui converge vers (z,t) € 8Q2x [0, 1]. Par définition,
7(t) € Q. Mais par continuité, d(zn/,y(tn’)) n'eo, d(z,7(t)), et par définition, d(zp/,Y(tn’)) 2% 0, On en
déduit que z = y(t), d'ou (t) € 69, et donc y(t) ¢ Q. Contradiction.

Soit maintenant 0 < p < d. On définit la suite (z,)nen par :

Top =T
Yy siy € B(zn,p)
VneN, Tpi1 =1 Y(tnt1), o0 tpy1 =sup Ty,
Tn={t €10,1]| 7(t) € 0B(zn,p/2)} sinon

La suite (& )nen est bien définie. En effet, pour n € N, si y ¢ B(z,, p), alors la propriété 1.4 montre que T}, est
non vide. ¢,41 est bien défini, t,41 € [0, 1], et donc z,,41 est bien défini.

Montrons que, pour tout n € N, u = 0 sur B(z,,p). Cette propriété est vraie pour n = 0, car p < d, et
B(z,d) € Q = d < pmax. Supposons maintenant qu'il existe n € N tel que u = 0 sur B(z,, p). Si y € B(z,, p),
alors u = 0 sur B(zp4+1 = y,p — d(zn,y)). En appliquant la propriété 1.3 avec 7o = p — d(zn,y), 11 = p et
ro = d, on obtient u = 0 sur B(zy11, p).

Supposons maintenant que y ¢ B(zn, p). Par définition de la borne supérieure, il existe s, € Ty, t.q. sp e,

tn1. Par continuité de vy, v(sp) =, Y(tnt1) = Tny1, et comme OB(zy,, 5) est fermé, z,1 € OB(zp, 5). On
a donc u = 0 sur B(z,11,p/2), et on conclut en appliquant la propriété 1.3 avec 7o = p/2, 11 = petry =d.

Il ne reste plus qu'a montrer qu'il existe n € N t.q. z, = y. Si ce n'était pas le cas, on construirait une suite

(tn)nen € [0,1]N croissante et borné, donc convergente vers to € [0,1], avec Vn € N, t, < ts. Mais par
n—oo

continuité de 7y, Y(t,) —— Y(tw), il existe donc n € N t.q. Y(te) € B(zn,p/2). D'aprés la propriété 1.4, il
existe s € |too, 1] t.q. ¥(s) € 0B(zn, p/2). Donc tp41 =sup Ty > s > tw. Contradiction.

8les notions de connexité et de connexité par arcs sont équivalentes pour les ouverts de R¢, voir [Cha97] par
exemple
®cf proposition 1.8.2 (iv) p.54 de [Cha97]
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Construction de la suite de boules. En rouge, le chemin «y relie les points z et y.

Il ne reste plus qu'a montrer que u est nulle sur . Soit K un compact, K C 2. Ona K C UyEK By. Nous
avons un recouvrement d’ouverts de K, nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini : K C U1 y3 Byn-

On en déduit : N
/ |u|2dm§Z/ lul?dz =0=u=0sur K
K n=1YByn

Comme u € L?(Q), il existe!® (¢n)nen € CX(Q) t.q. ¢n %) u . Notons K, le support de ¢, (K, C Q).

On a vu que u = 0 sur K, donc fK pnudz =0.D'ou :

0:/ (pnud$:/gonudm2.i>/|u|2d$=>

Preuve & : posons A := supp(u)¢ N Q. Par définition, A est un ouvert non vide (w C A). Nous allons montrer
que A est fermé dans Q. Soit z € AN Q. Comme z € Q, on a § = d(z,0Q) > 0. Comme z € A, il existe
y € Atq. y € B(w,g). Comme y € A, il existe g, 0 < 0o < g, t.q. u = 0 sur B(y,d0). On a de plus
B(y,$) C B(z,6) C Q.

Soit maintenant § t.q. |z —y| < § < ¢ etd = § — |z —y| > 0. De deux choses I'une : soit § < &, et dans ce

C B(y,d0) C A, soit 5> do, et en appliquant la propriété 1.3 avec pour centre y, ro = do,

cas, on a B(y,0 n
, on obtient = 0 sur B(y,0). Comme B(z,d) C B(y,0d), on a dans les deux cas u = 0 sur

T = 0 et Ty =
B(z,0) = z € A.
On a donc montré que A est ouvert et fermé dans  connexe, et A est non vide. On a donc!! A = Q, ce qui est

équivalent a .

o~

Unicité

Comme dit en introduction, la propriété de prolongement unique entraine ’unicité de la solution
du probléme de Cauchy. On va avoir besoin de la formule de Green, qui s’écrit trés simplement
dans le cas du laplacien!? :

Lemme 1.3 - formule de Green : soit Q un ouvert borné de R? & frontiére lipschitzienne.
Soit (u,v) € HY(Q,A) x HY(Q). On a :

/ Auvdz +/ Vu.Vvdz = (8,4, V) g-1/2(a0),11/2(00)
Q Q ’

Ythéoréme 2.19 p.31 de [AF75]

1 par définition de la connexité, voir définition 2.9.1 p.253 de [Sch91]

12pour une preuve de la formule de Green dans le cas du laplacien, voir par exemple théoréme 2.4 p.27 + corollaire
2.6 p.28 de [GR86]
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Théoréme 1.2 - unicité de la solution du probléme de Cauchy : soit Q un ouvert borné
de R4, T' C 6Q une partie ouverte, de mesure non nulle et lipschitzienne de la frontiére de
Q. Soit k € R. Soit u € HY(Q) vérifiant :

Au+ku=0 dans Q
u=0 surl
O,u=0 surl

Alors u =0 dans Q.

Preuve : ona Au = —ku € L?(Q) = u € H(Q,A). Soit zg € I', et = un ouvert a frontiére lipschitzienne,
Zo € Et.q. © := QNE soit a frontiére lipschitzienne et =N 0Q C I' (cf propriété B.1 de I'annexe B, p.192). On
pose  =QUZE.

u dans Q
0dans 2\ Q

.Ona e L?Q).
Soit p € C°(E), et1 € {1,...,d}. Ona:

On pose : & =

ot . Op Op
-_— "= =) = — — )D/(E =) = — d
<3:ri , ) D/(2),D(E) (i, awi>D (2),D(8) axz / ug,. &
Comme u € H(O), et © est a frontiére lipschitzienne, on obtient :

ot
<6w ©)Di(),D(E) = /a—tpdm—/a ugor/ldcr—/ sz(pdm

caru=0sur"et o =0sur 8O \T. On en déduit & € H'(Z). De méme :

(Aa790>D’(E),D(E) = <72;A90>D’(E),D(E) = / tApdz = / ulApdz
= e

Comme u € H1(©, A), on peut utiliser la formule de green du lemme 1.3, et on obtient :

Oy ou
/euA(pda:: —/eVu.Vgoda:+/6® W dcr—/ Autpdw—(a » @) H-1/2(80),H1/2(90)

8 o}
Or (6_1:,(,0)[{—1/2(6@)’[{1/2(6@) (au,tp>H w2(r),g1/2(r) = 0 car ¢ = 0 sur 00\T, et 6“ =0surI'. Onadonc:

(Ad, 9)pi(z),D(E) = / Aupdz = / (—ku)pdz = / (—kd)pdz

e e Z
d'ou finalement A4 = —ki dans Z, et & € H'(E, A). B
Finalement, on a & € H*(Z,A), vérifie P4 = 0 dans E, et il existe w := 2\ Q C = tel que & = 0 sur w. En
appliquant le théoréme 1.1, on obtient @ = 0 dans Z, et donc u = 0 dans ©. On a alors Pu =0dans 2 etu =0
dans ©. On peut appliquer de nouveau le théoréme 1.1 dans 2 avec w := ©, et on obtient u = 0 dans (2.



1.2. NON CONTINUITE, NON SURJECTIVITE 13

1.2 Non continuité, non surjectivité

Nous savons maintenant que le probléme de trouver v € H(Q) vérifiant

Au+ku = f € L?(Q)
U =¢gp € Hl/z(l—')
d,u= g1 € HY2(T)
admet au plus une solution. Nous allons maintenant montrer que cette solution ne dépend pas

continfiment du triplet (f, go,g1). Nous en déduirons la non surjectivité de l'opérateur A : u €
HY(Q,A) = (wr, 8upr, Au+ ku) € HY2(T') x H-Y2(T') x L*(Q).

Non continuité

Hadamard a montré dés 1902 [Had02] que la fonction (si elle existe) vérifiant

Au = f € L3(Q)

U=4gp € Hl/z(l—')

Gu=g € Hil/z(l—')
ne dépend pas continument de (f,go,g1). Pour cela, il mit en évidence un contre-exemple en
dimension 2, que nous modifions (trés légérement) ici pour I’adapter au cas de I'opérateur A + k.

On pose Q =0, n[ x ]0,7[ C R%, T' = {0} x |0, «[. Pour n € N, n > /[k], on pose :
1
un(z,y) = 2 sin(ny) sinh(v/n2 — k z)

Il est facile de vérifier que Au, +ku, =0, upr = 0 et Syuyr = —# n? — ksin(ny) pour tout

n. On a donc :

TVn? —
18 tniellr-272r) < 8 unirllzomy = /55— 220
et
|unlla(@,a) > ||unHL2(Q
7r Vn2—k
= 4 n2n? — k \/1—e—47r VAi=k _am/n? — ke 2TVt -k 222, oo
n2y/n? —k

I1 ne peut donc pas exister de constante C' > 0 telle que

[ullz2(,8) < ClllAw + kullL2a) + [[ul ey + 18wl g2

Non surjectivité
Propriété 1.5 A n’est pas surjectif.

Preuve : supposons que A soit surjectif. Alors A est bijectif et continu de H*(Q,A) dans Y := HY/?(I") x
H-Y2(T") x L?(R), qui sont deux espaces de Banach. On en déduit (conséquence du théoréme de I'application
ouverte'®) que A~! est continue, ce qui entraine I'existence de C' > 0 t.q. [|u||g1(q,a) < C||Aully. Or on vient
de voir qu'une telle constante n’existe pas. Contradiction.

Le caractére mal posé du probléme de Cauchy vient donc de la non-existence d’une solution pour
certaines données. La non-continuité par rapport a la donnée implique en particulier des difficultés
au niveau de la résolution numérique du probléme, et oblige a le régulariser. Nous aborderons cette
problématique au prochain chapitre.

13¢f corollaire I1.6 p.19 de [Bre05]
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1.3 Stabilité conditionnelle

Nous venons de voir que les problémes de Cauchy elliptiques sont mal-posés, et trés instables :
on ne peut pas contrdler la norme de I’éventuelle solution de [Cauchy] par la norme de la donnée
du probléme, et le contre-exemple d’Hadamard montre que la norme de la solution peut exploser
quand bien méme la norme des données tendrait vers zéro. Une question naturelle est de savoir si
on peut quantifier cette instabilité. La réponse nous est donnée par les résultats de stabilité pour
les problémes de Cauchy elliptiques.

Pour un probléme de Cauchy, l'unicité nous dit que si Pu = 0 dans Q et v = 8,,u = 0 sur I,
alors u = 0 dans Q. La stabilité consiste & montrer que si ||Pu|, ||[ur|| et [|0,,wr|| sont "petits",

c'est-a-dire que leur somme est plus petite qu'un certain § > 0 "petit", alors ||u|| est plus petite

qu’une certaine fonction f(§) vérifiant f() 820, 0, 4 la condition de se donner une borne sur u

dans une norme plus fine que la norme naturelle.

On se donne  un ouvert borné de R¢ de frontiére C1!, T une partie de Q2. On pose P := A+k,
keR.

On a alors le résultat de stabilité suivant!* :

Théoréme 1.3 pour tout k € |0,1], il existe C > 0 tel que pour toute fonction u € H*(Q) qui
vérifie
|ullgz@@) < M, [[Pul|lr2) + |ullar@r) + [18vul|l2(ry <6,
on a
M

||u||H1(Q) < CW-

La borne supérieure k = 1 ne peut pas étre améliorée dans cette estimation. Elle dépend de la
régularité du bord : supposons donc que le bord de T n’est plus C'!, mais juste lipschitzien. On

suppose que I' reste une partie C1! de ce bord. On sait alors qu'il existe 6 € ]0, g[ tel que Q

vérifie la propriété du 6-cone'®. On définit

o 1sin(f) (1 —e %)
wo(8) = i‘ilg 2\/1+z —sin(6)’

On suppose également que k n'est pas valeur propre de ’opérateur —A dans €2. On a alors les deux
théorémes suivants, dont les preuves se trouvent dans [BD10b], article que nous avons reporté en
annexe, et dans lequel on trouve des expériences numériques en accord avec les résultats ci-dessous.

Théoréme 1.4 pour o € [0, 1], pour tout k € |0, (1 + a)ko(8)/2[, il existe C, 0y tels que pour
tout § €]0,80[, pour tout u € CH*(Q) vérifiant Au € L?(Q) et

lullora@y < M,  [|Pull2) + llullar @) + 18wl 2y < &

avec M > 0 constante, on a
M

||u||H1(Q) < CW-

Si nous me supposons pas I' CLl, l’estimation reste vraie pour les fonctions u vérifiant
u=0,u =0 sur ', toutes choses égales par ailleurs.

M“yoir [Boul0]
Y5yoir la définition B.2 et le théoréme B.1 p.192
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Théoréme 1.5 en dimension 2 (resp. en dimension 3), pour tout k € ]0,k0(6)/2[ (resp.
k €10,k0(0)/4]), il eziste C et §y tels que pour tout & € ]0,d0[, pour toute fonction u € H?(Q)
qut vérifie
lullme) < M, ||Pullpeq) + l[ullgr @y + 10,ul| L2y <0
avec M > 0 constante, on a
M
<Cr——r——.

Si nous me supposons pas I' CHY, l’estimation reste vraie pour les fonctions u vérifiant
u = 0,u =0 surT', toutes choses égales par ailleurs.

Remarque : ces résultats ont pour conséquence l'unicité de la solution du probleme de Cauchy dans
CY* et H?,

Remarquons que lorsque 6 tend vers 7, c’est-a-dire quand la frontiére de 2 se rapproche d’une
régularité C1!, on a ko(8) qui tend vers 1. On retrouve ainsi I’estimation de stabilité du théoréme
1.3 pour une fonction C1*(Q) C H?(R). A I'opposé, lorsque @ tend vers 0, I’estimation se dégrade,
ce qui est cohérent avec le cas limite ot le domaine présente un cusp, pour lequel I’estimation n’est
plus en 1/1n, mais en 1/(Inoln) (voir [ABRV00]).

1

09 |
08|
07
06
05
04|
03} -
02| rd

01 "

0 — L L L L L L
0 16 8 3116 4 51716 318 71716 2

ko(f) pour 6 € [0, Z].

On voit que la dépendance de u vis-a-vis de Pu, sa trace et sa trace normale est logarithmique,
ce qui est caractéristique du caractére mal posé du probléme. Remarquons que ces résultats sont
des résultats de stabilité conditionnelle, on obtient une estimation de la norme H' si l'on sait
borner une norme plus fine. Ces résultats nous serviront a obtenir une vitesse de convergence de
notre méthode de résolution du probléme de Cauchy.
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Chapitre 2

La méthode de quasi-réversibilité

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la résolution de problémes de Cauchy elliptiques.
L’exemple le plus simple de tels problémes est celui concernant 'opérateur laplacien : on se donne
Q ouvert borné connexe de R?, de frontiére Q que 1’on supposera suffisamment réguliére. On note
v la normale sortante a 2. On pose I' C 992 et I'. C 92 deux parties ouvertes non vides de 02
vérifiant ' NI, =0, TUT, = 69Q.

T L

Configurations géométriques possibles.

Probléme [Cauchy] : pour (go,g1) € HY/?(I') x H~Y/?(I"), trouver u € H'(Q) vérifiant

Au = 0dans Q
u = gosurl'
ou = gpsurl.

Nous avons vu au chapitre précédent que ce probléme admet au plus une solution. On peut donc
légitimement essayer de trouver cette éventuelle solution. Nous avons aussi vu que ce probléme est
mal posé, et trés instable. Cette instabilité théorique entraine une forte instabilité numérique. Il
est dés lors nécessaire de régulariser le probléme [Cauchyl], si I'on veut construire des méthodes
numeériques de résolution robustes.

I1 existe de nombreuses méthodes de régularisation adaptées au probléme [Cauchy]. Une grande
famille de méthodes repose sur une approche inspirée du contrdle optimal : la minimisation d’une
fonctionnelle en prenant des fonctions de I'. comme parameétre de minimisation. Jacques-Louis
Lions dans [Lio68] est & notre connaissance un des premiers & avoir étudier théoriquement une
méthode de ce type!, et Jacques Blum 1'a utilisée dans des problémes d’identification de plasma?Z.

Lvoir les parties 5.3 p.85 et 6.2 p.88 de [Lio68]
*[Blusg]

17
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[lustrons ces méthodes avec I’exemple de la fonctionnelle de Kohn-Vogelius : introduite initialement
dans [KV85] pour un probléme d’identification de paramétre, et dans [LL83] dans le cadre de
I’estimation a posteriori de maillage, elle peut également étre utilisée pour résoudre le probléme
[Cauchy] ([BFO05], [ABF06]). L'intérét de cette fonctionnelle par rapport aux fonctionnelles coiits
introduites antérieurement, notament celle introduite dans [Lio68|, est qu’elle permet de traiter
symétriquement la donnée de Dirichlet gy et la donnée de Neumann g;.

Remarquons tout d’abord que I'on peut sans perte de généralité supposer gy = 03. On pose les
deux problémes suivants :

Probléme [D] : pour p € Hal*(T.) = {,u € HY2(I.)|3v € HY(Q), vr =0, yjr, = ,u}, trouver

Aup(p) = 0dans Q
up(p) € HY(Q) t.q. up(p) = OsurT
up(p) = psur ..

Auy(n) = 0dans Q
Probléme [N] : pour u € H&éz(l"c), trouver un(p) € H*(Q) t.q. { dun(p) = gysurT
uny(p) = psurl..

Ces deux problémes sont bien posés. Remarquons alors que si 'on trouve u € H(%z tel que

(wp(p)ir, Bvup(p)r) = (un(p)r, Svun(p)r)

on aura alors
(up()r,8yup(p)r) = (0,91), Aup(p)=0dans Q

d’ott up(u) = u = un(p) par unicité de la solution du probléme [Cauchy]. L’idée est donc de
minimiser 1'écart entre up(u) et un(u), c’est-a-dire la fonctionnelle de Kohn-Vogelius :

1
FKV =uE Hééz(]-—‘c) = 5 /Q |qu(,u’) - VU’N(“)F dz.

5’1l existe une solution u au probléme [Cauchyl], alors il existe un unique A € Hééz(l"c) tel que

Fxy(X) =0, et donc u = up(A). Tout 'enjeu est alors de parvenir & minimiser la fonctionnelle de
Kohn-Vogelius.

D’autres méthodes basées sur le contréle optimal existent. Citons notament l'article [CDJP01],
ou est présentée une méthode de résolution du probléme [Cauchy] basée sur des résolutions suc-
cessives de problémes d’optimisation régularisés, le terme de régularisation tendant vers 0 au fur
et & mesure des itérations. La suite ainsi construite converge vers la solution du probléme.

Dans cette étude, nous avons utilisé une autre méthode de régularisation de problémes ellip-
tiques : la méthode de quasi-réversibilité, introduite pour la premiére fois par Lattés et Lions en
1967 [LL67]*. Elle repose sur la constatation suivante : si avoir sur une méme partie du bord
la donnée de Dirichlet et de Neumann pour un probléme elliptique d’ordre 2 (typiquement avec
l'opérateur laplacien) est une difficulté, un tel couple peut en revanche étre vu comme une condi-
tion aux limites de Dirichlet pour un probléme elliptique d’ordre 4 (typiquement un bi-laplacien).
L'idée est alors de régulariser le probléme de Cauchy par une famille de problémes variationnels

Scomme go € H'/?(T), il existe R(go) € H'(Q) t.q. R(go);r = go. On pose alors @& 1'unique fonction de H(f)
vérifiant A% = 0 dans Q et & = R(g) sur 8. On voit alors que & = u — &, ol u est I’éventuelle solution de [Cauchy],
vérifie At =0dans Q, 4 =0sur I"et 8,4 = g1 — O, 4 sur I

“I’application de la méthode de quasi-réversibilité & des problémes de Cauchy elliptiques ne constitue qu'une
petite partie de [LL67], ou elle est utilisée pour résoudre de nombreux autres types de problémes mal posés
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elliptiques d’ordre 4 bien posés dépendant d'un paramétre de régularisation ¢, dont les solutions u,
tendront vers la solution du probléme de Cauchy lorsque € tendra vers 0. Cette méthodologie traite
symétriquement les données de Cauchy gg et g1, et, une fois les problémes d’ordre 4 discrétisés,
fournit la solution approchée u, en une unique résolution de systéme linéaire (soit en une unique
inversion de matrice).

Dans ce chapitre, nous étudions plusieurs formulations de la méthode de quasi-réversibilité,
avant de nous intéresser a sa discrétisation par éléments finis.
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Probléme de Cauchy

Soit © un ouvert borné de R4, T une partie lipschitzienne de sa frontiére. On se donne (go, g1) €
HY2(I') x H=Y/2(T). On se donne a;; € WH*(Q) pour 4, j € {1...d}, et ¢ € L®(Q). On définit
alors l'opérateur

d
0 ou
)= HY(Q i — HY(Q).
u € ()b—)ijzl<8$ia]8$j>+cu€ (Q)

On note H}(Q, P) := {v € H(Q) | Pv € L?(Q)}. On rappelle que l'application
1 : ou 1/2
ueH(Q,P)—~ Y Qg Vi €H” /2(1)
1,7=1 J

est continue et surjective. On suppose que P vérifie les hypothéses de la propriété 1.2 p.9.
Nous nous intéressons au probléme de Cauchy suivant :

Probléme [Cauchy] : pour (go,g1) € HY/?(I') x H~Y/2(I"), trouver u € H'(Q, P) vérifiant :

Pu =0 dans
u = go sur ['
Oypu =g sur '

On sait (voir chapitre précédent) que ce probléme admet au plus une solution u. Comme il est mal
posé (la solution éventuelle ne dépend pas continiiment des données), il faut le régulariser pour
pouvoir le résoudre numériquement.
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2.1 Différentes formulations

2.1.1 Formulation dans H!(Q, P)

On définit les espaces fonctionnels
V.= {’U € HY(Q,P) | vr = go et Bypur = gl} Vo = {'u € HY(Q,P) | Yr = O,pUr = 0}.

Il est intéressant de noter que si Vj est non vide, puisque C°(Q2) C V%, il est possible que V' soit
vide. En effet, on a la

Propriété 2.1 l'application u € H'(Q, P) — (u,8,,u) € H/?(I') x H™Y*(T') n’est pas surjec-
tive.

Preuve : on va d'abord s'intéresser a la fonction go : z € |—1,1[ — +/z si ¢ > 0, 0 sinon. On a trivialement
go € L*(]-1,1]), et go ¢ H'(]—1,1]), ce qui implique go ¢ H32(]—1,1[). Nous allons montrer que gy €
HY2(]—1,1[). Pour cela, nous allons utiliser la caractérisation de H'/2(]—1, 1[) suivante® :

Hl/z(]—l,l[):{geLz] 1,1] |/ / |m_y|2 2dyd:c<oo}

On est donc amené a calculer

1 2
/ / 190(2) =90 (W) 4, 4, _/ e e = /iF dyd:v+/ / — —dydz
|$—y| o [zl va—yl

dy dz
/‘/1m—m2y
Tout d'abord, on a

0 p1 0o pl,
/ / y 2dyd:v:/ / %dydm
1o |z -yl 1Jo (y—2)

On a alors, par Fubini®,

1 00 z
——— dydz = In(2).
L )

Reste a estimer le dernier terme : remarquons que (z — y)* = (= — ,/¥)? (v + /¥)?. On a donc

[t [ ] wtame

Utilisons ensuite le fait que (v/z + /¥)* > z + y, ce qui nous donne

Lt [ e (5

Scf théoréme 7.48 p.214 de [AF75], ou définition (3.48) p.81 de [ND67]
®théoréme IV.5 de [Bre05]

) dz = 21n(2).
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On a donc”

/ /1 90(@) = 90(y) " |$_y|2 W)I* dy dz < 41n(2)

ce qui implique go € H?(]—1,1[). Il est clair que I'on a plus généralement go € H?(]—a,a[) et go ¢
H3/%(]—a, a[) pour tout a > 0, la singularité de go se situant en 0.

Nous allons maintenant construire notre contre-exemple. Posons Q1 :=]-1, 1[x]0, 1[, 2~ :=]-1, 1[x]—1, 0],
F=]-1,1[x {0} et Q := Qt U Q.

e

Q|

Soit g1 € H~'/?(]—1,1]) quelconque. Supposons que I'on peut relever (go,g1) par une fonction ut ¢
H(QF,A) et par une fonction v~ € H}(Q~,A). Alors si on définit

ut sur QF
u~ sur Q

U=

onawu € HY(Q,A) qui vérifie ur = go. Soit ¢ € CX(]—1,1[) vérifiant ¢ = 1 sur |-0.5,0.5[. On pose
P(z,y) = o(z)p(y) € CX(R), et on a Ypu € H(Q,A). De plus, le support de 1 u inclus dans Q. Si on pose

.| YusurQ
YT osurR2\ @

onad € HY(R? A), et donc par régularité elliptique®, on a & € H?(R?). On en déduit que la trace de @ sur
]—0.5,0.5[x {0} est un élément de H3/2(]—0.5, 0.5]). Or cette trace vaut go, et on a vu que go ¢ H3/2(]—0.5,0.5]).

Contradiction.

Nous allons nous intéresser au probléme suivant :

Probléme [quasi-réversibilité H'] : pour € > 0, trouver u € V tel que pour tout v € V, on
ait

(Pu, P’U)Lz(ﬂ) + E(U,'U)HI(Q) =0.

Quelques considérations sur ce probléme avant de continuer : la forme variationnelle
(Pu, Pv)p2q) + (%, v) a1 ()

ne provient en aucune fagon d'intégrations par partie a partir des équations du probléme [Cauchy].
Elle correspond & un probléme d’ordre 4, et son traitement par éléments finis® devra s’adapter &
cette contrainte.

Propriété 2.2 le probléme [quasi-réversibilité H'] admet une unique solution u, si et
seulement s1 V est non vide.

"en fait, on a fjl fjl % dydz = 61n(2)—2, mais cette valeur est moins rapide & obtenir que la majoration
par 41n(2)

8voir théoréme 3.1 p.137 de [LM68]

9ce qui n’est pas la seule possibilité, nous en reparlerons plus tard
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Preuve : il est évident que si le probléme [quasi-réversibilité H'] admet une solution, cette solution est
dans V', et donc V' est non vide. Il faut maintenant prouver |'autre implication : on suppose donc V' non vide.
Soit @ € V. On va chercher @ € Vy vérifiant

(Pﬂ,,P’U)Lg(Q) + E(ﬁ,U)Hl(Q) = —(Pﬁ,P’U)Lz(Q) — E(ﬁ,U)Hl(Q), Yv € V.

Remarquons tout d'abord que V5 est un sous-espace fermé de H'(S2, P), par continuité des applications u ur
et u — 8,,ur. Muni du produit scalaire de H'(2, P), c’est donc un espace de Hilbert. Ensuite, I'application
bilinéaire

ac = (u,v) € Vo x Vo = (Pu, Pv) 12 (q) + &(u,v)m1(a)

est continue et coercive sur Vg, puisque
ae(u,v) < (L+¢)|lullar@pllvai@p), ac(u,v) > min(L,e)llulfm g p)-
D’autre part, I'application linéaire
l:=veVo— —(Pi, Pv)r2q) — €(d,v)r1(q)

est continue, puisque |I(v)| < (1 + €)||d||g1(q,p)l|v||a1(Q,P). L'existence (et l'unicité) de i est donc assurée
par application du théoréme de Lax-Milgram!®. On remarque alors que u. := % + @ est solution du probléme
[quasi-réversibilité H'].

Supposons alors que I'on ait deux solutions u; et us au probléme. On remarque que w := u; — uy est un
élément de Vp qui vérifie a.(w,v) = 0, pour tout v € V4. Par unicité de la solution de ce probléme (Lax-Milgram),
on aw =0, soit u; = us.

Théoréme 2.1 supposons qu’il eziste une (unique) solution u au probléme [Cauchy]. Alors
ue solution du probléme [quasi-réversibilité H'] eziste, et on a

e—0

Ug
H'(Q,P)

Nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.1 Soit X un espace topologique, et (us)s>o € XRE vérifiant : il existe u € X tel
que pour toute suite (0,)nen € (RN vérifiant 6, =3 0, il eriste une sous-suite 0, telle que

n— oo §—0
us, — u. Alors ug — u .

Preuve : supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe un voisinage V(u) de u et une suite 6, — 0 tels
que Vn € N, us, ¢ V(u). Par hypothése, il existe une sous-suite §,,: de &, telle que u;s "% u. Donc pour n'

suffisamment grand, us_, € V(u). Contradiction.
]

Preuve du théoréme 2.1 : si u solution de [Cauchy] existe, alors u € V', donc V' # 0, ce qui implique par la
propriété précédente |'existence de u. solution de [quasi-réversibilité H'].
Par définition, on a, pour tout v € Vj,

(Pug, P’U)Lz(g) + E(uE,U)Hl(Q) =0.
En prenant v := ue — u € V4 dans cette expression, et en utilisant Pu = 0, on obtient
| Pucl|?2(q) + €(ue, ue — u)mi@) =0 (o)

d’ou
(e, ue —u)mr(@) < 0= [Jucllmr@) < ||ulla@)-

9%héoréme V.8 de [Bre05]
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En soustrayant €(u, ue — u)g1(q) dans (&), on obtient
||Pu5||%2(9) +ellue — “||12HI(Q) = —e(u,ue —Wmia) (W)
d'ou
ellus — ullqy < ellulla @ llus — ullas @) = lle — ullm @) < lulla:@)-
On revient alors & (#), qui donne
1PucllZa) < el(u, ue — w)m(a)| < ellullm@llue — ullar@) < ellullfng

et finalement

|Puellz2(@y < Vellull gy < 0

Soit €, € (RT)Y vérifiant £, “—=5 0. On note uy, := ug,. On a vu que ||un||g1 (@) < ||ul|m(q). De plus
Pu,, tend vers 0 dans L*(Q2). On en déduit I'existence d'une constante C' > 0 telle que ||un||p1(q,p) < C, et
donc!! I'existence d'une sous-suite u, et d'un élément w € H'(Q, P) tels que u, tend faiblement vers w dans
HY(Q, P).

Comme P est fortement continu de H!(2, P) dans L?(f2), il est faiblement continu'?, d'oti I'on a Pw = 0 = Pu.
D’autre part, V est fermé (par continuité de la trace et de la trace normale de H*(Q2, P) dans H/2(T") x H~*/3(T"))
et convexe, donc il est faiblement fermé!3. On en déduit que w € V, et donc w = go = u et 8,, w = g1 = 8, u
sur I'. Par unicité de la solution de [Cauchy] dans H!(Q, P), on a donc w = u.

De (#), on tire alors

Nun — ullzr) < (%, un — w)gi @) =—2 0

et donc u,, tend fortement vers u dans H'(f2), et finalement dans H'(Q2, P) (puisque Pu, tend vers Pu).

e—0

Le lemme 2.1 nous donne finalement : | u.
HY(Q,P)

Le probléme [quasi-réversibilité H'] apparait comme une régularisation du probléme de
Cauchy st l’ensemble V' est non vide. Cette condition est trés problématique : en effet, si nous
perturbons légérement les données (gp,91) du probléme de Cauchy, ou, autrement dit, si nous
n’avons a notre disposition que des données bruitées (gf)S , gf), la propriété 2.1 nous dit que nous
ne sommes pas siir de 1’existence d'un relévement H(, P) de ces données, et donc de l'existence
d’une solution au probléme [quasi-réversibilité H'].

Pour remédier a cette difficulté, nous allons proposer trois nouvelles maniéres de formuler le
probléme de quasi-réversibilité : 'une faisant intervenir une formulation mixte du probléme, les
deux autres une formulation H? du probléme.

2.1.2 Formulation mixte

On suppose ici Q ouvert borné de R? a frontiére lipschitzienne, avec 8Q =T UT,, ' N T, = 0,
IT'| >0, |T'¢| >0, I et I'c ouvert. On définit les espaces

Ho:={ve H'(Q)|yr =0}, H:={vecH Q)|vr=g0}, He:={veH(Q)|vr, =0}.
On a CX(2) C Hy et CP(Q2) C H,, donc ces deux ensembles sont non vides. Et par surjectivité

de I'opérateur trace de H'(2) dans H'/?(I")!4, on a également H non vide.
On s'intéresse au probléme suivant :

M proposition V.1 p.78 et théoréme I11.27 p.50 de [Bre05]
2théoréme II1.9 p.39 de [Bre05]

13théoréme II1.7 p.38 de [Bre05]

“théoréme 1.5.1.3 p.38 de [Gri85]
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Probléme [quasi-réversibilité mixte] : pour o > 0 et > 0, chercher (u,p) € H x H. t.q.
pour tout (v,q) € Hy x H,

Op Ov
/Z zjafjaw :1:—/9cpvd:c+a(u,v)H1(Q):0

ou Bq
/QUZZ: 9 5z, oz dz — /chqdfv — 1P, D) — (0, Dr2(9) = (91, O E-172(r), 51/2(1)

Cette formulation du probléme de quasi-réversibilité a été introduite par L. Bourgeois dans
[Bou05], pour le cas P := A (a;; = di;, ¢ = 0). Les preuves s’adaptent sans probléme pour
l'opérateur P général. Pour simplifier les notations, on pose 7 := (a, 7).

Propriété 2.3 V (go,91) € HY?(') x H-Y/2(T"), le probléme [quasi-réversibilité mixte]
admet une unique solution (ur,pr).

L’intérét de la formulation mixte de la quasi-réversibilité, par rapport a la formulation H?,
apparait dans le cas ol nous avons des données bruitées (gg, g‘f). Pour peu que ces données soient
réguliéres (i.e. (¢3,9{) € HY?(I') x H~Y/2(I")), le probléme [quasi-réversibilité mixte] aura
toujours une solution. De plus, on voit que le probléme est d’ordre 2, ce qui signifie que l'on
va pouvoir discrétiser le probléme avec des éléments finis classiques, par exemple les éléments
finis de Lagrange P;. L’étude de la discrétisation du probléme [quasi-réversibilité mixte] par
éléments finis se trouve dans [Bou05].

Théoréme 2.2 s1 le probléme [Cauchy] admet une solution u € H'(Q), et si n est choisi
comme une fonction de o vérifiant

lim —— =0
a—0 n(a)

alors la solution (U (a), Pr(a)) du probléme [quasi-réversibilité mixte] tend vers (u,0) dans
HY(Q) x HY(Q) lorsque o tend vers 0.

La formulation mixte permet donc de régulariser le probléme de Cauchy pour 'opérateur P. 11
est intéressant de noter le lien entre la formulation mixte de la quasi-réversibilité, et la formulation
H' de la quasi-réversibilité :

Propriété 2.4 si le probléme [quasi-réversibilité H'] admet une (unique) solution u.,
alors la solution (u,,p;) du probléme [quasi-réversibilité mixte] awec T := (g,n) tend
vers (ug, —Pug) dans HY(Q) x L?(Q) lorsque 1 tend vers 0.

On peut donc voir le probléme [quasi-réversibilité mixte] comme une régularisation du
probléme [quasi-réversibilité H']. Nous pouvons résumer les avantages et inconvénients de la
méthode de quasi-réversibilité basée sur la résolution du probléme [quasi-réversibilité mixte]
dans le tableau suivant :

Probléme [quasi-réversibilité mixte]

Avantages Inconvénients
Probléme bien posé pour tout Introduction d’une nouvelle inconnue p
(90,91) € HY? x H1/? — double la taille du probléme

Forme variationnelle dans H' || Introduction d’un second paramétre de régularisation 7
— éléments finis classiques — deux parameétres a fixer
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2.1.3 Formulations dans H?(Q)

On suppose maintenant Q ouvert borné de R%, I' C 892 une partie C*! de la frontiére de Q. On
sait alors'® que 'application u € H2(Q) — (ur, 8ypur) € H3/2(T") x HY/?(T') est continue et surjec-
tive. On a donc, pour tout (go,91) € H¥?(T)xHY?(T"), V := {v € H?*(Q)|v = go et 8,,v = g1 sur '}
ensemble non vide.

On pose Vp := {v € H?(Q) |v = 8,,v = 0 sur I'}, qui bien sfir est aussi non vide. On redéfinit
le probléme de Cauchy :

Probléme [Cauchy] : pour (go,g1) € H3?(T') x HY/?(T"), trouver u € H?(Q) t.q.

Pu =0 dansQ
u =go surl
Op =g1 sur

On recherche donc une solution plus réguliére (H*(Q2, P) — H?(Q)) & partir de données plus
réguliéres (H'/?(I')x H—Y/2(I") — H3/?(I') x H'/?(I")) sur une partie du bord plus réguliére (C%! —
cthy.

Formulation avec relévement
Soit % € V' un relévement de la donnée (go, g1). On pose le probléme suivant :

Probléme [quasi-réversibilité H? avec relévement] : pour £ > 0, trouver u € Vj tel que
pour tout v € V4,

(Pu, Pv)12(q) + €(u, v) g2 () = —(P1, Pv)L2(g)

Propriété 2.5 le probléme [quasi-réversibilité H? avec relévement] admet une unique
solution u,.

Preuve : application directe du théoréme de Lax-Milgram.

Théoréme 2.3 supposons que le probléeme [Cauchy] admette une solution u. Alors

. €—0
U +U — U.
H?(Q)

Preuve : si u est solution du probléme [Cauchy], alors @ := u — @ est I'unique'® fonction vérifiant 7 € V; et
Pt = — Pt dans Q. Pour obtenir le résultat, il suffit de montrer que u. tend vers %. Or, pour tout v € Vp, on a

(Pue, Pv)p2(q) + €(ue, v)g2(q) = —(P1, Pv)p2(q) = (P4, Pv)r2(q)
d'on
(P(us — ’EL), P’U)Lz(g) + 6(u€,U)H2(Q) =0

et
(P(us — ﬁ), P’U)Lz(g) + 8(11,5 — ﬁ,’U)Hz(Q) = —E(ﬁ,v)Hz(Q).

15théoréme 1.5.1.5 p.38 de [Gri85]
Ypar unicité de la solution du probléme de Cauchy : trouver u € V; t.q. Pu = f € L*(Q)
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En prenant v := ue — @ € Vp, on obtient
1P(ue — @) |[72(q) + ellue — lliaiq) = —€(f, ue — @)m2(a)
d'ou I'on tire
[ue — Gll320) < (@, ue — Daz@)l,  ue — dllarz(@) < ldllaz@),  [1P(ue — )llz2(@) < Vellillm()-
Soit €, 225 0. Posons wy, := ue, — % € Vp. On voit que wy, est une suite bornée dans H?, on peut donc

extraire une sous-suite w,: qui converge faiblement vers w € HZ%(2). Comme Vp est convexe et fermé, il est
faiblement fermé, et on a w € V4. De plus, on a

Tl,—POO

1Pwn @) < Vewlilneg@) === 0

et donc Pw = 0. Par unicité de la solution du probléme de Cauchy dans V4, on en déduit w = 0, soit w, tend
faiblement vers 0.
On a alors

||u5n, — 72||H2(Q) S (‘Il,wn/)Hz(Q) H.i) 0

. o 0 .
et donc u, , tend fortement dans H? vers . On déduit alors du lemme 2.1 : u, < 4.

Formulation sans relévement

La formulation H? sans relévement de la quasi-réversibilité est trés proche de la formulation
H!. On pose le probléme suivant :

Probléme [quasi-réversibilité H? sans relévement] : pour € > 0, trouver u € V t.q. pour
tout v € Vg,

(P'U,, P'U)LZ(Q) + S(U,'U)HZ(Q) =0.

Propriété 2.6 le probléme [quasi-réversibilité H? sans relévement] admet une unique
solution u,.

Preuve : identique a celle de la proposition 2.2.

|
Théoréme 2.4 si le probléme [Cauchy] admet une (unique) solution u, alors
e—0
© H2(q)
et on a ||P(us — u)l|z2(q) < Vellullm(a)-
Preuve : identique a celle du théoréme 2.1.
|

Remarquons que dans le cas de 'opérateur A + k, les résultats de stabilité conditionnelle pour le
probléme de Cauchy que nous avons énoncés p.15 nous donnent une estimation de la vitesse de
convergence de la méthode de quasi-réversibilité. En effet, nous avons la
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Propriété 2.7 on se place en dimension 2 ou 3, et on suppose que ) vérifie la propriété du
g-cone, pour 6 € |0, %[17. On suppose P .= A+ k, k € R n’étant pas une valeur propre du
laplacien dans Q. On note

1sin(8) (1 —e %)
Ko(6) :=sup - .
o(6) m>%2 Vv1+z —sin(6)
Alors pour tout k € ]0,k0(0)/s[, avec s = 2 en dimension 2 et s = 4 en dimension 3, il existe
C >0 et gy > 0 tels que pour tout € € ]0,&[, on ait

1
— < R
||u6 UHHI(Q) — C(ln(l/s))n

Preuve : le théoréme 1.5 p.15 nous dit que pour tout « € ]0, ko(6)/s], avec s = 2 en dimension 2 et s = 4 en
dimension 3, il existe C > 0, o > 0 tels que pour tout § € ]0, §[, pour toute fonction v € H?(Q) vérifiant

lvlla2@) < M, ||Pvllzzq) + l|vlla @) + 10.v]lz2r) < 0
on a
M
In(M/6))*"

Il suffit alors de remarquer que le théoréme 2.4 implique I'existence de €y > 0 tel que, pour tout €, 0 < € < g,
on ait

llv]| () < C'(

lue—ullre@) <1, (1P (ue—w)llz2(a) +llue —ullar o) 1180 (ue —w)llz2(ry = [1P(ue—w)llz2(@) < Ilull2(a) Ve < do.
Le résultat suit.
]
Si la frontiére de 'ouvert est plus réguliére, la vitesse de convergence est améliorée :

Propriété 2.8 supposons que la frontiére de Q soit Ctt. Alors pour tout k €10, 1], il exziste
C >0 et ey >0 tels que pour tout € € |0, e[, on ait

1
_ < [ —
||'U,3 u”Hl(Q) = C(ln(l/s))n

Preuve : il suffit de remplacer le théoréme 1.5 par le théoréme 1.3 dans la preuve précédente.

Quelques remarques sur les formulations H?

Les deux formulations H? de la quasi-réversibilité présentées passent par deux problémes qui
sont toujours bien posés si la donnée (go,g:1) est suffisamment réguliére (c'est-a-dire H3/2(T) x
HY 2(T")) et permettent d’approcher la solution du probléme de Cauchy. On a donc proposé deux
régularisations du probléme [Cauchy].

Remarque : les formulations H? avec et sans relévement correspondent a des solutions différentes.

Plus précisément, si nous notons 4. la solution du probléme de quasi-réversiblité H? avec relévement
4, et uz la solution du probléme de quasi-réversibilité sans relévement, on a 4. + 4 # u.. En effet, st
on note ve := U + U — ue, 0N a Ve € Vg et v, vérifie

(Pve, Pv)2(q) + €(ve, v)r2(q) = €(4,v)m2(0), Vv € Vo.
et donc ve # 0.

Ces deux méthodes reposent sur la résolution de formulations variationnelles posées dans H2.
Pour résoudre ces problémes, nous allons devoir utiliser des éléments finis adaptés, c’est-a-dire :

1"yoir annexe B. Rappelons en particulier que cela implique que la frontiére de Q est lipschitzienne
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— soit des éléments finis conformes H?2, qui demandent de trés nombreux degrés de liberté afin

d’assurer la conformité

— soit des éléments finis non conformes, moins riches en degrés de liberté.

Pour quelques exemples d’éléments finis des deux catégories, se référer a [CiaT78].

Afin de ne pas aboutir & des problémes numériques de trop grande taille, nous avons choisi
dans cette étude d’utiliser des éléments finis non conformes. Ceci a une incidence directe sur le
choix de la formulation H? du probléme de quasi-réversibilité : en effet, il est difficile de construire
un relévement adéquat de la donnée, car la fonction valant "ce qu’il faut" sur les degres de liberté
du bord, et 0 partout ailleurs, relévement habituellement construit pour ce genre de probléme,
n’est pas une fonction de H2. Pour mettre en évidence la difficulté, intéressons nous & un probléme
abstrait.

La formulation H? avec relévement du probléme de quasi-réversibilité peut étre schématique-
ment représentée par un probléme du type : trouver u € Vy tel que

a(u,v) = -b(4,v), Vv € 1.

avec 4 un relévement d’une donnée, a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive sur H2, b(d, .)
une forme linéaire continue sur H?, et V; les fonctions de H? valant 0 sur le bord. Supposons que
nous voulions discrétiser ce probléme par éléments finis conformes H?, basés sur une triangulation
du domaine de finesse h. Nous aurions un espace d’éléments finis Vj, vérifiant V;, C H?, et l'espace
Vh,0 des fonctions de V}, valant 0 sur le bord vérifierait Vo C V5. On chercherait alors up € Vi
vérifiant

a(up, vn) = —b(d,vp), Vup € Vip.

Or, comme pour tout h, Vo C Vg, on a aussi
a(u,vn) = —b(4,vp), Vun € Vip.

On voit que si I’on soustrait les deux égalités, le relévement de la donnée disparait. Il n’intervient
donc pas dans ’étude de la convergence de la solution du probléme discret vers la solution du
probléme continu. Autrement dit, on peut prendre n’importe quel relévement de la donnée dans
la formulation discréte du probléme, y compris la fonction de V}, valant "ce qu’il faut" sur le bord
et 0 partout ailleurs, cela n’a pas d’influence sur la convergence des éléments finis.

Si on décide d’utiliser un espace W3 d’élements finis non-conformes, on a W, ¢ H?, et H> ¢ Wj,.
On ne peut donc plus utiliser les formes a(.,.) et b(.,.). On utilise dans ce cas des formes approchées
an(.,.) et by(.,.), et le probléme discret que l'on cherche & résoudre est de la forme : trouver
up € Wh tel que

ah(uh,'uh) = —bh(ﬁh,'uh),V'uh € Wh,o

avec 4y, € Wp, un relévement discret de la donnée, qui ne peut pas étre utilisé dans la formulation

continue du probléme, puisque ce n’est pas un élément de H2.

Pour assurer la convergence théorique des éléments finis, on utilise comme relévement discret
la projection sur W, d’un relévement H? de la donnée indépendant de h. En pratique, on est alors
confronté a des difficultés :

— on ne connait pas forcément de relévement continu de la donnée, méme si I'on est stir qu’il

en existe

— la fonction de W qui vaut "ce qu'il faut" sur le bord, et 0 partout ailleurs, n’est pas la

projection d’un relévement H?2 de la donnée indépendant de h (il est facile de voir qu'un tel
relévement H? serait nul).

Nous avons donc décidé de nous intéresser a la discrétisation de la formulation H? de la quasi-
réversibilité sans relévement.
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Remarque : ce probléme du relévement n’apparaitrait pas st nous utilisions des éléments finis conformes
H?. Les deuz formulations H? de la quasi-réversibilité présenteraient alors les mémes types de diffi-
cultés, et aucune ne serait d’emblée préférable a l'autre.

Pour conclure, récapitulons les avantages et inconvénients des formulations H? de la méthode
de quasi-réversibilité.

Probléme [quasi-réversibilité H?]

Avantages Inconvénients
Probléme bien posé pour tout | Demande plus de régularité sur la solution
(9o, g1) € H¥? x H'/? du probléme [Cauchy] et sur T’
Un seul parameétre Nécessite des éléments finis
a fixer adaptés a ’espace H?

2.2 Résolution numerique dans un domaine polygonal de R?

On se donne Q un polygone borné de R?. Sa frontiére 6Q est constituée des segments Iy,
J =1,..,N (les T'; sont deux & deux distincts). On pose I' := Uf‘il I''yavec 1 < M < N. On
s'intéresse au probléme de Cauchy pour l'opérateur laplacien :

Au =0 dans Q
Probléme [Cauchy] : pour un couple (go, g1) donné, trouver u € H3(Q) t.q. { u=go sur T
O,u=gp sur I'.

Remarquons que I' n’est pas une partie C%! du bord de Q. On ne peut donc pas utiliser
directement la formulation H? sans relévement de la quasi-réversibilité. Pour pouvoir le faire, il va
nous falloir caractériser 'image de H?(Q) par l'opérateur u — (ur, ,ur).

2.2.1 Méthode [QR] dans un polygone de R?

Tout d’abord, remarquons que pour tout j € {1,..., N}, l'application v — (ur;,8,ur;) est
continue et surjective de H2(Q2) dans H%?(T';) x H'/?(T';). La difficulté lorsqu’on s'intéresse aux

traces sur I' est que 'on ne sait pas définir H3/2(1"). Nous savons par contre que l'image de
M

% — (ur,8,ur) est un sous-espace de H H3/2(1"j) X Hl/z(l"j). Nous allons donc chercher &
j=1

caractériser ce sous-espace.

Introduisons d’abord quelques notations : on note M; le sommet commun aux arétes I'; et T';,4,

et w; I'angle que forment I'; et I';; vers 'intérieur de 2. On note v; la normale extérieure a 2 le

long de I';, et 7; le vecteur unitaire tangent a I'; tel que le couple (v;, 7;) forme un systéme direct.
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Mn

)

M, My

Propriété 2.9 la fonction f appartient @ HY?(T'; UTj + 1) si et seulement si fip, := f; €
Hl/z(l—‘j); f\l"]'+1 = fj+1 S Hl/z(l—‘j+1)r et

Je >0 /05 |fi(zi(—0)) - fj+1(wi(+0))|z%g <

ot z;j(—0) (resp. z;(+0)) désigne le point de I'; (resp. I';11) a distance o du sommet M;.

On caractérise ici le raccord des fonctions de H'/2 aux sommets du polygone. On notera cette
relation : f; = fj;1 en M;. Venons-en maintenant a la caractérisation de I'image de H? par
I’application trace-trace normale.

M

Propriété 2.10 l’image de H?(Q) par l'application u — {d;,n,} ou l’on a posé d; := ujr;

j=1
M

et nj := d,ulr;, est le sous-espace de | | H32(T,) x HY2(T;), noté H3?(T') x HY2(T) et défini
j=1

par les conditions de raccord suivantes'® :

d;(M;) = dj1(M;), V5 €{L,..., M — 1}
d; = —cos(w;) dj,; —sin(w;) njy1 en My, Vi€ {l,..,M — 1}
n; =

—cos(wj) njt1 + sin(w;) dj,; en Mj, V5 € {1,..,M —1}.

Les preuves de ces deux propriétés se trouvent dans [Gri92, BDMO00]. On peut maintenant
reformuler le probléme de Cauchy qui va nous intéresser, et le probléme de quasi-réversibilité
correspondant :

Probléme [Cauchy] : pour (go, 1) € H3?(I') x HY?(I"), trouver v € H?(Q) t.q.

Au = 0 dans 2
u = gp sur I
Ou=gysurl

Probléme [QR] : pour € > 0, trouver u € H?(Q) vérifiant u = g et ,u = g; sur T, et tel que
pour tout v € H%(Q) tel que v = §,v =0 sur T,

(A, A’U)Lz(g) + e(u, ’U)Hz(g) =0.

184’ désigne ici la dérivée de d le long de l'aréte dans la direction de 7;
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Théoréme 2.5 le probléme [QR] admet une unique solution u.. De plus, st le probleme
[Cauchy] admet une (unique) solution u, on a
e—0

)

Preuve : comme (go,91) € H3?(I") x HY/?(T), on peut relever la donnée par une fonction de H?(Q). On
procede ensuite comme dans les preuves précédentes.

2.2.2 Discrétisation du probléme [QR]

Nous avons décidé pour cette étude de résoudre le probléme [QR] par une méthode éléments
finis non conformes. Ce n’est bien siir par la seule maniére de discrétiser [QR]. Ainsi, dans [LL67],
les formulations de quasi-réversibilité sont discrétisées par différences finies, alors que dans [CKO07],
on procéde par discrétisation sur un espace de splines. Néanmoins, ces deux méthodes sont diffici-
lement applicables dans le cas de géométries compliquées, ce qui n'est pas le cas des méthodes de
type éléments finis.

Nous allons ici utiliser les éléments finis Fraeijs de Veubeke 1 (FV1). Ils ont été initialement
introduits pour 'étude des problémes de plaques en flexion pure, c’est-a-dire de problémes avec
opérateur bi-laplacien posés dans H2. Ce ne sont bien sir pas les seuls éléments finis adaptés, nous
renvoyons & [LL75] pour la présentation d'autres éléments finis non conformes pour le probléme

de plaque, qui pourraient étre adaptés & notre probléme!®.

Fonctions de base des éléments finis F.V.1

Soit 7' un triangle de sommets A;(z;,y;) (¢ = 1,2,3). Les indices ¢, j, k appartiennent a
I’ensemble {1, 2,3} modulo 3. On note M; le milieu du coté [A;;1, A;—1], et I; sa longueur :

li= \/(wzel = Zi11)? + (Y1 — Yis1)?
On notera |T'| I'aire géométrique de T, et A; les coordonnées barycentriques liées a A; :

(zifl - $i+1)(y - yi+1) - (yi71 - ?Ji+1)(Cc - Cci+1)

Ai(z,y) =
(@.9) (i1 — Zit1) (Y — Yiv1) — (Yi-1 — Yit1)(@0 — Tit)
1 7 7
Ciit1 = g Aididi1din
On pose : ’fl N , et on note v; la normale extérieure au co6té opposé a
Cii1= lz—AiﬂAi-AiﬂAiq
i-1
. . . VA
A;, qui est liée a A; par la relation v; = ———.
i 4 i P i V]

Les degrés de liberté de 1’élément F.V.1 sont :
— les valeurs de la fonction aux sommets du triangle f(A4;)

Ynotons la présence de deux erreurs concernant les éléments finis FV1 dans [LL75] : les fonctions de base ne
sont pas bonnes, et ’espace Pk engendré par ces fonctions est défini comme le noyau d'une application linéaire sur
P;(K). Or, on montre par un calcul assez fastidieux que cette application s’annule sur tout Ps(K), ce qui invalide
cette définition. Le lecteur désirant implémenter les éléments finis FV1 se référera donc avec profit aux définitions
qui suivent !
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— les valeurs de la fonction aux milieux des cotés f(M;)
. 1 rAi-1
— les moyennes des dérivées normales le long des cotés [f], = T Vfvido.
1 JA;
Les fonctions de base associées sont :

1 1
§; = 5)\1‘(2)\1' -1)(X—-1)+ 5)‘1’(2>\i —1)(A; +1)
+ CiitiAit1(2Ap1 — (A1 — 1) + Coiahi1(@A1 — 1)(X-1 — 1)
m;, = 4)\1'(2)\1' — 1)()\1' — 1) + 4)\1'4_1)\1'_1 — 12A1 X223
T
d; = —2u)\¢(2)\i - 1A = 1).

l;

Elles vérifient :
= si(Aj) = bi5, mi(4;) =0, di(4;) =0
- Si(Mj) = 0, mi(Mj) = 61']', di(Mj) =0
= [s:]; =0, [mi]; =0, [di]; = 6y;.

Preuve : les 6 premiéres égalités sont faciles a vérifier. Nous ne nous intéresserons donc qu'aux trois derniéres.
Nous allons commencer par écrire les fonctions A; un peu difféeremment :

Ai(z,y) (i1 —Tip) (Y — vir1) — (Wit — ¥ir1)(T — Tit1)
(Tim1 — Tip1) (¥ — Yit1) — (Yim1 — Yig1) (@6 — Tig1)
_ (Ccifl _$i+1)(y_y1;+1) — (yi71 _yi+1)(1_$i+1)
B Tio1 = Titl Yi-1 Uil
Ti — Tit1 Yi — Yit1
_ (@i — 2 )y — i) = (Wi — i) (2 — i)
- ZTic1 Yi1 1
T; Y 1
Tiy1 Yit1 1
_ @i —2ip)(Y — Y1) — (Yo — Yia) (2 — Ziga)
- z: Y1 1
To Y2 1
zz3 ys 1
_ (Ccifl _$i+1)(y_y1;+1) — (yi71 _yi+1)(1_$i+1)
- Aq23 :
z; y1 1 ) | o .
ol Aipz = |z2 y2 1| (rq: |A123] =2|T]). On a alors VA; = — [y"H Yi 1} et [[VA] = ==
Tz ys 1 Aj2z [Zic1 — Tit1 2|T|

Nous allons également faire un usage répété de la formule?® suivante, valable pour tout polynéme p de degrés 2
(ici, comme dans la suite de la démonstration, 7 € {1,2,3}) :

1 1
o pdo = E[P(AJH) + 4p(M;) + p(A;j-1)].
7 J[Aj41,45-1]

e Intéressons-nous a s;. On a :
Vs; = [6/\? — 2/\1']VAZ' + Ci,i+1[6/\?+1 — BAiy1 + 1]VAZ'+1 + Ci,i_1[6)\$71 — 61 + 1]V)\i_1.

On est amené a calculer les intégrales suivantes :

1 1
T / [6A7 — 2X;]do = [Ai(Aj41)? + 4X(M;)? + Xi(4;-1)%] — gP\i(AHl) + AN (M;) + Xi(Aj-1)]
7 V[Aj1,45-1]

*Oformule 25.4.5 de [AS72]
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1
soit — [6AZ — 2)\;]do = (1 — 6;5). On a de la méme maniére :

J J[Aj41,451]
1

o [6M7 1 — X1 + 1o = Nip1(Aj1)® + i (M5)° + Xiga(45-1)]
7 V[Aj41,451]

=i (Ajn) + Bhip1 (M) + Aiga(A5-1)] + 1

1 1

soit T / [6A7, 1 —6Ait1+1]do = §iy1;. On obtient de méme T / [6A7_;—6X;_1+1]do = 6;_1;,
7 J[Aj41,45-1] J J[Aj41,45-1]

ce qui donne finalement JJ

[s:]; = (L = 6:5)VAivj + Ciit16i11;V A1 + Cii 161,V A 105
On a directement [s;]; = 0. Intéressons nous a [s;]i+1 :

[siliv: = VAivipr +Ciit1 VA1

VA VAirs
= ——or 7 — CiitllVA
||v>\z+1|| ,+1|| +1||

27| 1
li: 4T
L A A A A

T 7y Ahi—1q -1 041 ST
T 2|T|

1 7 7
= A A A 1A
2T lier 1 14441

[(Yir1 — Yie1) (i1 — ¥i) + (ic1 — Tit1)(@i — zi1)]

1

— A, ALA A =0.
2T s 1 14441

On obtient de méme [s;];—1 = 0.
e Passons maintenant a m;. On a :

Vm; = [24AZ2 — 24X, +4— 12>\i+1)\i—1]V)\i + [4)\1'_1 - 12Ai_1Ai]V)\i+1 + [4Ai+1 — 12Ai+1Ai]VAi_1.
On a tout d'abord :
1
—/ [24X2 — 24X, + 4 — 12011 A 1]do = 4A[(AZ — N)(Aj11) + 4007 — X)) (M) + (A2 — Xi)(451)]
Ly [Aj4+1,4;-1]
+4 2N A 1(Aj1) + i1 A1 (M5) + A1 dim1(45-1)]
= 4_4(1_5ij) —251;j = 251;j.
Ensuite, on doit calculer :

1 4
= / 1120 Ao = S a(Ai0) + () + A (4 )
J J[Aj41,45-1]
—2[Ai—1Ai( A1) + A1 X (M) + A1 Ai(Aj-1)]
= 2(1 - 51;j+1) - 25;‘1‘,1 = 2(1 - 51;j+1 - 5”‘,1) = 251;j.

1 .
On a de méme — [4Xit1 — 12Xi41As]do = 20;5. On obtient finalement :
b J1Aj41,4500]

[mi]j = 25ijV)\1;.l/j + 251;jV)\i+1.Vj + 251;jV)\i,1.Vj = 25ij(V)\1; + VAis1 + V)\z;l).ljj =0

e Il nous reste finalement a nous intéresser a d; :

T
v¢=-ﬂ%@ﬁ-a&+ﬂv&

Osii#j

T
En réutilisant les calculs précédents, on obtient : [d;]; = —2|l—i|5ijVAi.l/j = ZQHVMH C1sii=]
i
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Fonctions s, m3 et d3 dans le triangle de sommets A1(0, 0), A2(1.4, —0.2), A3(1,1).

Si on note Pk l'espace engendré par ces fonctions, on a : P, C Px C Ps. Pour montrer que
P, C Pg?, il suffit tout d’abord de remarquer que

Vectizl__g(si,mi, di) = Vecti,jzl,,g,#j()\i(Z)\i — 1)()\1’ — 1), >\i(2>\i - 1)()\1‘ + 1), )\ﬁ\j).

En effet, on a la relation 23 | A;(20; — 1)(A; — 1) = 6A1 23,

Ensuite, on utilise le fait que P, = Vect(2)\f — i, AsA;), et pour conclure, on voit que 2)\% - =
32X — (A +1) — Aa(2h — 1)(As — 1)).

On a la propriété suivante?? :

Propriété 2.11 Pour tout triangle K de R?, pour toute fonction u € H3(K), nous avons :
1w — 7 (u)lla2(x) < Chelulmsx) (2.1)

avec hix diamétre de K et C une constante indépendante de K et de w. Ici, mp(u) est le
polynéme suivant®® :

mh(u) = Zu(Ai)Si + u(M;)m; + [ul;d;.

=1

Formulation du probléme discret

On suppose que l'on a une triangulation réguliére (au sens de [Cia78]) de 2, notée 7p, de telle
sorte que I' soit I'union d’arétes de 7;. On note h la finesse de cette triangulation, on a donc, pour
tout triangle K de Tn, hx < h.

On va noter W}, I'ensemble des fonctions wy, € L?(Q) telles que, pour tout triangle K de Tp,
wpk € Pk, et telles qu'elles soient continues aux sommets et aux milieux des triangles de 7, et

*on a trivialement Px C Ps, les fonctions de base étant des polynémes de degrés 3
*2lemme 3.4 de [LL75]
*3polynéme qui a bien un sens, puisque H3(K) C C*(K) (voir théoréme 5.4 de [AF75])
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n’aient pas de saut de la moyenne de la dérivée normale a travers une aréte de 7,. Remarquons
que ces fonctions ne sont pas nécessairement continues le long des arétes des triangles.

Soit une aréte e d’un triangle K € 75 contenue dans I'. On va noter, en suivant les notations de
la partie précédente, A;, Ao et Az les sommets de K tels que e = [A1, Az]. On suivra cette notation
pour toute aréte e contenue dans I'. On définit alors les ensembles V et Vho:

wh(A1) = go(A1), wr(42) = go(A2), }

wn(Ms) = go(Ms), [wnl; = ﬁ

Vio = {wn € Wi| Ve CT, wa(Ar) = wn(A2) = wa(Ms) = [wa]s =0} .

Vh:{whEWh|V€CF, /gldcr
e

La définition de V4, a bien un sens, puisque go € H%3(T") C C°(T), et g1 € HY/3(T") C L*(T). De
plus, V3, est non vide. En effet, la fonction wy vérifiant :
— wp|x € Pk pour tout triangle K de 7y
— pour toute aréte e de la triangulation, e = [A;, As] ¢ T', wp(A41) = wi(A2) = wp(Ms) =
[’wh]g =0 _
- pour toute aréte e de la triangulation, e = [A1, A2] C I', wr(41) = go(A41), wr(A2) = go(A2),
wh(M3z) = go(Ms) et [wn]; = %/891 do

est un élément de V.
Pour un triangle K de 7, on note

aK,s('uh,'wh) = (A’Uh,A’wh)Lz(K) + E(’Uh,’wh)Hz(K), V('uh,wh) € Wh X Wh.

On introduit maintenant le probléme discrétisé associé a [QR] :

Probléme [QRx] : pour € > 0, trouver up € V3 tel que pour tout vy € Vi,

Z a’K,6(uh,E)vh) =0. (2.2)
KeTh

Théoréme 2.6 le probleme [QRn] admet une unique solution up.

Preuve : montrons qu'il existe au plus une solution. Supposons qu'il existe u; et uz solution du probléme [QRz].
Alors u; —ug € Vg9, etona:

Vup € Vi, Z ag,e(ur —uz,vp) =0
KEeT

En prenant vp, = u; — uz, on obtient que ||u; — ua||g2(x) = 0 pour tout K € Ty, ce qui implique u; = uz sur
K, et finalement u; = uy dans €.

Mettons maintenant en évidence I'existence d'une solution. Soit %y une fonction quelconque de V. Notons
alors wp e = upe — @p. On a alors wpe € Vi o, et wp ¢ solution du probléme : trouver une fonction wy € Vi o
telle que pour toute fonction vy € V0,

Y ake(wn,vn) == Y akelin,va)

KeTn KeTn

C'est un probléme carré en dimension finie, I'unicité de la solution implique I'existence de celle-ci. Or, I'unicité de
la solution (second membre nul = solution nulle) a été montrée précedemment. Il existe donc bien une solution
unique a notre probléme.
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2.2.3 Convergence de la méthode éléments finis

On veut maintenant s’assurer de la convergence de u.; solution du probléme [QRx] vers u,
solution du probléme [QR] lorsque s tend vers 0, et obtenir une estimation de la vitesse de conver-
gence. Il faut noter ici que I'on ne saurait avoir une convergence en norme H?, norme naturelle
du probléme [QR], puisque W ¢ H?(Q). La convergence que nous allons obtenir sera une sorte
de convergence H? par triangle, ce qui est classique pour des éléments finis non conformes. Plus
précisément, nous allons obtenir un résultat de convergence dans la norme

Ml = [ 57 1 y-
TETh

On va avoir besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2 Pour un domaine polygonal w, pour tout u € H*(w), pour tout v € H?(w), on
a:

(Au, A”)z,“a‘(w) +e(u, V) p2(w) = / ((1 +€) A%y — eAu + eu) vdz
OAu ou v
_ /aw ((1 +¢) 5 +eLa(u) — 55) vdo + - ((L+¢e)Au+eLi(u)) ada_

avec, en notant ¢ = (z1,22), v = (v1,v2) le vecteur normal sortant et T = (—v»,v1) le vecteur
tangent a Ow,

8%y 8%y 8%u
L -2 Sl 'y By
1(w) 8,0z, v oz? V2 oz3 1
d 8%u 8%u  B%u
L — 2 .2 _
2(v) or <B:z:13:1:2 (7 —vz) + (3:1;% 8:1;% )V1V2>

Preuve : par définition, on a :

(U, v)m2(w) = Z / Er BmJ 8:1: 9z, dw—i—/w(Vu.Vv—l—uv) dz.

7,7=1

Un calcul rapide nous donne la relation suivante :

0%u v v
7Y dr— (Au, Av) e, L L L IND
Z / Oz; Bwj Bw Bwj z = (Au, Av)pa) = ow 010z, {ng vt O, 1/2] d
0%u Ov 0%y Ov
— — do. 2.3
/aw [Bwi ngy + ng Oz, Vl} d (2:3)
On a Ov Ouv V1 Ov vy et Ou Ov Vo Ov vy d'od I'on déduit Ov va va et Ou
_ = — = —_-— 1 = — — — _ =
v~ om 82,2 % ar 52,2t a5, e Tt a5 2 B,
ZZVQ + g v1. En injectant ce résultat dans (2.3), on obtient :

2
0%v Jv
———dz — (Au, A 2(w) = L - L do.
Zﬁ / axzaxj 50z, 2~ (A AV)rw) /6 w( 1(u) 5 2(u)v> o

Une fois ce résultat obtenu, la suite de la démonstration se fait sans difficulté.
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Remarque : en supposant u. € H*(Q2), en utilisant ce lemme avec w = Q et u = u,, et en faisant varier
v dans Vp, on obtient sans difficulté que u. vérifie le probléme fort :

(1 +e)A%u; —elAue +eu, =0 dans Q
0Au, Ou,
(1+ E)W +eLla(us) — € =0 surl,
* (1+¢e)Au, +eLi(us) =0 sur I';
Ue = go sur I’
O ue = g1 sur I

A%ug =0 dans §2

BAuo
o =0 surl,
On voit alors que st on fait tendre € vers 0, on obtient formellement Auz -0 sur [. » Systéme
- c
Uo = o sur I’

O,Uo = g1 sur [

d’équations qui est bien vérifié par u solution du probléme [Cauchy] : en effet, comme Au =0 dans

. 0A
Q, on a bien A%*u =0 dans Q, et Au = a—yu =0 sur ..

Soient deux triangles K; et K> de 7 ayant une aréte e en commun, et wy, € Wj. Soit vk, (resp.
Vk,) la normale sortante & K; (resp. K») & travers e. On définit la normale v & e en choisissant
arbitrairement vk, ou vk,. On définit alors le saut de wy, a travers e, noté [wy], comme suit :

[Wh], = Wh|K, VK, -V + Wh K, VE -V

et le saut de dérivée normale de wy, a travers e, noté [%}
e

a’wh
ov

. Bwh‘Kl n a’l.Uh|K2

- )
e aVKl 31/1{2

cette définition n’étant en fait qu'une conséquence de la définition du saut d’une fonction a travers
I’aréte e. On étend cette définition pour une aréte er d'un triangle K située sur I' en posant :

Bwh] B Bwh‘K
er

[wh]ep = wh|K1 [W BVK .

Propriété 2.12 Soit u. la solution du probléme [QR], et up, celle du probleme [QRx]. On
suppose que u. € H4Q), et e < 1. On a alors :

1++/3 | 1 | F1(w) |G1(wn)
U — U < inf ||lu, —v + - sup ———+ sup ——
Fe = tnelln <=2 g, e = rlln 42 S0 Tl Tl Twnlls
1 F.
€ wneVho Wallh  whevio [Walln
avec pour wp € Vap,
Bwh
F = — = _
(wn) > [ o | Lda (2.5)
ecSh
ow
Gr(wn) = — 3 /(AuE+L1(us)) {8—"} do (2.6)
ecS, € Vie
oA
Fg(’wh) = Z/ 3 e[ h]ed(f (2 7)
e 14
ecSh
OAu
Golwn) = 3 [ (TGt + Lalwe) - ) fwnl, do (28)



38 CHAPITRE 2. LA METHODE DE QUASI-REVERSIBILITE

Ici, Sy, denote l’ensemble des arétes des triangles K € Ty, sauf celles qui appartiennent a T,
et |12 = Sxers I

Preuve : tout d'abord, on utilise le lemme 2.2 avec w = K € T, u = u. et v = wy, et on obtient (en utilisant
le systéme % p.37), pour tout wp, € V0 :

Bwh

aK,E(uE,wh):—/ Ig(ug)whda—l—/ If(ug)a—da,
0K VK

0K

(AN o}
avec I§(u) = (1 +¢€)Au + €Ly (u) et I5(u) = (1 + 8)8—u +eLlo(u) — sa—u, et vk la normale sortante 3 K.
VK VK
En sommant sur tous les triangles de 75, on obtient :

ak,e(Ue, wn) I5 (ue)[wp]edo + I — | do.
> oeluerwn) == 3 [ Budwnledo+ 3 [ 15| G|

K€eTh e€Sh ecSh

Comme up, ¢ est solution du probléme [QRx], on a, pour tout wy € Vhp :

Z ak,e(Un,e, wr) = 0.

KeTh

On en déduit que pour tout wy € V30, 0na:

Z ak,e(Unhe, Wh) = Z ak,e(ue,wn) + F1(wn) + €G1(wr) + Fo(wn) + €Ga(wr).
KeThn KeTn

Pour vy, € V3, on soustrait Z ax,e(Vn, wr) aux deux termes de cette égalité, pour finalement obtenir que pour

KETh
tout vy € V3, pour tout wp € V0, 0n a:

Z axe(Uhe — Un,Wn) = Z ak,e(Ue — Vn, wr) + Fi(wn) + €G1(wn)
KeThn KeTn

+ Fz(’wh) + EGz (wh)

On remarque alors que pour tout v € Vi, Une — Un € Vi o, ce qui permet d'écrire que pour tout vp, € Vi, on a:

> ake(tne — v une —vh) = D axe(ue — Vn,Une — V) + Fi(une — vn)
KeTn KeTh

+ € G1(une —vn) + Fa(une —vn)+€ Ga(Un,e — vn)

Notons alors ||||%5 = Z ak(-,.)- En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient, pour tout v, € Vj :
KeT
lune —vnllhe < lltne — vnllnellue — vrllne + |Fi(une —vn)l
+  €|Gi(une — vr)| + |F2(tn,e — vn)| + €|G2(un,e — va)|
soit encore :
|71 (un,e — vn)
|une — vallne

6|G1(uh,s —vn)| | [F2(une —vn)l . 6|Gz(uh,s — )|
lune = vallne  llune — vnllne lun,e — vallne

lune — vnllne < |lue — vnllne +

+

Remarquons alors que I'on a les inégalités suivantes :

lwllfe = [IIAWIIZLz(K)JrEIIWII?Iz(K) > eljwll

KeTh
et 52 92
w w
8wl <2 [ 1558 +155P| do < 2l = lulhe < VT el
K z; z3
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On en déduit que pour tout vy, € V3, on a :

1 |Fi(u Gi(upe —
Vellune —valln < V2 + elue — valln + —= M \/‘M

Ve |[[une — vnlln |un,e — valln
1 |F5(u Go(up ¢ —
L L Pa(une — o) \[| 2(Un,e — vn)|
Ve [une — vnlln llune = vnlln
Fi(w Gi(w
< \/5”%s 'Uh||h+ | 1( h)|_|_\/g | 1( h)|
\/_whEVho ||wh||h wrEVh 0 ||wh||h
1 Fy(w Go(w
+ — sup |2( h)|-|-\/_ sup 7| 2( h)|
\/EwhEVhO ||wh||h wrEVh 0 ||wh||h

puisque up ¢ — Up € Vi 0. On obtient alors :

3 1 Fi(wp G1(wp,
lune = wlln < f inf [lue —valln + 2 sup RO, [Grlwn)]
€ vnEVh € wneVino Whllh  whevn, llwrlln
1 F G
+ Y e | 2(wh)|+ cup 12wl

€wncvio I[Whlln  whevio [[wnlln
Finalement, en utilisant le fait que ||ue — Unelln < ||te — Unlln + [|Un e — va||n, ON obtient (2.4).

Lemme 2.3 Pour un domaine polygonal w, si k et I sont deux entiers et U un espace de
Hilbert tel que P(w) C U C H*Y(w) (U est équipé de la norme |-l zt(w))- On suppose que
B: H**'(w) x U — R est une forme bilinéaire continue qui satisfait :

B(u,v) =0, Yu € Py(w), Yv € U
B(u,v) =0, Yu € H*"(w), Vv € P(w).
Alors 1l existe une constante c ne dépendant que de w, telle que
|B(u, v)| < c||B|| |u]grt(w)[v]ai(w)
0U |.|gm(w) est la semi-norme dans H™(w).
Preuve : voir le théoréme 4.2.5 p.218 de [Cia78].

Théoréme 2.7 Soit u. la solution du probléme [QR], et un, celle du probleme [QRp]. On
suppose u, € H*(Q) et € < 1. On a l’estimation d’erreur suivante :

C C
e = un el < 1 (Tl ooy + 21100 ey + ollue o) (29)

ou c1, ¢y et c3 sont des constantes indépendantes de h et €.

Preuve : on part de l'inégalité (2.4).
Intéressons-nous tout d'abord au terme inf,, cv;, ||ue — vn||n. On définit alors le projetée de u. sur Vi, mp (ue)
tel que, pour tout K € Ty, on ait :

1 Oug
n(ue) x = Zus i)Si + ue(Mi)m; + (E/e D ) (v.vk)d;.
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On voit directement que 7p(ue) € Vp, et donc :
inf — < — .
,nf llue — valln < [lue — mh(ue)lln
On déduit alors directement de (2.1) que :
inf — <ch .
nf llue — vnlln < chluelgs(q)

| F1(wn)|
lwhlln

Passons au terme sup,, cv; , . On a pour wy € Vi

== 32 fone[52],

ecSy €

On va s'intéresser tout d’abord au cas e ¢ T'g. Pour une fonction de L?(e), on définit I'opérateur o de la facon

suivante :
mo: Li(e) — R

T
g — — [ gdo

le] Je
Par définition de nos éléments finis, on a ﬂo([agl’,h]e) = 0, Vwp, € Vi, et on remarque facilement que
mo([%2],) = [mo(%2)],. On remarque également facilement que [, [2% — mo(%22)]_ do = 0. De tout ceci
on déduit que :

Bwh
—)| d
ov ) 7

e

Owp, Owp,

VYwp € Vho, Ve € S, /Au6 [—] do = /(Aue — mo(Aue)) [—

ov ov o(

On est amené a s'intéresser a la forme bilinéaire définie sur H(K) x Py(K)?4, par :
B(@.5) = [ (€~ Ro(@)(F - Fo(p)do
e

B satisfait les hypotheéses du lemme (2.3) avec w = K, U = P,(K), et k = [ = 0. On en déduit |'existence d'une
constante ¢ telle que

Soit K; et K3 les deux triangles partageant |'aréte e. En allant de ces deux triangles au triangle de base K, puis
en revenant a ces triangles, on obtient :

ow =
‘/A’U,g |:8—I/h:| dO" S ch(|AuE|H1(K1)|wh|H2(K1) + |Au6|H1(K2)|wh|H2(K2))

Si on considére maintenant une aréte e € I'g, et K le triangle qui la contient, on obtient de la méme maniére :

ow .
‘/Aug |:3—I/h:| dO" S Ch|Aus|H1(K)|wh|H2(K)

On obtient alors, pour tout wp € Vi :
|[Fi(ws)] < Th Z |Aue| 5y |Wh |2 (K) +
eeSh,eeFo

Th Y (1Auelmwalazir) + |Auel ) [wh |12 k)
e€Sh,e¢lo

< 3Th Y |Aue|mi(x)lwal mr(x)-
KeTn

On utilise alors Cauchy-Schwarz pour obtenir :

|F1(wn)| < 3Th|Aue|gi(a)|lwnlln

22 est le triangle de référence, dont les sommets ont pour coordonnées (0,0), (0,1) et (1,0)
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ce qui implique
Fi(w
sup M < Ch|Aue|gi(q)
WhEVh 0 ||wh||h—

avec une constante C' ne dépendant ni de h, ni de €. On prouve exactement de la méme maniére :

|G (wn)

sup ————— < C'hluc|gsq).
wnVo |[Walln

0Au,
ov

Posons maintenant f = . On a alors, pour tout wp € V40,

Fa(wn) = Y | flwnledo.

ecSy €
On définit alors, pour K € T, I'opérateur m; comme suit :

Ty = PK — Pl(K)
P — Yo p(A)As

Par définition, pour une aréte e € Sy, [m1(wp)], = 0. On a donc :

/ef[wh]e do = /ef[wh — m1(w)], do.

Si on transporte cette intégrale dans le triangle de base K, on est amené a s'intéresser a la forme bilinéaire
suivante :

B, @) = /j(w: —,(@))d5.

En utilisant une inégalité classique de trace, ainsi que I'estimation d’erreur classique de l'interpolation Py, on
obtient :

B(f,wr) < C||ﬂ|H1(g)||U771 — 71 (@)l 2 x0) < CNFllre ) | B 26y -

Sie = K; N K,, avec K; € Ty, on obtient finalement |'existence d'une constante ¢ ne dépendant ni de h, ni de
e, telle que

/ £ Twnl, do < ch(ll Il caeny [l gaesy + 11l ey om 2 i)
e

Si e € Ty, on obtient :
/ F fwnl, do < chl| fll s oy lwn 22 ()

On obtient finalement |'estimation suivante :

F: Wh
sup MSChHAUEHHZ(Q)
wneVio |[Walln

et exatement de la méme maniére :

sup |Ga(ws)|

< chl|uel||maa)-
wnevio Nwrlln SILHE@)

L'inégalité (2.9) est alors immédiate.
|

Les éléments finis FV1 nous assurent une convergence en h en norme ||.||, de up, vers ue.
Remarquons au passage la présence de e, parameétre de régularisation de la méthode de quasi-
réversibilité, au dénominateur dans ’estimation de convergence, ce qui est caractéristique du fait
que la méthode [QR] régularise un probléme mal posé. Ceci signifie qu’il nous faudra choisir A en
fonction de €, et plus précisément que plus on choisit un ¢ petit, plus il faut prendre un pas de
maillage petit pour é&tre sfir d’avoir une bonne approximation de u..
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2.2.4 Calcul des matrices élémentaires

Rappelons le probléme que nous voulons résoudre :

Probléme [QRx] : pour € > 0, trouver up € V3 tel que pour tout vy € Vi,

Z aK,e(uh,E,'Uh) =0.
KeTh

avec
aK,g(uh,vh) = (A’u,h,A’Uh)Lz(K) + E(U,h,’Uh)Hz(K), V(un,vr) € Wp x Wh,.

Lorsque 'on décompose les fonctions up et v, sur les fonctions de base de l'espace Wy, on

obtient un systéme linéaire. Il suffit de savoir calculer la matrice de ce systéme pour résoudre le
probléme?®. Pour cela, il suffit de calculer les contributions de chaque triangle du maillage a la
matrice.
Soit K un triangle de la triangulation 7. Pour tout up € Wp, on a upx € Pk, avec Pg =
Vect(si, s2, 83, M1, M2, m3,d1,ds,d3). On a montré que P>(K) C Px C P3(K). On est donc amené
a calculer des intégrales sur K de polyndmes de degrés au plus 6. Pour cela, nous avons utilisé la
formule de quadrature suivante®® :

Propriété 2.13 soit Ky le triangle de sommet (0,0), (0,1) et (1,0) , et p € Ps(Kyp). Alors

4
/Kop(w)dw = > AiBjp(s;,ri(1 - s5))

1,=1
avec

71 = 0.0694318422
ro = 0.3300094782
r3 = 0.6699905218
r4 = 0.9305681558

s1 = 0.05671041961
s9 = 0.2768430136
$3 = 0.5835904324
s4 = 0.8602401357

Ay =0.1739274226
Ay = 0.3260725774
A3z = 0.3260725774
Ay = 0.1739274226

B; =0.1355069134
By = 0.2034645680
B3 = 0.1298475476
B4 = 0.0311809709

I1 suffit alors de calculer les dérivées premiéres et secondes des fonctions de base pour obtenir
la matrice du systéme linéaire. Remarquons que nous obtiendrons au passage la matrice My,
correspondant au produit scalaire (., .)s sur Wp, c’est-a-dire la matrice telle que pour tout (up,vs) €
Wy x Wy, on a

(un,vi)h = > (Un, V) m2() = Ur My, Un
TETh
ol Uy est le vecteur des composantes de uy sur la base de Wy,

2.2.5 Applications numériques
Veérification des éléments finis : probléme de plaque en flexion pure

Les éléments finis non-conformes F.V.1. ayant été introduits pour résoudre des problémes de
plaques, nous pouvons vérifier notre implémentation numérique de ces éléments en résolvant un
probléme de plaque encastrée, soit

A%y = feLQ)
u = 0 sur 0f2
o,u = 0 sur 90

25i] faut également savoir 'inverser, mais ce n’est pas un probléme, puisqu’elle est symétrique définie positive
*Syoir [Str71], p.314
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avec 2 ouvert borné de R?, que nous supposons polygonal. Une formulation faible de ce probléme
est :

() trouver u € HZ(R) tel que pour tout v € HZ(Q), on ait

([P Be 2o Puoal g
Q | 8z2 8z2 8zdy 8zdy  Oy? Oy? Ja '

Le probléme (<) admet une unique solution u € HZ(Q).

La discrétisation de ce probléme par éléments finis F.V.1 se fait de la maniére suivante : on
suppose que l’on a une triangularisation réguliére de 2, notée 7;. On pose, pour (vy, wp) € Wy xWh,

'Uh,ﬂ)h

Z / 62’Uh 82wh P 32’Uh 32’wh 62’Uh 82wh dz
dz2 0Oz2 8zdy Ozdy  Oy? Oy?

TeTh

On définit Wy o = {wy € Wy | Ve C 8Q, wp(41) = wh(4z) = wa(Ms) = [wr]s = 0}%7. On se pose
alors le probléme suivant : trouver un € Wh t.q. pour tout v, € Wj, on ait

br(un, vr) = (f,vn)12(0)-

Ce probléme admet une unique solution uy, qui converge vers u solution de ({>) avec les estimations
suivantes?®

lun — ull2(@) < CR?,  [lun —ulln < Ch.

Nous allons tester nos éléments finis dans le domaine carré Q :=]0, 1[ x |0, 1[, avec

fi=8n* (3 — 5 (cos (1y))? — 5 (cos (mz))* + 8 (cos (wz))* (cos ( y))z) .

x10°
0s 0s ‘

o
00 00

1
07 o7

2
o5 o6
-0 05 3

i S04 i 0.4

N
03 03

B
I I 4

B
01 01
0 0 7

u, up et u — up, avec h = %. Erreur relative de 'ordre de 10~° en norme L

La solution de (<) est alors u := sin(mwz)? sin(my)?.

Les ordres de convergence sont bien ceux attendus, comme le montre le graphique suivant :

27cf p.34 pour la définition de W}, et les notations
*8les preuves de toutes ces affirmations se trouvent dans [LL75]
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g =~ norme L*

o pente 2
o7 & - norme LIl

o pente 1

-14
-5.5 -5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5

In(||u — unl|) fonction de In(h), pour les normes ||.||z2 et ||-||n-

Nous validons ainsi l'implémentation numérique des éléments finis.

Probléme de quasi-réversibilité

On définit le carré Q := ]—0.5,0.5] x ]-0.5,0.5] C R?, et on numérote les cdtés de ce carré
comme sur la figure : @

@h@
®

Nos données proviendront de solutions exactes du probléme de Laplace dans R?, plus précisé-

3 3mz) sinh(3
ment les fonctions u! : (z,y) — ¥y _ 2y et u?: (z,9) — cos(3rz) sinh( 7ry).

3 50

0.05- o4
05
002 »
I 02
005
002

] ) 04
gg >\ ’ T ) 0.04 ;: \\\ ' . o
~ ~ B _— . 0.06 \\\)\ ///// ° 08
a’\\ //D/ 0 \\\ //,/<D ’
S~ 0.08 \\\/v\////
05 05 -0.5 -05
¥y 2y cos(3mz) sinh(37y)
3 50

e Choix du paramétre ¢

Notre objectif est de résoudre [Cauchy] dans 2. Pour ce faire, nous résolvons le probléme
[QRx], formulation discréte du probléme [QR]. La solution up, de [QRn] est une approximation
de u, solution de [QR], qui est elle-mé&me une approximation de u solution de [Cauchy]. Ainsi, en
utilisant 'estimation du théoréme 2.7, 'inégalité triangulaire et la définition de la norme ||.||, et si
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on suppose que u. est borné uniformément en ¢ dans H*4(2)?°, on obtient facilement I’estimation
suivante :

h
lun,e — ulln < [lue — ul|m2(q) + C’E, Ve,0<e<1

ou C est une constante positive indépendante de € et A. Le théoréme 2.5 nous donne

0
e — ul|g2@) = 0.

Mais on voit que la seconde partie de ’estimation explose lorsque ¢ tend vers 0. Autrement dit,
si pour le probléme continu [QR], il faut théoriquement prendre € le plus petit possible, pour le
probléme discrétisé [QRn], le choix de € doit tenir compte du pas du maillage . En particulier,
rien ne sert de prendre un € trés petit si A n'est pas lui-méme petit. Nous pouvons illustrer cette

idée en tragant [une — mn(w)lln

fonction de €, pour des pas de maillages h fixés.

[|7h ()|l
1.8 T T T 12
°
1.6t B
3 >
| o h=1/50 = 107
14 e h=1/100 . © h=1/50
1© h=1/150 1@ h=1/100
12t S 8F 10 h=1/150
s
s
0.85 °
° N
0.6 o 4
° ) 0.
- e
04 s i °
r . L
, o,
0% -4 L o g °
0 . 0 .
10° 10° 10 10° 107 10° 10° 10" 10° 10°

lun,e=mn(w)|ln
Ima (w)ln

1_ ¢
=3

(en pourcentage) fonction de €, données sur les bords 2 et 4.

— 22y a gauche, u? = X cos(37z) sinh(37y) & droite.

u 50

Quelques commentaires sur ces deux figures : tout d’abord, la fonction polynomiale est mieux
retrouvée que la fonction exponentielle. Ceci n’est en rien surprenant, puisque d'une part nos
fonctions d’approximation sont polynomiales dans chaque triangle, et d’autre part ’exemple d'Ha-
damard qui met en évidence le caractére mal posé du probléme de [Cauchy] utilise précisément
des fonctions de la forme de 4. Ensuite, on voit bien que le choix de ¢ ne peut &tre fait sans se
soucier du pas du maillage h, au risque de détériorer la solution approchée up ;.

Remarquons que l'erreur relative en norme ||.| entre uj . et u® peut devenir importante (de
l’ordre de 10%) si on fait un choix de ¢ trop faible. Ce n’est par contre pas le cas pour 'erreur
relative en norme L?, comme le montre les figures suivantes :

29ce qui est une hypothése trés forte : en effet, nous ne sommes déja pas stirs que ue soit dans H*(Q), et si c'est
le cas, tout ce que nous savons est que u. tend vers u dans H?(Q)
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0 h=1/50
1@ h=1/100
1@ h=1/150

o © h=150 $
10 B 1.2} 1@ h=1/100 S
10 h=1/150 3

08F 1

0.4 B

0.2F ° e 4

10° 10" 10° 10° 10” 10° 10° 10” 10° 10”

||uh,5*7"h(u)||z,2(n)
I (u)llL2(q)
1y 1

u! = ¥ — 2%y a gauche, u® = Z; cos(37z) sinh(37y) & droite.

(en pourcentage) fonction de €, données sur les bords 2 et 4.

Ce comportement (explosion en norme ||.||, mais pas en norme L?) se comprend mieux en
observant u? , — u? pour différentes valeurs de ¢ :

3
x 10

0.015
0.02- 0.02 6
0.01
0.01 0.01 \ ‘ 4
0.005 .
1 2

[}
0.01- -0.01 - ,
0.01 -0.005 J e
. ) o . -2
0,02l ) ; -0.02:L .
v ' | — o0 05 ' = K
0 e -0.015 0 e .

I _— -~
> ><

-05 -05 -05 -05

1

25, € = 1072 a gauche, ¢ = 107° a droite

uj . —u® pour h =

On constate sur ces figures que la différence entre u. , et u est plus faible en norme L* pour
e = 107% que pour € = 1072, ce qui explique le comportement de la norme L?, mais est aussi
plus oscillante pour ¢ = 10 % que pour € = 102, ce qui implique une plus grande norme ||.||5,
dans laquelle apparaissent les dérivées premiéres et secondes... Nous n’avons malheureusement pas
d’explication théorique de ce phénoméne, que nous observons toujours numériquement.

Toutes ces observations nous poussent finalement & choisir ¢ dans l'intervalle [10~%,1073],
compromis entre une bonne approximation en norme ||.||, et une bonne approximation en norme
L?, pour un pas de maillage h de %, en nous autorisant a choisir € plus petit si on choisit un pas
de maillage plus petit3C.

e Résultats numériques

Pour finir ce chapitre, nous présentons quelques résultats de résolution de probléme [QRn].
Conformément & ce que nous venons de dire, nous avons choisi € := 10~ dans tous les résultats
numeériques que nous présentons.

Dans ces premiéres simulations, la donnée est la trace et la trace normale de u! := y—; — 3z y sur
les bords 2 et 4 de 2. On montre l'influence du pas de maillage h sur la qualité de la solution
approchée uj, ..

%%nous sommes ici dans le cas oil nous avons des données exactes. Le choix du paramétre € en présence de données

bruitées est 1’objet du prochain chapitre
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-5
x 10

S -4
05 -05

A gauche, u}he pour h = ﬁ. A droite, u,lw —u! pour h = %. € = 10~%. Données sur bord 2 et 4.

v 1 v .
e ' ) H \ ' o
05 - > 05 - . 2
o P ~_ P
0 /// 0\\\\ e
~ 0 -3 ~ 0 3
05 05 05 05

uj, . — u', & gauche pour h = g5, & droite pour A = 5. € = 10~ *. Données sur bord 2 et 4.

La donnée du probléme est maintenant la trace et la trace normale de u? sur les bords 2 et 4.

3
x 10
1 3
x 10
2 4
2
-
1 2
. ] X 1
0 A 0
. 0 . !
2 ' h 05 4l ! -4
0.5 - 05 - )
T~ — \\\ ////\
0\\\* — 0\\\ /\/// 2
T~ o -4 0
05 -05 05 05

A gauche, uf . pour h = 155. A droite, uj . —u? pour h = g5. ¢ = 10~ *. Données sur bord 2 et 4.
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x 10 x 10
6
x 10 6 x10°
4 4 4
4
2 - 2 -
- 2 % 2
0 0
“~N A 0 . -
0
2 2 h
- 2 |
o -
.4/\\' -4 o 2
05 \\ . ////\ 4 05 \\\ ////\
o o — -
0 < 6 0 o 4
L _— 0 e _— 0
~— —
05 -05 05 05
2 _ .2 3 _ 1 : _ 1 104 P
up . — u”, & gauche pour h = 155, a droite pour h = 155. € = 10" . Données sur bord 2 et 4.

L'influence de la partie du bord ot I’on a les données sur la qualité de la reconstruction de la solution
de [Cauchy] est un probléme complexe. Elle est cachée dans les constantes intervenant dans les
estimations de convergence des théorémes 2.5 et 2.7, et n’est donc pas facilement quantifiable. Elle
joue néanmoins un grand réle dans la qualité de la reconstruction, comme illustré ci-aprés : on
cherche a retrouver 42, en changeant la partie du bord oil I'on a les données. On se donne tout
d’abord la donnée sur deux cotés, puis sur trois cdtés. On voit alors trés clairement l'influence de
I" sur la qualité de la reconstruction de 2. Ainsi, on constate que dans le cas qui nous intéresse ici,
il vaut mieux avoir les données sur les bords 2 et 4, que sur les bords 1, 2 et 3, ce qui peut sembler
paradoxal & premiére vue, mais s’explique de la maniére suivante : 'information sur les oscillations

(la "forme") de u? est contenue essentiellement sur les bords 2 et 4, la donnée de Dirichlet gq étant
nulle sur les bords 1 et 3.
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En haut, u%ys — u? : données sur bords 2 et 4 a gauche, données sur bords 1 et 3 a droite.
En bas, ui’s . données sur bords 2 et 4 & gauche, données sur bords 1 et 3 a droite.

_ 1 _ —4
h—m,&’—lo .
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En haut uiye — u” : a gauche, donées sur bords 1, 2 et 3, a droite, données sur bords 1, 2 et 4.

2

En bas, uj, . : & gauche, données sur bord 1, 2 et 3, & droite, données sur bords 1, 2 et 4.
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Chapitre 3

Prise en compte du bruit

Introduction

Le caractére mal posé du probléme de Cauchy fait de la prise en compte du bruit un probléme
crucial. En effet, si I'on veut construire une méthode de résolution de ce probléme pouvant étre
utilisée dans des situations "réelles", il faut tenir compte du caractére imprécis des mesures prove-
nant d’appareils de mesure "réels", et donc tenir compte de la problématique des données bruitées.
Or des données bruitées, aussi faible que puisse étre l'erreur faite, peuvent avoir un impact énorme
sur la solution du probléme.

Un exemple pour illustrer ce fait : soit Q := 0, 7[ x |0, [, ' := {0} x |0, 7| et w € H*(Q) tel
que Au = 0 dans 2. On pose go := ur et g1 := G,ujp. Par unicité de la solution du probléme de
Cauchy, u est 'unique fonction vérifiant

Ay = 0dans
u =ggsurl
o,u =g sur I

Supposons alors que l'on perturbe la donnée de Neumann g¢; en lui soustrayant % sin(ny). On voit
que lorsque n tend vers l'infini, le niveau de bruit tend vers 0 en norme ||.||z2(r) : la donnée est de
moins en moins perturbée. On se retrouve alors avec le probléme perturbé : trouver u, € H(Q)

Au, =0dans Q
U, =gosurl

1
8 u, = g1 — —sin(ny) sur I'.
n

La solution de ce probléme est u, := u-+ iz sin(ny) sinh(nz). On a [|u, —ul|L2(q) 179 %o : l'écart
entre la solution avec donnée exacte et la solution avec donnée bruitée tend vers ’infini, alors que
I’écart entre la donnée exacte et la donnée bruitée tend vers 0.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait l'objet d'une publication : A duality-based
method of quasi-reversibility to solve the Cauchy problem in the presence of noisy data,
L.Bourgeois & J.Dardé, Inverse Problems, vol. 26, 2010.
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3.1 Modélisation : qu’est ce qu’un bruit ?

I1 est nécessaire de définir mathématiquement ce que nous appelerons une donnée bruitée avant
de nous attaquer a sa prise en compte. Pour cela, plagons nous un instant d’un point de vue trés
applicatif : les données sont dans la "vraie vie" le résultat de mesures. Or, les instruments de
mesure ne fournissent pas des fonctions, c’est-a-dire dans le cas qui nous intéresse le couple (go, 91)
sur [', mais les valeurs prises par ces fonctions aux points de mesures, avec une possible erreur sur
la mesure. Ainsi, on n’exploite pas au final la connaissance d’une fonction, mais d’un ensemble de
valeurs prises par cette fonction.

On peut alors, pour rentrer dans le cadre fonctionnel habituel pour les données de nos pro-
blémes, interpoler ces valeurs. Si ’on peut créer trés facilement de cette maniére des fonctions de
L?, on peut aussi créer des fonctions plus réguliéres, par exemple des fonctions H3/2 x H/2, ce qui
est le cadre fonctionnel classique de nos problémes de Cauchy. Créer a partir de valeurs bruitées
des données réguliéres nous a néanmoins semblé abusif, puisqu’en quelque sorte nous créons de
I'information que nous n’avons pas : en effet, on suppose alors implicitement que les valeurs brui-
tées que nous possédons sont les valeurs prises par la trace et la trace normale d’'une fonction de
H?, ou autrement dit que notre donnée bruitée admet un relévement H?2, ce que nous ne pouvons
légitimement affirmer. C’est pourquoi nous avons choisi de ne pas supposer a priori de régularité
sur nos données bruitées.

Ainsi, au final, une donnée bruitée sera pour nous un couple (gJ,g?) de fonctions de L?(T).
La seule information que nous supposons connue sur ce bruit sera le niveau de bruit §, tel que
||gf —gillz2(ry < 6. Cela revient a supposer que notre appareil de mesure commet une erreur relative

de 0;% sur g;, avec o; := W
1| L2(T

3.2 Comportement de la méthode [QR] en présence de bruit

Soit Q un ouvert borné de R¢, de frontiére Q2 de classe C**. On se donne T',I'; deux parties
ouvertes non vides de Q2 vérifiant ' UT. = 8Q, ' NI'. = 0. On note v le vecteur normal extérieur
aqQ.

On se donne (gg,91) € H¥2(T') x HY?(T'), et on s'intéresse au probléme de Cauchy pour
I’opérateur laplacien :

Probléme [Cauchy] : trouver u € V, := {'u € H?(Q)| Yr = go, O, Ur = gl} t.g. Au = 0 dans Q.

Rappelons la formulation du probléme [QR] correspondant :

Probléme [QR] : trouver u. € V, t.q. Vv € Vo, (Aue, Av)12(q) + €(ue, ) g2(q) = 0.

Ici, Vp := {’U € H*(Q)|vr =8,up = 0}.
Nous voyons déja apparaitre un probléme concernant l'utilisation de la méthode de quasi-
réversibilité en présence de bruit tel que défini ci-dessus : le manque de régularité des données
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bruitées. En effet, g et g¢ ne sont pas assez réguliéres (elles ne sont que L?, et pas H%/? x H'/?)
pour étre des données acceptables dans une formulation [QR].

Supposons un instant que nos données bruitées sont réguliéres, c’est-a-dire que (gg,g‘f) €
H3/2(T') x HY?(I"), et vérifient ||gd — gollgrzrzry < 0, 199 — g1llgrr/2(ry < 8. Alors on peut légi-
timement poser le probléme [QRs] suivant :

Probléme [QRs] : trouver ug € Vg5 = {’u € H2(Q)| Y = gg, Our = gf} t.9. Vv € 1,

(A'u,g, A’U)Lz(g) + E(’u,g, ’U)Hz(g) =0.

I1 est clair que [QRs] admet une unique solution ug.

Propriété 3.1 uS tend vers u lorsque € tend vers 0 si et seulement si (g3,9%) = (9o, 91).

Preuve :

® si ug tend vers u lorsque € tend vers 0, alors, comme Vg5 est fermé (par continuité de la trace et de la trace
normale *), on a u € V, d'ou (¢3,49) = (ur, &vr) = (9o, 91)-

e si(95,9%) = (go,91), Vg5 = V,. Comme u est solution du probléme [Cauchyl, on a, d'aprés le théoréme

5 €—0

2.4 p.26, u; — u.

En présence de bruit, prendre € le plus petit possible n’est donc potentiellement plus la bonne
chose a faire. La proposition suivante montre que cela peut étre une trés mauvaise idée :

0
Propriété 3.2 pour tout eg > 0, pour tout e, 0 < € < gy, on a ||ul — Ue||g2(q) < Cﬁ' ou C

est une constante ne dépendant que de 2 et de €.

Preuve :
e remarquons tout d'abord que I'application (u,v) € H*(Q) x H*(Q) — (Au, Av)p2(q) + €(u, v)g2(q) est
un produit scalaire sur H2(Q2) dés que € > 0. On a en particulier I'inégalité de Cauchy-Schwartz suivante?

(Bu, ) 2(@) +e(w, )@ < /1Bl ) + llulaq) /1180]12q) + ellvlEysq,

e comme la frontiére de Q a été supposée C1'%, " est CLL. Il existe donc un opérateur de relevement R linéaire
continu de H%2(T') x HY/3(T') dans H2(R), tel que pour tout (go, g1) € H*?(T') x HY/*(T'), R(go, 91)|r = 9o.

8y R(go0,91)|r = 91 et ||R(g0, 91)l|m2(0) < ¢ (||90||H3/2(r) + ||g1||H1/2(F)), avec ¢ ne dépendant que de . Posons

fie = ue — R(go,91), 4 = ul — R(g8,9?). On a (i, dl) € Vo x Vo et, pour tout v dans Vp :

(Ade, Av)2(q) + €(le, v)r2(0) = — (AR(go, 91), Av) 12(q) — € (R(90, 91), V) gra(q)

(A2, Av) L) + €(,v)m2(q) = — (AR(93,93), AU)Lz(Q) — ¢ (R(g5,93) . v) &)
En posant v = 4, — ﬁg, et en soustrayant ces deux égalités, on obtient :

18 (e = 8) 33y + ellFe — By = — (AR(g0 — g8,91 — 08), Alie — 7)) 1o

—€ (R(gO - ggv 91— 9(15); Ue — ﬁg)) H2(Q)

Lcf théoréme 1.5.1.2 p.37 de [Gri85]
%cf p.78 de [Bre05], par exemple...
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On utilise alors I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour trouver :

1A (e — )1 Z2(q) + ellfe — BeliF2(q) < \/IIA(ﬁs — @)l 72 (q) + Ellde — Bl32(q)

x \/IIAR(go — 98,91 — 9320y +e€llR(g0 — 98, 91 — 99)|3r2(q

\/||A(ﬁs — 8)|[72(q) + ellfie — @ell%2(q) < \/||AR(90 — 98,91 — 91)122(q) + €llR(90 — 98, 91 — 91132y

Vellie — &lluz@) < /A0 — 8Bz + el — 83

et :

\/IIAR(go — 90,91 = )32 () + €llR(g0 — 98,91 — 932y < VI+eollR(90 — 95,91 — 93)ll ()
<2cyl+eg d.

On obtient donc finalement : ||, — @8||g2(q) < 2 cy/IT+ €0 %.
e Pour finir, on a :

|ue — ul||zr2) = ||%e + R(g0, 91) — @ — R(93, 83) || m2(e)

< ||de — @) m2) + ||R(g0, 91) — R(g5, 93)||z2(e)

§2c\/1+80\/ig+205§2c(«/1+50+\/%)%

On a donc, en utilisant 1'inégalité triangulaire, pour tout € < &g :

L]

lud — ul| g2y < llte — ullg2(e) + C

VeE
Lorsque ¢ tend vers 0, on a ||us — u||g2(q) qui tend vers 0, mais dans le méme temps C’% explose.
Une trés petite valeur de € dans [QRs] peut donc produire une trés mauvaise solution. On voit
apparaitre la nécessité de fixer ¢ en fonction du niveau de bruit 4.

Une méthode naturelle pour le faire serait de chercher ¢ qui réalise le minimum de |ju; —
ullg2(q) + C’% (dans l'intervalle |0, eg]). Cette idée est toutefois irréalisable en pratique, puisque

nous ne connaissons pas la constante C, ne connaissant pas la constante de continuité de 'opérateur
de relévement R, et nous ne connaissons pas la vitesse de convergence de u, vers u.

Remarque : bien sdr, rien n'oblige ||ul — ul|m2() @ se comporter en ﬁ en 0. Par ezemple, s’il existe

s €—0 ’LU5

w® € H?*(Q) tq. Aw® =0, w|61“ =g et Byw“sr = g%, alors on sait® que ul . On a alors

0 . .
|lud — ullg2(q) o |lwb - ul|g2(q), et [|ud — ul|gzq) n'ezplose pas lorsque € tend vers 0. Néanmoins,
rien ne prouve que € — ||u§ —u||g2(q) soit minimum en 0, et il nous faut toujours trouver une méthode
pour fizer € en fonction de §.

[Mlustrons le comportement de la méthode de quasi-réversibilité en présence de données bruitées :

on se place dans le domaine Q := ]-0.5,0.5] x |]—0.5,0.5[, on pose I' := ]—0.5,0.5] x {—0.5} U

]—0.5,0.5[ x {0.5}. go (resp. g1) est la trace (resp. la trace normale) sur I" de la fonction harmonique
3

wi=24 _ z%y. On perturbe la donnée (go, g1) pour obtenir une donnée bruitée (gg, g¢) vérifiant

3

g7 — gillz>(ry o Vie{1,2}.
19il| 2(r)

3théoréme 2.4 p.26
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Autrement dit, la donnée est perturbée par un bruit d’amplitude relative . On s’intéresse alors a
l'erreur entre la fonction w? solution de [QR,] et w en fonction de €.

|lup ¢ — ma(u)||n fonction de €, pour différentes valeurs de 0. h := 1/70.

Lorsque la donnée n’est pas perturbée, on retrouve la convergence de up . vers u déja montrée au
2.2.5. Pour un bruit relatif de 0.5%, on voit par contre que I'écart entre ug’g et u décroit pour ¢
variant de 1 & 102, puis croit pour ¢ variant de 1072 & 10~%, ce qui est cohérent avec I’estimation
&. Pour un niveau de bruit de 2%, I'écart entre ujy _ et u ne fait que croitre : le premier terme au
second membre de & est complétement absorbé pair le second.

I1 nous faut donc une stratégie pour fixer e. Une premiére idée naturelle est de se ramener
dans le cadre théorique des régularisations de Tychonov : en effectuant le changement de variable
4 = u — R(go, 91) directement dans le probléme [Cauchy], on obtient un probléme de Cauchy
homogéne de la forme

At = f
Ur =0
Bl,'lfl,‘p =0

ou f := —AR(go,91). On peut régulariser ce probléme a l'aide de la formulation de quasi-
réversibilité homogéne suivante :

Probléme [QRH] : trouver 4. € Vp t.q. Vv € Vo, (Ade, Av)12(q) + €(8e, v)r2(Q) = (f, AV)L2(0)-

La donnée est maintenant f, la donnée bruitée f¢ = —AR(gS,g?), et on a* ||f — f5||L2(Q) < 2cd.
Le probléme bruité s’écrit donc :

Probléme [QRE®] : trouver 4 € V; t.q. Vv € V, (Aﬁg,Afu)Lz(Q) +e(al yU)H2(Q) = = (¢, Av)2(q)-

La formulation [QRH] est exactement la régularisation de Tychonov® de l'opérateur A : Vo —
L?(Q). Dans le cadre du probléme de Cauchy homogéne, des techniques pour fixer € fonction du

*If = £llzzcm) = [1AR(g0,91) — AR(g5,92)llz2(y < IIR(90,91) = R(98, 9wz < e(llgo — gallmsr2(ry + llgr —

gf||H1/2(r')) <2cé
®voir par exemple [EHNO6] pour une étude trés compléte des problématiques liées aux régularisations de Tychonov
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niveau de bruit ont déja été développées. On peut par exemple appliquer le principe de Morozov :
on cherche alors a fixer ¢ de tel sorte que ||A%S — f5||L2(Q) soit inférieur ou égal a ||f¢ — fllzz(@)-
Cette approche est étudiée dans [Bou06].

Une autre méthode pour fixer € en fonction du niveau de bruit trés utilisée dans le cadre des
régularisations de Tychonov est la "L-curve method". Cette méthode consiste a tracer la courbe
%8| zr2(q) en fonction de la norme de [| A — f9||12(q), c'est-a-dire la norme de la solution régularisée
en fonction de la norme du résidu. Cette courbe, paramétrée par €, a le plus souvent une forme de
L, comme illustré sur la figure suivante :

182 || 2 ()

€ opt

|AGL — f° r2(a)

Forme typique d’une "L-curve"

Le paramétre ¢ choisi est alors celui qui correspond au "coin" du L, o sur la figure, ou plus
mathématiquement celui qui correspond & la courbure maximum de la courbe. Dans [EG94], on
étudie théoriquement cette méthode®. On peut la trouver mise en application dans [ABF06] et
[FABB10] pour des problémes de Cauchy elliptiques.

Ces méthodes ne peuvent néanmoins pas étre appliquées dans notre cas : nous ne connaissons
toujours pas la constante de continuité de 'opérateur de relévement R, et donc nous ne pouvons
pas répercuter correctement le niveau d’erreur sur la donnée au bord (go, g1) sur le niveau d’erreur
sur la donnée volumique f. Un exemple présenté dans [CKPO09] illustre bien cette problématique :
on considére le demi-plan {(z,y) € R?|y > 0}. Pour cette géométrie, il est facile de créer un relé-
vement R de la donnée (go, 91), couple de fonctions de la droite réelle : il suffit de prendre

R(g0,91)(Z,¥) := go(z) — yg1(z).

On obtient alors au second membre

f(z,y) = —go(z) + yg; (z).

On voit que l'on devra faire une double différentiation numérique, processus trés instable, notam-
ment si la donnée n'est que L2. Et méme si on régularise cette différentiation, nous ne pourrons
pas trouver de constante de continuité pour notre opérateur de relévement numérique, sauf a faire
des hypotheéses trés fortes de régularité sur la donnée.
Au vu de tout ceci, notre objectif est maintenant double :

e régulariser la donnée bruitée (gg, gf), afin de pouvoir légitimement 1'utiliser dans une formu-

lation [QR]
e fixer € en fonction du niveau de bruit §.

Sdans cet article, on montre d’ailleurs que choisir le £ correspondant au maximum de courbure n'est pas exactement
le bon choix, et on présente une méthode plus élaborée de choix a partir de la L-curve
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3.3 Une formulation basée sur la dualité

Pour remplir notre double objectif, nous allons provisoirement oublier la quasi-réversibilité.
Avant toute chose, il faut bien comprendre qu’il est illusoire d’espérer retrouver = solution du
probléme [Cauchy] a partir de la donnée bruitée (gg , g‘f), a cause de l'instablilité du probléme’.
L’information a notre disposition se réduit a : u appartient a I’ensemble

{U € H*(Q)| Av =0, [vr - QSHB(I‘) <4, [[Byyr — 9‘1$1|L2(1“) < 5} :

Notre objectif va dorénavant étre de construire un élément 4% de cet ensemble. On suit ainsi le
principe de Morozov suivant : il ne sert a rien de vouloir étre plus précis que la précision de la
donneée. u® est en effet une fonction harmonique qui ne s’éloigne pas plus de la donnée bruitée que
u, la solution de [Cauchy].

Pour construire u®, nous allons résoudre un probléme d’optimisation par dualité. Ceci nous
fournira finalement une donnée régularisée et le paramétre € pour la méthode de quasi-réversibilité.

3.3.1 Un probléme d’optimisation

On pose Y := L?(T") x L?(T") x L?(R). Pour p = (pg,p1,p2) €t ¢ = (qo, g1, g2) deux éléments de
Y, on pose (p,q)y := (po,q0)r2(r) + (P1,91)2(r) + (P2,92)12(0)- (-, -)y définit un produit scalaire

sur Y, et (Y, (.,.)y) est un espace de Hilbert®.
On définit 'opérateur A : H?(Q) — Y tel que Vu € H*(Q), Au = (ur, 8, ur, Au).
Etude de 'opérateur A

Propriété 3.3 A est un opérateur continu injectsf.

U1
Preuve : on sait que V [U,z] € R%, /u? +uZ + u? < |uq| + |ua| + |us|- On a donc, pour tout u € H(Q) :
U3z

| Aully < [lAu]lL2@) + llurllza @y + 18vurllL2 )] -

La continuité de |'opérateur trace et trace normale pour les éléments de H2(2) nous donne alors I'existence d'une
constante C > 0 telle que :
| Aully < Cllullaz(@)-.

L'injectivité de A est une conséquence directe de |'unicité de la solution du probléme de Laplace avec données de
Cauchy®.

]
Propriété 3.4 Im(A) =Y.
Lemme 3.1 Vu € H%(Q), Vv € L*(Q,A) := {v € L?(Q)| Av € L*(Q)},
/nAuv Tulvdr = <a”u’v>H%(6sz),H*%(an) B <u’a”v>H%(an),H*%(an) ' (3:1)

Preuve : voir [LM68].

"ce que nous voulons dire ici, c’est que nous ne pouvons pas &tre stir de retrouver u a partir de (gg, gf). La méthode

que nous allons mettre en place pourrait nous donner u, mais quand bien méme ce serait le cas, nous n'aurions aucun
moyen de savoir que nous avons retrouvé la solution exacte de [Cauchy].

8cf théoréme 5.16 de [Gon98]

9théoréme 1.2 p.12
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|
Preuve de la proposition 3.4 : soit y = (f,g,h) € Y tel que pour tout u € H2(Q), (Au,y)y = 0. On a

donc, pour tout u € H?(Q),
3]
/Aufdw—i—/ugda—l—/—uhdazo (3.2)
Q r r On

Posant u = ¢ € C°(Q) dans (3.2), on obtient [, A¢ fdz = 0, V¢ € CZ(R2). On a donc Af = 0, ce qui
implique en particulier f € L?(Q2, A). En appliquant la formule (3.1), et en utilisant Af = 0, on obtient, pour
tout u € H?(Q)

/QAuf dz = (Byu, f>H%(6Q),H_%(6Q) — (u, a"f>H%(6Q),H_%(6Q) . (3.3)
(3.2) et (3.3) donne, pour tout u € H2(Q) :
Ou
/rugda - /1“ 3 P40 == 0% )yt a0y a4 om) (40P i3 0y 12 (0n) (34)

Pour s € {1/2,3/2}, on définit Hiy(T") (resp. Hgp(I'c)) comme I'ensemble des ¢ € H*(T') (resp. € H°(T';))
t.q. le prolongement par 0 de ¢ sur OQ\T' (resp. 9Q\ I'c), noté @, vérifie ¢ € H*(0Q2). On définit H—*(I") (resp.
H~*(T')) I'ensemble des restrictions des éléments de H~°(9R) sur I (resp. I'c). Enfin, on note (., .) gz (r),m-+(r)
(resp. (., -)mg, (o), H—=(r.)) le crochet de dualité entre Hgo(T') et H°(T") (resp. Hgo(I'c) et H*(I';)).

Soit ¢ € Hel? (). Par définition, @ est un élément de H/2(8Q). Il existel® u(y) € H2(Q) tel que u(@)jpn =
@ et O,u(yp)jpa = 0. En injectant cela dans (3.4), on obtient, pour tout ¢ € Hééz(l") :

[ 0990 = B.80) 13 ey -1 oy = 010D 3 s

d'ou I'on déduit g = 8, f sur I". Par un raisonnement analogue, on obtient —h = f sur T".
Soit maintenant p € Hééz(l"c). Par un raisonnement équivalent au précédent, on obtient :

<()07 al/f>H0%0(Fc),H,% (Fc) =

soit 8, f = 0 sur I'.. Par un raisonnement analogue, on obtient f = 0 sur I'.. On peut alors utiliser I'unicité
de la solution du probléme de Laplace avec données de Cauchy dans L%(£2, A)!, qui nous donne f = 0, ce qui
implique directement g = h = 0.

Les deux propriétés précédentes impliquent directement la
Propriété 3.5 A* est un opérateur linéaire continu et injectif de Y dans H?(Q)'2.
Un probléme d’optimisation sous contraintes

Soit o > 0. On définit :
¢t = {v e H¥(Q)| Av € B(g{,0) x B(g?,0) x B(0,a)}

ot B(z,r) désigne la boule de centre z et de rayon r pour la norme L? appropriée. On pose
également F :=v € H(Q) — %||'u||i[2(Q :
On va s’intéreser au probléme d’optimisation suivant :

Probléme [P}] : trouver ud € C¢ t.q. F(ud) = igcfa F(v).
vely

1%c’est une conséquence de la surjectivité de l'opérateur u € H*(Q) — (uoq, Oyujpn) € H¥?(60) x H'/?(8Q), voir
le théoréme 1.5.1.2 p.37 de [Gri85]. On peut d’ailleurs prendre u(¢) = R(,0).

yoir proposition 1 dans [Bou06]

26n identifie ici H? et Y & leurs duaux respectifs
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Propriété 3.6 le probléme [Pg] admet une unique solution.

Preuve : F est une fonction continue, coercive et strictement convexe de H2(2). C2 est un ensemble non vide,
car u € C2. Il est fermé, par continuité de I'application A. Enfin il est convexe, par linéarité des applications

trace, trace normale et A, et par convexité des boules B(g3,d), B(g3,6) et B(0, ). Il suffit alors d'appliquer la
proposition 1.2 p.34 de [TE74] :
- soit V' un espace de Banach réflexif, et C' un ensemble convexe fermé non vide de V. Soit F': C — R une
fonction convexe, s.c.i. et coercive. Alors il existe au moins un élément u de C t.q. F(u) = inf,ev F(v).
Si de plus F' est strictement convexe, alors u est unique.

La solution u® := uj du probléme [PJ] est la fonction H?(Q2) harmonique de norme minimale

vérifiant up € B(gg,é) et Sur € B(g¢,6). Elle vérifie donc le principe de Morozov que nous
désirions. C’est dorénavant la fonction que nous allons rechercher.

Théoréme 3.1

lims_, [|ul — ul|g2(0) =0
limg o ||ul, — u5HH2(Q) =0

Preuve :

e soit (8, )nen une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. Pour tout ., on a u € C3*, et comme u
est solution de [PJ"]1, on a llu"|| 2(2) < ||ullzz(@)- On en déduit I'existence de w € H?(R) et d'une sous-suite
6 tels que la suite u®» tend faiblement vers w dans H?(Q).

Les applications v — Av, v — vjr et v — 8, v étant linaires et fortement continues sur H?(Q2), elles sont

on

faiblement continues!3. Comme pour tout n/, ub» € Co*', on a, par passage 4 la limite, Aw = 0, wir = go et
O, wir = g1. Par unicité de la solution du probléme de Laplace avec données de Cauchy*, on obtient w = u. On
a:

[lu®” = ullfz (@) = 6 i) — 2 (W, w)m2q@) + llullizq)
< 2||ulldzgq) — 2 (4, w) 2 (@) “=2 0.

ud~ tend donc fortement vers u dans H?(Q2). En appliquant le lemme 2.1 p.22, on obtient finalement que u’

tend fortement vers u dans H%(§2) lorsque § tend vers 0.

. ~ R s a—0 s - . T
e on montre pratiquement exactement de la méme maniére que u%, —— u°. Il suffit simplement d'utiliser

I'unicité de la solution du probléme [P$] & la place de I'unicité de la solution du probléme de Cauchy.

Pour obtenir ug, nous devons résoudre [Pi] , qui est un probléme d’optimisation sous contraintes,

donc un probléme difficile. Pour éliminer cette difficulté, nous allons utiliser la dualité en analyse
convexe (cf la deuxiéme partie de [TET74]), qui va nous permettre de transformer ce probléme sous
contrainte en un probléme sans contrainte. Le parameétre a va ici jouer un réle important.

Etude du probléme dual

Rappelons ici le théoréme de Fenchel-Rockafellar!® :

Théoréme 3.2 soit V et Y deuz espaces de Hilbert, V* et Y* les espaces duauzr correspon-
dants. Soit A:V — Y un opérateur continu, A* : Y* — V* son adjoint. Soit J:V xY — R
une fonction conveze et J* : V* x Y* sa fonction polaire'®.

13¢f théoréme II1.9 de [Bre05]
“théoréme 1.2 p.12

15¢f théoréme 4.1 p.58 de [TE74]
0¢f définition 4.1 p 16 de [TE74]
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On considére le probleme de minimisation primal [P]

11€1f J(v, A*v)

et le probléme de mazimisation dual conrrespondant [P*]

sup —J*(A*p*,p")
y* €Y *

St inf [P] est fini, et s’il existe vy € V t.q. J(vo, Avg) < 00 et y — J(vo,y) et continue en Avy,
alors inf[P] = sup[P*] et le probléme [P*] admet au moins une solution.

Pour se mettre dans le cadre d’application de ce théoréme, nous allons écrire différemment le
probléme [P?]. On définit la fonction x? : L?(T') x L*(T") x L?*(Q) — R par :

0sipe€ B(g5,8) x B(g?,08) x B(0,ax)

Vp = Y %) € Y; : = 1
D := (po, P1,P2) Xa(P) { 400 sinon

Comme B(gd,8) x B(g¢,8) x B(0, @) est un ensemble convexe, x’, est convexe'”. En posant J(v,p) =
F(v) + x%(p), on peut réecrire le probléme [P%] :

Probléme [P2] : trouver ud € H?(Q) t.q. J(ud,Aul) = inf J(v, Av).
e vEH?(Q)

Intéressons nous maintenant au probléme dual [P2*]. Puisque J(u, Au) := F(u) + x%(Au), on a'®
J*(A*p,p) :== F*(A*p) + X% (—p). On obtient :

Probléme [P%*] : trouver pd € Y tel que F*(A*p) + x%*(—p) = q11€1f F*(A*q) + x2*(—q).

Propriété 3.7 Vp € Y, p = (po,p1,p2), on pose G4(p) = F*(A*p) + x3' (—p). On a :

1 *
Gi(p) = Sl4 Pl3r2(q) + 8llpollzo(r) — (99, Po)z2(ry + Ollp1llza(ry — (99, 1) 2(r) + @llp2ll (o)

Preuve : on a, pour tout u € H2(Q) :

F*(u) = sup ((w,v)m2q) — F(v))
vEH2(9)

1
= sup <(U,'U)H2(Q)_§Hv”%12(9))
veH?(Q)

1
= 5”“”%12(9)

car, pour tout v € H*(Q), (u,v)m2(a) — %HU“H2(Q) <3 (||u||H2(Q) + ||U||H2(Q)> - %”UH?{%Q) = %Hunf{z(n)

cette valeur étant atteinte en v = w.

17¢f p.8 de [TE74]
'8¢f remarque 4.2 p. 59 de [TE74]
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On a, pour tout p € Y (on pose Yoq = {q €Y|qeB(g,0) x B(g8,6) x B(O,a)}) :

X% (p) = sup (p,q)y — x3(q)
gey

= sup (p,q)y
q€Yaq

= sup (Po,0)2(r) + (P1,q1)2(r) + (P2, 22)12(0)
g€¥ad
5 5

d g q g q
SEL;P (P, 95) 2(ro) + 6 (Po, %)LZ(FO) + (p1, 92) 12(ro) + 8(p1, = 5 L) 2 (ro) + a(p2, EZ)IP(Q)
q ad

(o, 98) + dllpollz2(ro) + (Pr, 92)z2(ro) + Sllpallze(ro) + allpollze(a).

On peut donc réecrire [P3*] :

Probléme [P2*] : trouver pd € Y tel que G (p%) = uellf[ G (q)
q

Propriété 3.8 Pour tout a > 0, le probléeme [Pi*] admet une unique solution pi.
Preuve : GY, est une fonction continue et strictement convexe sur Y (il est direct que G®, est continue et convexe,
c'est une fonction strictement convexe car |'opérateur A* est injectif et donc p — ||A*p||f{2(9) est strictement

convexe). Supposons qu'elle ne soit pas coercive. Il existe alors (p,)nen € YN et C € R tels que ||pn]]ly — oo
et G° (pn) < C. Posons B, = ||pn|ly et g, = g~ Ona:

Gfx Pn * 1
ﬁ(z )- )4 anlFiian 5 Nanallzo@y 5 (8 (lamollzoe) + lamallza) = (66 gno)iae) + (08, gna)aace]

d'ou I'on déduit :

||A tnlltz) < =5 ﬁz ,Bn ((go,qn 0)z2(ry + (97, an,1)z2(m)) < 52 ,Bn (||90||L2(F) + 193 l2(ry)

et donc A*g, M 0. Comme ||gn|ly = 1, on peut extraire de (gn)nen une sous-suite (notée g, également)
n—0

qui converge faiblement dans Y vers ¢ € Y. Comme A* est linéaire et continu, il est faiblement continu?®, et
A*q, 2= A*q. On a donc A*q =0, d'oil, comme A* est injectif, ¢ = 0, et g, — 0. Enfin, on a :

Go(pn) > Pn [2lgn 2llz2(2) + 6(llgn0llz2(r) + llgn.allza(r)) — (95, 9n.0)r2(r) — (93, 4n,1) 2 ()]
> Pn [mln(a, 8)(lan2llz2(@) + lgnollz2(r) + llan,1llz2(r)) — (93, @n,0)L2(r) — (48, Qn,l)L2(r)]
> Bn [min(a, ) — (gS, Qn,o)Lz(F) - (91»<In,1)L2(1“)] m 00.

On a de nouveau utilisé ici I'inégalité \/uf + ud + u2 < |ug] + |uz| + |us|, V[u1 uz wus] € R® On aboutit
donc a une contradiction, et Gi est coercive.
Finalement, comme Gg est continue, strictement convexe et coercive sur Y, on obtient |'existence d'un unique
S €Y tel que :

Ga(pa) = inf Gal(e)

Remarque : cette démonstration ne s’applique pas au cas a = 0, putsque dans ce cas min(a,d) =0, et
on perd la coercivité de G,.

19¢f théoréme 111.9 p.39 de [Bre05]
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Propriété 3.9 Pour tout a >0, G4(p%) = —3[[ulll}>(q) et |us = AP |

Preuve : on va avoir besoin du résultat suivant®® :
— soit V un espace de Banach, F une fonction de V dans R, F** sa polaire. Alors v* € 8F(v) (sous-différentiel
de F en v) si et seulement si :
F(v) 4+ F*(v*) =< v,v* >
On a, pour tout p € Y G4 (p) = F*(A*p) + x5*(—p). Pour tout p € Y, on a F*(A*p) < oo et x*(—p) < o,
avec F* continue en A*p, et F* et x%* convexe. On a de plus infpey G (p) > —oo. On en déduit (cf théoréme
3.2) que le probléme [P3*] est stable, et donc :

inf G3(p) = —(_inf | F(0) + xa(40) = —5 [y
Ceci nous donne également :
F*(APY) + F(ug) + xo (Aul) + xa*(—p3) = 0
ce que l'on peut réécrire :
[F*(A*PG) + F(ud) — (A"Ph, ua) me(o)] + [x%(Aud) + X&7 (—p%) — (=ph, Aug)y] = 0.

Par définition de la fonction polaire, chacune des expressions entre crochets est positive ou nulle. Comme leur
somme est nulle, elles sont toutes les deux nulles, et on en déduit :

F*(A*p) + F(u) — (APl ud)m2@) = 0

ce qui est équivalent & A*pS € OF (ul).
Rappelons que pour tout v € H?(Q), F(v) = %|v||§12(9). F est Frechet différentiable sur H2(Q2), de

différentielle F(v) = v. Donc pour tout v € H?(Q), 8F(v) = {v}. On en déduit A*pS = ul,.
]

Evidemment, si [Pg*] admettait une solution pg, qui serait alors unique, on aurait de la méme
maniére ud = A*pg, la démonstration de la propriété 3.9 étant toujours valable. Mais il n'est pas
slir que ce soit le cas, car on ne peut plus démontrer que Gg est coercive sur Y (voir remarque
p.61). On n’est donc pas assuré de pouvoir obtenir u? par résolution du probléme dual [Pg*].
Nous pouvons néanmoins obtenir certains résultats sur [P$*] :

Propriété 3.10 inf,cy Gi(p) = —%Hu‘sH?{z(Q) = limg,_,o+ GS(25).

Preuve : on a, pour tout p € Y, G5(p) > G%(p5) = —%||ug||§,2(9). On en deduit G§(p) + allp2||z2(@) >
—31[uall32(q)- En passant a la limite lorsque o tend vers 0, on obtient G§(p) > —3|[u’[l32q). et donc
infpey G3(p) > —%“u‘s”%{z(gz)-

—ot
On a de plus  alpd | o = G4 (p8) — GB(E) < — 3 [l ragq — 4 ragey] =25 0.
. —ot . . . 1
Finalement : G3(p%,) = G&,(p%)—allp}, 2llL2() —— —% |u5||%12(9), ce qui implique I}éllf’ Gi(p) = —5||u5||§_12(9)
]
8.

Nous avons donc maintenant une méthode a notre disposition pour approcher la fonction u
pour o > 0 petit, nous pouvons résoudre le probléme [Pi*], sa solution pg nous donnant alors
immeédiatement ug par la relation de la propriété 3.9 ug = A*pg. Le théoréme 3.1 assure que plus
on prend un o petit, plus ui est proche de u®. De la sorte, ui solution du probléme [Pi] joue
vis-a-vis de u’ solution de [Pg] le méme réle que u, solution du probléme [QR] vis-a-vis de u
solution du probléme [Cauchy].

Il nous reste maintenant a faire le lien entre le probléme [Pg] et la méthode de quasi-réversibilité,
ce qui est I’objet de la prochaine partie.

*0yoir propriété 5.1 p.21 de [TE74]
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3.3.2 Lien avec la quasi-réversibilité

Commencons par démontrer les deux lemmes suivants :

Lemme 3.2 ||g8||z2r) <6 et ||gllremy <0 ul =0&Va>0,u,=0&Va>0,p8 =0
Preuve :

e pour a > 0, on a directement u$, = 0 & p?, = 0, puisque ul = A*pS et A* injectif.

o [|g8llz2ry < b et ||gdll2ry <6 = 0€C. OrVueCs, ||v||§_12(9) > 0. On a donc ud, = 0, par unicité de

la solution du probléme [P$]. Réciproquement, ué, = 0= 0 € C§ = ||g§||z2(r) < 6 et [|g8]|2(r) < 6.
e on obtient de la méme maniére ||g§||z2(r) < 6 et [|g2]|z2(r) <6 & u® = 0.

Lemme 3.3 On a équivalence entre les deux propriétés suivantes :
vudl=0
A Yv e, (’U,s,’U)Hz(Q) =0.

Preuve : il est évident que ¥ = A.
Supposons que A soit vrai. Alors Vo € C2(Q), (u®, ®)m2(a) = 0. On obtient alors facilement :

Vo € C2(Q), (AAu® — Aul + 48 9 ) =0.

Mais par définition de u®, on a Au® = 0 et donc AAu® = 0. On en déduit donc : Ve € CX(Q), (u®,p) =0, ce
qui implique u® = 0.

Le lemme 3.2 nous montre que HngLz(po) <6, Vi € {0,1} = u$ = 0. On formule alors I'hypothése
suivante :

Hypothése [H] : il existe 2 € {0,1} t.q. ||gf||L2(p0) > 0.

Cette hypothése signifie que le "signal" gf est plus important que le bruit, ou encore que l'on
distingue "l'information" du bruit.

Propriété 3.11 Sous l’hypothése |H], il existe ag > 0 tel que Vo, 0 < a < g, pg‘,z # 0.

Preuve : supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe (an)nen t.q. Qn ——» 0 et pin_z =0.
Soit v € V. On a, pour tout n € N :

(P2, Av)y = (Pin,z» Av)rz() + (Pin,ovv\r‘)m(r‘) + (Pin,lv Oyvr)L2r) =0

et (P ,Av)y = (A0S ,v)m2) = (U8, ,v)r2 @) —— (u,v)m2(q). On déduit alors du lemme 3.3 que
u® =0, d'ou d'aprés le lemme 3.2, ||g5||z2(a) < 6 et ||g8]|22(a) < 8, ce qui est en contradiction avec [H].

Remarque : le lemme 3.2 nous montre que nous avons en fait ict une équivalence.

S
Propriété 3.12 Sous I’hypothése [H|, Va, 0 < a < ag, Aud, = > Poua

T s
||pa,2||L2(1"0)
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Preuve : on sait (proposition 3.9) que G (p%) = —%||ul||% 2oy, d'oii I'on déduit :
o 2 1*allH2(Q)
1wl %) + @llp 2llz2(@) + 811PS ollz2(r) — (98, P8, 0)z2(r) + 611PS 1 1lz2(r) — (93, PP 1) 12(r) = 0O
et I'on sait (toujours proposition 3.9) que A*p?, = u?, d'ou I'on déduit :
||uc51||%12(9) = (ug,A*Pg)Hz(Q) = (Augvpfx)y = (Auivpg,z)ﬁ(ﬂ) + (uivag,o)m(r) + (auuimpg,l)m(r)
En rassemblant ces deux expressions, on obtient :
[(Aug, Ph 2) 12 (@) + llph o llL2 ()] + [(ugqr — 98, Ph0)12(r) + 61IP% oll2(r)

+ [(Byui‘r‘ — 93,08 1)r2(r) + Ollpd 1lle (] =0

expressions entre crochets sont positives ou nulles. Puisque leur somme est nulle, elles sont toutes nulles. En
particulier, (Aud, p% 5)12() +allpd 2|22 (@) = 0. ce qui implique, puisque pd, , # 0 (cas d'égalité dans I'inégalité
de Cauchy-Schwartz),

Comme par définition de uf, [[Aud|lr2@ < o [[udr — gllzar) < 6 et [B,udyr — gillze(ry < 6, les trois

d
a Pa,z

Ayl = - P2
195, 2112 (@)

(o3

Remarque : on a donc ||Aul||r2q) = @, la contrainte sur le laplacien est saturée.

On aurait pu montrer ce résultat autrement : soit o, 0 < a < ag. On sait que pgyz # 0. De plus, par
définition de pl, on a, pour tout ¢ € Y, pour tout t € R, G¢(pS + tq) — G¢(pS) > 0. Soit t € R et
g2 € L?(Q). On pose ¢ =(0,0,g2) € Y. On obtient alors :

[0

G (Pl +tq) — Go(P) =t |(A*P%, A" Q)2 + (P2, 22)L2(@) | +o(t) >0, Vt.

195,21 2(@)

On en déduit : Vg, € L?(Q), (A*pg,A*q)H2(Q) + m@g,z,qz)p(m =0. Mais

(A" PS, A" Q)2 () = (ud, A" Q)2 () = (Aud, @)y = (AU, ¢2)r2(q).

Le résultat suit.

Remarquons que si pi,o # 0 (resp. pg‘,l # 0), nous avons montré dans la preuve de la propriété

S S
3.12 que !’ r = i §—220  (resp. B,u’ r = g - —Pal ) On voit apparaitre ici la
af ||po¢,0||L2(1") af Hpa,llle(p)

régularisation des données bruitées : on enléve & une fonction de L?(T') une autre fonction de
L?(T"), et on obtient finalement une fonction de la régularité désirée, soit H3/?(T") et H/?(I").

Propriété 3.13 sous l’hypothése [H|, on a : 31 € {0,1} | pi’i #0.

Preuve : on a G (pl) = —3[[udl32(q) < 0. Or si on avait pj o = p,; = 0, on aurait G (p}) > 0.
]

On peut maintenant formuler le principal résultat de cette partie. On pose (hi,Oahi,l) =
(uiw’af/ui\r‘) € H32(T) x H'/3(T).

Théoréme 3.3 St HggHLz(p) >0 ou ||gf]|Lz(p) > 0, alors dag > 0 tel que Va, 0 < a < ag,
pg‘,z #0 et ud est la solution du probléme [QR] avec pour données (hi,o» hg"l) et

5 a

e =—"
* 1882l

St |1g8llL2ry < 6 et ||gd |2y < 6, alors ud = 0.



3.3. UNE FORMULATION BASEE SUR LA DUALITE 65

Preuve du théoréme 3.3 : le lemme 3.2 nous montre déja que ||g?||z2(ry < & pour tout 7 € {0, 1} = uf, = 0.
Supposons maintenant : 3 € {0,1}, [|g?|lz2(r) > 6. Soit a vérifiant 0 < o < ag, et v € Vp. On a, d’aprés |a
proposition 3.12 :

5 o Pg 2
(Aua, A'U)L2(Q) + (W, A’U)Lz(g) = 0.
Pa,2llL2(Q)
On a de plus :
apg,2 A'U) 2 _ (p5 A'U) 5
198 ol rzion’ LXQ) =735 .. . ) L2(Q
Hpg,ZHLz(Q) @ ||pfx,2||L2(Q) 2 @)
:5L(Pi7AU)Y (puisque v € Vp)
||Pa,2||L2(Q)
:L(A*pE 'U)Hz o
125, 21122 () o ()
© 5
=3 . U, V)H2(Q
TP 2l o @)

Le résultat annoncé vient alors de I'unicité de la solution du probléme [QR].

Le théoréme 3.3 a pour conséquence immeédiate la proposition suivante :

§ a—0 0.

Propriété 3.14 Sous l’hypothése [H|, lim 0 —

3 =0, soit e
a=0 ||p% 2 llz2(0)

Preuve : on sait que sous I'hypothése [H], (Aug,Av)Lz(Q) + ”ﬁ"‘i(ug,v)}qz(g) =0, V0<ac< ap,

Pa,zulﬂ(n)

. H*(Q L*(Q
Vv € V. De plus, on sait que u’ —Ol> u® et comme 1A || 12) < o, Aud —(Ol> 0. Le lemme 3.3 nous
a—r a—r

donne également |'existence de vg € V4 t.q. (us,UO)H2(Q) # 0. Le résultat est alors immédiat.

Conclusion : en présence d’une donnée bruitée, nous avons tout d’abord défini ?, unique solution
du probléme d’optimisation sous contrainte [Pg], et fonction vérifiant le principe de Morozov que
nous avons décidé de suivre. Nous avons aussi défini ui, unique solution du probléme d’optimisation

[P%], avec a constante positive relachant la contrainte sur le laplacien. Nous avons montré que

—0 N . . . .. .
ui SamA NI ug apparait comme une bonne approximation de u® si on choisit a petit.

Nous avons alors montré que le probléme dual [Pi*] de [Pi] était un probléme d’optimisation sans
contrainte, qui admet une unique solution pi pour o > 0. De plus, nous avons vu que ug = A*pi.
Ainsi, la résolution de [Pi*], plus simple que celle de [Pi], nous permet facilement d’obtenir ui.
Finalement, nous avons montré que la solution u’, de [P%*] pour a > 0 est également solution
d’un probléme de quasi-réversibilité, avec une donnée régularisée et un parameétre € que nous
avons explicités : nous avons ainsi rempli notre double objectif initial.

Nous pourrions néanmoins nous demander si nous n’avons pas simplement déplacé le probléme
de fixer le paramétre € a celui de fixer le paramétre o. Il n’en est rien : en effet, s'il n’était pas
légitime de faire tendre € vers O en présence d'une donnée bruitée comme vu au 3.2, il est par
contre tout a fait légitime de faire tendre a vers 0 en présence de cette méme donnée. Autrement
dit, le choix du paramétre a est indépendant du niveau de bruit, et nous le prendrons "petit" dans
les applications numériques du 3.5.

Remarque : la donnée régularisée et le paramétre € nous sont fournis a posteriort par la méthode : leur
connaissance prend tout son intérét lorsque l'on a a effectuer de nombreuz calculs de solutions de
problémes de Cauchy a partir de la méme donnée bruitée, dans un processus itératif par ezemple. Nous
n’aurons alors qu’d résoudre une unique fois le probléme d’optimisation [PS*], puis mous pourrons
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ensuite utiliser la méthode [QR] avec le parameétre et la donnée régularisée obtenus. Nous mettrons
cette 1dée en application dans la troisiéme partie de cette thése.

Remarque : toute l’étude a été faite pour un méme niveau de bruit § sur la donnée de Dirichlet et
de Neumann. L’eztension au cas ou le niweau de bruit est différent (||g¢ — gil|z2(r) < 6i) se fait sans
aucune difficulté. De méme, nous ferons nos applications numériques dans un domaine polygonal
de R?, qui n’est donc pas a frontiére CYt. De nouveau, les résultats obtenus s’étendent auz cas des
polygones de R? sans difficulté, en utilisant notament les résultats de [Gri85].

3.4 Discrétisation du probléme

On suppose désormais que Q2 est un polygone de R?. On se donne une triangulation réguliére
Tr de Q, telle que T soit 'union des cotés de certains triangles K de 7. On notera Nx le nombre
de triangles de la triangulation, N; le nombre de sommets de la triangulation, Ny et N, (resp.
Nir, et Nypr,) le nombre de sommets et d’arétes de I' (resp. I';).

3.4.1 Espaces discrets, produits scalaires

Les espaces fonctionnels apparaissant dans les problémes [PS] et [P9*] sont H?(Q), L3(T') et
L?(Q). 11 va nous falloir définir leurs équivalents discrets. L'équivalent de H2(Q2) sera bien str W,
espace des éléments finis F.V.1 décrit au 2.2.2. Il est muni du produit scalaire

(un, VR)n = D, (Un,Vn)H2(K)-
KeTh

Lemme 3.4 dw, := dim(W3) = Ns + 3Ng + Ngr + Nor..

Preuve : tout d'abord, il y a une fonction de base par sommet, donc N; fonctions de base. Puis il y a 2 fonctions
de base par arétes : si on considére que chaque aréte est partagée par deux triangles, cela fait 6 Nx /2 = 3 Nk
fonctions de base. Mais on a alors oublié de prendre en compte les arétes qui sont sur le bord de 2 : elles ne sont
pas partagées entre deux triangles, et on a donc oublié de compter une fonction de base pour chacune de ces
arétes. Il y a Nor + N,r, arétes sur le bord de Q. Le résultat suit.

Chaque élément w;, € Wj peut donc étre identifié avec le vecteur de ses coordonnées dans
la base canonique de Wj, élément de R%"» que nous noterons wy. La matrice My, du produit
scalaire correspondant a déja été calculée?, elle vérifie :

V(uh, Vi) € Wi X Wh, (Un, Ua)n = Gy, My, .

On rappelle par ailleurs que V3 o est ’ensemble des fonctions de W}, dont les degrés de liberté sur
I' sont nuls.
Nous allons maintenant définir trois autres espaces discrets qui nous serviront par la suite :
— Py est I’ensemble des fonctions pon € Lz(l") continues sur I' telles que pour toute aréte e de
T contenue dans I, pop| € P2(e)
— Py est I’ensemble des fonctions pip € Lz(l") telles que pour toute aréte e de 75 contenue
dans T', p1pje € Po(e)
— Py, est 'ensemble des fonctions ps, € L?(Q2) telles que pour tout triangle X de Ty, Dok €
Py (K).

21cf partie 2.2.4
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Lemme 3.5 dPoh = dim(POh) = N¢r + Ngr, dPlh = dim(Plh) = Ngr, szh = d’im(Pgh) = 3Ng.

Preuve : direct.

Construisons maintenant les matrices des produits scalaires dans Py, Pip et Poy.

*Popn
Nal"

Onarl = U [A;, Ait1], avec [A;, A;+1] C OK ou K est un triangle de 7. Pour tout ¢z €
1=1

{1,...,Ngr}, on note M; le milieu de l'aréte [A;, A;11]. Alors tout élément po, de Py est uni-

quement représenté par le vecteur py, € R%on vérifiant

Vi€ {l,...,Nar}, PDon2i—1 = Pon|[A; Ai+:](Ai)s Don2i = Pon|A;,Ais.] (M),
DOh 2041 = PO |[As,Air1](Ait1)-

On munit Py, du produit scalaire L?(T"). On a donc, pour tout (pox, qon) € Por X Pon,

(Por, Qon) Py, = (pOh;QOh)LZ(I‘) = Z(pOh;QOh)LZ(e) = ﬁhMPOhJOh,
ecll

oit Mp,, est la matrice du produit scalaire L2. La matrice Mp,, est construite par assemblage des
contributions de chaque aréte e contenue dans I' au produit scalaire. Soit donc pon et gon deux
éléments de Py, et e := |A;, A;+1[ une aréte de I'. On note A; l'unique fonction de P;(e) telle que
Ai(4;) =035, 7 € {¢,4+ 1}. On a alors

Pohle = Pon2i—1Ai(2A; — 1) + Pon2idAidit1 + Don2ir1Air1(2Aip1 — 1)
Qo e = Qon2i-1Xi(2A; — 1) + Jon 204XiAiv1 + Qon2i+1Ai+1(2Ai41 — 1)

On est donc amené & calculer les intégrales /)\k 22k — 1)Ai(2X\; — 1)do pour k, 1 € {¢,2+ 1},

/4)\ Ait12k(2Ax — 1) do pour k € {i,7 + 1} et / 16222, do. On va utiliser le lemme suivant?? :

Lemme 3.6 soit p € Py(e). On a :

34, + A A+ A A + 34
/pda = % [7p(A1) +32p (%) +12p (%) +32p (%) +7p(A2)] .

On a donc :
/ | | 9 3
Ae(2Ak — 1) Mi(2A; — 1)do = [(7 + =+ = )5kz + (=5 — 5)(1 - 5kz)} =

2
/4)\1)\2 >\k(2)\k — 1) do = ——

/16)\2)\2 16|e|

4 2 —1| |don2i—1

On obtient donc : [, pon gondo = % [ﬁOh2z’—1 Don2i Dowzit1| | 2 16 2 Jon2: |, il suffit
-1 2 4] [qonzi+1

ensuite d’assembler les contributions pour obtenir Mp,, .

*2¢f formule 25.4.14 de [AST72]
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P
Soit pix, q1p deux éléments de Pip. On sait que Pyp, est un espace vectoriel de dimension dp;, :=
N,r. On munit Pi; du produit scalaire L? :

dpyy,
(P1h, Q1r)Pin = Y [ P1n @140 = > Dinje, Qinje, |€il
ecrve 1=1

puisque pip et gin sont constants sur chaque aréte. On a donc : (pin,qin)p, = pthMplhqfh ol
(P1h, qin) € R%P1n x R%un vérifient prh; = Dinje;, Gihs = Qinje;» €6 Mp,, est une matrice diagonale
telle que (Mp,, )i = |€:].

Py
Reste maintenant & s’intéresser & P,,. C’est un espace vectoriel de dimension dp,, := 3Ngk. On
munit Py, du produit scalaire L? :

V(p2n,q2n) € Pon X Pop, (DP2h,Q2n) Py, = / Doh Qo AT
KeTh

On représente toute fonction pop de Psp, par un vecteur psp, de R%Pn de la maniére suivante : on
suppose les triangles numérotés de 1 & Ni. On sait que pour tout ¢ € {1... Nk }, pon |k, € P1(K5). On
note A;1, Az et A;z les trois sommets de K, et A;; les fonctions de Py (K;) telles que A;;(Asx) = 0j.
Il existe pq1, pi2 et pi3 trois réels tels que : pop x; 1= 23:1 Dij Aij. On pose alors, pour ¢ € {1...Ni},
pour j € {1,2,3}, (P2n)3(:i—1)+; := Pij. On a de plus :

(p2h;Q2h Py, — / D2n Q2n dz = Z/ Zzpzj 17 sz:)\zk: dz = ZZZ/ pz] 17 szkzk dz.
tyj=1k=1 1=1j5=1k=1

On est donc ramené a calculer [i Aij Ak dz pour 3, 5 € {1,2,3}. Pour ce faire, on utilise le lemme

suivant2? :

Lemme 3.7 pour tout triangle K de sommets A;, As, As, pour tout p € P3(K), on a :

|K|[ (A1+A2> (A2+A3) <A1+A3)]
dp=""1|p( 21222 st At Ay
/Kp z=F|pl—5—)+r(—F5 ) +rl—

On a donc K K K
K; K;
/Ki )\ij)\ik dz = 121 ik 61 (1 — 5]' ) 121 (2 — (5 )
d’ou 'on déduit
N |K| 1 2 2 di1
(D2h, @2n)Por, = [pu Di2 Pi3} 2 1 2| |g2| =ps"Mp,, gz
; 12
i=1 2 2 1] g
M; O 0
1 2 2
avec Mp,, = 0 M, et M, = |f2"‘ 2 1 2
: . . 0 2 21
0 ... 0 My,

*3yoir proposition 4.10 p.48 de [PL96]
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3.4.2 Problémes d’optimisation discrets
Opérateur Ap

Nous avons besoin d'une version discrétisée de l'opérateur A : v € H?(Q) — (vjr, Ouvpr, Av) €
L?(T") x L3(T) x L?(2). Suivant les idées déja introduites dans I’étude des éléments finis F.V.1.,
nous allons introduire 'opérateur Ay, : wp, € Wy, — (Yn(wh), Yon(wp), Apwr) € Pop X Pip X Pop,
ou les opérateurs vy, v.n et Ap vérifient, pour tout w, € Wy, :

— Yn(wp) est I'unique fonction de Py, vérifiant, pour toute aréte e de 7 telle que e C T,

Yr(wh)e € P2(e) et yn(wp) prend les mémes valeurs que wy, aux extrémités et au milieu de e

— Yn(wr) est l'unique fonction de P, vérifiant, pour toute aréte e de 7, telle que e C T,

Yon(Wh)je := |71| [. 8 wrdo
— Ap(ws) est l'unique fonction de P»p telle que pour tout triangle K de Tpn, Ap(wr)jx =
A(wpk)-

Avec ces définitions, pour tout wp € Wh, il est trés simple de trouver v, (wn) et yon(wr). En
effet, soit e une aréte de 7 telle que e C I'. Soit K le triangle ayant e pour aréte (il n'y en a qu’un,
puisque e est sur le bord de 2). On note A; les sommets de K, M; le milieu du cété de K opposé a
A;, et s;, m; et d; les fonctions de base F.V.1 de Px. On suppose que e := |A;, A2[. Par définition
de Wy, il existe a;, B; et y; tels que

3
Whik = ) aisi + Bimi + vids.
-1

alors on a 'y('wh)|e = a1 A1(2A1 — 1) + 483 12 + asAz(2X2 — 1), 'y,,h('wh)|e = 7s.
L’opérateur Ay est un peu plus compliqué. Il faut connaitre le laplacien d’une fonction de Pk,
pour K € Tp.
Propriété 3.15 soit K € Tn, si, m; et d; les fonctions de base de Py, et v € Pk t.q.
3
v = a;si + Bimi + Yid;.
1=1

Alors Av =33 wiX;, ot w; vérifie :

w; = a; (10|V)\i|2 — 6Ci,i+1|V)\i+1|2 — 6Ci,i,1|V)\i,1|2> + a4 (—2|V>\i+1|2 - 60i+1,i—1|v>\i—1|2
+6 Ciy 14 VML) + a1 (—2[VA1[? + 6 o3| VAR = 6 Cints01|VAs1?) + B (24 VAP
~16VAis1.VAi 1) + Bit1 (16VA1.VA — 8|VAP) + Bt (16VA_1.VA — 8|VAP)

K K K
+% (—12u|v,\i|2> + Yis1 (12| | |v,\i+1|2) + %1 (12U|v>\i1|2>
l; liv1 li1

Preuve : calculons les laplaciens des fonctions de base. Pour cela, il suffit de se rappeler que A(fg) = (Af)g +
2VfVg+ f(Ag), et A1+ A+ A3 =1

As; = A X220 — 1)] + Ciit1 A Piv1(Chiv1 — 1)(Aig1 — D]+ Ciim 1 A1 (2Ai1 — 2)(Ai—q — 1)]
= 2|V (6Ai — 1) +6Ciiv1|VAira]® A1 — 1) +6Csi 1|V 12 (2A 1 — 1)
= [10|V ;> =6 Ciit1|VAir1])? — 6 Ciim1|VA_1]?] As
+ [2|VAi? + 6 Ciiv1|VAig1| — 6 Ciri1| VA 1]?] Adijr
+ [=2|VN 2 = 6Ci i |[VAig1 | + 6 Cii1|VAim1]*] At
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Am; = 24|V 2 (2X; — 1) + 8V Ai11.VAi_1 — 240V A1 VAim1 — 2401 VALV i1 — 24011 VA Vg
= [24|V i[> = 16 VAip1. VAim1] A + [—24|VA]> + 8V Ai11.VAi_1 — 24 VALV i1 ] Ay
+ [—24|V > + 8V Ais1. VA1 — 24 VAV i1 ] Ay
= [24|VAL =16 VA V] M+ D> [24VALVA +8VA 1. VA )

Je{i+1,i—1}
= [24|VAP —16 VA VA M+ > [16VALVA =8|V P )
Je{i+1,i—1}
K K K K
Ad; = _12|l'|(2>\i -1)= _12|l' |)\1; + 12|l' |>\i+1 + 12|l' |)\1;,1.

On a ensuite Av = Zle a; As; + B; Am; + v;Ad;, et il suffit de rassembler les termes.

Nous savons que 'opérateur A est injectif, et d'image dense. Que peut-on dire de A, ? Nous
avons tout d’abord la propriété suivante :

Propriété 3.16 A est surjectif de Wy, dans Py X Pip, X Pop, st et seulement st Ay, est surjectif
de Vi o dans Pyy.

Preuve : si A, est surjectif, alors pour tout pap € Pap, il existe un wy, € Wy, tel que Apwy, = (0,0,p21). On a
donc yn(wr) = 0 et vun(wr) = 0, ce qui signifie que wy, est un élément de V3 o. Pour tout pap de Pap, il existe
donc un élément wy, de Vi o tel que Apwy = pan.
Supposons maintenant Ay, surjectif de V4 o dans Pap. Soit (Por, P1k, P2n) € Pon X Pip X Pap. On définit vy, € W
par :
e si e est une aréte de la triangulation 75 contenue dans I', e := [A;, Az], M le milieu de e, alors v, (4;) =
pon(4As), Vi € {1,2}, vn(M) = pon(M), et ﬁ fe 8,vpdo = p1p.
e si A est un sommet de la triangulation 75 n'appartenant pas a ', alors v (A) = 0, et pour tout aréte e de
la triangulation ayant pour sommet A, M le milieu d'une telle aréte, vp, (M) =0 et fe O,vpdo = 0.
On définit ainsi un unique élément de W, par sa décomposition sur les fonctions de base de Wy Il est clair que
Yr(vn) = Pon €t Yun(vn) = P1n. On note alors up un élément de V4 o tel que Apup = pap — Apvp (il en existe
un par hypothése). On vérifie alors que Ap(up + vn) = (Pon, Pih,P2r), et donc Ay est surjectif de W}, dans
Pon X Py X Pap.

Nous allons supposer tout d’abord que la triangulation 7, présente I'une des deux situations
suivantes :
(1) il existe un triangle K ayant deux arétes contenues dans I'
(2) il existe quatre triangles K;, ¢ € {1,2, 3,4} tels que K; et K, aient une aréte commune, Ko
et K3 aussi, ainsi que K3 et K4, et chacun de ces triangles a une aréte contenue dans I'.

NS

A gauche, situation (1), au centre et a droite, situation (2)
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On a alors la propriété suivante :
Propriété 3.17 si la triangulation Ty, présente la situation (1) ou la situation (2), alors Ap
n’est pas surjectif.

Preuve : dans la situation (1), dans le triangle K concerné, 'espace engendré par les laplaciens des fonctions
de Vi o est au mieux de dimension 2, car il n'y a que deux degrés de liberté non fixés. Or, on voudrait engendrer
P, (K), qui est un espace de dimension 3. Dés lors, Ay ne peut &tre surjectif de Vi g dans Pap, et donc Ap n'est
pas surjectif.

La situation (2) est similaire : on engendre au mieux un espace vectoriel de dimension 11, alors que I'espace que
I'on voudrait engendrer est de dimension 12.

On ne sait malheureusement pas prouver que, excepté certains cas, Ap est surjectif. On a
néanmoins la conjecture suivante, qui s’est vérifiée en pratique :

Conjecture : si la triangulation 75 ne présente ni la situation (1), ni la situation (2), alors Ay est
surjectif.

Remarquons que Ay ne dépend que de 75. On peut donc construire Ay dés que ’on a la triangu-
lation du domaine, et vérifier que c’est bien un opérateur surjectif. Dorénavant, nous supposerons
que Ay est surjectif.

Propriété 3.18 si Ny + N,r, — No,r — N,r > 0, alors Ay n’est pas injectif.

Preuve : Py, X Py X Py, est un espace vectoriel de dimension Nir + 2N, + 3N . Pour que A ne soit pas
injectif, il suffit donc d’avoir dim(W}3) > Nsp +2N,r+ 3Nk, soit Ny +3Ngk + Nar + Nor, > Nor+2N,r+ 3Nk,
ou encore Ns + Nor, — Nor — Nor > 0.

Cette propriété montre que A; n’est pas injectif la plupart du temps. En effet, on a souvent
N; grand devant N,r et N,r puisque pour une triangulation classique, on a bien plus de sommets
dans le domaine 2 que de sommets et d’arétes sur le bord du domaine 052.

Remarque : il est facile de vérifier que Nor < Nyor — 1. On en déduit que st Ny > 2N, — 1, on aura
automatiquement Ap non injectif par 3.18. Or cette condition est pratiqguement toujours vérifiée.

En conclusion, on peut dire que A, a toutes les chances d’étre surjectif et de ne pas étre injectif.
Aux identifications décrites dans la partie précédente, a savoir

wy, € W, & Wy, € R

Pon € Pon <> Pon € R%Pon

P1n € Pip ¢ Pin € R

P2n € Pan > Pan € R%2n

correspondent des identifications sur les opérateurs, a savoir
Y : Wi, — Py, < Gp, € RWh XdFo,
Yoh : W+ Pip < Gy € RWaX4P1s
Ap i Wiy Pop 5 Ap € R %P5,

On a alors directement

Ah . Wh — POh X P]_h X P2h (—)Ah = Gyh
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Problémes primal et dual discrets

Nous allons supposer que gg et gf appartiennent a Py, et Ppx. On les notera dorénavant ggh et
gfh. En pratique, cette supposition sera toujours vérifiée : en effet, nos données bruitées proviennent
de mesures ponctuelles, nous devons donc les interpoler, ce que nous faisons préférentiellement dans
les espaces qui nous intéressent.

On définit C?, = {wh € Wi | Anwr € B(g,,0) x B(g2,,,8) x B(O,a)}. Le probléme primal
discret que nous voulons résoudre est :

1 . 1
Probléme [P%,] : trouver u¢, € C¢, t.q. §||uih]|,21 = 1enci:6 §||'wh]|,21
h ah

Il est clair que, de la méme maniére que [Pg] admettait une unique solution, [Pih] admet
également une unique solution, & condition que C’ih soit non vide, ce qui est le cas si Ap est
surjectif : en effet, n'importe quel antécédent de (ggh, gfh, 0) par A est un élément de C’gh.
0sip e B(gs,,d) x B(gd,,8) x B(0,a)
+00 sinon ’

On définit Y3, := Pop X Py X Pop et X3, i pn € Vi =

On réécrit le probléme [PS,] :

. 1 . 1
Probléme [P%,] : trouver u®, € W} t.q. §||uf§h]|% + %% (Apuly,) = vhlélth §Hwh||i + %2 (Anvg).

Comme dans le cas continu, on pose le probléme dual [Pg:;z] :

Probléme [P2%7] : trouver p’, € Y3 t.q. Go(p2s) = q}iy,Ielth G (an).

avec G, (pn) = 311 A5DwII3 + 6l1Ponll Pon — (Pors 98) Pon + 81|P1nlI P, — (P11, 924) Pur, + @llD2R | o -
Ce probléme admet bien entendu une unique solution pih pour a > 0 si Ay est surjectif, puisque
dans ce cas Aj est injectif. On a de nouveau :

6 __ A%, 0
Uan = Ahpah

Lien avec la quasi-réversibilité discréte

On ne peut plus montrer, comme dans le cas continu, que Pihz est non nul. En effet, il n’est
pas clair que (ui,vh)h = 0, pour tout vy € Vjp, entraine ui = 0. Nous allons néanmoins supposer
que c'est effectivement le cas, pour o suffisamment petit, si on a ||g3, ||lp,, > 6 ou [|g2,]lp, > 0.

On montre alors, comme précédemment, que Ahuih = -« b_pah,z , et on a le théoréme suivant :
||pah,2 Pop
R . o
Théoréme 3.4 On note (o, G1r) = (Va(ulr), Yon(uly)), et € == W. Alors ul, est
ah,211£2k

l'unique solution du probléme de quasi-réversibilité suivant : trouver up, € Wh, (vn(un), Yon(un)) =
(Gon, G1n), tel que pour tout vy, € Vop, on ait :

(Ahuh, Ah’Uh)Lz(Q) + S(Uh,'llh)h = 0.

Preuve : on fait exactement comme dans la preuve du théoréme 3.3.
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Transformation des problémes d’optimisation discrets

On se place dans cette partie en notation vectorielle, en faisant les identifications décrites p.71.
On va utiliser la propriété suivante :

Propriété 3.19 soit A une matrice réelle symétrique définie positive. Alors il existe A/2,

2
matrice réelle symétrique positive, telle que (A1/2> =A.

Preuve : comme A est symétrique définie positive, il esxiste P matrice orthogonale et /A matrice diagonale, dont
tous les coefficients sont positifs ou nuls, tels que A = PAPT?%. On définit alors A'/? par ./11/2 Aij, et on
vérifie que Al/2 := PAY2PT verifie les propriétés voulues.

Il peut étre intéressant de transformer les problémes d’optimisation de la maniére suivante®®
toutes les matrices des produits scalaires M x (avec X = Wp, Pon, Pin ou Pep) intervenant dans
nos problémes étant par définition des matrices symétriques définies positives, on peut utiliser

la proposition précédente et définir les matrices M%z Toutes les matrices M%z sont inversibles.

1/2 1/2 ~, 1/2 —-1/2 X 1/2 —1/2
Posons G, := My by et G, = My g%y, Gy := M. Ga My,?, Gon i= My Gun Myy?,
Ap = M1/2 ApMy, % et
o {urh € R | [|Aptihl|ap, < o, [|Grwh — Glpllgary, < 0, 1Gunwh — Glillgar, < 5} .

On s'intéresse alors au probléme suivant :

~ 1
Probléme [8%,1 : trouver Wy € C¢, t.q. = ||Wh|%ay. = inf —th|| dw
2 R " ‘U_;lecoch S

Propriété 3.20 il eziste une unique solution US, au probléme [8%,1, et on a@l, =M 1/2U§h.

Preuve : on va montrer tout d'abord que M1/205h = C . On a, pour tout v, € Wy, :

- - T - - - —
||AhM1/2’Uh = ||MP2hAh‘Uh||RdP2h = thA;{Mpz/fM};/ziAhvh = \/’UhTAZ:MpzhAhUh = ||Ah‘l}h||p2h

||]RdP2h

. 1/2 . - . .
puisque Mpéh est une matrice symétrique. On obtient de méme :

—1/2 .

— —12_.
IGaMyy*07 — G llnary, = [|GhVA — gBnllom,  1GuaMiyy/

Glh”]RdPlh - ||GVvh - glh||P1h

Il est alors direct que M1/205h = (%, et en particulier C¢, est non vide. Le probléme [8,] admet dés lors

1/2
une unique solution U2, , et il est facile de vérifier que MW/ Us, =ad

ah — ah'
|
Posons alors Ay := |G|, D := N,r + 2N, + 3Nk, et pour tout g5, € RP, pi = (Don, Pin, Don) €
Ap
deoh X ]delh X dezh :
- - 5 = -
Gah(ph) HA' ph||RD+6Hp0h|| dPOh (GO)pOh) dPOh +6||p1h||RdP1h _(Gliplh)RdF’lh +a||p2h||RdP2h

*4y0ir corollaire 4.7 + remarque 4.2.5 (ii) de [Gon98]
25i] s’est avéré que transformer les problémes de cette fagon rendait les méthodes numériques de résolution plus
efficaces. La raison de ce phénoméne ne nous parait pas trés claire.
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Le probléme dual de [P, ] est :

Probléme [B%%] : trouver P, € RP t.q. G, (P,) = inf G, (7).
“ PLERD

On a directement :

Propriété 3.21 pour a > 0, il eriste une unique solution P5h au probléme IZP‘S 1, et U5h =
ATPS .

514

= = ~ = P
Il est de nouveau clair que si PS, , # 0, on a A,US, = arg "‘ﬁ 2 On peut alors faire le lien
’ ah,2llpdPyy,
avec la formulation discréte de la quasi-réversibilité :
P P a
Théoréme 3.5 On note (Jon, Gin) := (Va(vly), voru(ly)), et € = W Alors ul, est
h,2lIR%Pop

l'unique solution du probléme de quasi-réversibilité suivant : trouver up, € Wh, (vn(un), Yon(un)) =
(gon, G1r), tel que pour tout vy € Vor, on ait :

b
A A - =0.
(AnUn, AnVh) Py, + €qn(Un, Va)n =0

51

< = P 1/2
Preuve : comme ARUS, = —a——22— et @3, = My / Us, ona:
HP h2H szh
5 —1/2736 _ ax—1l/2nrl/2 —1/2726 1/2 X o —1/2 36
Aply, = AhMWh Uah = Mpzh MP2hAhMWh Uar = Mpzh AhUah 71\41’% FPah,z-
|| h2||RdP2h
On en déduit, pour tout ¥ € Vi :
5 5 -
(AnUgh, ArVh) Py =(Antgn, Mp,, AnUh)yer,,
- 1/2 36 N
(MP2;., Pah 2 MchAhvh)Rszh
|| ah 2||]de2h
= (MR B, 0, Mp,, Gt MpY2B5, | Mp, Guat
|| || ( Py, Lahn,00 V1 Pon h'Uh)deOh +( P, fan,10 VP, thh)RdPlh
ah,2lIR%P2p

(Mpl/zpéh Z,MpzhAhUh)RdPZh] (on n’a ajouté que des quantités nulles, puisque vy € V3 o)

—a 1/2 1/2 38 N
|| || B (MP{)h Pah 0 Ghvh)RdPOh + (MP/thah,lv Gthh)]delh
ah,2IR*Pap
1/2 3 ~
+ (Mpzh Pah,27 Ahvh)dezh]
—a 1 2 35
(Glll': P{)h Pah IR )Rdwh (G;I/’hM ah. 1) vh)RdWh
|| ah 2||R"ch
1 -
+ (A’IJ':MP/% Pgh,zx vh)Rdwh:|
-«
1/2(GTP6h o+ Gl P ah,l T AT P ah. 2)s vh> a
|| ah 2||R"ch RWh
—a 1/2%5T 3 _. —Q 1/2 ..
MPATE,G) L = (M)
|| h2||]RdP2h Rh || h2||]RdP2h R=n
-« i -«
(MWhﬁghivh)RdWh = (ughvvh)h'
|| hz”R"ch || h.2||]R"ch

Le résultat suit.
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L’avantage de cette reformulation des problémes d’optimisation est que 1'on se retrouve a ma-
nipuler les produits scalaires et normes classiques des espaces euclidiens. L’inconvénient est que

I’on doit calculer les matrices M;C/Z. En fait, on a juste besoin de calculer M};{z pour ¢ € {1, 2,3},

qui sont facilement obtenues vu la forme de ces matrices... En effet, M%i n’apparait en fait que

multipliée par elle-méme, on a donc seulement besoin de My, .

4 . 5 B0
Résolution du probléme [P%}]

Nous devons résoudre le probléme [1522], probléme d’optimisation discréte sans contrainte,
posé dans RP. Aprés quelques essais de difféerentes méthodes de résolution, nous avons décidé
d’utiliser la méthode L-BFGS?®, méthode de type quasi-Newton, donc une méthode & direction
de descente. Dans une méthode BFGS classique, on calcule a chaque étape une approximation du
Hessien (donc une matrice de RP*P), ce qui est trés cofiteux en espace mémoire. Dans la version
L-BFGS, l'approximation du hessien est obtenue par des opérations sur des vecteurs, ce qui est
moins cofiteux car on ne garde en mémoire que n vecteurs de R, avec n < D, et on ne forme
jamais la matrice approximant le hessien. Cette méthode est par contre plus cofiteuse en temps
de calcul. Nous avons par ailleurs choisi de déterminer le pas de descente en utilisant la régle de
Wolfe, et l'algorithme de Fletcher-Lemaréchal. Pour plus de précision sur ces idées, voir [NW99].

I est nécessaire de connaitre le gradient de G2, .

Pr o
Lemme 3.8 VP, := | Py 1| € R%on x R*in x R%%2n, Ppg#0, Po1#0, Poo #0, on a
P2
Pro
d ”Ph'OH]RdPOh Gg
x < % P
Vch,h(Ph) = ALALP, + ‘5||Ph,1\|RdPlh -G8
P2 0

Amp—7
P
1Pr.z2ll ap,),
Preuve : simple calcul.
|

La restriction P,o # 0, P,1 # 0, Pro # 0, n’est pas problématique numériquement. Nous
n’avons en effet que trés peu de chance de tomber sur un cas de figure ou elle n’est pas vérifiée.

Remarque : de la méme maniére, on a, pour tout p = (p1,p2,p3) €Y, p1 #0, p2 #0, p3s #0,

VG, :AA*+<5 Po__ 5D o P2 )_ 5 25 0).
v P+ ool Tosllay sl ) ~ 5095°°)

3.5 Applications numériques

Dans les applications suivantes, 2 est le carré ]—0.5,0.5[ x ]—0.5,0.5[ de R?, et T := ]—0.5, 0.5] x
{£0.5}. On maille Q2 en divisant tout d’abord chaque c6té en 70, puis en construisant un maillage
non structuré s’adaptant a ces divisions, de sorte que h = %.

*0Light-BFGS



76 CHAPITRE 3. PRISE EN COMPTE DU BRUIT

Le maillage utilisé

On se donne une fonction v € H?(Q) vérifiant Au = 0 dans ©, et (gor, 91n) = (Y(Tru), 7, (Tru))?".
On définit alors nos données bruitées gfh = gin + crH”gb’h”H Tr—&b;, pour z € {0,1}, ou b; € R%in est un
vecteur gaussien et o est un facteur d’échelle. Avec cette définition, les données sont contaminées
par un bruit relatif d’amplitude o en norme L?. Nous avons donc deux niveaux d’erreurs absolues
do et 0, vérifiant 0; = o||gin||p,,-

Nous testerons notre méthode sur les deux fonctions harmoniques sur lesquelles nous avons testé
la méthode [QR] au chapitre précédent : (z,y) — 3y° — 2y et (z,y) — g5 cos(3mz) sinh(37y).

Tout d’abord, nous allons montrer la convergence de u®, vers ul lorsque a tend vers 0. Re-
marquons tout de sulte qu'’il est difficile de mettre en évidence cette convergence, puisque nous ne
connaissons ni %?, ni uh Nous avons donc fait tourner notre algorlthme pour résoudre le probléme
[POh] et nous avons stoppé 'algorithme lorsque le gradient de GOh était tres faible. La fonction
alors obtenue ugh, sera considérée comme une bonne approx1mat10n de u?, et nous la noterons
dorénavant ). Nous nous intéresserons par la méme occasion a l’écart entre u®, et u (en fait
7, (u)) en fonction de a. Les écarts seront mesurés en norme ||.||;, et en norme L2.

10 T T T T 10

=2 norm

-2 norm
_||.||h norm

wl —II, norm

10

A gauche [|ud, — ud||n/||7r(u)||n et [|uly — wl||L2/||mh(w)||L2 en fonction de a. A droite,
1Sy, — 7 (W)||n/l|mn(w)ln et [|ul, — mh(u)||2/||7a(u)] L2 en fonction de a. o = 2%, u = %y3 —z2y.

"1y, est défini dans la proposition 2.11 p.34
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10

-=-L2 norm

ol _||.||h norm 7 107

=% norm
—Illl,, norm

10° 10”

A gauche [|ud, — ud||n/||7r(u)|ln et [|[wly — wl||L2/||7h(w)||L2 en fonction de a. A droite,
1w, — ma(Wln/llmn(w)|ln et [|ul, — Th(u)]|L2/||Ta(u)||L2 en fonction de a. o = 2%,

u = & cos(3rz) sinh(37y).

Comme attendu?®, I'écart entre u’, et u¢ tend vers 0 lorsque a tend vers 0. Par contre, 1'écart

entre uih et u ne varie plus de maniére significative dés que a devient plus petit que 10~3. On voit
ici apparaitre ’écart qu'’il y a entre ui et u, qui implique un écart incompressible entre uih et u.
Le méme phénomeéne est apparu quelque soit la fonction u que nous avons considérée. Ceci nous
conduit a choisir a dans l'intervalle [10_4, 10_3] : nous avons ainsi une bonne approximation de ufl,
sans prendre o trop petit, ce qui rendrait le probléme [ﬁgh] difficile a résoudre et ne représenterait
pas un gain significatif vis-a-vis de u.

Nous allons maintenant nous intéresser au lien entre le probléme [P%,] et le probléme [QRp]
décrit par le théoréme 3.5. Nous avons tout d’abord montré que la résolution du probléme [Pgh]
nous fournissait des données régularisées (on, Gin) = (Yr(wSs), Yon(uss)). On peut voir cet effet
régularisant sur les figures suivantes :

0.05

0.045f

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.011

0.005f

A gauche : comparaison entre go, ggh et Gon sur l'axe y = 0.5 autour de z = 0. A droite, comparaison entre

g1, 955, et Gin sur laxe y = 0.5 autour de z = 0. 0 = 2%, o = 107*%, u = ° — z%y.

28voir théoréme 3.1
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0.271 LI 4
0.045

0.04
0.035
0.03
0.025

0.02};

0.015

0.011 - --Jon 1

0.0051 q

017 ]

A gauche : comparaison entre go, ggh et Gon sur 'axe y = 0.5 autour de z = 0. A droite, comparaison entre

g1, 935 et Gin sur axe y = 0.5 autour de z = 0. o = 10%, o = 107%, u = L¢3 — 2%y,

15 T 15 T

10

0.5

-0.5

-1 -10

135 0 05 s 0 05

A gauche : comparaison entre go, ggh et don sur 'axe y = 0.5. A droite, comparaison entre g;, gfh et gin

sur I'axe y = 0.5. 0 = 2%, a = 107*, u = & cos(37z) sinh(37y).

10

-10

sk : s 35 0 0s

A gauche : comparaison entre go, ggh et don sur I'axe y = 0.5. A droite, comparaison entre g;, g‘lsh et gin
1

sur I'axe y = 0.5. 0 = 10%, a = 10" %, u = ; cos(3nz) sinh(37y).

La résolution du probléme [P%,] (plus précisément celle de [B%%1) nous fournit également le
paramétre ¢ := egh tel que ugh soit solution du probléme [QRn] avec pour donnée (gor, §in) €t
cette valeur de € (voir théoréme 3.5). Nous pouvons alors nous demander si cette valeur de ¢ est

un bon choix. Pour le savoir, nous allons résoudre le probléme [QR,] avec la donnée régularisée



79

3.5. APPLICATIONS NUMERIQUES

(gon, §1r) pour différentes valeurs de €. Nous noterons ., la solution obtenue. Nous calculons alors

||ter, — mr(w)||n. Nous obtenons les figures suivantes :

0.1, 00
0,108~ ;
: 0
h O
01} . 0.085 :
N ;
> O
0.095 . :
| :
' 0.08 :
k 1
0.091 3 .
s ) i
s
0.085 -. K F
. . 0.075 B
! .
0.08} ; K
| f .
. .
» Ll
0.075) ¥.~ B 007 .
0.07F N e GGl Rl TP S
’ RSt
0.0 . . . 0.0 . R .
107 10° 10° 10" 10°e, 107 107 107 10° 10° 107 ¢, 107 10 107"
2
1y% — z%y.

||lier, — mr(u)||n en fonction de €. A gauche, « = 1073, A droite, & = 107%. 0 = 2%, u =

01 01
0176 | 0178
. 0176
0.174F H
f
H 0.174

'

01726 . : :

. : 0172 H

. H

0.17F o s '

. o 017 K

4 .
. .
01681 ... . 0.168 =
LJEIETSEIL g B T I S G DTS L
01
N 107 1070, 107 107" 107 10° 10° 105, 107 107 107
oh
2

4,
47
4.9F o
f
' 46
a.8F B
.
f 45
47k [
H 4.4
4.6F H
.
s 43
450 E
B
4 .
B L
42 .
L ’
4.4 P K
. »
IR e 41 .
4.3 1= .-mim B TS ST S P
5 . - - 4 -7 6 5 -5 -4 -3 -2 -1
25,10 10° 10° 10" 10 10° ), 10 10 10 10 10

4.2
107

Eah

10° 10°

u =

o cos(37z) sinh(37y).

||tier, — 7 (u)||n en fonction de . A gauche, o = 1073, A droite, @ = 107%. o0 = 2%,
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0
B 8.74¢ : L
- PP SRR S T g

ses-g - o
8.2 - - = - - _ 72 = Egp = =) =) 1
107 10° 107 280" 10° 107 10" 10 107 Eqplo 10 10 10 10

ier, — mh(w)||n en fonction de e. A gauche, a = 103, A droite, o = 107%. 0 = 0,
3t fonction d A h 1073, A droit 10~* 10%

u = & cos(3nz) sinh(3y).

On voit que dans tous les cas de figure, €2, est toujours un trés bon choix. Autrement dit, %, est
pratiquement le meilleur paramétre a utiliser avec la donnée régularisée dans la méthode [QRy].

Enfin, et pour clore ce chapitre, nous présentons quelques résultats numériques sur ’écart entre
la solution exacte du probléme [Cauchy] et la solution du probléme [P? ond -

T T
05 05 05 05

Premiére ﬁgure U= %y3 z%y. Deuxiéme figure : u®, — m(u), 0 = 2%.
Troisiéme figure : ul, — m4(u), 0 = 5%. Quatriéme figure : v, — m4(u), o = 10%.
a=10"*%

Erreurs relatives c0=2%|0=5%|0c=10%

1w, — mh (W)l /17 (w)]]n 0.0585 | 0.0993 | 0.1427
1w, — 7h(w)llz2/mh(u)llz2 | 0.0172 | 0.0336 | 0.0610

Erreurs relatives entre u = $y® — z%y et u8,. a = 107%.
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. o o . o o
T \(‘/

05 05 5 05

Premiére figure : u = Z cos(37z) sinh(37y). Deuxiéme figure : ul, — ma(u), o = 2%.

Troisiéme figure : u’, — 74 (u), 0 = 5%. Quatriéme figure : u’, — 74 (u), o = 10%.
a=10""%
Erreurs relatives 0=2%|0c=5%|0c=10%

s, — mn()n /el || 0.0892 | 0.1431 | 0.1911
[, — 7n(u)|z2/l17n (u)]z2 | 0.0376 | 0.0850 | 0.1093

Erreurs relatives entre u = & cos(3nz) sinh(37y) et ud,. a = 107*.
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Deuxiéme partie

Méthodes de lignes de niveau adaptées
au probléme inverse de ’obstacle
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Chapitre 4

Probléme inverse de 1’obstacle avec
condition de Dirichlet

Introduction

Le probléme inverse de ’obstacle est un probléme inverse géométrique. Il consiste en la recherche
a lintérieur d’un "milieu" de référence D, gouverné par une équation aux dérivées partielles (La-
place, Helmholtz, Maxwell, élasticité, ...), d’un "objet" volumique O a partir d’une ou plusieurs
"mesures" sur tout ou partie du bord de D. Les données sont obtenues par sollicitation du milieu
et mesure de la réponse correspondante, ce qui d'un point de vue mathématique équivaut a la
connaissance d’une donnée de Cauchy.

Ce probléme intervient dans différents domaines d’'application, notamment :

— l'imagerie médicale

la détection radar (aérienne) et sonar (sous-marine)
le contrdle de la forme d’un plasma dans un tokamak
la recherche de mines enfouies dans le sol
le contrdle non destructif de structures.
Dans ces problémes, 1’'objet recherché peut-étre pénétrable, ce qui correspond a la recherche d’un
changement de propriété du milieu, ou impénétrable, il est alors caractérisé par une condition
aux limites sur son bord (Dirichlet, Neumann, ...). On a donc une grande diversité de problémes
correspondant au "probléme inverse de ’obstacle".

Plusieurs approches sont possibles pour aborder ce probléme. On peut tout d’abord adopter
une méthode d’échantillonnage, qui consiste & chercher si un point parcourant le domaine est ou
non dans 'obstacle : un exemple typique est la "linear sampling method" adaptée aux problémes de
diffraction'. On peut également chercher © & partir d'un obstacle initial, en résolvant un probléme
d’optimisation : on trouve dans cette catégorie des méthodes basées sur l'utilisation de la dérivée
de forme?. Des méthodes pour trouver la position d’obstacles de formes déterminées basées sur
la dérivée topologique peuvent également étre utilisées®. En dimension deux, on peut utiliser des
techniques basées sur la transformation conforme®.

Une autre maniére d’aborder le probléme est d’utiliser une approche "ligne de niveau" : on ne
cherche alors plus une géométrie, mais la ligne de niveau zéro d’une fonction solution d'une équation
aux dérivées partielles. Depuis l'introduction des méthodes de lignes de niveau dans [OS88], elles
ont été trés utilisées dans le contexte de la recherche d’obstacles®, en particulier parce qu’elles

'[CK96, CCO6]

?[8Z92, ADJT05]

3[CcGGMO00, Bon08]

4[HKO5]

®[San96, LLS98, Bur04, ABH04]
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permettent de gérer trés simplement les changements de topologie.

Nous allons nous intéresser dans les prochains chapitres a la résolution du probléme inverse de
I’obstacle avec condition de Dirichlet. Nous allons plus précisément dans ce chapitre nous intéresser
aux principales caractéristiques mathématiques du probléme et a quelques domaines d’application,
avant de décrire la philosophie de la méthode de résolution "par ’extérieur" que nous allons mettre
en place, & savoir une méthode de lignes de niveau couplée a la méthode de quasi-réversibilité
étudiée au chapitre 2.

Sommaire
4.1 Formulation mathématique du probléme .. ... .. ... ........ 86
4.1.1 L’opérateur différentiel de notre probléme . . . . . . . . ... ... ... .. 86
4.1.2 Probléme inverse de l'obstacle. . . . . . . ... ... .. oo oL 87
4.2 Exemples d’applications . . . . . ¢ v v v v v v vt o o v v b oo e e e 89
4.2.1 Identification du bord d'un plasma dans un tokamak . . . . .. .. ... .. 89
4.2.2 Notre probléme test : opérateur A . . . . ... ... ... .. 90
4.3 Limitations d’une premiére méthodenaive . . . . .. .. ... ... ... 92
4.4 Une nouvelle approche par ’extérieur . . . . . . ... ... .. ...... 94

4.1 Formulation mathématique du probléme

4.1.1 L’opérateur différentiel de notre probléme

Soit Q un ouvert connexe borné de R¢, ' une partie lipschitzienne de sa frontiére (I' C 9%).
Soit P: H'(Q) — H () un opérateur différentiel de la forme :

d d
0] Ou
Pu = z_:z_: 3—:121 (a”a—w]) +cu
1=17=1
avec a;; € Wh(Q) et ¢ € L*(2). On note H}(Q, P) := {u € HY(Q) | Pu € L?(Q2)}. On rappelle®
8 i 9
que pour tout u € H}(Q, P), on a U Z aij—u e HY3(I).
Ovp P Oz;

Nous allons supposer que P vérifie les deux propriétés suivantes :

Propriété 4.1 - unicité du probléme de Dirichlet :

Py =0 dans Q .
{ uEH&(Q) =u =0 dans Q

Propriété 4.2 - prolongement unique :
soit w un ouvert quelconque, w C Q et |w| #0. St u € H(Q) vérifie Pu=0 dans Q et u =0
dans w, alors u =0 dans Q.

La propriété de prolongement unique a pour conséquence 'unicité de la solution du probléme de
Cauchy pour 'opérateur P :

Corollaire 4.1 - unicité du probléme de Cauchy :

Pu = 0 dans®

B'u,u =0 sur I = u =0 dans .
— =0 sur T
al/p

S¢f lemme 1.1 p.11
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On a déja vu au chapitre 1 que 'opérateur A vérifie les propriétés 4.1 et 4.2. De nombreux autres
opérateurs les vérifient, comme le montre la proposition suivante :

Propriété 4.3 su :
e il eriste A > 0 t.q. E(ii,jzl aij(z)é:€; > ME|?, pour presque tout z € Q, V¢ € R? (stricte
ellipticité de l’opérateur P)
o ¢ <0.
alors les propositions 4.1 et 4.2 sont vérifiées’.

Remarque : I"'mportant pour la suite n’est pas la forme de l’opérateur, mais bien le fait que l’opérateur
vérifie les propositions 4.1 et 4.2. Les méthodes enuvisagées s’adaptent a tout opérateur les vérifiant.

4.1.2 Probléme inverse de 1’obstacle

Soit D un ouvert connexe borné de R¢, T' une partie lipschitzienne de sa frontiére (I' C 8D).
Pout tout @ € D ouvert, on pose Q(®) := D\ O. On se donne (go,91) € HY?(') x H~Y/2(I"),
(90,91) # (0,0). Le probléme inverse de ’obstacle avec condition de Dirichlet est :

Probléme [Oy,] : trouver © € D, ouvert a frontiére continue® tel que Q(O) est connexe, et
u € H' (R(0)) N C° (Q(0)) verifiant :

Py = 0 dans Q(O)

u = go surl
ou
— = sur I'
Bvp g1

u = 0 sur00.

Propriété 4.4 - unicité de la solution du probléme de ’obstacle : le probleme [Oys] a
au plus une solution (O,u).

Preuve : supposons que la probleme [Oys] admette deux solutions (O1,u1) et (Oz,uz). Posons NB la compo-
sante connexe non bornée de R\ O; U Oz, et D = NBND (I' C 8D). On remarque que w := u; —uy € H(D)
vérifie :

Pw = 0 dansD
w = 0 surl

g—“’ = 0 surl.
vp

Le corollaire 4.1 nous donne alors w = 0 dans D, soit u; = us dans D. Comme u; € C° (Q(OJ) on en déduit :

U1 = uy dans D.

Posons alors V = D\ O;UD. Si O; ¢ Oz, onaV #£0, etV C (D\O;). On a alors 8V C 80; U 0.
Sur la partie de 8V contenue dans 801, on a par définition u; = 0. La partie de 8V contenue dans 0O, est une
partie de 8D, on a donc u; = uy sur cette partie, or par définition us = 0 sur 80,, donc u; = 0 sur cette partie.
On a donc u; = 0 sur V. Comme par hypothése on a u; € H*(V) N C° (V), on a° u; € H}(V). On a de plus
VY C Q(0,), et donc Pu; = 0 dans V. La propriété 4.1 nous donne alors u; = 0 dans V, puis la propriété 4.2
nous donne u; = 0 dans (O;), ce qui entre en contradiction avec (go, 91) # (0,0).

On a donc O; C O,. Un raisonnement symétrique nous donne Q5 C Oy, et donc O; = O;. On déduit
finalement de w = 0 dans D = D\ Oy que u; = us.

"cf corollaire 8.2 p.170 de [GTO1]
8pour la définition de la régularité du bord d'un ouvert, se référer 4 I’annexe B
9¢f théoréme I1X.17 + remarque 20 de [Bre05]
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— D
— VvV

Conclusion : dans la mesure ol le probléme [Op;] admet au plus une solution, on peut légitime-
ment essayer de mettre en place une méthode (un algorithme) permettant de retrouver ’obstacle
O a partir des données (go, 91)-

Dans la démonstration de la propriété 4.4, il est crucial d’avoir 2(©) connexe. En effet, sup-
posons que ce ne soit pas le cas, et que Q(O) ait deux composantes connexes Q; et Q. O € D
implique qu’une des deux composantes, disons {25, vérifie 32 C 00. On a alors Pu = 0 dans 2,
et u = 0 sur 8, ce qui implique (voir propriété 4.1) w = 0 dans Q5. Autrement dit, u ne contient
aucune information concernant s, ce qui est logique dans la mesure ou 25 ne "voit" pas I, et
donc la donnée du probléme.

On ne peut obtenir d’informations que sur la forme extérieure de O & partir des données (go, 91)-
On peut formaliser cette idée de la maniére suivante :

Notation : pour w € D ouvert quelconque, on pose N B(w) la partie connexe non bornée de R?\w,
et @ = R4\ NB(w).

Si on prend le couple (O, u) décrit précédemment, et que 'on définit 4 := ug,, on voit que
(O, 1) est I'unique solution du probléme [©y,] avec pour donnée (gg, g;1) = (ur, (6671;)|p). Autre-
ment dit, si nous résolvons [Ds,], c'est bien O, et non O, que nous obtiendrons. Et O, c’est O UQy,
soit de maniére imagée ’ouvert plus ses cavités.

Un autre élément crucial dans la démonstration de la propriété 4.4 est 'hypothése u € C° (@)
Elle nous permet de parler de la trace w sur 8V sans connaitre le régulartié du bord de V. Or ce
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bord peut ne pas étre lipschitzien, méme si les ouverts O; et O, sont trés réguliers, et le caractére
lipschitzien est nécessaire pour parler de la trace d’une fonction de H'. Pour s’en convaincre, il
suffit de considérer '’exemple suivant : en dimension 2, O; est le cercle de centre (%, 0) de rayon %,
O est le cercle de centre (0,0) de rayon 1.

00,

Remarque : st ¢ = 0 et st la condition aux limites sur l’obstacle est u = k € R, on se raméme au
probléme [Ops] en faisant le changement de variable i := u— k. On peut ausst s’intéresser a d’autres
types de conditions aux limites sur le bord de l'obstacle : au chapitre 7, nous nous intéresserons a
une condition de la forme |Vu| =k € RT.

4.2 Exemples d’applications

4.2.1 Identification du bord d’un plasma dans un tokamak

Un tokamak est une chambre de confinement magnétique destinée & contréler un plasma en
vue de la production d’énergie par fusion nucléaire!?. Pour qu’un tel processus fonctionne, il est
nécessaire de controler le plasma afin de le maintenir dans la chambre de confinement. Il est donc
important de connaitre la forme du plasma.

Un tokamak est (littéralement) une chambre toroidale de confinement. C’est donc un tore,
obtenu en faisant tourner un domaine borné connexe 7 C R? autour d'un axe A (ne traversant pas
T). On pose A := (Oy), et on a donc pour tout M € 7, M := (z,y) avec z; > & > zo > 0. Dans
cette chambre se trouve des limiteurs £ dont le role est d’empécher le plasma de venir toucher
le bord de la chambre. Ils servent également de points de mesure des caractéristiques du plasma.
D’un point de vue mathématique, on considére £ comme un fermé, et on note D := 7 \ L. D est
un ouvert borné de R?.

Ysource : http ://fr.wikipedia.org/wiki/Tokamak
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O B

A

Supposons 'existence d’un plasma P dans notre tokamak. Soit ¢ le flux poloidal du champ
magnétique B. v vérifie!! :

Py =0 dans D\ P
v = go sur 8T
180 — g sur 8T
Y = sup,y¥ surOP

avec Py = 6% (r;g—’ﬁ) + 6% (ﬁg—’é’), o > 0, et (go,91,5up, ¥) provenant de mesures sur les
bords de 7 et L.

En faisant le changement de variable ¢ := ¢ — sup, ¥, on voit que ce probléme se rameéne a
notre probléme [Oy], avec (O, u) := (P, @) (on vérifie aisément, & l'aide de la propriété 4.3, que
l’opérateur P vérifie les propriétés voulues).

Des méthodes de résolution du probléme d’identifiaction du bord d’un plasma ont déja été
proposées et étudiées : citons [Blu89], avec une méthode utilisant la quasi-réversibilité que nous
décrirons briévement au 4.3, et plus récemment [FABB10], avec une méthode basée sur la minimi-

sation d’une fonctionnelle de type Kohn-Vogelius'2.

4.2.2 Notre probléme test : opérateur A

Le probléme que nous allons essayer de résoudre numériquement est le probléme [Oys], avec
P := A. Comme il a été vu au chapitre 1, 'opérateur A vérifie la propriété 4.2. Il est par ailleurs
bien connu qu'il vérifie la propriété 4.1. La propriété 4.3 permet de s’en assurer'S.

Obtenir des données

Pour obtenir des données (go, g1) et tester nos méthodes, on procéde de la maniére suivante :
on se donne un obstacle O lipschitzien vérifiant O € D, et g; € L?(8D).

On note H := {'U € H(Q(0)) |vjp0 = 0}. C’est un sous-espace fermé de H!(Q(0)), par conti-

nuité de 'opérateur trace de H!(Q(®)) sur HY/2(8®), et donc, muni de la norme H!, un espace
de Hilbert.

Lemme 4.1 soit Q un ouvert conneze borné de R, ' une partie lipschitzienne de sa frontiére
de mesure non nulle. Il eziste!* une constante C telle que pour tout v € HY(Q), on a :

2
||'u||f{1(9) <C (/Q |Vo|? dz + (/F'Uda) ) (inégalité de Poincaré-Friedrichs).

Ypour des renseignements sur les tokamaks en général et sur ces équations en particulier, se référer au livre de
Jacques Blum [Blu89], particuliérement au chapitre V

12%0ir introduction de chapitre 2

13on peut aussi se référer au chapitre IX.5, Formulation variationnelle de quelques problémes aux limites ellip-
tiques, de [Bre05]

4cf [CLO9] p.36
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On prenant I' := 00, on en déduit que pour tout v € H, on a:

vl Qo)) < Clvlai (o))

On pose alors le probléme suivant :

Probléme [Neumann] : trouver u € H t.q. pour tout v € H, on ait :

Vu-Vvdr = / g1vdo.
Q(0) 8D

Propriété 4.5 le probléme [Neumann] admet une unique solution u qui vérifie Au = 0 dans
Q(0), u=0 sur 80 et % =g, sur 0D.

Preuve : il existe une unique solution au probléme par application directe du théoréme de Lax-Milgram (I'inégalité
de Poincaré-Friedrichs nous donne la coercivité de la forme bilinéaire a(u,v) := fn(o) Vu - Vudz sur H).

u € H implique © = 0 sur 8O. Ensuite, soit p € C((0O)), on a ¢ € H, et donc :

Vu-Vedz=0=—(Au,yp)
Q(0)

d'ot Au =0. On adoncu € H}(Q,A). On a donc'®, pour tout v € H,

Auvdr =0=— Vu-Vvdm+(a—u

2(0) 2(0) BV;U>H*1/2(B’D),H1/2(6D)

ou
=—/ gqivdo+ (6_;U>H—1/2(6D),H1/2(6D)-
8D v

La surjectivité de I'application v € H — vjap € H'/?(8D) donne finalement 8,u = g; sur D.

Si on se donne I' C 9D, on obtient alors des données pour notre probléme en prenant (ur, g1|r)-

Pour nos tests, on prend D = ]-0.5,0.5[ x |-0.5,0.5] C R?, on se donne un ouvert O € D
et une triangulation de Q(Q), et on résout le probléme [Neumann] par la méthode des éléments
finis P;, trés classiquement®®. Il suffit alors de récupérer la trace sur I' de la solution calculée pour
obtenir nos données.

Remarque : on pourrait bien entendu résoudre le probléme en imposant g comme condition de Dire-
chlet, et en récupérant la trace normale de la solution. S’il n’y a que peu de différences en théorie (il
faut juste s’assurer d’avoir pris gy assez régulier), en pratique la trace des fonctions de H' est mieuz
approchée par éléments finis P, que la trace normale. On obtient une donnée de meilleure qualité en
passant par le probléme [Neumann].

Il est intéressant de noter que nos données provenant d’un calcul éléments finis, elles ne sont pas
ezactes. Tout se passe comme st on introduisait directement du bruit sur les données. Avec un maillage
assez fin, on peut espérer que ce bruit sera minime.

En guise de conclusion, deux applications numériques : on résout [Neumann] dans Q(O), avec
1 sur |-0.5,0.5[ x { £ 0.5}

g1 =
0 sur {+0.5} x ]—0.5,0.5]
éléments finis (pas du maillage de l'ordre de 1/50), & droite les solutions.

. A gauche sont représentés les maillages servant a la résolution

15¢f lemme 1.3 p.11
18¢f [CLO9], [PLY6] ou encore [Cia78], par exemple
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4.3 Limitations d’une premiére méthode naive

Nous présentons ici une premiére idée qui vient naturellement lorsque l'on veut résoudre le
probléme [Op;] en utilisant la méthode de quasi-réversibilité. Elle est adaptée de 1'idée de J.
Blum!7 pour le cas du plasma. On se place dans le cas ot 'opérateur P est I’opérateur laplacien.
Supposons que, bien que ne connaissant pas précisément la position de l'obstacle, nous connaissions
un ouvert Oy vérifiant Oy C O. Typiquement, dans le probléme d’identification de la frontiére du
plasma, on sait a priori ol se trouve le plasma, car il est confiné par les limiteurs, et on peut
espérer trouver un tel Oy. La deuxiéme supposition est de loin plus hasardeuse : supposons que u
se prolonge en une fonction % dans D\ Oy, telle que 4 vérifie A% = 0 dans D\ Og'8.

L’idée est alors d’utiliser la méthode de quasi-réversibilité!® dans D \ Op. On obtient ainsi une
approximation @, de 4 a partir de la donnée (go, g1) sur I' partie du bord de D. La ligne de niveau
zéro de @, devrait alors nous donner une bonne approximation de O.

Nous allons tester cette méthode dans D := ]-0.5,0.5] x ]-0.5,0.5] C R2, avec T' := 8D
(on obtient des données comme expliqué précédemment). L’obstacle que nous recherchons est
représenté en bleu sur les figures. On se donne un ouvert Oy pour les tests (en noir sur les figures),
on résout le probléme [QR] dans D \ Op. On représente (en rouge) la ligne de niveau zéro de la
solution de ce probléme.

17
cf [Blug9]
18par le théoréme de Cauchy-Kowalewska ([CHT®62]), on sait que 1'on peut prolonger de cette fagon u "un petit
peu" a l'intérieur de l'obstacle si sa frontiére est assez réguliére, mais on ne sait pas si on peut le faire jusqu'a Op
19%0ir le chapitre 2
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0.5 0.5

0 0
-05 -05 ‘
205 0 0.5 20.5 0 0.5
0.5 05

-0.5 : -0.5
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

En bleu, O, en noir, Op, et en rouge, la ligne de niveau 0 de 4,

On constate tout d’abord que les résultats sont assez bons dans les cas oi Oy C O (trois
premiéres figures). Néanmoins, la reconstruction de O n’est pas stable, elle dépend fortement de
la position de Oy par rapport a O. Si Oy ¢ O, le résultat est trés mauvais, et dans le dernier cas,
ot Og N O = 0, n'est pas meilleur que celui obtenu en résolvant le probléme [QR] dans tout D,
comme le montrent les deux figures suivantes :
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_O;%.S 0 05 _0;%.5 6 0.5

En conclusion, cette méthode, qui est extrémement rapide, nécessite en contrepartie une tres
bonne connaissance de la position de l'obstacle si l'on désire des résultats acceptables. Elle est
donc inapplicable dans la plupart des cas, en particulier quand O posséde plusieurs composantes
connexes, puisqu’elle nécessite la connaissance a priori du nombre et de la position de toutes les
composantes®®.

4.4 Une nouvelle approche par ’extérieur

Pour que la méthode précédente fonctionne théoriquement, il est nécessaire de pouvoir prolonger
la fonction u a l'intérieur de I'obstacle en une fonction 4 vérifiant P4 = 0. Les exemples numériques
précédents montrent clairement que ce n'est pas toujours le cas. Nous allons donc tenter de résoudre
le probléme [Op;] sans faire cette hypothése. En conséquence, nous ne devrons jamais essayer de
calculer u a l'intérieur de 'obstacle (précisément 1a ot nous ne sommes pas sfir de son existence).
En particulier, nous ne pouvons calculer  sur D\ w que si O C w. Ceci nous impose une approche
par l'extérieur de 'obstacle.

Donnons nous un ouvert wp, premiére approximation de O, vérifiant O C wy € D. La fonction
u est I'unique fonction vérifiant dans D \ @y

Py = 0dans D\ wp
u = gosurl
Opu = gpsurl

c’est-a-dire I'unique solution du probléme de Cauchy pour 'opérateur P, que nous savons résoudre
(approximativement) par la méthode de quasi-réversibilité2!.

La question que l'on va alors se poser est la suivante : connaissant v dans D \ Wy, sommes-nous
capables d’obtenir une meilleure approximation extérieure de O, plus précisément un ouvert w;
vérifiant O Cw; Cwp?

205%ls savaient ot se trouve ce qu’ils cherchent, ils ne chercheraient pas (Johann Wolfgang von Goethe,
Maximes et réflexions)

*lyoir chapitre 2
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Les deux étapes de la méthode envisagée : premiérement, on obtient u dans D \ wp a partir de (go, 1),
deuxiémement, on obtient w; a partir de u.

Plus généralement, peut-on construire une suite d’ouverts (wp)men vérifiant O C wmy1 C
Wm, Vm € N7? Nous verrons qu'une telle suite converge toujours. Il restera a déterminer si sa
limite est bien ’obstacle recherché.

Si nous pouvons répondre par l'affirmative a ces deux interrogations, nous aurons construit
une méthode qui approche par 'extérieur I'obstacle recherché, et nous aurons résolu le probléme
[Ops]. Nous allons voir dans les deux prochains chapitres deux maniéres de mettre en place de
telles approches par l’extérieur.
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Chapitre 5

Méthode de lignes de niveau fondée sur
une équation de Hamilton-Jacobi

Introduction

Les méthodes de lignes de niveau ont été introduites pour la premiére fois dans un article de
Osher et Sethian paru en 1988 pour ’étude de la propagation de fronts, c’est-a-dire le déplacement
d’une surface de R? soumise & une vitesse. C’est un probléme difficile, car ces surfaces, lors de
leur mouvement, peuvent avoir des comportements tout a fait désagréables, en particulier des
changements de topologie, qui rendent la simulation numérique de leur propagation difficile. La
méthodologie des lignes de niveau est une maniére efficace et simple d’aborder cette problématique.

Notons I' la surface dont on veut étudier le mouvement. I' est un domaine de R? de codimen-
sion 1. L’idée introduite par Osher et Sethian est de définir une fonction ¢ : R¢ x R* — R réguliére
(au moins lipschitzienne) telle que 'on ait : V¢ € RT, I'(¢) := {:c e R | p(z,t) = 0}. Ainsi, pour
tout temps ¢, T est la ligne de niveau zéro de 2.

L’intérét principal de ce changement d’inconnue (I' — @) est que l'on en vient & étudier la
solution d'une EDP, dont le traitement a la fois théorique et numérique est beaucoup plus simple
que celui de la surface. En particulier, les changements de topologie de I' sont automatiquement
traités au travers de ¢. Cette méthodologie a démontré son efficacité dans de nombreux domaines
d’application®, notamment en imagerie et dans les problémes d’interactions fluides-structures. Nous
allons voir qu'elle est également trés efficace pour la résolution du probléme inverse de l'obstacle.

Sommaire
5.1 Meéthode de lignesdeniveau. . . . ... ... ... ... .. ... 98
5.1.1 Equation eikonale . . . .. . ... . ... ... 98
5.1.2 Cadrethéorique . . . . . . . . . . . . . . e 98
5.1.3 Stratégie de résolution du probléme [Op,] . . . . . . . . . . . .. ... .. 99
5.2 Résolution du probléme [Ops]... . . . . . . . o v v 0 i i it i e e e e .. 100
5.2.1 Une premiére méthodesimple . . . . . . . ... . ... ... .. ....... 100
5.2.2 Seconde méthode : méthode [HJ] . . . . . . . . . ... ... . ... ..... 103

5.2.3 Conclusion et remarques : vers une nouvelle méthode de résolution de [Op;]107

1[Os88]
2d'ot1 le level-set. Etonnant, non ?
3pour plus de détails au sujet des méthodes level-set, voir [OF03] et [OP03]
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5.1 Meéthode de lignes de niveau

5.1.1 Equation eikonale

Dans le formalisme des méthodes de lignes de niveau, pour étre capable de suivre I’évolution
au cours du temps du front I', il suffit de savoir suivre 1'évolution d’une ligne de niveau de ¢. Pour
c € R, z(t) est un élément de la ligne de niveau c¢ de ¢ si et seulement si

p(z(t),t) = c.
En dérivant* cette équation par rapport au temps, on obtient

o} .
25 (@(t),) + 2(t). Vop(a(t), 1) = 0.
Supposons alors que le front soit soumis en un point z & une vitesse 17(:1:) connue, soit z(t) =
V(z(t)). On a
Op -
3¢ () t) +V(2(t))-Vep(z(t),£) = 0.
Posons alors ((8). 1)
Vep(z(t),t
n(z(t),t) = =———~—~+
[Vep(z(2),2)]

et écrivons 17(:1:) := V,7i + V;, avec 7.V, = 0. On obtient que la fonction ¢ est soumise a une
équation eikonale :

o¢

Vo|V.0| =0
5 T V2|

La résolution de cette équation (avec des conditions aux limites) nous permet donc de connaitre
I’évolution de ¢, et donc celle de la ligne de niveau zéro de ¢, c’est-a-dire celle de I', soumis & un
champ de vitesse normal.

5.1.2 Cadre théorique

Soit un ouvert borné D de R%. Nous sommes amenés & nous intéresser a ’existence et Iunicité
d’une éventuelle solution a des problémes de la forme

% +V(z)[V¢| =0 dans D x 0,7
#(z,0) = fo(z) sur D (5.1)
o(z,t) = g(z,t) sur D x |0,T].

Le bon cadre d’étude pour ce genre de probléme est celui des solutions de viscosité pour les
équations de Hamilton-Jacobi. Nous renvoyons & [Bar94| pour une étude trés compléte de ce type
de probléme.

On dira que ¢ € C(D x [0, T]) est sous-solution de viscosité de (5.1) si et seulement si ¢(z,0) <
fo(z) sur D, ¢(z,t) < g(z,t) sur 8D x |0, T|, et pour toute fonction ¥ € C*(D x ]0,T), si (zo,to)
est un point de maximum local de ¢ — 9% , on a

63_11{,}(””0”50) + V(20)|VY(2o,t0)| < 0.

*formellement
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On dira que ¢ € C(D x [0, T]) est sur-solution de viscosité de (5.1) si et seulement si ¢(z,0) > fo(z)
sur D, ¢(z,t) > g(z,t) sur 8D x |0, T|, et pour toute fonction ¥ € C*(D x )0, T[), si (zo,t0) est un
point de minimum local de ¢ — ¢ , on a

2 (@0,t0) + V(20) V50, t0)| > 0.
Enfin, on dira que ¢ € C(D x [0,T]) est solution de viscosité de (5.1) si et seulement si elle est
sous-solution et sur-solution de viscosité de (5.1).

Nous présentons ici le résultat dont nous aurons principalement besoin dans notre étude. Il
concerne un cas particulier de I’équation (5.1). Nous renvoyons & ’annexe A pour la preuve de ce
théoréme.

Théoréme 5.1 Soit [’équation suivante :

% +V(2)|Ve| =0 Dx]0,T]
$(z,0) = fo(z) D (5.2)
o(z,t) = fo(z) 0D x 10, T .

S
- fo est une fonction lipschtzienne de D
— V est lipschitzienne dans D
— V est a support compact dans D
alors cette équation admet une unique solution de viscosité ¢, et on a ¢ € WhH* (D x |0, T).

Remarquons tout de suite le gain en régularité sur ¢. Il est trés important, puisque nous pouvons
dire que ¢ est différentiable presque partout, et le point (ii) du corollaire 2.1 p.17 de [Bar94| nous
dit alors que ¢ vérifie l'équation eikonale presque partout. Ainsi, pour tout ouvert w C D, pour
tout intervalle de temps |s1, s2[ C |0, T'[, on aura

[ [ [+ v@ivees)) as de=o

relation que nous allons utiliser & de multiples reprises.

5.1.3 Stratégie de résolution du probléme [O]

Nous présentons ici les principales idées qui méneront aux méthodes décrites dans la seconde
partie de ce chapitre. On se donne une condition initiale fo € C(D) vérifiant :

O C{z € Dtaq. fo(z) <0}.

Ainsi, la ligne de niveau zéro de ¢(z,0) ™ entoure “ l'obstacle recherché. Le but va étre de faire
évoluer cette ligne de niveau au cours du temps grace a I’équation eikonale (5.2), en choisissant la
vitesse V' de telle sorte que la ligne de niveau zéro de ¢(z,t) tende vers la frontiére 8O de 'obstacle.
Cette vitesse dépendra bien entendu de la fonction w. Intuitivement, un bon choix de vitesse est
V = —|ul, car :

o en dehors de l'obstacle O, on a |u| non nulle®. L’équation eikonale donne alors

op _
ot

®en effet, si |u| est nulle sur un ouvert de D\ O, alors en vertu de la propriété de prolongement unique 4.2 vérifiée par
l’opérateur P, on aurait u = 0 dans D\ O, ce qui entre en contradiction avec I'hypothése (u, 8,,u) = (go, 91) # (0,0)

[ul[Ve| >0
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d’ou ¢(z,.) est une fonction croissante du temps. La ligne de niveau de ¢ a donc tendance a se
rapprocher de 00

o sur 'obstacle en revanche, on a u = 0. L’équation eikonale donne %‘ s = 0, soit a0 =
fojpo < 0 pour tout temps ¢, et la ligne de niveau de ¢ ne traverse jamais la frontiére de I'obstacle.

Bien entendu, ce raisonnement n’est que formel. Il nous reste donc a donner un cadre mathé-
matique complet a ces idées.

5.2 Reésolution du probléme [O,;] par 'intermédiaire d’une équa-
tion eikonale
5.2.1 Une premiére méthode simple

Nous allons supposer que u, solution du probléme de ’'obstacle, est une fonction lipschitzienne
sur Q(0)8. On se donne x € C>(D), 0 < x < 1 sur D. On définit la vitesse suivante :

{ V() = x(@)lu(z)| pour @ € Q(0)
V(z) <0dans O

avec comme condition supplémentaire V lipschitz sur D. Il existe des fonctions vérifiant les pro-
priétés, il suffit de prendre V' = 0 dans O pour s’en assurer. On se donne ¢ fonction lipschitzienne
sur D. Alors d’aprés le théoréme 5.1, le probléme

0

% V@IV =0, (@1) €D xR}

¢(z,0) = ¢o(z), €D
¢(z,t) = ¢o(z), (z,t) € D x RF

admet une unique solution de viscosité ¢, continue sur D x RT (par définition), telle que ¢ €
Wwhe (D x ]0,T[), VT > 0. On définit, pour tout ¢ > 0, le domaine ouvert :

wi={z €D | ¢(z,t) <0}.

Propriété 5.1 s1 O C wy, alors O C w; pour tout t > 0.

Ce résultat serait direct si on avait ¢ € C'(D x RT). On aurait dans ce cas, pour z € O,

¢(z,t) = go(z) + /Ot %(w, s)ds.

En utilisant I’équation eikonale”, on obtient alors

(z,t) = polz) + /Ot V(2)|Vé(z,s)| ds

et donc ¢(z,t) < 0, puisque ¢o(z) < 0 car O C wy, et V(z) < 0 par hypothése. Malheureusement,
¢ n’est en général pas C*(D x RT), et la démonstration en est rendue quelque peu plus difficile.
On a en particulier besoin du lemme suivant :

®remarquons que Lip(Q2(Q)), ensemble des fonctions lipschitziennes sur Q(O), est un sous-ensemble de
c° (Q(O)) N H'(Q(0)), espace fonctionnel dans lequel u se trouve par hypothése

"si ¢ € C1(D x RT), alors '’équation eikonale, qui est vérifiée par ¢ au sens de viscosité, est en fait vérifiée par ¢
au sens fort, voir le point (ii) du corollaire 2.1 p.17 de [Bar94]




5.2. RESOLUTION DU PROBLEME [Ogs]... 101

Lemme 5.1 soit z € R4, V, un voisinage de = et f € C(V,). Alors :

e—0
“|/“) u)du <% f(z).

Preuve : soit £ > 0 t.q. B(z,0) C Vz. On fait le changement de variable v := Z(u — z). On a alors :

1 1
- du — - -
|B("Ev6)| B(z,c) f(u) v f(m) |B(£L‘,E)| B(z,c)

Ed

= Bl Joon [flev+z) — f(z)]dv

= BOD] S [flev+ z) — f(z)]dv

[F(u) — f(z)] du

[y

Si on note g.(v) : v € B(0,1) — f(ev +z) — f(z), on a g(v) =22, 0 pour tout v € B(0,1), par continuité
de f sur Vg, et pour € < €0, [ge(z)| < 2||fllzo0(B(z,e0)) € L*(B(0,1)). On peut donc appliquer le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue®, et on a :

lim [flev+z) — f(z)]dv =0.
e—0 B(0,1)

Le résultat suit.

Preuve de la propriété 5.1 : soit z € O, e > 0 t.q. B(z,€) C O et s > 0. Comme ¢ € WH*°(Dx]0,T[), on
a, pour tout s > 0, ¢(y,.) € W1>(]0, s[) pour tout y € B(z,¢), et donc®

#(y, s) /at
Sa¢
,s) — ,0) dy = —(y,t)dt d
/B P~ 6,0) dy /B » /0 0wty dt dy

et comme ¢ vérifie I'équation eikonale presque partout, on a

/ 8(y,5) — 6(y,0 dy—/ / V)| V(y, 1)) dt dy.
B(z,e) B(z,e)

Par hypothése V' < 0 dans B(z,¢), et on a donc fB(w 0 o(y,s) — #(y,0) dy < 0. En divisant par |B(z,¢€)|, en
faisant tendre € vers 0 et en utilisant le lemme 5.1, on obtient ¢(z,s) < ¢(z,0) = ¢o(z) < 0 puisque z € wp.
On a donc finalement z € w; pour tout s > 0.

On a alors

Propriété 5.2 supposons O C wy. L’application t — w; est décroissante (pour l’inclusion).

Une nouvelle fois, si on avait ¢ € C'(D x RT), le résultat serait trés simplement prouvé. On
aurait

#(z,t) — ¢z, s) = /: %(w,u) du = /:V(w)|v¢(w,u)| du, Y0 <s < t.

Siz € wy, alors soit ¢ € O, et dans ce cas z € w, d’aprés la propriété précédente, soit z ¢ O, et on
aV(z) >0, dou ¢(z,t) > ¢(z,s), ce qui implique de nouveau z € w;.

Preuve de la propriété 5.2 : soit 0 < s < ¢, et z € w;. Nous voulons montrer que z € w;.

8cf théoréme IV.2 p.54 de [Bre05]
9¢f théoréme VIIL.2 et remarque 5 p.122 de [Bre05]
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e soit z € O, et la propriété 5.1 nous donne z € w;.
e soit ¢ € wy \ O. Soit 7 > 0 t.q. B(z,n) C w: \ O. Par un raisonnement identique a celui de la preuve de la
propriété 5.1, on obtient

/ B(u,t) — By, s dy—/ / V)IV(y, )| du dy.
B(z,n) B(z,n)

Comme B(z,n) C 2(0O), on a par hypothése V' > 0 dans B(z,7n). On en déduit
[ #wt-sws)dyzo0
B(z,n)

et, en divisant par |B(z, )| et en faisant tendre n vers 0, ¢(z,t) > ¢(z,s). Comme z € w, on a ¢(z,t) < 0. On
en déduit ¢(z,s) < 0, soit z € w,.
|

Sous ’hypothése O C wyp, 'application ¢ — w; est décroissante, et les w; appartiennent a un
ouvert borné fixé (I’ouvert D). On peut donc utiliser la propriété B.4 p.196 : les w; convergent au
sens de Hausdorff vers

/—;H
w = ﬂwt.

t>0

Par stabilité de l'inclusion pour la convergence au sens de Hausdorff!’, on a ©® C w. On a la
caractérisation suivante

w={zeD| I >0, Vy € B(z,n.), Vt € R, #(y,t) < 0}
Nous arrivons maintenant au résultat principal de cette partie :

Théoréme 5.2 supposons O C wy et x = 1 dans wy. Supposons également qu’il eriste une
fonction c(t) positive telle que

/Oooc(t)dt:oo

et
|Vo(z,t)| > c(t) pour presque tout (z,t) € Q(O) x RT.

Alors
Autrement dit, les wy convergent (au sens de Hausdorff) vers O lorsque t tend vers l'infini.

Preuve : on sait déja que O C w. Soit z € w \ O, et 7 suffisament petit pour que B(z,7) C w\ O. On a
B(z,n) C wo \ O, d’ou pour tout y € B(z,n), V(y) = |u(y)|. Ona:

/ B - / . / 5)ds dy
:/M)/ ¥)|V(y, 5)| ds dy

( B(M) |dy> </Otc(s)ds>.

Ypropriété B.5 p.196 dans 'annexe B
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Ona fB(m . |u(y)| > 0, puisque si ce n’était pas le cas, la propriété 4.2 nous donnerait u = 0 dans Q(0), ce qui
entrerait en contradiction avec (ur,0,,ur) = (9o, 91) # (0,0). On en déduit que pour ¢ suffisamment grand

/ #(y,t)dy > 0.
B(z,n)

Il existe donc y € B(z,n) et t > 0 tels que @(y,t) > 0, et ce, pour tout n suffisamment petit (c'est-a-dire tel
que B(z,n) C w\ O). Ceci contredit exactement le fait que z € w.

On en déduit w\ O =0, d'ot © C w C O. Comme O est un ouvert a bord continu, on obtient finalement!!
w=20.

Nous avons ici mis en place une méthode construisant une suite d’ouverts convergeant vers

I’obstacle recherché. Cette approche nécessite la connaissance a tout instant de la fonction v jus-
qu’au bord de l’obstacle O : elle n’est pas conforme au cadre méthodologique proposé au 4.4 p.94.
Nous allons modifier cette méthode pour nous contenter de la connaissance de u a ’extérieur des
ouverts, et allons étre naturellement amenés a introduire des prolongements de |u| & 'intérieur de
ces ouverts. Nous verrons quelles sont les caractéristiques que doivent vérifier ces prolongements
afin d’assurer la convergence des ouverts vers 1’obstacle.
D’autre part, I'hypothése de croissance en temps de la norme du gradient ( [+ |Vé(z,s)|ds = oo
pour tout z), nécessaire pour assurer la convergence de la suite vers O, est une hypotheése trés forte :
le théoréme A.6 (p. 189 en annexe) suggére plutét une croissance en temps de |V¢| en exp(—t),
ce qui invaliderait directement cette hypothése. Pour nous passer de cette hypothése, nous allons
introduire une étape de réinitialisation de ¢ dans la méthode.

Ces deux modifications, utilisation de u seulement a ’exterieur des ouverts et réinitialisation
de ¢, nous feront construire une seconde méthode, conforme au cadre méthodologique du 4.4 : la
méthode [HJ]!2.

5.2.2 Seconde méthode : méthode [HJ]

On suppose comme précédemment que u est lipschitzienne. Soit wy ouvert, © C wg € D. On
se donne x € C®(D), 0 < x < 1let x =1 sur wy. On se donne T > 0. Soit V, € C°(D) vérifiant

(z)[u(z)]

D x D, |Vo(z) — Vo(y)| < Lolz — y|

Vz ¢ wo, Vo(z) = x
Vz € O, W(z) <0
ILo > 0 | V(z,y) €

Il existe au moins une fonction vérifiant ces propriétés, a savoir Vp(z) = x(z)|u(z)| pour z ¢ O et
Vo(z) = 0 pour z € O.
Notons ¢y 'unique solution de viscosité de

% “Vo(z)p =0, V(z,t) €D x]0,T]
¢(z,0) =

= 0uw,(z), Yz €D
o(z,t) = 0uy(z), V(z,t) € 0D x [0,T]

avec 0y, distance signée & wy (voir annexe B). On pose alors wy :={z € D | ¢o(z,T") < 0}.

Propriété 5.3 O Cw; Cwy € D.

"yoir proposition B.2, annexe B

121HJ] pour Hamilton-Jacobi, car elle repose sur la résolution d’équations de Hamilton-Jacobi. La premiére mé-
thode repose également sur la résolution d'une telle équation, mais comme nous ne l'utiliserons pas en pratique, nous
n'avons pas jugé nécessaire de lui donner un nom particulier
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Preuve :
e soit z € O. Par hypothése, on a z € wp, d'ott ,,(z) < 0. Il existe n > 0 t.q. B(z,n) C O. En procédant
exactement comme dans la preuve de la propriété 5.1, on a

T
/ b0y, T) dy = / (awo (v) + / Vo(v) [ Vo (v, 5)| ds> dy.
B(t,?]) B(Z,T[) 0

Par hypothése encore, Vo < 0 sur B(z,n), et on obtient finalement

/ ¢o(y, T)dy < / 0w, (y) dy.
B(z,n)

B(z,n)

En divisant par |B(z,n)|, et en faisant tendre 77 vers 0, on obtient ¢g(z,T) < Oy, (z) < 0, d'oll z € wy.
esoit z € Dt.q. z ¢ wo.

o soit ¢ € D\ wp. Il existe n > 0 t.q. B(z,n) C D\ wp. Par hypothése, pour tout y € B(z,n), on a
Vo(y) = x(v)|u(y)| > 0. On obtient comme précédemment

T
/ b0y, T) dy = / <6m(y)+ / vo(y)|V¢o(y,s)|ds> dy > / Do (4) dy.
B(z,n) B(z,n) 0 B(z,n)

En divisant par |[B(z,7)|, et en faisant tendre 7 vers 0, on obtient ¢o(z,T) > Ty, (z) > 0 puisque z € D \ wp.
On en déduit que = ¢ wy (et méme z ¢ wy).

o soit ¢ € Owp. |l existe z, € D\ wp t.q. z,, 7,z D’aprés ce qu’on vient de montrer, on a ¢o(z,,T) >
Ow, (zr) > 0. Par continuité de ¢o(.,T'), on obtient en faisant tendre n vers l'infini : ¢o(z,T) > 0= = ¢ w;.

|
On construit alors une suite d’ouverts w,, & partir de wq : pour tout m € N, on pose
W1 ={T €D | ¢pn(z,T) < 0}

avec ¢, l'unique solution de viscosité de

B_f — Vm(z)|V¢| =0 pour (z,t) € D x ]0,T]

¢(z,0) = 90,,,(z) pour z € D
¢(z,t) = Oy,,(z) pour z € 8D x [0, T

., est la fonction distance signée a l'ouvert w,,'3 et V;,, € C°(D) vérifie

VT f Wi, Vim(2) = x(2)[u(z)]
Ve e O, Vni(z)<0
3Ly, >0 | V(:B;y) €D xD, |Vm(w) - Vm(y)| < Lm|$ - y|'

Comme la suite d’ouverts est décroissante pour l'inclusion et bornée, et que tous les ouverts
contiennent O, on obtient directement la

—_——
Propriété 5.4 les ouverts w,, convergent vers w := ﬂ Wm, et on a O Cw. On a les carac-
) ) ) meN
térisations suivantes :

w={z€D|3In >0, Vy € B(z,7;), Vm € N, ¢n(y,T) <0}
w={zeD|3In >0, Vy € B(z,n;), Ym € N, Own,(y) < 0}.

Bpour plus de précisions sur la fonction distance signée, voir p.195
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La question est bien évidemment : a-t-on w = O 7 Nous allons voir qu’a la condition que toutes
les vitesses V,,, soient lipschitziennes avec une méme constante de Lipschitz L, c’est effectivement
le cas. La démonstration de ce résultat étant un peu technique!*, elle sera divisée en plusieurs
lemmes.

Tout d’abord, un résultat valable sans condition :

Lemme 5.2 soit ¢ € 8w. Alors 9, (z) Z— 0.

Preuve : soit z € dw. Comme la suite (wy, )men tend vers w au sens de Hausdorff, il existe!® une suite z,, € Ow,
t.q. Tm —— z. Comme la fonction distance signée est 1-lipschitzienne, on a alors :

8, ()| = [0, (2) — Bu,, (Tm)| < |Z — Tm| 2225 0.

Lemme 5.3 supposons qu’il eriste L > 0 t.q. Vm € N, L,, < L. Alors il eriste C > 0 t.q.
¥m € N, supyep [Vm(y)| < C.

Preuve : soit m € N, et g € D\ wp. La suite (wm)men étant décroissante pour l'inclusion, on a g ¢ wy,, et
donc Vin(z0) = x(z0)|u(zo)|. Posons alors C := x(zo)|u(zo)| + supyep L|y — zo| < 00. Soit y € D, on a

[V (9)] = [Vin(20)| < [Vin(y) = Vin(@o)| < Lly — 20| = [Vin(y)| < Vm(2o) + LIy — zo| < C.

On en déduit directement

¥meN, sup|Vm(y) < C.
yeD

Lemme 5.4 supposons qu’il existe L >0 t.q. Vm €N, L,, < L, et ¢ € Ow t.q. u(z) # 0. Alors
il eriste M e N, p>0eta>0tgqg Vyc B(z,n), Vm > M, V,(y) > a.

Preuve : comme u(z) # 0, il existe o« > 0 t.q. |u(z)| > 3. Par continuité de u, il existe 71 > 0 t.q. pour
tout y € B(z,m), |u(z)| > 3a. On sait de plus qu'il existe ¥, € Owm t.q. Ym ———s z. Par hypothése
Vin(ym) = X(ym)|w(ym)| = [u(ym)|. l existe M € N t.q. Vm > M, ym € B(z,m1) = Vin(ym) = [w(ym)| > 3a.

Par hypothése, V(z,y) € D x D, |Vp(z) — Vin(y)| < L|z — y|. Posons alors n := %. On a Vy € D,
Vz € B(y,n) ND, Viu(z) > Vin(y) — Lz — y| > Vi (y) — .

Posons maintenant 7, := min(n;,n). Pour m suffisament grand, on a y,, € B(z,n2) C B(z,n), d'ou
Vim(ym) > 3c. De plus, ym € B(z,m2) = @ € B(Yym,n2) C B(Ym,n), et donc Vin(z) > Vin(ym) —a > 2a. On
en déduit finalement :

il existe M € N t.q. Vm > M,Vy € B(z,n), Vn(y) > .

|
Lemme 5.5 supposons qu’il existe L >0 t.q. Ym €N, L,, < L, et z € Ow t.q. u(z) # 0. Alors

il existe M €N, v >0,¢e0>0etTy€]0,T[ t.g. Vm > M, |Vpn| > exp(—~t) presque partout
sur B(z,eq) x |0, Tyl

Preuve : d'aprés le lemme précédent, il existe m € N, 7 > 0 et a > 0 t.q. Viu(y) > a pour tout y € B(z,n),
pour tout m > M. Remarquons également que —¢,, est solution'® de

% 4 H(z,t,V$) =0, V(z,t)€Dx]0,T[

¢($)0) = _8“-’7".(3:)) Vz € D

¢(z,t) = —0u,,(z), V(z,t) €0D x[0,T]

avec H(z,t,p) = Vin(z)|p|. On remarque que, pour m > M, on a:

14c)
1

est une euphémisme
Svoir propriété B.6, annexe B

18on fait ce changement de signe pour obtenir un hamiltonien localement convexe en p, et ainsi se mettre exactement
dans les hypothéses d'application du théoréme A.6
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[1] | 2 (y,t,p)| < Llp| pour tout (y,t,p) € B(z,n) x [0,T] x R*

[2] |52 (y,t,p)| = [Vim(y)| < C pour presque tout (y,¢,p) € B(z,n) x [0,T] x R? (lemme 5.3)

[3] H(y,t,p) est convexe en p sur B(z,n) x [0,T] x R4, car Vi, (y) > 0 sur B(z, ).
De plus |V (—¢m(y,0))| = |V0u,, (v)| = 1 au sens de viscosité'” sur B(z,n). On peut donc appliquer le théoréme
A.6, et on obtient

5Lt
IVém| = [V(=¢m)| > exp (—7) sur 0(z,n)
avec 6(z,n) := {(y,t) € B(z,n) x]0,T[ t.q. e“*(1 + |y — z|) < p+ 1}. L'inégalité est vraie au sens de vis-

cosité, mais comme ¢,, est presque partout différentiable, elle est également vraie au sens presque partout.
Remarquons finalement que si on pose

1 2+2n
To :=—=1 0
0= n<2+n) >

on a
B(a,7) x]0,To[ C &(z,m).

2427

S ) et M comme au lemme précédent.

On obtient donc le résultat voulu, avec g := % vi= % To := él (

Propriété 5.5 supposons qu’il ezxiste L >0 t.q. Vm € N, L,, < L. Alors Vz € 0w, u(z) = 0.

Preuve : soit z € dw. Il existe z, € w t.q. £, —— z. Par définition de w, pour tout m € N, on a
¢m(zn, T) < 0. Par continuité de ¢, (., T'), on en déduit en passant a la limite sur n : Ym € N, ¢,,(z,T) < 0.

Supposons qu'il existe z € dw t.q. u(z) # 0. En procédant comme habituellement, et en utilisant les résultats
des lemmes 5.4 et 5.5, on obtient , pour tout €, 0 < € < &g (€0 = %), pour tout m > M :

0 m
/ [m (¥, T) — ém(y,0 ]dy—/ / m s)ds dy
B(z,¢) B(z,e)
/ / Y)|Vom(y,s)|ds dy
B(z,c€)
> a/ / |Vm(y,s)| ds dy
B(xz,e) JO
To
a/ / IVém(y,s)|ds dy
B(xz,e) JO
To
> a/ / exp(—s) ds dy
B(xz,e) JO

/ (0, T) — m(9,0)] dy > & [1 — exp(—yTo)] |B(z, €)].
B(x,e) Y

v

V

d'ou finalement :

En divisant par |B(z,¢€)|, et en faisant tendre € vers zéro, on obtient :
[L = exp(=7To)] < ¢ (2, T) = ¢m(2,0) = ¢ (2, T) = B, (2) <~V (2)

0. Finalement, en faisant tendre m vers l'infini et en utilisant le lemme 5.2, on obtient
0, ce qui est impossible. On en déduit que pour tout z € dw, u(z) = 0.

On peut maintenant obtenir le résultat principal de cette partie :

Y"yoir propriété B.3 p.196, annexe B
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Théoréme 5.3 supposons qu’il eriste L > 0 t.q. L, < L pour tout m € N. On a alors

Autrement dit, les ouverts w,, tendent au sens de Hausdorff vers l’obstacle O.

Preuve : supposons w # O. On rappelle que O C w. Posons donc R :=w \ ©. On a R C (0), donc Pu =0
dans R. De plus, R C 80 U dw. Comme par hypothése u = 0 sur 80, et u = 0 sur w par la propriété
précédente, on a u = 0 sur OR. Par hypothése encore une fois, on a u € H}(R) N C° (R). On en déduit'® :
u € Hi(R).

On a donc u € H}(R) vérifiant Pu = 0 dans R. La propriété 4.1 implique u = 0 dans R, puis la propriété
4.2 implique a son tour u = 0 dans Q(0O), ce qui est en contradiction avec les hypothéses du probléme [O,].

Finalement, on a R = 0, d'oti I'on déduit © C w C O. L'obstacle @ étant & bord continu, on en conclut!®
que w = O.

5.2.3 Conclusion et remarques : vers une nouvelle méthode de résolution de
[Os]

La méthode [HJ] décrite ci-dessus est conforme au cadre méthodologique que nous avons décrit
au 4.4 p.94. En effet, a chaque itération, elle ne nécessite la connaissance de w qu'a 'extérieur de
I'ouvert w,,, ce qui nous permettra un couplage efficace avec la méthode de quasi-réversibilité. De
plus, elle ne nécessite plus d’hypothése sur la décroissance du gradient des fonctions ¢,,.

En revanche, elle est basée sur la construction a chaque itération de prolongements lipschitziens
de |u| a l'intérieur de w,, (avec une constante de lipschitz indépendante de l'itération), les vitesses
V. Remarquons tout d’abord que de telles familles de fonctions existent : pour en avoir un
x(@)lu(z)| pour z ¢ O
0Opourz e O
a toutes les itérations la vitesse V de la premiére méthode.

Savoir que des prolongements lipschitziens de |u| existent est une chose. Savoir si on peut
les construire en est une autre. Une idée naturelle?® pour construire ces prolongements est de
résoudre le probléme suivant posé dans w,, : trouver v € H'(w,,) t.q. Av = v € R dans w,, et
v — |u| € H}(wm). Ce probléme admet une unique solution v,,. On pose alors V;, = x|u| dans
D\ w,, et V;, = v, dans w,,. La condition v,, — |u| € H}(w,,) impose la continuité?’ de V,,
a la traversée de Ow,,. Comme le laplacien de v,, est C*°(w,,), on peut espérer (par régularité
elliptique encore une fois) avoir v,, lipschitz, et finalement V,, lipschitz (rien n’oblige par contre
la constante de lipschitz de V,,, si elle existe, & étre indépendante de m). En ce qui concerne la
condition V,, < 0 dans O, il suffit d’avoir v,, < 0 dans O pour la satisfaire. En prenant « assez
grand, on sait que v,, devient négative assez vite lorsque l'on s’éloigne de la frontiére de w,,, et
donc on peut espérer vérifier cette condition.

Pour finir, intéressons nous un instant a V4, et posons

représentant, il suffit de prendre V,(z) := V(z) = , C'est-a-dire utiliser

@ = {z € wo|Vp(z) < 0}.

I1 est facile de constater, en reprenant la preuve de la propriété 5.3, que I'on a O C @; C ws.
Autrement dit, @; est une meilleure approximation extérieure de O que wi, et qui plus est une
approximation que l'on obtient directement de Vj, sans passer par la résolution de I’équation

18¢f théoréme IX.17 p.171 et remarque 20 p.172 de [Bre05]

19v0ir propriété B.2, annexe B

20naturelle pour des EDPistes : la résolution numérique d'un probléme de Poisson avec condition de Dirichlet est
bien connue...

2lceci n'est pas tout & fait exact, cela dépend de la régularité de Ow.,, mais l'idée est 1a
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eikonale. Cette remarque nous inspire une nouvelle méthode de résolution de [Op;], ot nous ne
passons plus par la résolution d’équations eikonales, mais par la résolution de problémes de Poisson,
ce qui implique un gain de temps important. Nous étudierons cette méthode au chapitre suivant.



Chapitre 6

Méthode de lignes de niveau fondée sur
une équation de Poisson

Introduction

Nous allons dans ce chapitre étudier une seconde méthode de résolution du probléme [Oys],
conforme au principe d’approche "par l'extérieur" explicité au 4.4. Comme pour la méthode [HJ],
elle repose sur la construction d’une suite d’ouverts contenant 1’obstacle O recherché, et décrois-
sante pour l'inclusion. Ici, la fabrication de cette suite ne repose plus sur la résolution d’une
équation eikonale, mais sur celle d'une équation de Poisson.

L’idée de base de la méthode est trés simple : supposons que nous connaissions w ouvert vérifiant
O C w, ainsi que u fonction solution du probléme [Oys], & 'extérieur de w. On note alors v la
fonction vérifiant

Av = f dans w

v = |u| sur dw
ou f est un paramétre. Nous verrons que si nous choisissons f "suffisamment grand", alors l'en-
semble

o =w\{z€w|v(z) <0}

vérifie O C @ C w. L’ouvert @ est donc une meilleure approximation extérieure de O que w. On
construira notre suite d’ouverts en répétant le processus dans @. Cette suite sera convergente!, et
nous verrons que ’'ouvert limite sera 1’obstacle recherché, a condition de vérifier une hypothése.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait 1’objet d’une publication : A quasi-reversibility
approach to solve the tnverse obstacle problem, L.Bourgeois & J.Dardé, Inverse Problems and
Imaging, p.351-377, vol.4, n°3, 2010.
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6.1 Reésultats préliminaires

Nous allons adopter les notations suivantes : si H est un ensemble de fonctions d’un ouvert w
borné de R?, alors
HT:={veH|v>0p.p. sur w}

et
H™ :={veH|v<O0pp. surw}.

On notera également, pour (u,v) deux fonctions de L?(w), [u < v] (resp. [u > v]) le plus grand
ouvert de w sur lequel u < v presque partout (resp u > v presque partout), et X|u<o] (€SP X[u>v])
la fonction caractéristique de cet ouvert.

Un premier résultat concerne la composition de fonctions de H' par des fonctions lipschit-
ziennes. On peut en trouver une démonstration dans [HPO05] (corollaire 3.1.12).

Lemme 6.1 soit u € H'(w) (resp. Hi(w)). Alors |u| € HY(w) (resp. Hi(w)).
Soit de plus v € H'(w) (resp. H}(w)). Alors sup(u,v), inf(u,v) € H'(w) (resp. Hi(w)), et

V sup(u, v) = X[u>v) V% + X[u<o) VV-

Nous allons avoir besoin d’approcher des fonctions de Hi(w)™ par des fonctions réguliéres et
positives, ce qui est possible grace au résultat suivant, qui est en fait une conséquence du lemme
précédent (corollaire 3.1.13 de [HP05]) :

Corollaire 6.1 [’espace C®(w)t est dense dans Hi(w)™.

De ces deux résultats, on déduit directement le principe du maximum faible pour l'opérateur
laplacien :

Théoréme 6.1 - principe du maximum faible : soit u € H'(w) tel que

e Au >0 au sens des distributions

e sup(u,0) € Hj(w).
Alors on a sup(u,0) = 0 dans w, soit encore u < 0 presque partout dans w.
Preuve : rappelons tout d'abord que Au > 0 au sens des distributions si et seulement si (Au, ¢) > 0 pour tout
peCE(w)*.
Par définition, sup(u,0) € H'(w)™, et par hypothése, sup(u,0) € H}(w). On a donc sup(u,0) € H3(w)". Le
corollaire 6.1 nous donne alors |'existence d'une suite ¢, € C®(w)?" telle que v, “== sup(u,0) dans H'(w).
On a de plus (Awu, @,) > 0 pour tout n € N, d'oir I'on déduit

n—o0

0 < (Au,pp) = —/ Vu.Vy,dz — —/ Vu.V sup(u,0) dz.

Or, on a (lemme 6.1)

—/ Vu.Vsup(u,0)de = —/ |V sup(u, 0)|*dz < 0
w w

d'ou finalement ||V sup(u, 0)||z2(w) = 0. L'inégalité de Poincaré? donne finalement sup(u,0) = 0 dans w.

On déduit immeédiatement de ce théoréme et du lemme 6.1 le

Corollaire 6.2 s1 u € H}(w) vérifie Au > 0 dans w, alors u <0 dans w.

%cf corollaire 1X.19 p.174 de [Bre05]
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Nous aurons finalement besoin des deux résultats suivants (le premier est le corollaire 3.1.14
p.70 de [HPO5], le deuxiéme se trouve p.171 de [Bre05]) :

Lemme 6.2 soit v € H'(w) t.q. il existe w € Hi(w) avec |v| < w presque partout. Alors
v € H}(w).

Lemme 6.3 soit u € H'(w) t.q. supp(u) € w. Alors u € H}(w).

6.2 Une méthode de résolution basée sur un probléme de Poisson

Rappel

On se donne D ouvert borné de R4, I' C 8D, |T'| > 0, (go,91) # (0,0) un couple de données, et
P un opérateur vérifiant les propriétés 4.1 et 4.2. Pour O ouvert, © C D, on note Q(0) :=D\ O.

Probléme [Os] : trouver O & D, ouvert a frontiére continue tel que Q(QO) est connexe, et
u € H' (Q(0)) N C° (Q(0)) verifiant :

Py = 0 dans Q(O)

u = go surl'
Ou _
wp — 91 sur r

u = 0 sur00.

Notre objectif est de mettre au point une méthode d’approche "par l'extérieur" de l'obstacle
O, c’est-a-dire de construire une suite d’ouverts (w,,)men ayant pour limite O et vérifiant

O Cwmt1 C W, Ym € N.

Pour cela, a I'itération m, nous ne pouvons supposer v connu qu'a ’extérieur de w,,, conformément
a notre cadre méthodologique décrit p.943.

Quelques définitions et propriétés

Soit V' vérifiant
V = |u| dans Q(O)
V € H}(O)~

Il est clair que V est un élément de L?(D).

Propriété 6.1 toute fonction V vérifiant (6.1) est un élément de H'(D).

Preuve : comme u € H}(Q(0)) N C°(Q(0)), on sait (lemme 6.1) que |u] € H(Q(O)) N C°(Q(0O)). De plus,
|u| = 0 sur 8O. On a donc* :
¢lu| € Hy(Q(0)), V¢ € CZ°(D).

n— 00

On en déduit I'existence de ¢, € CX(Q(0)) t.q. ¢ —— ¢|u| dans H(Q(O)).

3rappelons que la méthode de quasi-réversibilité nous donnera une approximation de u dans D \ wnm, & partir de
la donnée (go, g1)
“cf théoréme IX.17 p.171 et remarque 20 p.172 de [Bre05]
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n—oo

Par définition, V € H3(0O), donc il existe ¥, € C*(O) t.q. Y —— V dans H(O). On définit alors

| &n(z) pour z € Q(O)
on(2) = { Yn(z) pour z € O

On a @, € CX(D), et v, 2= ¢V dans LZ(D). De plus, pour n € C (D), on a:
8(¢V) on on
= dz = — i g
( o2, )1 / ¢V6$z 2= lim | ¢ng, o

et

on on on 0¢n Oy,
— dr = — n dz — nm— 4T = d
/ " 0z; T Q(0) ¢ Oz; /O¢ Oz, ’ /Q(O) Oz; na +/(’) Oz;

d'ou finalement

a(pV) . / O¢n OYn / O(#lul) / oV
27T oy =1 —nd ndz = ndz dz.
(og, ™ = Jim oo 02T Jo 2, oo 0, A

On a donc ¢V € HY(D) pour tout ¢ € C(D).

Pour conclure, on prend ¢ € C*(D) t.q. ¢ = 1 sur O. Ona V = ¢V + (1 — ¢)V. On sait déja que
@V € HY(D). De plus, supp((1 — @)V) C Q(O), ce qui permet directement de dire que (1 — @)V € H'(D). On
en déduit finalement que V € H(D).

Comme V € H'(D), on a AV € H™Y(D). Soit alors f € H~}(D) t.q. f > AV au sens des
distributions. Pour w ouvert, w C D, on pose le probléme suivant :

Probléme [P] : trouver v € H'(w) vérifiant Av = f dansw et v — V € H}(w).

Ce probléme admet une unique solution v,, et on a la

Propriété 6.2 v, <V presque partout sur w.

Preuve : par hypothése, on a A(v, — V) = f — AV > 0 sur w, et v, — V € H}(w). Il suffit d’appliquer le
corollaire 6.2 du principe du maximum faible pour conclure.

Une méthode de lignes de niveau

On définit une suite d’ouverts par la relation de récurrence suivante :

wo | OCwye€D
Vm €N, Wmi1 = wm \ supp(sup(’um, 0))

OU On & POSE Uy, := Vy,,.

Remarque : s1 vy, € CO(Wy,), 0N @ Wiy = {T € Wy | Um(z) < 0}. w1 est le plus grand ouvert contenu
dans wy, sur lequel v,, est strictement négative.

Propriété 6.3 Vme N, O C w41 C wy € D.

Preuve : par définition, on a Wy, 11 C wy, pour tout entier m. |l faut juste prouver que pour tout m entier, on
a O C wp,- On procéde par récurrence :

e par hypothése, on a O C wp.

e supposons la propriété vraie pour un entier m. En utilisant la propriété 6.2, on a v,,, <V dans wy,. Mais par
définition de V', on a V < 0 presque partout dans O. On en déduit v,, < 0 presque partout dans O, d’'ou, par
définition de w41, O C Wy1.
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La suite d’ouverts w,, est donc décroissante pour l'inclusion, et tous les w,, sont contenus dans
D ouvert borné. De plus, ils contiennent tous ©@. On en déduit® la

/—;H
Propriété 6.4 les ouverts w,, convergent au sens de Hausdorff vers w := ﬂ W -
meN

La question est maintenant : a-t-on w = O 7 Nous allons voir que c’est le cas si on fait I'hypothése
suivante :

(H) vy, =225 9,
L*(w)

Théoréme 6.2 si I’hypothése (H) est vérifide, alors [w = O].

Autrement dit, si I’hypothése (H) est vérifiée, la suite d’ouverts (w,,)men converge, au sens de
Hausdorff, vers 'obstacle O.
Preuve :

e par définition, on a w C Wy,4+1 pour tout m € N. Comme v, est négative presque partout dans wy, 41, on
a Uy, < 0 dans w pour tout entier m. En utilisant I'hypothése (H), on en déduit :

vy < 0 presque partout dans w = V < V — v, presque partout dans w.

De plus, on a par définition V — v, € H(w)*. Il existe (corollaire 6.1) ¢,, € C*(w)T t.q.

Om =22V — v, dans HY(w).

Soit ¢ € C°(D) t.q. ¢ = 1 sur w. Comme O C w, on a @lu| € H3(2(O))T, et donc il existe ¢, € C°(Q(O))T

t.q.
b 2225 plu| dans HH(Q(O)).

e supposons maintenant w # O. On peut alors poser R := w \ O qui est un ouvert non vide vérifiant
R=wnNQ(O). On a p,, et ¢, éléments de H(R) pour tout entier m, d'ol inf(@.,, ¢m) € H(R) (cf lemme
6.1).

Par définition, il existe K,, (resp. km,) compact contenu dans w (resp. Q(0Q)) vérifiant supp(om) C Kp
(resp. supp(¢dm) C £m). On remarque que pour z € R t.q. ¢ ¢ Kp, on a pp(z) = 0 et ¢m(z) > 0,
d’ou inf(@m,, ¢m)(z) = 0. Par un raisonnement symétrique, on obtient inf(¢m,, #m) = 0 sur R \ £p,. On en
déduit finalement

supp(inf(@m, dm)) C Km Nkm CwNQ(O) =R.

On a donc inf(¢m, ¢m) élément de H1(R) et a support compact dans R, ce qui implique (lemme 6.3)
inf(om, dm) € Hé(R)

e comme R C Q(0), on a V := |u| dans R, et comme vu précédemment, |u| — v, > |u| dans R. On a
donc :
m— 00

inf(pm, dm) Ty EV = v, Slul) = inf(juf — v, ul) = Ju],

|u| est donc limite dans H*(R) d'une suite de fonctions de H}(R) = |u| € H(R). On déduit alors du lemme
6.2 : u € H}(R). Mais comme R C Q(0), on a Pu = 0 dans R. On déduit alors des propriétés 4.1 et 4.2 que
u = 0 dans Q(0Q), ce qui est en contradiction avec (go, g1) # (0,0).

e on a donc obtenu R = 0, soit O C w C O, et comme O est a bord continu®, w = O.

Svoir la propriété B.4, annexe B
Svoir proposition B.2, annexe B



114 CHAPITRE 6. METHODE DE LIGNES DE NIVEAU...

Nous avons construit une approche par '’extérieur de 1'obstacle O. Elle est basée sur des réso-
lutions successives des problémes de poisson [P]

Aw = f dans wy,
w—V € Hj(wn)

avec f parameétre vérifiant AV < f. Pour pouvoir l'utiliser, il nous est donc nécessaire de savoir
fixer f et gérer la condition aux limites. Nous discuterons du choix de f p.116. En ce qui concerne
la condition aux limites, remarquons que si w,, a un bord lipschitzien?, le probléme se réécrit,
compte tenu de la définition de V et du fait que O C wy,,

Aw = f dans w,,
w = |u| sur Owm,

Supposons alors que pour tout m, on ait D \ w,, connexe (il suffit pour cela de choisir f > 0,
voir encore p.116). Alors, par hypothése, nous connaissons u sur D \ Wy, et nous pouvons imposer
la condition aux limites du probléme [P]. Nous sommes donc bien dans le cadre méthodologique
décrit p.94.

Nous désignerons désormais cette approche sous le nom de méthode [P]8.

Un exemple simple en dimension 2 avec P := A

Nous prenons ici D ouvert borné de R? et O := B(0,1) € D. On se place en coordonnées polaires
(r,6) (z = rcos(f), y = rsin(0)). Il est facile de vérifier que u := In(r) est solution de 1’équation
de Laplace dans Q(B(0,1)), vérifie u = 0 sur 88(0,1) et u € H}(Q(B(0,1))) N C°(Q(B(0, 1))).
V(r) =In(r) dans D\ B(0,1)

vy = T2 _21)2

Définissons V € L?(D) par
+ (r — 1) dans B(0,1).

1,0’_ N4

0,5'_

La fonction V sur le carré |—3,3[ x |—3, 3].

"dans les applications numériques, les ouverts wy, seront I'union d’un certain nombre de triangles d'une triangu-
lation de D. Ils auront donc toujours un bord lipschitzien
8[P] car elle repose sur la résolution de problémes de Poisson
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0 dans D\ B(0,1)
2 dans B(0,1)
On a directement AV < 2 au sens des distributions. Ainsi, si on choisit f := cte =y > 2 dans la
méthode [P], on construit, a partir de n’importe quel ouvert de départ wy une suite d’ouverts qui
converge vers l’obstacle recherché.

Illustrons cela par un choix particulier d’ouvert de départ, wy := B(0,7p), avec ro > 1 quel-
conque, pour lequel le probléme [P] posé dans wp consiste & trouver v € H'(wp) t.q.

On vérifie que V € H*(Q, A), Vigo,1) € H5(B(0,1))", et AV = (AV € L=(D)).

Av = > 2 dans wp
v = |u| = In(rp) sur dwy

La solution de ce probléme est vy(r) := F(r? — r§) + In(rg). On remarque que y > 2 implique
v, < 0 dans B(0, 1), pour tout ¢ > 1. En fait, pour v > 2, on a v,, < 0 sur B(0,7,), avec

2 41n(ro) 1/2

1<r1:{r0 ~

En recommencant le processus depuis w; = B(0,7;), on construit une suite de boules de rayons
m—00 . m— 00 ) ) .

Tm, € on a r,, —— 1, s0it w,, —— O. On remarque que 7y n’a d’'influence que sur la vitesse

de convergence. Ainsi, on voit sur la figure suivante que 1'on converge d’autant plus rapidement

que ’on choisit un y petit. Ce résultat intuitif sera démontré prochainement (propriété 6.7).

rm en fonction de m, avec ro = 2, pour différentes valeurs du parameétre 7.

6.3 Paramétres et hypothése de la méthode [P]

La méthode [P] repose sur deux choix, choix de l'ouvert de départ wy et choix du second
membre f du probléme [P], ainsi que sur une hypothése, ’hypothése (H).

Hypothése (H)

Rappelons 'hypothése (H), qui permet d’assurer la convergence de w,, vers O :

(H) vy =225 4.
L?(w)
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Nous nous intéressons ici a la continuité de la solution du probléme [P] vis-a-vis du domaine.
Elle est assurée sous certaines conditions : nous pouvons donner les deux résultats suivants, le
premier valable en dimension 2 seulement, le second valable en toute dimension.

Pour 2 ouvert contenu dans D et g € H (D), on note wq, l'unique fonction de Hj(Q)
t.q. Awg 4 = g dans (2. Remarquons qu’en prolongeant wgq g, par 0 en dehors de €2, on obtient®
une fonction de H}(D), que l'on notera toujours wg,q. On note également #Q° le nombre de
composantes connexes du complémentaire de 2.

Théoréme 6.3 - théoréme de Sverak : soit D un ouvert borné de R?, et Q, C D une suite
d’ouverts convergeant au sens de Hausdorff vers Q, et telle qu’il existe | € N* t.q. #QS <1
pour tout n € N. Alors pour tout g € H (D), wq, 4 converge vers wg, 4 dans H(D).

Théoréme 6.4 soit D un ouvert borné de R%, et Q, C D une suite d’ouverts uniformément
lipschitziens'® et convergeant au sens de Hausdorff vers Q. Alors pour tout g € H™1(D), wQ,,q
converge vers wq,g dans H}(D) (et on a de plus Q lipschitzien).

On trouve les démonstrations de ces théorémes dans [HP05] (théoréme 3.4.14 p.111 et théoréme
3.2.13 p.82).
On vérifie alors trés simplement que (H) est satisfaite si :

e en dimension 2, #w¢, est borné indépendamment de m

e en dimension quelconque, les ouverts w,, sont uniformément lipschitziens.

Remarque : supposons que le deuziéme point soit vérifié. On peut appliquer le théoreme 6.4, qut impose
que louvert limite w est lipschitzien. De plus, on a convergence de v,, vers v, dans L?(w), ce qut
implique O = w, et en particulier O est un ouvert lipschitzien. On en déduit que st l'ouvert O est
continu mais présente un pownt de rebroussement, alors les ouverts wy, que la méthode [P] construit
ne peuvent pas étre uniformément lipschitziens.

Choix de wyg

La seule restriction dans le choix de wg est la condition O C wy. Sans connaitre la position
de O, nous ne serons jamais s{ir de vérifier cette condition. Néanmoins, comme le choix de wg est
totalement arbitraire, on peut prendre wp aussi grand que l'on veut. En le prenant suffisamment
grand, il est raisonnable d’espérer vérifier O C wy.

On peut bien sfir tirer parti d'informations que 1'on aurait a priori sur 1'obstacle pour choisir
un bon ouvert initial, plus proche de ’obstacle recherché.

Choix de f

Notons V = {V € L?(D) | Vigo) = |u| et V € H&(O)_}. On a montré (propriété 6.1) que
tout élément de V est un élément de H'(D). f € H~1(D) est un choix valable (au sens o il fait
fonctionner la méthode [P]) s’il existe V' € V tel que f > AV au sens de D'(D). On a donc de trés
nombreux f admissibles.

Le probléme est que nous n’avons accés & aucun élément de V, puisque nous ne connaissons
pas u jusqu’au bord de O. Nous ne pourrons donc jamais vérifier a priori qu'un élément f de
H (D) est un choix admissible, c’est-a-dire un choix de second membre pour le probléme de

®cf proposition IX.18 p.172 et remarque 21 p.173 de [Bre05]
Ypour la définition d'un ouvert lipschitzien, voir annexe B, définition B.1. Des ouverts w,, sont uniformément
lipschitziens, s’ils sont lipschitziens avec une constante de lipschitz ne dépendant pas de m
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Poisson faisant fonctionner la méthode [P]. Nous allons étre obligés de procéder a l'aveugle sur le
choix de f, mais nous allons quand méme tenter de discriminer les possibilités.

Lorsque l'on va vouloir résoudre numériquement le probléme [P], on va vouloir prendre des
seconds membres f simples, typiquement des fonctions, voire des constantes. La question que 1'on
se pose alors est : peut-on légitimement le faire? La propriété suivante apporte un éclairage sur
cette interrogation.

Propriété 6.5 Sl eziste V € V t.q. AV € L?(D), alors il existe f € L?>(D)t t.q. f > AV au
sens des distributions.

Sl existe V € V t.q. AV € L*®(D), alors il eziste v € RT t.q. v > AV au sens des distribu-
tions.

Preuve : direct.

Remarquons que ’on obtient des distributions positives dans cette proposition. Ceci est trés
intéressant, car on a la

Propriété 6.6 soit w ouvert t.q. D\ w conneze. Soit w € H'(w) N C%w) t.q. Aw > 0 au sens
des distributions. On note @ := w \ supp(sup(w, 0)). Alors D\ & est conneze.

Preuve : notons N'B la partie non bornée de R% \ @, et B := R% \ NB. Nous allons montrer que & C B C w.
Tout d’abord, nous avons NB C R%\ &, donc & C R\ NB = B.
Pour obtenir la seconde inclusion, remarquons que @ C w, d'ot R¢\ @ C R?\ &. Or R% \ @ est par hypothése
connexe et non borné, d'ou I'on déduit R* \ @ C NB, et finalement, par passage au complémentaire, B C w.
Par hypothése, on a Aw > 0 dans w, d'od Aw > 0 dans B, et on a également sup(w,0) € C°(w). Par
définition de @, on a sup(w,0) = 0 dans @, et par continuité, sup(w,0) = 0 sur 8&. Or, par construction,
0B C 8@, d'ou I'on déduit!! sup(w,0) € H}(B).
On a donc Aw > 0 dans B et sup(w,0) € H(B). On déduit alors du principe du maximum faible 6.1 que
w < 0 dans B, d'ou, par définition de @, B C @. On a donc B = &, et donc D\ @ = DN NB, qui est un
ensemble connexe par définition.

Ainsi, dans le cas du probléme de l'obstacle dans R?, si on choisit un second membre f pour
le probléme [P] tel que f > 0 (et si ce choix est valide, c’est-a-dire s'il existe V € V t.q. f > AV),
un ouvert initial wy vérifiant D \ wy connexe, et si pour tout m, on a v,, € C°(w,,), alors on aura
D \ Wy, connexe pour tout m. On pourra appliquer le théoréme de Sverak, et ’hypothése (H) sera
vérifiée automatiquement.

En conclusion, dans les applications, nous choisirons pour second membre du probléme [P]
une constante positive assez grande.

Nous allons maintenant démontrer l'influence du choix de f sur la vitesse de convergence de
la méthode [P], influence que nous avions pressentie avec l'’exemple présenté p.114. Nous aurons
besoin du lemme suivant :

Lemme 6.4 soient D un ouvert borné de R?, (g1,92) € H (D) x H1(D) vérifiant g1 > g> > 0
dans D'(D) et wy, we deuz ouverts vérifiant we C wy. Soit w; l'unique fonction de H}(w;)
vérifiant Aw; = g; dans w;. On a w1 < wy presque partout sur ws.

Preuve : notons W, I'unique fonction de H}(w;) t.q. AW, = gz dans w;. On a w; — @y € Hj(wy) vérifie
A(wy — W2) = g1 — g2 > 0 dans w;. Le corollaire 6.2 nous donne alors w; < W, presque partout dans wi, et
comme wy C wy, wy < Wy presque partout dans wsy.

théoréme IX.17 p.171 et remarque 20 p.172 de [Bre05]
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Comme AwW; = go > 0 dans wy, le corollaire 6.2 nous donne également W, < 0 presque partout dans wy, et
donc dans wy. On a donc Wy — wy < —ws, et 0 < sup(Ws — wq,0) < sup(—wsz,0). Comme wy € HE(w2), on
déduit du lemme 6.2 que sup(s — wa,0) € Hi(wz).

Finalement, comme A(Ws — wy) = 0 dans wa, le théoréme 6.1 nous donne W, < wy dans wy. On a donc
wy < Wy < wp dans ws.

Soit V € V, et (f1,f2) € H '(D) x H (D) t.q. f1 > f> > AV. On se donne wj = w§ D O,
et on note w}, la suite d’ouverts construite par la méthode [P] & partir de wj avec f; pour second
membre de I’équation de Poisson. On a la propriété suivante :

Propriété 6.7 w2, C wl, pour tout m € N.

Preuve : on démontre ce résultat par récurrence.
e wZ = w} donc la propriété est vraie pour m = 0.
e supposons qu'il existe m entier tel que w2, C wl,. On a par hypothése f; — AV > f, — AV > 0. En

appliquant le lemme 6.4 avec g; := f; — AV et w; := v,; — V, on obtient
vyr —V <w,2 —V presque partout dans w3,

soit encore
vy: < v,z presque partout dans w?,.

On a alors, par définition de “’31+1' vy2, < 0 presque partout dans “’31+1' d'ou v,1 < 0 presque partout dans
w2, ;1. et finalement, par définition de w}, |, w2, 1 Cwh .

Cette propriété signifie que, partant du méme ouvert wp, plus on choisit un second membre de
I’équation de Poisson petit (au sens des distributions), plus on converge vite vers 1'obstacle O, ce
qui confirme théoriquement les observations de I’exemple de la partie précédente.

Nous faisons face ici & un dilemme : le second membre pour le probléme [P] doit étre choisi
assez grand, afin de maximiser les chances d’avoir une fonction V' dans V vérifiant f > AV. D'un
autre coté, il ne doit pas é&tre choisi trop grand pour accélérer la convergence de la méthode [P].
I1 nous faudra ici faire un compromis. Nous verrons l'influence pratique du parameétre v au 8.2.2.

6.4 Utilisation de plusieurs jeux de données

Nous n'avons pas abordé la gestion de plusieurs jeux de données de Cauchy dans le probléme
de l'obstacle [Ops], par exemple le cas ou nous avons (g3, g3) et (g2, %) deux données non nulles
correspondant & deux fontions u' et u? vérifiant

Au'* = 0 dans Q(O)

ul o= gé sur 0D
(9,,7/,z = gj sur 6D
u* = 0 sur 80.

La méthode de quasi-réversibilité utilisée deux fois nous permet sans probléme d’obtenir deux
bonnes approximations de u! et u? a partir de (g3, 1) et (92, 97) & 'extérieur de n'importe quel
ouvert w contenant 1’obstacle. Il nous reste a voir comment utiliser les deux fonctions dans ’ap-
proche "par ’extérieur". Nous allons décrire comment le faire avec la méthode [P], la méthode
s'adaptant trés facilement a la méthode [HJ].

Il s’agit tout d’abord de redéfinir la "vitesse" V en utilisant les deux fonctions u! et u2.

Rappelons pour cela que théoriquement u! et u? sont deux fonctions de H!(Q(O)) N C°(Q(0)).
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Le lemme 6.1 nous assure alors que sup(|ul|,|u?|) est une fonction de H!(Q(0)) N C°(Q(O)). De
plus, il est facile de vérifier que sup(|ul|, |u?|) = 0 sur 0. On définit alors V comme suit :

V = sup(|u?|,|u?|) dans Q(O)
V e HY(O) .

On vérifie que V € H(O). On choisit alors f > AV et on définit la suite d’ouverts w,, comme
précédemment, c’est-a-dire

wo | OCwy€D

Vm €N, wmi1 = Wn \ Supp(sup(vm1 0))
avec v, unique fontion de H'(w,,) vérifiant Av,, = f dans w,, et v, —V € H (wy,). On construit
une suite d’ouverts décroissante pour l'inclusion, et on vérifie comme précédemment que O C w,,
pour tout m. Cette suite converge donc vers un ouvert w vérifiant O C w. On a alors le théoréme

Théoréme 6.5 sous l’hypothése (H), on a w = O.

Preuve : supposons que w # O, et posons R = w \ O. On montre alors comme dans la preuve du théoréme 6.2
que V € H}(R), c'est-a-dire sup(|ul], [u?|) € H}(R). Or, on a 0 < |u?|,|u?| < sup(|ul], |u?|) dans R. On en
déduit que |u!| et |u?| sont dans H}(R). On termine alors comme dans la preuve du théoréme 6.2.

I1 est donc trés facile de prendre en compte deux jeux de données dans la méthode [P]. L’ex-
tension a plus de deux jeux de données est directe. Nous verrons au 8.2.3 que cela peut étre trés
utile en pratique.
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Chapitre 7

Extension a l'identification de défauts
dans un matériau élasto-plastique

Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la recherche de défauts dans une structure a partir de
la mesure du déplacement et des efforts sur une partie de son bord, probléme inverse d’intérét pour
le contrdle non destructif par exemple. Cette problématique a déja été considérée, principalement
dans le cas d’un matériau élastique. Dans [BCO05], de nombreuses méthodes visant & trouver des
défauts dans un matériau élastique sont présentées. Citons en particulier des méthodes basées sur
I’écart a la réciprocité, la dérivée topologique ou encore la "linear sampling method". Les méthodes
que nous avons développées aux chapitres précédents s’adaptent aussi a cette problématique.

Nous nous proposons ici de traiter le cas d’un matériau non plus élastique, mais élasto-plastique.
Le probléme majeur qui apparait dans ce cas est le caractére fortement non-linéaire de la loi de
comportement. Les méthodes présentées dans [BCO05] ne fonctionnent plus dans ce contexte. Cette
problématique est pourtant importante en pratique : si par exemple on recherche des fissures
dans une structure métallique, le modéle élastique n’est pas exacte au voisinage de ces défauts;
la physique nous dit que des déformations plastiques apparaissent au voisinage des extrémités de
la fissure, qui ne sont pas prises en compte par le modéle élastique. Il est plus raisonnable de
considérer un modeéle élasto-plastique de la structure dans ce cas.

Les lois de comportement élasto-plastiques présentent de nombreuses difficultés mathématiques.
Tout d’abord, le probléme direct élasto-plastique est un probléme d’évolution, et non un probléme
stationnaire comme le probléme direct élastique. De plus, les déformations plastiques sont données
sous forme d’une inclusion différentielle, ce qui rend le calcul de la solution du probléme difficile.
Ceci constitue un obstacle majeur pour les méthodes de type contréle optimal, qui reposent sur la
résolution d’un grand nombre de problémes directs.

L’idée principale que nous allons utiliser est la recherche du défaut dans la structure élasto-
plastique au travers de la zone plastique qu'il crée : nous n’allons pas chercher le défaut, mais la
zone plastique. Pour cela, nous allons utiliser le critére de plasticité, critére physique qui caractérise
la zone plastique, dans la définition de la vitesse V' de la méthode [P], de telle sorte que cette
vitesse s’annule au contact de la zone plastique. Cela va nous permettre, sous des hypothéses
raisonnables, de mettre en place une approche "par 'extérieur" des zones plastiques, et donc de
retrouver les défauts. Une telle approche "par l'extérieur" en élasto-plasticité avait été introduite
dans [Bou98|, la méthode [P] va nous permettre d’en améliorer l'efficacité.

Pour simplifier I’étude, nous allons nous restreindre & un probléme élasto-plastique antiplan.
La théorie que nous allons développer s’adapte au cas élasto-plastique tridimensionnel.

Les résultats présentés dans ce chapitre feront I’objet d’'une publication prochaine : About tden-

121



122 CHAPITRE 7. EXTENSION A L’IDENTIFICATION DE DEFAUTS...

tification of defect in an elasto-plastic medium from boundary measurement in the antiplane
case, L.Bourgeois & J.Dardé, en préparation.
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7.1 Loi élasto-plastique : cas antiplan

Le cas élasto-plastique antiplan, cas particulier de 1'élasto-plasticité, est caractérisé par un
champ de déplacements de la forme u := u(z;,z2)es dans le systéme de coordonnées cartésien
(z1,z2,z3). En conséquence, le champ de déformations €, défini par € = % (Vu + VTu), est donné

par la formule
e—lau(e Res+e ®e)+1au(e ®e3 +e3® ez)
= Qo r¥EstE®e 20z, 2B TEsBe).
On remarque que ’on peut voir € comme un vecteur de R? dont les composantes sont les deux
seules composantes non nulles du tenseurs d’ordre 3, c’est-a-dire (€3, €23). L'équation précédente

se réécrit alors simplement

1
= -Vu.
€=5Vu

Tous les champs dépendent non seulement de l’espace, mais aussi du temps : dans un souci de
simplification des notations, cette dépendance ne sera explicitée que quand cela sera absolument
nécessaire. Toujours dans ce souci de simplification, nous utiliserons la trés usitée notation g pour
noter la dérivée d’une fonction g par rapport a la variable temporelle £. La loi de comportement
élasto-plastique avec écrouissage cinématique, qui lie le champ de déformations € au champ de
contraintes o, est

0 =2u (€ — €P)

€P € Oxk(A), avec A:=o0 — HeP.

Ici, €P est le champ de déformation plastique, K est la boule fermée B(0, k), qui coincide avec
le convexe de plasticité de Von-Mises dans le cas antiplan, xx est la fonction indicatrice de K
et O¢(A) dénote le sous-différentiel de la fonction ¢ au point A. Les trois constantes strictement
positives u, k et H, supposées connues, sont respectivement le module de cisaillement, le seuil
d’élasticité en cisaillement et le coefficient d’écrouissage. Dans les zones élastiques, ol €? = 0, on
retrouve la loi de comportement élastique o = 2ue.

Remarquons que, par définition du sous-différentiel, I’équation éP € Oxx(A) est équivalente a

Al <k
()4 si|A|l <k alors €? =0
si |A| = k alors € = XA, A > 0.

ot I'on note |.| la norme euclidienne de R2.
Pour compléter le systéme d’équation, il faut rajouter aux deux précédentes équations I’équation
d’équilibre, qui s’écrit en 1’absence de force volumique

div(c) = 0.

Nous pouvons maintenant décrire le systéme complet d’équations régissant 1’évolution du matériau
élasto-plastique pendant un intervalle de temps |¢o,¢s].
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On suppose que le milieu occupe le domaine 2. Le bord de 2 est divisé en deux parties ouvertes :
I', ot 'on impose les déplacements, et I'r ot I’on impose les efforts surfaciques. Les équations sont

€= 1Vu
div(d) =0 ~ équations volumiques
G =2u(— ) d 4

€P € Oxk (0 — HeP)

wp, =0 . ..
{ v . ~~ conditions aux limites

(j’.V|1’\T =
’U,(.,to) =0
€(.,tp) =0 ~- conditions initiales.
Ep(.,to) =0

Ce systéme d’équations est bien connu. Le cas des matériaux parfaitement plastiques, carac-
térisés par un coefficient d’écrouissage nul, est étudié dans [Suqg8l] et [Joh76]. On y démontre
I’existence de o et u solutions du systéme, et ’'unicité de u. Il existe en revanche plusieurs champs
o admissibles. Dans le cas qui nous intéresse, avec un coefficient d’écrouissage strictement positif,
on montre dans [Joh78] et [Lob07] l'existence et l'unicité de o et de u.

De (&), on obtient facilement que pour tout z € Q tel que pour tout ¢ € [to,tf], |o(z,t)| < k,
on a eP(z,t) = 0, d’ot en particulier eP(z,t;) = 0 et |A(z,tf)| < k. L’ensemble des points z de Q
vérifiant cette propriété sera dénommeé dans la suite la zone élastique, notée &, car les lois régissant
le comportement de cette zone durant l'intervalle [0,%] sont celles de 1’élasticité. Les points z tels
que €?(z,ts) # 0 forment la zone plastique P, puisqu'ils ont été soumis au régime élasto-plastique
pendant un certain intervalle de temps. Nous allons maintenant formuler une hypothése importante
de la méthode, puisqu’elle nous permettra de caractériser la zone plastique.

Hypothése [HO] - hypothése de chargement croissant :
Vz € Q, f(z,tf) =0 & |A(z, t5)| < k.

Sous 'hypothése [HO], (%) implique qu’en un point z tel que eP(z,tf) # 0, on a |A(z,tf)| = k.
Autrement dit, si le matériau commence a se déformer plastiquement en un point z a l'instant ¢,
il continuera & se déformer plastiquement en ce point durant tout l'intervalle [t;,t¢]. On observe
généralement ce comportement pour des géométries raisonnables de Q2 en imposant des efforts
surfaciques T croissants, de la forme T'(z,t) = To(z)g(t), avec g > 0.

Remarque : on peut imposer des efforts surfaciques croissants, et néanmoins ne pas satisfaire [’hypo-
thése [HO].

Si nous intégrons sur l'intervalle [¢o,¢s] le systéme d’équations précédent sous 1’hypothése [HO],
nous obtenons que u(.,ts) vérifie

Au(.,ty) = 2div(eP(.,tr))

ce qui implique en particulier Au(.,ty) = 0 dans la zone élastique £. De plus, u(.,ts) vérifie les
conditions aux limites
u(.,tf)“-'u =0

(., ¢t
au'u'(':tf)\l"'_r = % + 2€P(.,tf).l/
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ainsi que la condition suivante, caractérisant les zones élastique et plastique :

|Vu(.,t5)] < E dans &£
(&)
_H+2p
w

|Vu(.,tf) e’(.,tf)| = % dans P.

Nous allons faire une nouvelle hypothése :
Hypothése [H1] - hypothése de plasticité confinée
supp(e(.,tf)) € D.

Cette hypothése signifie que la zone plastique n’affleure pas a la surface de la structure, ce qui
est raisonnable puisqu’en pratique la zone plastique se développe au voisinage des défauts, que
nous avons supposés internes a la structure. [H1] implique en particulier que e? = 0 sur I'y. Les
conditions aux limites deviennent donc

'U,(.,tf)‘pu =0

T(.,tf)'

ayu(.,tf)‘p,r =

De plus, en supposant que la déformation plastique €? est continue dans le domaine, on obtient

de (&)

(%) [Vu(., tf)| = % sur 9 N OP

Cette égalité va nous permettre d’identifier le bord de la zone plastique par l'intermédiaire de
u & l'instant final ¢; du chargement. Nous allons maintenant pouvoir passer & la formalisation
mathématique du probléme inverse.

7.2 Structure mathématique du probléme inverse

On se donne un ouvert D borné et connexe de R? & bord lipschitzien. On considére © € D un
ouvert ou un arc de R? tel que Q(O) := D\ O soit connexe. Le domaine O représente les défauts,
Q la structure du matériau et D le mileu "contrdélé". Nous supposons également les constantes
i, k et H caractérisant le comportement élasto-plastique de la structure égales & 1 pour les deux
premieéres, 0.5 pour la troisiéme.

Dans le formalisme mis en place précédemment, on pose I'y, = O et I'rr = 0D : ceci signifie que
I’on fixe les déplacements a zéro sur le bord des défauts, et que 1'on prescrit les forces surfaciques
sur 'extérieur de la structure. Nous supposons que la structure subit un chargement vérifiant
les hypothéses de chargement croissant [HO] et de plasticité confinée [H1]. A l'instant ¢y, instant
d’observation, on mesure le déplacement u; sur une partie I' du bord de D. On connait alors les
conditions de Cauchy (up,8,ur) = (uo, T(.,ts)r) vérifiées par le déplacement u := u(.,t5).

Nous allons maintenant mettre en place le formalisme nécessaire pour avoir unicité de la solution
du probléme inverse que nous allons résoudre. Nous introduisons le domaine

P.:=D\NB(D\P)

ol NB(w) désigne la composante connexe de w en contact avec I'. Nous allons également faire
I’hypothése suivante :

Hypothése [H2] - invisibilité de ’obstacle : tout arc de D joignant un point quelconque de O
a un point quelconque de I" croise P.
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Les deux premiéres configurations vérifient I’hypothése [H2], la derniére ne la vérifie pas.

Sous I’hypothése [H2|, 0P, est la frontiére "extérieure" de la zone plastique, et P. contient la
zone plastique P, les défauts O et éventuellement une partie de la structure restée élastique. Par
construction, ’ensemble D \ P, est connexe et contenue dans la zone élastique €. La relation (%)
implique directement

|Vu| =1 sur 9P,

Le probléme inverse que nous allons traiter consiste a rechercher P, a partir de la donnée de Cauchy
(20, T(.,tf)r) sur I, sous les hypothéses [HO], [H1] et [H2]. On aboutit a la formulation suivante
du probléme :

Probléme [P;,s] : trouver un ouvert P € D & bord lipschitzien vérifiant D \ P connexe et une
fonction u € C*(D \ P) tels que

Au=0 dans D\ P
U = Ug sur I
Oyu="T(,tf) sur '

|Vu| <1 dans D\ P
[Vu| =1 sur OP.

Remarque : la condition auz limites sur la norme du gradient qui caractérise la zone plastique dans le
probléme [Pius] ne peut pas étre utilisée simplement comme condition aux limites dans un probléeme

variationnel. Cect compromet fortement l’'utilisation de méthodes basées sur le contréle optimal pour
résoudre ce probléme.

Propriété 7.1 - unicité de la solution du probléme [P;,;]
Le probléme [Pius] admet au plus une solution (P,u).

Preuve : supposons que nous ayons deux solutions (P1,u1) et (P2, u2) au probléme. On note € la composante
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connexe de D \ P, UP, en contact avec I'. On a :

A(u; —uz) = 0 dans é
Uy — Uy =0sur T
Oy(uy —uz) =0sur '

ce qui implique, par unicité de la solution du probléme de Cauchy?, u; = uy dans &€, d'od Vu; = Vu, dans &,
et finalement, par régularité des fonctions u; et uz, Vu; = Vuy sur 8€.
Supposons alors P; # P,. On a alors par exemple P; ¢ P»2. Puisque D\fz est connexe, il existe alors un point
z € 0 N APy tel que ¢ P,. Comme z € 9€, on a Vui(z) = Vuz(z). Comme z € 9P1, on a |Vuy(z)| = 1.
Enfin, comme z ¢ P, on a |Vuy(z)| < 1. Contradiction.

On a donc P; = P,, d'oll u; = us.

Nous supposerons & partir de maintenant que le probléme [P;,;] admet une (unique) solution
(P,w).

Remarque : remarquons que la condition aux limites sur les défauts n'intervient pas dans ce probléme,
en raison de l'hypothése [H2] qui impose d la zone plastiqgue "d’entourer” les défauts. Pour cette
raison, on pourrait admettre n’importe quelle condition aux limites sur O dans le probleme direct,
une condition de type Neumann par exemple.

7.3 Modification de la méthode [P] pour résoudre le probléme [P,;]

Nous allons maintenant mettre en place une méthode de résolution du probléme [P;,s] basée
sur le principe d’approche "par 'extérieur" décrit au chapitre 4. En effet, la fonction u solution du
probléme [Py,s] est solution d’un probléme de Cauchy a l'extérieur de tout ouvert w contenant
la zone plastique P. Nous pouvons donc utiliser la méthode de quasi-réversibilité pour calculer
rapidement une approximation de u a l'extérieur de cet ouvert, et obtenir son gradient. Il reste
alors a utiliser cette connaissance pour faire évoluer ’ouvert vers la zone plastique.

Adapter la méthode [P] pour résoudre le probléme [P;,s] n’est pas chose difficile. En effet,
lingrédient clé de la méthode est la construction a partir de la fonction u d'une vitesse V positive
a 'extérieur, nulle sur le bord et négative a I'intérieur de ce que ’on cherche, c’est-a-dire ’obstacle
dans le probléme [Ops] et la zone plastique ici. Construire une telle fonction pour le probléme
[Pias] est trés simple, il suffit de prendre une fonction valant 1 — |Vu|? & 'extérieur de la zone
plastique®, et qui est négative dans la zone plastique, puisque par hypothése on a |Vu| < 1 hors
de la zone plastique, et |Vu| =1 sur le bord de celle-ci.

V:=1-|Vu|? dans D\ P
Vip € H(])' (P).
La proposition suivante nous assure l'existence de telles fonctions si u est suffisamment réguliére.

On note donc V une fonction quelconque de H!(D) vérifiant (x) {

Propriété 7.2 siu € H3(D\P)NCYD\ P), i existe V € H'(D) vérifiant (x).

Preuve : définissons V par V = 1 — |Vu|? dans D\ P, et V = 0 dans P. Il est clair que Vjp est un élément
de H}(P)~. On a par hypothése u € C*(D \ P), ce qui implique V € C°(D \ P). De plus, on a |[Vu| = 1 sur
0P, ce qui implique V = 0 sur 8P, et finalement V € C°(D). Pour montrer que V est un élément de H*(D), il
suffit dés lors de montrer que V € H}(D \ P).

lyoir théoréme 1.2 p.12
2ou l'inverse, la démonstration étant identique, mutatis mutandis
3on prend ici la norme du gradient de u au carré pour avoir une fonction réguliére
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Puisque u est la fonction solution du probléme [Pi,5], on a [Vu(z)| <1 sur D \P.Onadonc0<V <1sur
D\ P, et donc V € L%(D \ P). De plus, on a, pour tout i € {1,2},

oV _ Ou 8%u
6.’21' a _ 3:12]' 3:121'3:12]',
1=1,2

d'ou

2
2
/ |6V|2d:c§4/ Z% Ou dz
D\f 6.’21' D\ﬁ j=1.2 3:12]' 3$ia$]‘
2
<8 /
D\P j=zl,2
<8 /
D\P j§2

< 8|Jul]

Ou &u
al‘j 3.’1:1'3.’1:]'

0%u

2
d
52:02, T (car

<1)

3:12]'
2

H2(D\P)

On en déduit que |VV | 2p\5) < 4llullg2(p\7). et finalement V € H(D).

|

Soit V € HY(D) vérifiant (x). On va mettre en place la méthode [P] exactement comme au 6.2.
Soit donc f € H (D) vérifiant f > AV. Pour tout ouvert w contenu dans D, on note v, I'unique
fonction de H'(w) vérifiant Av, = f dans w et v, — V € Hi(w).

On définit alors notre suite d’ouverts (W, )men par

PCwye&D
Vm €N, Wmi1 = wm \ supp(sup(’um, 0))

ot I'on a noté v,, := v,,,. On vérifie aisément, en utilisant le principe du maximum faible*, que
P C Wmi1 C wy, pour tout m € N, et on en déduit® :

—_—
Propriété 7.3 la suite (Wm)men converge (au sens de Hausdorff) vers w := ﬂ Wi
meN

Nous allons maintenant faire I'hypothése suivante :
Hypothése [H] : les ouverts w,, sont uniformément lipschitziens.

L’hypothése [H] nous autorise & appliquer le théoréme 6.4, qui implique
n—00 2
- v, — v, dans L*(w)
— w a un bord lipschitzien.
On obtient alors le

Théoréme 7.1 sous l’hypothése [H|, on a .

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 7.1 soient Q un ouvert de R%, I' une partie ouverte lipschitzienne de sa frontiére.
Soit v € H}(Q)NC°(Q). Alors v =0 surT.

“théoréme 6.1 p.110
Spropriété B.4 p.196, annexe B
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Preuve : soit € I'. D'aprés la propriété B.1 p.192, il existe = ouvert a frontiére lipschitzienne tel que z € =,
© := Z N Q soit un ouvert non vide de frontiére lipschitzienne, et 2N 92 C I'. On définit alors x € CX(E)
vérifiant x = 1 sur B(z,e) C E.

Comme v € H}(Q), il existe ¢, € C(Q) vérifiant ¢, “—=5 v dans H'(R). Il est facile de vérifier que I'on a

n—o0

XPn —— XV.
H(©)
On remarque de plus que x¢, € C°(©) pour tout n. On a donc xv € HZ(O). Par hypothése, on a xv € C°(©).

On a donc® xv = 0 sur 80, et finalement v(z) = 0. Ce raisonnement étant valable pour tout z de I, le résultat
suit.

Preuve du théoréme 7.1 : supposons que I'on n’ait pas w = P, et posons R = w \ P # 0. On montre alors
exactement comme dans la preuve du théoréme 6.2 que V € H}(R). Comme R C D\ P, cela signifie que
1 —|Vu|? € H}(R)NC°(R).

Soit maintenant z € OR tel que z ¢ OP. Il existe I' C Ow tel que £ € T' et ' N 0P = 0. Comme la frontiére de
w est lipschitzienne, I est lispschitzien. Le lemme précédent appliquer avec Q@ = R et v = 1 — |Vu|? nous donne
alors 1 — |Vu(z)|? = 0, soit [Vu(z)| = 1. Mais par définition, on a z € D \ P, ce qui implique |Vu(z)| < 1.
Contradition.

On a donc w \ P = 0, ce qui implique”, puisque les ouverts P et w ont des frontiéres lipschitziennes, w = P.

Remarque : on wvoit clairement ici que la méthode [P] pourra étre utilisée pour rechercher n'importe
quel objet, du moment que l’on sait construire une fonction g(u,Vu,...) qut est positive en dehors de
l’objet et qur s’annule sur l’objet.

Remarque : on pourrait bien sdr adapter la méthode [HJ] & ce probleme. En se plagant dans le
formalisme du chapitre 5, a l’étape n de la méthode, il suffit de définir la vitesse V,, par V,, := 1—|Vul?
a leztérieur de wy, et de la prolonger de maniére lipschitzienne dans wy. En supposant que 1 — |Vul|?
est une fonction lipschitzienne, on démontre alors que la méthode converge vers la zone plastique.

8voir théoréme IX.17 p.171 et remarque 20 p.172 de [Bre05]
"yoir propostion B.2, annexe B
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Chapitre 8

Résolution du probléme inverse de
I’obstacle avec condition de Dirichlet

Introduction

Nous allons maintenant nous intéresser a la résolution numeérique du probléme de l'obstacle
avec condition de Dirichlet, décrit au chapitre 4 dans un cadre général. Nous nous restreignons ici
au cas particulier de la dimension 2 et de 'opérateur elliptique P := A. Rappelons la formulation
de ce probléme : on se donne D un ouvert connexe borné de R?, I' une partie ouverte de sa frontiére
lipschitzienne, |T'| > 0. Pour tout O ouvert vérifiant O € D, on note Q(0) :=D\ O.

Probléme [Oy,] : pour (go, g1) € H/?(I') x HY/2(T"), (g0, 91) # (0,0), trouver © ouvert a frontiére
continue vérifiant © € D et u € H(Q(O)) N C° (Q(O)) tels que

Au = 0dans Q(O)

u = ggsurl
Ou = sur I
ay - g].

u = 0surd0.

Nous avons vu que ce probléme admettait au plus une solution (O,u). Nous avons proposé au
chapitre 4 un schéma de résolution de ce probléme consistant en une approche "par l'extérieur",
c’est-a-dire une méthode itérative que nous pouvons résumer ainsi :

e pour w, ouvert vérifiant O C w, € D, calculer u dans Q(w,) := D \ w, & partir de la donnée
(90,91)- Autrement dit, il s’agit & cette étape de résoudre le probléme de Cauchy suivant, posé
dans Q(wy,) : trouver u tel que

Au = 0 dans Q(w,)

¥ = ggsurl
Ou

— = r.
2 g1 sur

Puisqu'il s’agit d'un probléme de Cauchy, nous utiliserons la méthode de quasi-réversibilité étudiée
au chapitre 2, afin d’obtenir une approximation de v dans Q(w,). Si au lieu des données exactes,
nous avons a notre disposition des données bruitées (gg , g‘f), ce qui correspond a la situation la
plus réaliste, nous pourrons utiliser la méthode décrite au chapitre 3.

o utiliser la connaissance de la fonction u a l'extérieur de w, pour obtenir une meilleur ap-
proximation de O "par l'extérieur", c’est-a-dire un ouvert wy,; vérifiant O C w,41 C wy. Pour
cela, nous avons développé deux méthodes : la méthode [HJ], qui utilise une équation de type

131



132 CHAPITRE 8. RESOLUTION DU PROBLEME INVERSE DE L’OBSTACLE...

Hamilton-Jacobi (une équation eikonale plus précisément), et que nous avons étudiée au chapitre
5, et la méthode [P], qui utilise une équation de Poisson, et que nous avons étudiée au chapitre 6.
On recommence alors au premier point, jusqu’a convergence.

Schéma de la méthode "approche par l'extérieur".

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre a la mise en place numérique de cette méthode.
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8.1 Aspects numériques de la résolution du probléme [O;]

8.1.1 Discrétisation des domaines

Dans toute la suite, D sera supposé étre un ouvert polygonal de R2. On se donne 77 une
triangulation réguliére de D de finesse h'. On suppose que I' est I'union d’un certain nombre
d’arétes de 7.

A chaque itération de notre méthode, nous allons é&tre amenés & résoudre un probléme de
quasi-réversibilité dans D \ w,, ce que nous allons naturellement faire par la méthode éléments
finis que nous avons mise en place au chapitre 2. Se pose alors directement le probléme suivant :
rien n’oblige w,, et donc D \ Wy, & étre I'union d’un certain nombre de triangles de 7,. Afin de
ne pas compliquer outre-mesure la résolution numérique, nous avons décidé d’approximer w, par
un domaine constitué d’une union de triangles de 7;. On pense alors naturellement aux domaines
suivants :

Lcf [CiaT8]
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e O, constitué de tous les triangles de 75 ayant tous leurs sommets contenus dans w,

e O, constitué de tous les triangles de 75 ayant au moins un sommet contenu dans w,, .
En effet, le domaine w,, est caractérisé dans la méthode [HJ] et dans la méthode [P] comme le
plus grand ouvert sur lequel une fonction est négative (ensemble du type {z|f(z) < 0}). Et lorsque
nous discrétiserons nos problémes, les valeurs d’une fonction aux sommets de la triangulation seront
précisément les informations que nous aurons. Il sera alors trés facile de déterminer 6, et ©, en
regardant simplement la valeur de la fonction aux sommets des triangles de 7.

Une configuration possible : w,, 8, et

Il nous reste a choisir entre 6, et ©,. Il nous faut alors nous rappeler que nous cherchons a
construire une approche par I’extérieur. Autrement dit, nous souhaitons que pour tout n € N, on
ait O C wy. Or, la plupart du temps, on a 8, C w, C ©,. Pour conserver le caractére extérieur
de notre approche, nous sommes donc amenés a choisir ®, comme approximation de w, : on a
automatiquement O C ©,, alors qu'il n’est pas certain que O C 6,.

Remarque : il n’est pas vrat que l’on a forcément 0, C w, C ®, pour tout n, comme le montre la
configuration suivante :

Casoulonn’apasé, Cw, C O, : w,, b, et

Il faut alors se rappeler que w, est obtenu comme l’ensemble des points ou une certaine fonction
est négative. Or, d'un point de vue discret, nous n'aurons accés qu’auz valeurs de cette fonction auz
sommets de la triangulation, ce qut rend impossible la détection d’un cas tel que celur présenté ci-
dessus. Autrement dit, méme st notre choix n’est pas optimal, nous ne pouvons guére faire mieuz.
En quelque sorte, ©, est le moins mauvais des choiz possibles pour approzimer wy.

Remarque : d’autres options s’offraient a nous. Par ezemple, nous aurions pu & chaque itération re-
maziller le domaine en adaptant le mazllage a la position de w,. Néanmoins, comme nous ne connais-
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sons la position de w, que de maniére imprécise (voir remarque précédente), cela aurait rajouté une
étape dans la méthode sans assurer un gain en précision par rapport a notre choiz.

Nous allons maintenant supposer que nous connaissons ®,,, pour un certain n € N. Nous allons
décrire les différentes étapes de la méthode nous permettant d’obtenir ©,;.

8.1.2 Obtention d’une approximation de u dans D\ ©,

Pour obtenir une bonne approximation de u dans D \ ©,, nous devons résoudre un probléme
de Cauchy. Nous allons donc utiliser les méthodes développées dans la premiére partie de cette
these.

Cas d’une donnée exacte

Si nous avons une donnée exacte, nous allons utiliser la méthode de quasi-réversibilité décrite
au chapitre 2. On note W}, l'espace des éléments finis F.V.1 lié 4 la triangulation 75 (voir 2.2.2).
Nous résoudrons dans D \ ©,, le probléme [QRs] suivant :

Probléme [QRx] : pour € > 0, trouver up, € V4 tel que pour tout vy € Vi, on ait

Z a’T,E(u’h‘n,E) 'Uh) =0.
T€cTh, T dans D\O,

Ici, V), désigne I'ensemble des fonctions de W3 qui "valent ce qu’il faut" sur I', Vj o les fonctions de
W, dont les degrés de liberté sur I' sont nuls (voir une nouvelle fois 2.2.2 pour les définitions exactes
de V3, et Vh,O); et aT,g(vh,wh) = (A'Uh, A’wh)Lz(T) +€(Uh,wh)H2(T), V(vh,wh) € Wi xWh, VT € Tp.
Nous prendrons le parameétre ¢ égal & 10~* la plupart du temps, conformément & notre étude au
2.2.5.

La matrice correspondant au probléme [QRx] doit étre construite a chaque itération, puisque le
domaine de calcul D\ ©,, peut changer. Néanmoins, on peut accélérer le processus, en utilisant le
fait que le maillage du domaine est fixé au départ : on peut en effet calculer une fois pour toutes les
contributions de chaque triangle & la matrice, et les stocker en mémoire. Ainsi, a chaque itération,
nous n’aurons qu’a repérer les triangles contenus dans D \ ©,, et 4 assembler leurs contributions
dans la matrice. Comme attendu, ce gain de temps se fait au détriment d’espace mémoire. Nous
renvoyons au 2.2.4 pour les détails sur le calcul des contributions d’un triangle.

Cas d’une donnée bruitée

Supposons que nous ayons a notre disposition non pas une donnée exacte, mais une donnée
bruitée, ce qui est finalement le cas le plus probable. Nous avons vu au 3.2 que nous ne pouvons
pas directement utiliser cette donnée bruitée avec la méthode de quasi-réversibilité. Il nous faut
tout d’abord

1. régulariser la donnée bruitée

2. fixer le paramétre € de la méthode de quasi-réversibilité en fonction du niveau de bruit.
Nous avons développé au chapitre 3 une méthode basée sur le principe de Morozov et la dualité en
optimisation permettant de remplir ce double objectif. Elle repose sur la résolution du probléme
[B% 1 décrit au 3.4.2 page 74.

Dans notre optique de résolution du probléme [O], l'idée est de résoudre le probléme [152’;1]
a la premiére itération de notre approche par I'extérieur, c’est-a-dire dans D\ ©g. On obtient ainsi
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une donnée régularisée et une valeur pour le paramétre €, que nous utiliserons comme donnée et
valeur du paramétre du probléme [QRz] pour les itérations suivantes.

Remarque : la donnée régularisée et le parameétre € obtenus en résolvant [lsf;;;] dépendent du domaine
de calcul, c’est-a-dire de ©g. On pourrait alors étre tenté de résoudre & nouveau [1327;] aprés quelques
itérations, l'ouvert ©,, alors obtenu devant étre une meilleure approzimation de O.

Nous avons testé numériquement cette idée, mais n’avons pas observé de gain significatif quant a la
qualité de reconstruction de l'ouvert Op;. Comme cela demande de résoudre un probléeme d’optimisa-
tion de plus, ce qui est cotdteux en temps, nous avons finalement abandonné cette idée.

En ce qui concerne le choix du parameétre o, conformément a ’étude que nous avons faite au
3.5, nous choisirons « égal & 10~%. Nous aurons alors & construire les matrices du probléme [5%% ]
et & le résoudre en utilisant les méthodes proposées au 3.4.2 p.69.

8.1.3 Mise & jour de 'ouvert : obtenir ©,,

Pour la mise a jour de ’ouvert, nous allons naturellement utiliser les méthodes que nous avons
développées aux chapitres 5 et 6, la méthode [HJ] et la méthode [P]. Nous avons montré que
dans le cadre continu, ces deux méthodes nous permettent de construire une suite d’ouverts qui
converge vers 1’obstacle, a la condition de connaitre la solution exacte u a I’extérieur de ces ouverts.
La méthode de quasi-réversibilité, couplée a la méthode basée sur la dualité en optimisation si
nécessaire, nous fournit une approximation uy ¢ de u & 'extérieur de ©,,. C’est cette approximation
que nous utiliserons dans les méthodes [HJ] et [P].

Les méthodes [HJ] et [P] reposent chacune sur la résolution de problémes aux dérivées par-
tielles :

e une équation de Hamilton-Jacobi pour la premiére

e une équation de Poisson pour la seconde.

Il nous reste donc a nous intéresser a la résolution numérique de ces équations. Nous allons com-
mencer par le probléme de Poisson : en effet, ce probléme nous sera utile dans la méthode [HJ].

Méthode [P] : probléme de Poisson

Dans la méthode [P], la mise a jour de 'ouvert w,, se fait par résolution du probléme de Poisson
suivant :

Av, = f dans w,

N . 1
Probléme [P] : trouver v, € H'(wn) tel que { v = |u| sur Swy.

Dans ce probléme, f € H~!(D) est un paramétre de la méthode, que nous choisirons comme une
constante positive v "assez grande", conformément & notre étude p.116, et u est la solution du
probléme [Cauchy]. Le domaine w, est alors défini par w, 1 = wy, \ supp(sup(v,,0)). Vu ce que
nous venons de dire, nous allons résoudre le probléme [P] non pas dans w,, mais dans ©,, toutes
choses égales par ailleurs.

La résolution numérique du probléme [P] par éléments finis de Lagrange P; est bien connue.
On va noter X, I'espace des éléments finis de Lagrange P; dans ©,, et Xy, o le sous-espace des
fonctions de X}, s’annulant sur le bord de ©,2. L’équivalent discret du probléme [P] est :

%ou aux sommets du maillage situés sur le bord de ©,, ce qui est équivalent
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Probléme [Py] : trouver v, € Xp, tel que

{ Vup, .V, dz = —/ Ywrdz, Vwy € Xnnpo
On On

Uhn = |Uhn,| aux sommets du maillage situés sur le bord de ©,.

Ce probléme admet une unique solution vp,. On définit alors naturellement
Wni1 = O \ s'u’pp(sup(vhm 0))

soit encore wyi1 := {T € ©, | Vra(z) < 0}, puisque Xp, C C° (Q_n) Ce qui nous ameéne a la
définition de ©,,4; :

‘®n+1 =A{T € Ty, | 3A sommet de T, v, (4) < 0}‘

A chaque itération de la méthode, nous aurons & construire la matrice correspondant au probléme
[Pr]. Nous pouvons une nouvelle fois tirer parti du fait que nous utilisons un unique maillage
pour pré-calculer une fois pour toutes les contributions de chaque triangle a cette matrice. Nous
n’aurons alors plus qu’a assembler ces contributions en fonction du domaine de calcul a chaque
itération.

Méthode [HJ] : probléme de Hamilton-Jacobi

La méthode [HJ], étudiée au 5.2.2 p.103, peut se résumer de la maniére suivante : a I’étape n,
on commence par créer une "vitesse" V,, vérifiant :

Vn(z) = x(z)|u(z)|, Vz € D\ wy,
Vo(z) <0, Vo €O
[Va(z) = Va(y)| < Llz — y|, Y(z,y) €D xD

avec u solution du probléme [Cauchyl, x une fonction troncature (x € C®(D)") vérifiant x = 1
dans wg, et L une constante positive indépendante de n. On résout ensuite le probléme suivant :

Probléme [Eikonale] : trouver ¢ € C° (5 X [O,T]) vérifiant au sens de viscosité
o}
B_f —Vo|V¢| =0dans D x ]0,T|

¢(z,0) = 0, (z) pour tout z € D
¢(z,t) = Ou,(z) pour tout (z,t) € 8D x [0,T].

Ici, 0,,, est la fonction distance signée a w,>® et T > 0 est quelconque. Le probléme [Eikonale]
admet une unique solution de viscosité ¢, et on définit w, 1 par wy+1 := {z € wy, | Pn(z,T) < 0}.
Les deux principales étapes que nous allons devoir mettre en place numériquement sont donc :

1. mise en place d’une vitesse V,, discréte, c’est-a-dire d'un prolongement adéquat de upy ¢

2. résolution de I'équation eikonale.

3voir annexe B
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Nous allons traiter la résolution de 1’équation eikonale en premier, puis nous verrons comment nous
construisons des prolongements adaptés a notre problématique.

e Résolution numérique du probléme [Eikonale]
La résolution numérique des équations de Hamilton-Jacobi, dont 1’équation eikonale qui nous
intéresse, fait I’objet de recherches depuis longtemps : Crandall et Lions furent a notre connaissance
les premiers & proposer des schémas numériques pour calculer la solution de viscosité d’équations
de ce type*. Plagons-nous dans un cadre plus général : on cherche & résoudre
o¢

5 TH(VY)=0.

Nous discrétiserons cette équation par un schéma aux différences finies en espace et en temps de

la forme
¢n+1 _ ¢n

Ici, ¢™ := ¢(.,ndt), o it est le pas de temps, ¢, et ¢, (resp. ¢;F et ¢, ) des approximations par dif-
0 0 N
férences finies de 6_¢ (resp. 6_¢) que nous expliciterons ultérieurement, et H est une approximation
z

numeérique de I'hamiltonien H, que nous expliciterons aussi ultérieurement.

Pour ces schémas, nous utilisons des maillages cartésiens, ce qui restreint quelque peu les
géométries admissibles pour D : il faut désormais que D soit un polygdne de R? dont les angles
fassent 90 ou 270 degrés. Ceci n’a aucune incidence sur la méthode de quasi-réversibilité : une fois
le maillage cartésien construit, on divise chaque rectangle en deux suivant la diagonale pour obtenir
un maillage triangulaire. En revanche, il faut faire attention a ce qu'il se passe au niveau des angles
si 'on a des données bruitées, et que 'on utilise la méthode décrite au chapitre 3. En effet, on a
vu p.71 que certaines configurations de triangles dans les coins du domaine pouvaient se révéler
problématiques. Or, il est trés facile de les obtenir 4 partir d’un maillage cartésien du domaine. La
figure ci-dessous montre comment il faut découper le maillage cartésien pour les éviter.

Les deux premiéres configurations ne sont pas bonnes : dans celle de gauche, le triangle en rouge a deux
cotés contenus dans I'; dans celle de droite, les quatre triangles en rouge ont un c6té sur I', et un c6té en
commun avec un autre triangle en rouge. La troisiéme configuration est bonne.

*[CL84]
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Pour résoudre numériquement 1’équation eikonale de notre probléme, nous avons utilisé une
boite & outils mise & disposition sur internet® par Baris Sumengen, du Vision Research Lab de
l'université de Californie-Santa Barbara. Elle utilise un schéma de Lax-Friedrich Local (LFL) avec
des approximations des dérivées partielles de type ENO1, ENO2, ENO3 ou WENO5 (au choix).
Nous allons maintenant décrire ces différentes approximations, ainsi que le schéma LFL.

Intéressons-nous tout d’abord aux approximations des dérivées partielles. Elles sont obtenues
par différences finies spatiales. Notons d, et d, les pas du maillage cartésien selon z et y. Soit (z;,y;)
un sommet quelconque du maillage. Pour (k,l) € Z, on note T;1r = T; + kdz, Yiy1 = yi + 10y et

Tkl = O (Titk, Yjit1)-

Les schémas ENO (pour Essentiellement Non Oscillants) cherchent & construire une interpo-
lation polynomiale des données. On cherche alors a approximer la dérivée partielle par la dérivée
partielle du polynéme obtenu, en sélectionnant la direction d’approximation ("up" ou "down")
de maniére a réaliser un ordre élevé de précision. On va se contenter ici de décrire comment on

) . . 0¢ R R . . 0¢ .
obtient les approximations de —. On procéde de la méme maniére pour approximer —, mutatis

oz oy’
mutandis. On utilisera dans la suite la variable muette K telle que :

pour obtenir ¢, on prendra K =7 —1
pour obtenir ¢, on prendra K = 1.

-ENO1 : on définit le polynéme d’approximation

Pi(o) i= Pt —0r

et on prend pour approximation de la dérivée partielle

(z —z;)

dPy

L ki1 — Ok,
dz (2:) = '

oz

-ENO2 : on définit le polynéme P, comme précédemment. On définit également

- Pr+1,j — 20K + Px-15 - Pry2,; — 20K+1,; + PK 5
2(0z)? T 2(0z)?

puis
{ a'si fa] < [b]
c:= )
b sinon.

On définit alors notre polynome d’approximation :

Py(z) := Pi(z) +c (w2 —(zk +Tx+1) T+ wKwK+1) :

dP . . . .
On prend d—;(wi) comme approximation de la dérivée partielle.

-ENQOS3 : on définit a, b, c et P, comme précédemment. On définit
{ K —1sia| < |b|
K=

K sinon

A= ¢K+2,j - 3¢K.+1,j + 3¢K,j - ¢K,71,j B — ¢K+3,j - 3¢K.+2,j + 3¢K.+1,j - ¢K.,j
6(dz)3 ' 6(dz)°

®http ://barissumengen.com/level set methods/index.html
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ainsi que

{ Asi|A < |B|
C:= .
B sinon.

Notre polynome d’approximation sera alors
Ps(z) :== Pa(z) + C(z — 24 ) (2 — Zpt1)(T — Zpy2).

dP . . . .
On prend d—;(wi) comme approximation de la dérivée partielle.

Les schémas de type ENO sont efficaces dans les zones ou la fonction ¢ est chahutée. Para-
doxalement, c’est dans les zones ou la fonction est la plus réguliére que les problémes se posent.
En effet, les choix opérés par les schémas ENO sur le stencil, c’est-a-dire sur la "bonne" zone a
prendre en compte pour bien approximer les dérivées, deviennent alors trés fluctuants, puisqu’il
n'y a pas dans ce cas de "bon" choix. Les schémas de type WENO (Weighted ENO) corrigent ce
défaut en prenant des combinaisons convexes des différents choix possibles, n’en privilégiant aucun
en particulier dans les zones réguliéres.

-WENOS5 : on définit, pour k € {1,...,5}

— i3tk — Piatk, v Pitakj — b3k
Uk = oz Uk T oz '

On définit alors des coefficients qui vont caractériser la régularité spatiale de ¢ :

L 13

1
St = (v —2u3 +v3)? + (07 — 4vy +3v3)?
13 1
+ + + + + +
Sy = E('Uz —2u3 +vy)? + Z(”z - )
13 1
S5 = E(vgE —2vF +vF)? + Z(SvgE — 4vF +v)2
On définit alors
1 1 L1 1 L1 1

+
@G =———F, Oy =———7F, 03 = ———F
! 1084—31jE 2 105—i-52i 3 105—i—S3i
oll € est un parameétre (généralement pris égal & 10~ °) dont la fonction est d’éviter que le dénomi-
nateur ne s’annule. On définit finalement les poids

+
+ a;

wr= —t
1 + + +
aq +a/2 +a/3

La formule donnant les approximations "up" et "down" de la dérivée partielle en z est finalement

14 74 11 4 1, 54 14 1, 54 14
¢ =w; (5111 — 6112 + gv?,) + wo (—gvz +gv3 + 5114) + w3 (5”3 + 6114 - gv5).

Passons maintenant a la résolution effective de 1’équation eikonale, que nous faisons par un
schéma de Lax-Friedrichs. Dans ce schéma, I’hamiltonien numérique est

¢ — ¢
2

oL +0; by T oy
2 ! 2

¢y — b,

H(g: 63, ¢y, ¢y) = H )—a - B

H est I'hamiltonien du probléme, et a, et a, des coefficients de dissipation définis par a >
max |Hy(¢z, ¢y)|, B > max |Hy(dz, ¢y)| (avec la notation f, (resp. fy) signifiant % (resp. g—i)).
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Dans l'équation eikonale, on a H(@z, ¢y) := Vu, /@2 + ¢2, avec V,, indépendant de ¢. On doit donc

choisir a et G tels que

N R N

C Wnbe_ <y, et bsl <y, it que I’ t choisir a = § = Val.
omme on a a7 < |Vl e Jors < |V, on voit que 'on peut choisir o = 8 = maxp |V,|

Cette condition globale peut étre raffinée : on peut en effet se contenter de controdler localement
les valeurs de a et B, on obtient alors le schéma de Lax-Friedrichs Local.
Pour fonctionner, ce schéma doit vérifier la condition CFL suivante :

6tmax{|ix| +|I;—yy|} < 1.

Dans notre cas, il suffit en fait de vérifier max |V, |d; (% + 5%) < 1. Remarquons que cette condition
dépend de la valeur maximale de |V},| sur D. Ainsi, plus maxp |V, | est grand, plus nous allons devoir
utiliser des pas de maillage J, et §, petits si nous ne voulons pas avoir un pas de temps d; trop
petit. Ceci aura une incidence sur nos choix lorsque nous construirons la vitesse V,.

Intéressons-nous maintenant a la condition initiale et a la condition aux limites du probléme
[Eikonale]. La condition initiale du probléme discret® est ¢,(.,0) = Dg,,. Il est donc nécessaire de
savoir construire la distance signée a 'ouvert ©,. La boite a outils que nous utilisons sait le faire,
en utilisant exactement les mémes approximations et schémas que nous venons de présenter. En
effet, la fonction distance signée dg, peut étre vue comme la limite en temps long de 1’équation
de Hamilton-Jacobi suivante :

a¢ —lsiz €O,
E + S@n(|V¢| - 1) =0, S@n(w) = Osiz €00,
lsizeD)\ O,

Quant a la condition aux limites ¢,(z,t) = 0o, (z), Yz € 0D, elle sera automatiquement vérifiée
si elle est vérifiée au départ, puisque la vitesse V,, est rigoureusement nulle sur les bord de D.

Pour avoir des précisions sur les méthodes numeériques pour la résolution des équations de
Hamilton-Jacobi, en particulier les approximations par différences finies en espace et en temps, les
schémas numériques et la construction de la distance signée, on peut se référer a la partie II de
[OF03].

e Prolongement de up, ¢
Intéressons-nous maintenant a la construction de V,, vitesse de notre équation. Rappelons que ’on
demande a la vitesse de vérifier

Vo(z) = x(z)|u(z)| pour tout z € D\ w, *
Vn(z) <0 pour tout z € O *
|Vo(z) — Va(y)| < Lz —y| pour tout (z,y) e DxD x

Remarquons tout d’abord que la proporiété x, a savoir le caractére lipschtzien de V,,, avec une
constante indépendante de n, sera trés difficile & assurer. Notre objectif sera plutét de construire
une fonction réguliére, afin d’avoir toutes les chances de vérifier cette propriété.

D’un point de vue discret, il s’agit de construire un prolongement de un, . Une idée naturelle
est de réutiliser la fonction vy, solution du probléme [Px] décrit au 8.1.3. En effet, cette fonction
est la solution d’un probléme de Poisson discret, avec un second membre C* (rappelons que nous

Son remplace ici w, par son approximation discréte ©,
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avons choisi une constante v comme second membre), elle a donc toutes les chances d’étre trés
réguliére. De plus, nous savons que si nous prenons la constante  suffisamment grande, alors la
vitesse sera négative dans l'obstacle’, et V,, vérifiera la propriété *. Enfin, la propriété x est facile
a vérifier : il suffit de choisir une fonction x € C®°(D)* vérifiant x = 1 sur Oy, et de définir V,, par

V. = X|uhn,e| dans D \ @_n
e Uhn dans ©,,.

Ce choix de vitesse semble théoriquement trés adapté. Il a néanmoins un gros inconvénient en
pratique, en raison de la CFL que doit vérifier notre schéma de résolution, a savoir

1 1
O¢ I;lea%C|Vn(.’E)| <E + E) < 1.

11 faut ici se rappeler qu’au final, nous ne sommes intéressés que par ’évolution au cours du temps
de {z € D| ¢(z,t) < 0}, et plus précisément par I’évolution de la frontiére de cet ensemble, c’est-a-
dire de la ligne de niveau 0 de ¢. Comme la CFL est globale, cette évolution peut étre freinée par
de fortes valeurs de la vitesse en des points éloignés de la ligne de niveau 0, qui n'influence donc
pas son évolution. Pour remédier a ce probléme, nous avons utilisé la technique dite de la "narrow
band"® : I'idée est de mettre la vitesse a 0 en dehors d’une petite bande autour du front d’intérét.
Ainsi, la valeur de la vitesse en des points éloignés ne freine plus 1’évolution du front, puisqu’elle
n’intervient plus dans le calcul de la CFL.

[lustration de I'idée de la "narrow band" : la vitesse est mise & zéro a l'extérieur de la bande étroite (en
pointillé) autour de la ligne de niveau zéro de ¢ (en bleu).

Plus mathématiquement, cela revient a multiplier la vitesse V,, que nous venons de construire
par une fonction 7 € C°(D), vérifiant 0 < 7 < 1 dans D, telle que le support de 7 soit contenu
dans la bande voulue, et vérifiant 7 = 1 dans un voisinage de la ligne de niveau 0 de ¢. Remarquons
que la vitesse obtenue V,, := 5V, ne vérifie plus les propriétés voulues. Cela n’a pas une grande
importance : en effet, si le bord de ’obstacle n’est pas dans la bande d’intérét, la vitesse a cet
endroit est nulle, donc ¢ ne varie pas et reste négative comme voulue. Si au contraire il est situé
dans la bande d’intérét, la vitesse qui fait évoluer ¢ est la bonne, et tout se passe comme lorsque
I’on n’avait pas modifié la vitesse.

Au final, voici comment se déroule une itération de la méthode [HJ] :

1. construction de V,, : résolution du probléme [P,] dans ©, + mise en place de la "narrow
band"

"ceci n'est pas tout a fait exact : dans le probléme continu, si nous prolongeons u de cette maniére, cela fonctionnne.
Mais nous sommes ici dans le cas discret, et c'est urn, que l'on prolonge. On espére du moins, comme up ¢ est une
approximation a priori bonne de u, qu'il se passe sensiblement la méme chose

8bande étroite
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2. résolution de [Eikonale] par schéma de Lax-Friedrichs jusqu'au temps T final

Ensuite, on n’a plus qu’a déterminer ©,;, dont la définition est

(©n11:={K € T | 3A sommet de K, $,(4,T) < 0}|

et calculer dg, , pour avoir la condition initiale de I'étape suivante.

Comparaison des méthodes [HJ] et [P]

Si on devait faire un choix entre la méthode [HJ] et la méthode [P] pour la mise de jour de
I’ouvert ©,, on pencherait naturellement vers l'utilisation de la méthode [P]. En effet, la méthode
[HJ] est plus difficile & mettre en place, et utilise elle-méme la méthode [P]°. D’autres arguments
font pencher la balance du coté de la méthode [P] : le premier d’entre eux concerne les maillages.

La méthode [HJ] nécessite des maillages cartésiens'® et fins, avec un pas inférieur & 1, en rai-
son de la condition CFL. L’expérience numérique nous a aussi montré que l'utilisation de maillages
trop grossiers empéche la méthode de "capter" le bord de ’obstacle : la ligne de niveau zéro de
¢ passe au travers'!. A l'opposé, la méthode [P] fonctionne trés bien avec des maillages plus
grossiers, avec des pas de % a 1—[1)0, et elle fonctionne avec des maillages sans structure particuliére.

Une deuxiéme argument en défaveur de [HJ] : la résolution de [Eikonale] fait que ’on approche
de maniére continue de l'obstacle, ce qui prend plus de temps que l'approche par résolution de
[Py], qui procéde par sauts successifs.

Néanmoins, la méthode [HJ] pourrait se révéler fructueuse pour la résolution d’un autre pro-
bléme, le probléme inverse de 1'obstacle avec condition de Neumann :

Probléme [Os_Neumann] : pour (go, 91) # (0,0), trouver (u, O) tels que

Ay = 0 dans Q(0O)
u =gp sur I
O,u=g¢g; sur "
O,u = 0 sur 00.

En effet, I'idée qui guide la méthode [HJ], a savoir la construction d’une vitesse positive en dehors
de wy, valant |u| sur Ow, et négative dans l'obstacle, se transpose aisément & ce probléme, en
remplagant |u| par |8,u|. On est donc amené a résoudre 1'équation Hamilton-Jacobi

@_‘3_’“
ot ov

V| =0

qui a, a premiére vue, une structure compliquée. Néanmoins, cette équation se simplifie si 1’on se

rappelle que le vecteur normal v est lié & ¢ par ’équation v = ce qui nous donne I’équation

VoI’
9 _
ot

Nous avons testé cette idée, qui donne des résultats assez bons pour la recherche d’obstacles

a géomeétrie simple, mais ne marche pas bien pour des obstacles compliqués (non convexes, non

IVu. V| = 0.

%ceci n’est pas vraiment un argument en faveur de la méthode [P]. En effet, on pourrait imaginer d’autres
méthodes pour prolonger |upn,| dans w, sans passer par un probléme de Poisson.

0dans la maniére dont nous l'implémentons. Il existe des schémas de résolution de I’équation eikonale adaptés a
des maillages non structurés

1plus exactement, la ligne de niveau zéro ralentit & proximité du bord de I’obstacle, mais finit tout de méme par
passer au travers
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connexes...). Ceci est peut-étre du & de plus nombreuses difficultés numériques liées au changement
de probléme.

Par contre, la maniére de transposer la méthode [P] au probléme [Ops_Neumann] n’est pas
claire pour le moment. La méthode [HJ] nous semble donc la meilleure piste a ’heure actuelle
pour résoudre ce probléme en utilisant la méthode de quasi-réversibilité.

8.1.4 Convergence des méthodes, condition d’arrét des algorithmes

Nous avons maintenant deux méthodes numériques de résolution du probléme [Op,] : la pre-
miére est basée sur la résolution du probléme [QRp] alternée avec la résolution du probléme
[Eikonale] : nous la noterons méthode [QR-HJ]. La seconde est basée sur la résolution du pro-
bléme [QRp] alternée avec la résolution du probléme [P] : nous la noterons méthode [QR-P]. Ces
deux méthodes construisent une suite d’ouverts (©,),cn, qui vérifie

—_——
Propriété 8.1 la suite d’ouverts ©, converge au sens de Hausdorff vers © := ﬂ On.
neN

Preuve : ona ©,41 C ©, C D pour tout n € N. Le résultat est donc une application directe du théoréme B.4
p.196.

En fait, un raisonnement trés simple nous indique que non seulement la méthode converge,
mais de plus on a ©,,1 = ©, a partir d’'un certain n. Ceci est dii au "retour en arriére" que nous
opérons lorsque nous définissons ®,, a partir de vp, dans la méthode [QR-P], ou a partir de ¢,
dans la méthode [QR-HJ]. L’illustration ci-dessous met en évidence ce phénoméne pour la méthode
[QR-P], le mécanisme étant exactement le méme pour [QR-H] :

©,, est en vert sur la figure de gauche. Si {z € ©,| vnn(z) < 0} est I’ensemble en rouge, alors on aura
automatiquement par définition de ®n41 (Opy1 := {T € T |JA sommet de T, vpn(A) < 0}), Opy1 = Op.

On a donc un critére d’arrét trés efficace : on stoppe les itérations dés que dx(©,,0,,1) = 02

8.2 Expériences numériques

Nous allons maintenant tester les méthodes [QR-HJ] et [QR-P]. Dans ces tests, I’'ouvert D sera
le carré ]—0.5,0.5] x ]—0.5,0.5] C R?2, dont nous numérotons les cétés comme suit :

26n rappelle que dy désigne la distance de Hausdorff entre deux ouverts, voir annexe B
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o L=

®

®

Nous allons résoudre le probléme inverse de 1’obstacle avec condition de Dirichlet pour trois obs-
tacles différents : le premier, noté O; est un obstacle convexe, dont la frontiére est donnée en
coordonnées polaires par I’équation 7(6) = 0.25((cos(8))® + sin(8)) pour 8 € [0, 27].

0.2
0.1
0

O:

0.5

Le deuxiéme obstacle O, n’est pas convexe. Sa frontiére est donnée par 1'équation paramétrique
(z(t),y(t)) = (0.15cos(t)(1 + cos(t))(1 — 0.5cos(t)) — 0.1,0.1sin(¢) — 0.2) pour ¢ € [0, 27].

0.5

0.4
0.3
0.2

0.1

-0.1
-0.2 D
-0.3

-0.4

O,

0.5

Enfin, le troisiéme obstacle Oz est constitué de deux disques disjoints de centres (—0.2,0) et

(0.23,0.2), et de rayons 0.15 et 0.1.
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05 0 05

Os

La donnée (go, g1) du probléme [Op;] est obtenu par résolution d’un probléme de Laplace dans
D\ O; en imposant la condition de Neumann g; sur le bord de D, et une condition de Dirichlet
homogeéne sur le bord de 'obstacle. Ce probléme est résolu par éléments finis, comme expliqué au
4.2.2 p.90. Sauf mention contraire, g, sera défini dans les exemples suivants par

) 1surles cotés 2 et 4
170 0 sur les cotés 1 et 3.

La solution u; du probléme de Laplace vérifie donc

Au; = 0dansD\O;
d,u; = 1sur ]-0.5,0.5] x {—0.5;0.5}
6,u; = O0sur {-0.5;0.5} x]—-0.5,0.5]

u; = 0 sur 00;.
0.5 .
0.5
0.6 0.8
0.7
0.5 - 04
0.6
04 0.5 0.3
0
0.3 04
03 0.2
0.2
0.2 ——
p— 0.1
0.1
0.1
0.5 0 -05 0 -0.5 0
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -05 0 0.5

Les fonctions ui, us et us

8.2.1 Comparaison des méthodes [QR-HJ] et [QR-P]

Nous allons comparer les deux méthodes proposées précédemment. Pour cela, nous allons les
soumettre aux trois cas tests précédents en mettant tous les paramétres aux mémes valeurs, c’est-
a-dire :

e méme ouvert de départ wy := B(0,0.45)

e méme finesse de maillage : h = Elo dans toutes les simulations

e méme valeur de second membre 7y pour le probléme de Poisson

e méme valeur du paramétre ¢ = 10~* de la méthode [QR]

e donnée sur tout le bord de D.

On note wy, 1'ouvert obtenu aprés convergence.
L’équation eikonale de la méthode [QR-HJ] est résolue comme expliqué a la page 136, avec une

approximation WENO des dérivées spatiales, et un temps 7' final choisi égal a 1.
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Obstacle O,

Dans ces simulations, nous avons pris vy := 10.

05 05
0 0
35 0 05 35 0 05

Itérations de la méthode [QR-HJ] & gauche et de la méthode [QR-P] & droite. En bleu, wg, en rouge wy, €t
en noir O;

0.5

5 10 15 20 5 10 15 20

A gauche dy (wn, O1), a droite dg (wp, wn_1), pour la méthode [QR-HJ] en noir et la méthode [QR-P] en

bleu.
03 : : : : : 03
0.2 / ] 02
0.1} ] 0.1}
0 0
042 o1 0 01 02 03 04 042 o1 0 01 02 03 04

Comparaison entre we, en rouge et O; en noir, pour la méthode [QR-HJ] a gauche et pour la méthode
[QR-P] & droite.

On constate sur ces premiéres simulations que la méthode [QR-P] converge plus rapidement
vers ’obstacle que la méthode [QR-HJ], ce qui était attendu. Ainsi, si nous avions utilisé le critére
d’arrét dy(wn,wn—1) = 0, la méthode [QR-P] se serait arrétée a la quatorziéme itération, alors
que la méthode [QR-HJ] se serait arrétée a la dix-septiéme. Remarquons néanmoins que l’avancée
de la méthode [QR-HJ] dépend du choix du temps final T' de ’équation eikonale. Ainsi, on peut
diminuer le nombre d’itérations avant convergence de la méthode [QR-HJ] en prenant un temps
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final T plus grand, ce qui implique en contrepartie un temps de résolution de I’équation eikonale
plus long : en termes de temps de calcul global de la méthode, on aboutit donc & un statu quo, et
la méthode [QR-P] reste plus efficace.

En ce qui concerne la qualité de reconstruction de l'obstacle, les deux méthodes aboutissent
a des résultats pratiquement identiques. L’obstacle est trés bien localisé, sa forme est trés bien
retrouvée.

Obstacle O,

Dans ces simulations, nous avons pris v = 20.

0.5 0.5

0 0

-0 -0.5
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

Itérations de la méthode [QR-HJ] & gauche et de la méthode [QR-P] & droite. En bleu, wg, en rouge wy, €t
en noir O,

0.07

0.06[

0.05¢

0.04¢

0.03¢

0.02¢

0.017

25

A gauche dg (wn, O2), & droite dg (wn,wn 1), pour la méthode [QR-HJ] en noir et la méthode [QR-P] en
bleu.
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-0.05 -0.05
-0.1 -0.1
-0.15 -0.15
~0.2 -0.2
-0.25 -0.25
-0.3 -0.3
-0.2 -0.1 0 0.1 -0.2 -0.1 0 0.1

Comparaison entre we, en rouge et O, en noir, pour la méthode [QR-HJ] a gauche et pour la méthode
[QR-P] & droite.

Les constatations concernant la vitesse d’approche des deux méthodes restent valables pour
I’obstacle O, : la méthode [QR-P] est plus efficace que la méthode [QR-HJ]. La qualité de recons-
truction de ’obstacle est une nouvelle fois la méme pour les deux méthodes : si la localisation de
O est bonne, la reconstruction de sa forme ne ’est pas, tout du moins concernant la partie "non
convexe" de sa frontiére (partie gauche). Ceci est attendu, et nous verrons qu’un bon choix de
parametres permet d’améliorer le résultat.

Obstacle O3

Pour ces simulations, nous avons pris v = 10.

0.5

Itérations de la méthode [QR-HJ] & gauche et de la méthode [QR-P] & droite. En bleu, wg, en rouge wy, €t
en noir O3
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0.5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.06

0.05¢

0.04¢

0.03}

0.02¢

0.017

5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40

A gauche dy (wy,, O3), a droite dg (wp, wn_1), pour la méthode [QR-HJ] en noir et la méthode [QR-P] en

bleu.

0.4 : : : 0.4

0.3} ] 0.3}

0.2 ] 0.2

0.1f ] 0.1f

of ] of

-0.1} ] -0.1}
034 02 0 0.2 0.4 034 02 0 0.2 0.4

Comparaison entre we en rouge et O3 en noir, pour la méthode [QR-HJ] a gauche et pour la méthode
[QR-P] a droite.

On fait de nouveau les mémes constatations concernant la vitesse d’approche de l'obstacle :
la méthode [QR-P] est plus efficace que la méthode [QR-HJ]. La reconstruction de ’obstacle Os
est trés bonne, on a bien retrouvé deux composantes connexes, qui sont bien localisées et dont les
formes respectives sont bien retrouvées.

En conclusion, nous pouvons dire que les deux méthodes donnent les mémes résultats. La
méthode [QR-P] est néanmoins plus efficace en termes de temps de calcul que la méthode [QR-HJ].
Nous allons dorénavant nous focaliser sur la méthode [QR-P] ; sauf mention contraire, tout ce que
nous allons mettre en évidence est valable pour la méthode [QR-HJ].

8.2.2 Influence des paramétres
Influence de wp, ouvert de départ

Théoriquement, 1'ouvert de départ wg doit juste vérifier O C wg pour assurer la convergence
de la suite d’ouverts vers ’obstacle. Pour voir si influence il y a en pratique, il suffit de tester la
méthode [QR-P] avec différents ouverts de départ wy. Nous le faisons sur les obstacles O; et Os,
en gardant tous les autres parameétres comme précédemment, c’est-a-dire :

- e=10"*
_ 1

_h_m

- =10

— donnée sur tout le bord de D.
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0.5 0.5
0 0
-0 -0.5
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
05
0
035 0 0.5

Itérations de la méthode [QR-P] pour trois ouverts initiaux wo différents : un carré, une ellipse et un
disque. En bleu, wp, en rouge, we, €t en noir, O;.

0.5 0.5
0 0
-0 -0.5
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
0.5

-0.5
-0.5 0 0.5

Itérations de la méthode [QR-P] pour trois ouverts initiaux wg différents : un carré, une ellipse et un
disque. En bleu, wp, en rouge, we, €t en noir, Os.
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Comme prévu théoriquement, l'ouvert initial wy n’a aucune influence sur le résultat de la
méthode. Nous choisirons désormais le disque comme ouvert initial pour toutes nos simulations.

Influence de la finesse du maillage et du paramétre ¢

Nous allons maintenant nous intéresser a l'influence de la finesse du maillage sur la recons-
truction de 'obstacle. Nous allons pour cela faire tourner la méthode [QR-P] sur trois maillages
différents pour retrouver 'obstacle O,. En effet, cet obstacle étant le moins bien retrouvé des trois,
c’est celui pour lequel l'influence du maillage peut étre la plus visible. Les autres parameétres sont
fixés comme suit : € = 107%, vy = 20, wy = B(0, 0.45), donnée sur tout le bord de D.

—-0.05

-0.1y

-0.15¢

-0.2

—-0.25¢

-0.2 -0.1 0 0.1

L
100

1

150 en vert, O, en noir.

en rouge, h = 21

Weo POUr h = en bleu, h = =

Les différences entre les trois obstacles reconstruits pour les trois finesses de maillage testées
sont pratiquement inexistantes, ce qui nous aménerait a penser que le maillage influence peu la
qualité de la reconstruction. Néanmoins, ce serait oublier que plus le maillage que 1'on utilise est
fin, plus I’on peut prendre des valeurs du paramétre € petites'®.

-0.05

-0.1y

-0.15¢

-0.2

—-0.25¢

1

Woo pour € = 107* en rouge, ¢ = 107° en orange et ¢ = 1078 en bleu. O; en noir, h = 5.

On constate que prendre un parameétre ¢ plus petit permet de mieux retrouver la forme de
I’obstacle Os, en particulier sa partie non convexe. Or, il n’est justifié théoriquement de prendre un ¢
petit que si la finesse du maillage est également choisie petite : c’est une conséquence de I’estimation
de convergence du théoréme 2.7 p.39. Pour les maillages que nous prenons habituellement ici, avec
des finesses comprises entre 2—30 et 1—30, prendre ¢ égal 4 10~% semble le meilleur compromis entre

stabilité de la méthode [QR] et qualité de la reconstruction des obstacles.

Byoir la partie "choix du paramétre " du 2.2.5 p.44
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0.4
0.3

0.3
0.2 1

0.2
0.1 1 0.1

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25

-0.3

-0.2 -0.1 0 0.1

Pour ¢ = 1078, tous les autres parameétres pris comme pour les premiéres simulations, we, en rouge et O
en noir. On constate une amélioration de la reconstruction de la forme de O dans les trois cas.

Influence du paramétre 7y

Nous allons maintenant étudier l'influence de <y, second membre du probléme de Poisson. Une
premiére analyse de son action sur la vitesse de convergence de la méthode et sur la qualité de
reconstruction de l'obstacle nous pousse & choisir ce parameétre "petit". Néanmoins, la condition
que doit vérifier v nous oblige & ne pas le choisir "trop petit". Nous verrons finalement qu’un
remaillage du domaine d’étude peut nous affranchir de la recherche du paramétre optimal.

e Influence sur la vitesse de convergence

Nous avons vu au chapitre 6'* que le second membre du probléme de Poisson 7 avait théorique-
ment une influence sur la vitesse de convergence de la méthode : toutes choses égales par ailleurs,
plus on choisit y petit, plus la méthode converge vite vers 1'obstacle.

Pour mettre en évidence ce phénomeéne, nous faisons tourner la méthode [QR-P] sur un maillage de

finesse h = ﬁ, avec € = 107% et wy = B(0, 0.45), pour les trois obstacles O;, O, O3 et différentes

valeurs de y. Nous stoppons la méthode quand le critére d’arrét dy(wn,wn11) = 0 est atteint.

yoir la proposition 6.7 p.118
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0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

5 10 15 20 25

dp(wn, O1) en fonction du nombre d’itérations n, pour v = 10 en rouge, 15 en jaune et 20 en bleu.

5 10 15 20

dp(wn, O2) en fonction du nombre d’itérations n, pour v = 17 en rouge, 20 en jaune et 25 en bleu.

0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

10 20 30 40

dp (wn, O3) en fonction du nombre d'itérations n, pour v = 6 en rouge, 10 en jaune et 15 en bleu.

On voit que dans les trois cas la méthode "avance" vers ’obstacle d’autant plus vite que

153

v a

été choisi petit, en conformité avec la théorie. Il est intéressant de comparer ces courbes avec la
courbe théorique obtenue au 6.2 p.114 : on observe le méme comportement sur la courbe théorique
et sur les courbes pratiques.

e Influence sur la reconstruction de 1’obstacle
Si le choix du paramétre v influence la vitesse de convergence de la méthode, il n’influence
théoriquement pas l'obstacle retrouvé. En pratique pourtant, v influence ces deux aspects. Ceci
est di au principe de "retour en arriére" décrit au 8.1.1 p.132 que nous utilisons pour définir les
ouverts ©, dans lesquels nous résolvons les problémes de Poisson.

Plagons-nous a une itération n de la méthode :

on a alors défini un ouvert ©,. On est amené a

trouver la solution u, ¢ du probléme [QR,] dans D\ ©,, puis la solution v, du probléme [P] :
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Probléme [Py] : trouver v, € Xp, tel que

n

Vun, Vw, dz = —/ Ywrdz, VW € Xnnpo
On
Uhn = |Unn¢| aux sommets du maillage situés sur le bord de ©,.

On a alors : ©,41 :={T € Tx | 3A sommet de T, vx,(A) < 0}.

Nous avons vu que ce principe fait qu’au bout d’un certain nombre d’itérations, la méthode

[QR-P] n’avance plus : pour n suffisamment grand, ©,,; = ©,. Cela a lieu lorsque la fonction
Upn, Qui est positive au bord de ©,, devient négative avant méme d’avoir franchi une maille du
domaine, comme l'illustre la figure p.143. Or, c'est le paramétre «y qui fait "plonger" la fonction
Unn : plus le parameétre y est grand, plus la fonction vy, va devenir négative rapidement!®. Ainsi,
si pour un choix 7. on a ©,41 = ©,, alors pour n’importe quel v plus grand que 7., on aura aussi
Ont1 = Op.
Ce n’est en revanche pas forcément le cas si on choisit un parameétre -y plus petit que -, : la fonction
Unn, pourrait alors franchir un certain nombre de mailles avant de devenir négative, et la méthode
continuera a avancer vers l'obstacle. On en déduit que plus le paramétre vy est choisi petit, meilleure
sera la reconstruction de 1'obstacle.

Pour vérifier ceci, nous faisons tourner la méthode [QR-P] pour les trois obstacles tests et
différentes valeurs de v, avec € = 10 %, h = 5 et wo = B(0,0.45).

0.3

0.21

0.1r

-0.2 -0.1 0 0.1

Obstacle retrouvé pour v = 17 en rouge, 20 en jaune et 25 en bleu. O3 en noir.

5yoir le lemme 6.4 p.117
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0.2 0.4

Obstacle retrouvé pour v = 6 en rouge, 10 en jaune et 15 en bleu. O; en noir.

Si l'influence de 7y sur la reconstruction de 'obstacle O est négligeable, elle est en revanche
perceptible en ce qui concerne la reconstruction des obstacles O; et Os. Elle le serait d’autant plus
si nous avions choisi un maillage de finesse moindre.

En conclusion, l'influence de v sur la qualité de reconstruction de ’obstacle, ainsi que sur la
vitesse de convergence de la méthode, nous incite a choisir 7 le plus petit possible.

e Mauvais choix de parameétre vy

Nous savons que pour fonctionner théoriquement, la méthode [P] doit vérifier une condition'®
sur le second membre f du probléme de Laplace : A% < f, ou @ est un élément quelconque de
H(D) vérifiant les trois conditions

= |u| dans D\ O
€ Hi(0)
< 0 dans O.

Pour se donner un maximum de chances de vérifier cette condition dans les simulations numériques,
on est alors tenté de prendre une constante v assez grande. Néanmoins, nous venons de voir
que prendre 7 trop grand ralentit la méthode et peut détériorer la qualité de reconstruction de
I’obstacle. On est donc amené a chercher le -y optimal. La question que ’on se pose alors est : que
se passe-t-il lorsque l'on prend le paramétre v trop petit ?

0.5 0.5

0 0

-0.5 -05
~0.5 0 05 ~0.5 0 05

Itérations de la méthode [QR-P] pour un (mauvais) choix iy = 8 a gauche, un (bon) choix y = 10 a droite.

Yyoir chapitre 6
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N

0.2

0.1

Zoom sur la zone ou se trouve l'obstacle dans le cas du mauvais choix v = 8.

On voit trés clairement sur les figures que la méthode [QR-P] "sent" l'obstacle méme si l'on
prend un parameétre 7y trop petit. Sa frontiére apparait trés clairement. L’utilisateur peut donc a la
fois se rendre compte qu'il y a un obstacle, deviner sa forme, et savoir qu’il lui faut refaire tourner
I’algorithme en choisissant un - plus important.

I1 est intéressant de remarquer que nous pouvons estimer au cours de 1’algorithme si le paramétre
7 n’a pas été choisi trop petit, et le modifier s’il y a lieu. En effet, a chaque étape 7, nous connaissons
Uhn,e approximation de u, et donc Ax(|unn¢|) approximation de A(|u|), & I'extérieur de ©,. On
peut alors vérifier que 'on a bien 7 > [|Aa(|uanel)|lco, C& qui n’assure pas que l'on ait v >
I|A(Ju])||co, mais est quand méme une bonne indication de la validité de notre choix de paramétre

717

e Remaillage du domaine

Comme rappelé précédemment, la méthode [QR-P] stoppe lorsque la fonction vy, est négative
sur tous les nceuds du maillage strictement contenus dans ©,, c’est-a-dire quand wvp, devient
négative "trop rapidement" dans ©,, pour que le maillage percoive la zone ou elle est positive. Pour
améliorer la précision de la reconstruction, une idée naturelle est alors de remailler le domaine a
lintérieur de ®,, en divisant par exemple tous les triangles contenus par ©, en quatre : ainsi, la
méthode va pouvoir capter la zone positive de ®,, qu’elle ne voyait pas auparavant, et continuer
a avancer vers l'obstacle. Cette idée de remaillage a deux intéréts fondamentaux, qui apparaissent
dans les simulations numériques :

1. il n'est pas nécessaire d'utiliser tout de suite un maillage fin. On peut dans un premier temps
utiliser un maillage grossier, puis une fois que la méthode a convergé, on ne remaille que la
zone ol se trouve 'obstacle, d’oli un gain de temps et d’espace mémoire.

2. on n’est pas obligé de chercher le paramétre v optimal : un maillage plus fin contrebalance
les effets d'un choix de -y trop élevé.

Nous allons donc faire tourner la méthode [QR-P] sur un premier maillage grossier, et une fois que
la méthode aura convergé!®, on remaillera I'intérieur du ©,, obtenu, et on relancera la méthode. On
peut bien entendu répéter l'opération plusieurs fois, néanmoins il faut éviter de trop déséquilibrer
le maillage : remailler deux fois semble suffisant.

Remarque : cette idée est inapplicable pour la méthode [QR-HJ] telle que nous l’avons implémentée,
putsque notre implémentation a base de différences finies nécessite un mazllage cartésien. On pourrait

rappelons que si At € L™, alors tout vy vérifiant 7 > ||Ai||r~ est un choix admissible pour la méthode [P],
voir la proposition 6.5 p.117
18 est-a-dire dés que du(wn,Wnt1) =0
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la mettre en place st on utilisait un schéma de résolution de [’équation etkonale adapté a des mazillages
non structurés.

Nous allons utiliser cette idée sur les trois obstacles tests, avec un maillage de départ de finesse
h= 7—10. Nous choisirons toujours pour 7y la valeur la plus élevée utilisée dans les tests précédents.
On choisit par ailleurs € = 10~°, la donnée étant connue sur tout le bord de D.

0.3

0.2}

0.1f

1 : : : : :
02 -01 0 01 02 03 04

Obstacle retrouvé sans remaillage en bleu, avec un remaillage en jaune, avec deux remaillages en rouge.
O3 en noir. v = 20.

-0.15¢

-0.2

-0.25¢

Obstacle retrouvé sans remaillage en bleu, avec un remaillage en jaune, avec deux remaillages en rouge.
O, en noir. v = 25.
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0.4

2 : : :
~0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Obstacle retrouvé sans remaillage en bleu, avec un remaillage en jaune, avec deux remaillages en rouge.
O3 en noir. v = 15.

0.5 0.5

035 0 0.5 035 0 0.5

En noir, le maillage initial, en bleu, le maillage aprés deux remaillages, lors de la recherche de l'obstacle O3.

Influence de I', support de la donnée

Nous avons vu au 2.2.5 du chapitre 2 que la partie du bord sur laquelle nous connaissons
la donnée a une influence directe sur la qualité de la reconstruction de w solution du probléme
[Cauchy] par la méthode [QR]. Ce méme paramétre aura donc une inluence sur la qualité de la
reconstruction de l'obstacle.

Nous allons mettre en évidence numeériquement cette influence. Les paramétres utilisés dans
ces simulations sont

-e=10"°

finesse de maillage h = 7—10, avec deux étapes de remaillage
v = 20 pour O, 25 pour O, 15 pour O3
wo = B(0,0.45).

La partie de I" o l'on se donne la donnée est mis en évidence en violet sur les figures suivantes.
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0.5

0.5

N \
o o
[/

0.5 0.5

\

O

0.5 0.5

Oe |
v,

-0.5 0.5 -0.5 0 0.5
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8.2.3 Lignes de niveau zéro "parasites" et utilisation de plusieurs jeux de don-
nées

L’unicité de la solution du probléme de l'obstacle!® nous assure que les seules lignes de ni-
veau zéro de u, fonction solution du probléme, qui forment une courbe fermée dans D sont les
bords de l'obstacle. Il peut néanmoins exister des lignes de niveau zéro traversant le domaine D.
Normalement, la méthode [P] ne sent pas ces lignes "parasites", puisqu’elles n’ont pas de volume?°

Les fonctions w3 et usg vérifiant :

Auij = 0 dans D\O_g

0,u;; = 1 sur le bord 2

0,ui; = —1 sur le bord j
0,u;; = 0 sur les bords restant

présentent chacune une ligne de niveau "parasite". On peut faire tourner la méthode [QR-P] avec

pour données (u;;sp, 0, U;ij|op)- Sur les figures ci-dessous, on voit que ces lignes freinent ’avancée
de la méthode, et détériorent la reconstruction de l'obstacle Os.

9voir la propriété 4.4 p.87
*0rappelons que 1’obstacle recherché doit avoir une frontiére continue, ce qui exclut les "lignes parasites"
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0.5 0.5

035 0 05 03

Itérations de la méthode [QR-P]. En bleu, wy, en rouge, we-
En noir, l'obstacle O3 ainsi que la ligne de niveau zéro de la fonction uy4 & gauche, u;3 a droite.

On voit clairement sur ces deux figures le ralentissement des ouverts w, au contact des lignes de
niveau zéro "parasites".

Une maniére efficace de contrer I'effet néfaste de ces lignes de niveau est d’utiliser plusieurs jeux
de données, par exemple dans notre cas précis, utiliser a la fois (u24)9p, 0, U24j0D) €t (U13)6D, 01 U13j0D),
comme présenté au 6.4. Pour ce faire, a ’étape n de la méthode, on résout le probléme [QRx] avec
chaque jeu de données, ce qui nous donne Upn¢,13 €6 Upn ¢ 24 approximation de u;z et uxy dans
D\ ©,. Puis on résout le probléme [P,] suivant :

Probléme [P;] : trouver vy, € Xn, tel que

Vupn . Vwy de = —/ Y whdz, YWh € Xanp
O On

Uhn = MAX(|Ukn,e,13], |Unhn ¢ 24|) aux sommets du maillage situés sur le bord de ©,.

On détermine alors ©,1 de la maniére habituelle. On obtient alors le résultat suivant :

0.5

@

-0.5

L'utilisation des deux jeux de données permet clairement de régler le probléme des lignes de niveaux
"parasites".
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8.2.4 Donnée bruitée

Supposons que nous ayons maintenant seulement accés a une donnée bruitée, c’est-a-dire a un
couple (g§,9¢) € L?(T") x L?(T") vérifiant

g — gillzzry < ollgillze(ry, V2 €{0,1}.

Comme dit au 8.1.2, nous allons naturellement dans ce cas utiliser la méthode développée au
chapitre 3 pour régulariser cette donnée, et fixer le paramétre ¢ en fonction du niveau de bruit.
Plus précisément, nous allons résoudre le probléme [ng;z] (voir p.74) dans D \ ©g, puis nous
utiliserons les parameétres obtenus au cours de toutes les itérations suivantes de la méthode [QR-P].
Les figures ci-dessous montrent les résultats obtenus pour différents niveaux de bruit. Nous partons
d’un maillage de finesse h = 7—10 avec deux étapes de remaillages, et on prend le paramétre a du

probléme d’optimisation égal a 10~%.

0.5

0.5

-0.5 0 0.5

Résultats obtenus pour o = 1%, 5% et 10%. v = 30.

En présence d’'une donnée bruitée, la méthode [QR-P] localise trés bien les obstacles. La recons-
truction de leurs formes géométriques est par contre dégradée, notamment pour de forts niveaux
de bruit.

Remarque : un lecteur attentif aura remarqué que le paramétre vy est choist beaucoup plus grand dans le
cas d’une donnée bruitée que dans le cas d’une donnée exacte. La raison pour laquelle il est nécessaire
d’augmenter v n’est pas claire : néanmoins, on peut se rappeler que dans le cas d’une donnée bruitée,
la solution du probléme de quasi-réversibilité approrime non pas u, solution du probléme [Cauchy] a
laplacien nul, mais uy, solution du probléme [P] dont le laplacien vérifie |Auqgl|L2() = a. Comme
la condition sur 7 revient formellement & choisir ce paramétre plus grand que le laplacien de la
fonction considérée, ce changement pourrait expliqguer en partie l'augmentation de 7.
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0.5

Résultats obtenus pour o = 1%, 5% et 10%. v = 50.

5
-0.5 0 0.5

Résultats obtenus pour o = 1%, 5% et 10%. v = 20.
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Chapitre 9

Recherche de zones plastiques : aspects
numeériques

Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux aspects numeériques propres a la résolution du
probléme [Ps] par la méthode [QR-P].
Rappel
Soit D un ouvert borné connexe de R?, I' une partie lipschitzienne de son bord, (uo,To) €
HY2(I') x H-Y/2(1).

Probléme [P;,s] : trouver un ouvert P € D & bord lipschitzien vérifiant D \ P connexe et une
fonction u € C*(D \ P) tels que

Au=0 dansD\P
U = Ug sur I
o,u=Ty surl

|[Vu| <1 dans D\ P
|Vu| =1 sur OP.

Nous avons vu au chapitre 7 que le probléme [P;,;] est la formalisation mathématique du pro-
bléme de la recherche de zones plastiques dans un matériau élasto-plastique en géométrie anti-
plane en fin de chargement, sous les hypothéses de chargement croissant, plasticité confinée et
d’invisibilité de 1’obstacle. Nous avons alors montré que 1'on pouvait le résoudre en modifiant lége-
rement la méthode [P] : la suite d’ouverts w,, est construite en résolvant des problémes de Poisson
de la forme

Av = f dans wy,
v =1— |Vul|? sur Ow,

avec f paramétre choisi "suffisamment grand".

Nous allons dans un premier temps aborder briévement la résolution numérique du probléme
direct d’élasto-plasticité antiplane. Ceci nous permettra d’obtenir des données correspondant a
une "vraie" recherche de zones plastiques aprés chargement. Nous nous intéresserons ensuite au
calcul de gradient discret nécessaire a la mise en place de la condition aux limites du probléme de
Poisson. Nous présenterons finalement quelques applications numériques, et montrerons comment
adapter la méthode si I'hypothése d’invisibilité de I’obstacle n’est pas vérifiée.

Sommaire
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9.1 Résolution du probléme direct de I’élasto-plasticité antiplane

Soit D un ouvert connexe borné de R?, @ un ouvert vérifiant ©® € D. D est la structure
élasto-plastique, O l'ensemble des défauts de la structure. On suppose que l'on soumet pendant
'intervalle de temps [0, 1] la structure & un chargement de la forme

T(z,t) == a(z)t, Vz € D, Vt € [0,1].

avec la condition w = 0 sur le bord de ©. Comme vu au 7.1 p.122, la structure évolue alors dans
D\ O selon les équations suivantes :

€=1Va
& =2 (¢ — éP) ~+ eéquations volumiques

P € aXW(O’—Ht’p)

?:L = 0 Ll . .
{ 160 o ~- conditions aux limites

d’.l/‘ap = ﬁ
’U,(.,to) =0
€(.,tp) =0 ~- conditions initiales.
EP(.,to) =0

Ici, u désigne le champ de déplacements, €, €f et o les champs des déformations, déformations
plastiques et des contraintes, XBox) la fonction indicatrice de B(0, k) et f la dérivée temporelle
d’une fonction f. On rappelle que dans le cas antiplan, u est une fonction scalaire et les champs
€, €? et o des fonctions & valeurs dans R?. Enfin, u, H et k sont respectivement le module de
cisaillement, le coefficient d’écrouissage et le seuil d’élasticité en cisaillement du matériau.

La résolution numérique de ce systéme d’équations se fait par un algorithme incrémental clas-
sique, basé sur une double boucle. Pour un incrément de chargement entre ¢ et ¢t + ¢, de valeur
adt, on procéde de la maniére suivante : on pose de? = 0, puis

1. l'incrément de déformation plastique deP étant fixé, on calcule Ju solution du systéme

A(6u) = 2div(deP) dans D\ O
0, (0u) = adt sur 6D
du = 0 sur 80

2. du étant fixé, on calcule §e? de fagon que o + do — H(eP + §€P) soit exactement sur le bord
du convexe de plasticité.

On répete les étapes 1 et 2 jusqu’'a convergence, puis on passe & l'incrément suivant. Pour une
étude générale de cet algorithme, se référer & [Son77, NBO0O].
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9.2 Adaptation de la méthode [QR-P] pour la résolution de [Pj,;]

Les modifications & apporter a la méthode [QR-P] pour 'adapter a la résolution du probléme
[Pias] sont minimes : les étapes décrites au 8.1 pour la résolution du probléme [Op;] sont présentes
et identiques dans la recherche de zones plastiques.

On suppose que 'on a une triangulation réguliére 75 de D telle que I' soit 'union d’un certain
nombre d’arétes de 7. A I’étape n de l'algorithme, on dispose de l'ouvert w, vérifiant O C w,.
On va alors :

1. définir ©, := {T € T, |3A sommet de T', A € w,}, approximation de w, adaptée a la trian-
gulation 73, conformément au 8.1.1

2. obtenir up, . approximation de u dans D \ ©, en résolvant le probléme [QR,] comme au
8.1.2

3. calculer vy, unique solution du probléme [Px] : trouver v, € Xp,' telle que

On On

Vo, Vwyde = — Ywp dz, Ywy € Xnnpo
Up =1 — |VUupn|? aux sommets du maillage situés sur le bord de ©,.

4. définir w,11 1= {T € O, vns(z) < 0}

La seule difficulté que nous n’avons pas traitée dans le cas de la résolution de [Os] concerne le
calcul de |Vupn¢|. Nous avons en effet besoin de la valeur du gradient de un, . aux sommets du
maillage pour appliquer la condition aux limites du probléme [P;]. Or, cette valeur n'est pas définie :
le gradient Vup, . n'’est défini qu’a I'intérieur des triangles de 7.

Nous sommes ici confrontés & un probléme classique des approximations par éléments finis.
Pour le résoudre, nous allons calculer une approximation par élément finis de Lagrange P; du
gradient de upn, ¢, qui aura bien une valeur aux sommets de la triangulation.

9.2.1 Principe de ’approximation du gradient

Notons %, := D\ ©,. On note (v;);—1..y une famille libre de C°(Z,) N H(Z,)., et V =

Vect(v;). Soit w € V. Par définition de V, % et g—z sont deux fonctions de L?(Z,). On ne peut

donc pas parler légitimement de leurs valeurs en un point de 3,,. Nous allons chercher & approximer
ces fonctions par deux fonctions v, et vy de V, car ces approximations seront continues, et auront
donc une valeur en tout point de X,,.

Soit w € L?(Z,). Que va-t-on appeler bonne approximation de w dans V ? Une fonction v de
V "proche" de w au seul sens possible, & savoir au sens L. Autrement dit, nous allons chercher
v, comme le projeté de w sur V au sens L2. Comme V est un sous-espace vectoriel de dimension
fini de L?, il est convexe et fermé, et ce projeté existe et est unique?. I vérifie® :

/ Up VAT = wvdz, YveV.
n E’V‘L

N
Comme u € V, il existe (7;);—1..n tel que u = vai. Notons v, le projeté de % au sens L?
i=1
sur V. On a 5
U
/ Vv dT = —uvdz.
n S oz

! X est I’espace des éléments finis de Lagrange P; dans ©,, Xxn,o le sous-espace des fonctions de X, s’annulant
sur le bord de ©,

*théoréme V.2 p.79 de [Bre05]

3corollaire V.4 p.80 de [Bre05]
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N

Comme v, est un élément de V, il existe (u;);—1..n tels que v, = Z,ui'ui. On obtient donc
i=1

finalement, pour tout 5 € {1,..., N},

Z“l/ vz'ujd:z:—ZTz/ %vjd:z:

ce qui, en notant i, 7 les vecteurs de RY de 7*™° composante y; et 7;, et M, D, les matrices de
. Ov; .
coefficients [M];; :/ v;v; dz et [Dy];; :/ ﬂ'l}j dz, s'écrit
) s, OT

n

MTi=D,T7

N
: i on note vy := ) v;v; le projeté de % sur V, on
1=1

On obtient bien sir le méme résultat pour 3 ‘9

a, avec des notations évidentes,

MTi=D,T5

Il suffit dés lors d’inverser* M pour obtenir les coefficients des projetés des deux dérivées de u.

9.2.2 Assemblage des matrices M, D, et D, dans le cas d’une approximation
par éléments finis P,

Les fonctions v; sont maintenant les fonctions de base des éléments finis P; associés a la trian-
gulation 7. Soit un triangle T' € 75 contenu dans %, de sommets A;, ¢ € {1, 2,3} de coordonnées
respectives (z;,y;). On note, pour 5 € {1, 2,3}, A; l'unique élément de P, (T') tel que \;(z;, y;) = 05
pour tout ¢ € {1,2,3}. Enfin, on pose A l'aire du triangle T'.

Nous allons nous intéresser aux contributions du triangle T aux matrices M, D, et D,. Pour
la matrice M, on a & calculer les intégrales [ A\;A;dT, pour (z,7) € {1,2,3}. On obtient :

/A)\dT_ 21+6)

Pour les matrices D et D,, les contributions sont de la forme [, 5 ‘”““A ;AT et [ %—);Ade. Comme

X € P(T), %ﬁ} et ‘”” sont des constantes sur T, et on obtient :

A\ o\ A A O\ A
—— A dT = ——, ——\jdT =
T Oz oz 3 T Oy By 3
Restent & calculer % et %. Pour cela, comme A; € P;(T'), posons A;(z,y) = a;z + b;y + ;. Les
équations A;(z;,y;) = d;; nous donnent les coefficients a;, b; et c; :

-1

a; a2 as 1 Y1 1 1 00
by by b3| = |z2 Yy 1 010
€1 C2 C3 Tz ys 1 0 01

“pour montrer que la matrice M est bien inversible, il suffit, comme c’est une matrice carrée, de vérifier qu’elle
est injective. Soit donc 5 € RY tel que M = 0. On a donc pour tout ¢, Ej B; fz vv;de =0 = fz (EJ Bivj)v; de.

Notons v := E]' B;v;. On a, pour toute fonction v;, fz vv;dz = 0, d’ou

Z,Bi/ vvidw:0:/ lv|? de.
2 S, 5

n

Onadoncv=0= EI Bivi, ce qui implique, puisque les fonctions v; forment une famille libre, B =0.
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On obtient finalement :

o\; A o\ A
AdT = a;— AdT =b;,—
T Ox J % 3’ T Oy J “3

les coefficients a; et b; résultant du calcul précédent. Il suffit ensuite d’assembler les différentes
contributions pour obtenir les matrices.

En conclusion, pour construire I’approximation du gradient de u, ¢, il suffira de construire les
matrices M, Dy et Dy, et de récupérer les valeurs de un,, aux sommets des triangles de %,. On
obtient ainsi trés simplement la condition aux limites du probléme [Pj].

Remarque : on n'utilise ict que les valeurs de upne aur sommets de la triangulation. On pourrait
améliorer l'approzimation du gradient en utilisant également les valeurs de uppe aur milieuzr des
arétes, qut sont trés faciles a obtenir vu la définition des éléments fints FV1. On pourrait ainsi
construire une approzimation P, du gradient plus précise.

9.3 Applications numériques

Notre domaine d’étude sera D := |—0.5,0.5[ x D :=]|—0.5,0.5[. Nous numérotons les cotés du
domaine comme indiqué sur le schéma suivant :

©)
@I&*@

®

Pour obtenir des données, nous résolvons le probléme direct de 1'élasto-plasticité décrit au 9.1 avec
pour conditions aux limites :

0,14 = o sur le bord nz
% = 0 sur le bord du défaut O

ol a; > 0 pour tout 3.

9.3.1 Recherche d’une fissure par la zone plastique générée

Nous allons tout d’abord tester la méthode sur un cas classique : la détection d’une fissure.
Nous récupérons la donnée de Cauchy pour notre probléme inverse en résolvant le probléme direct
de I’élasto-plasticité avec oy = a3 = 0, ap = aqg = 0.25.
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0.5

&

-0.5
-0.5 0 0.5

Zone plastique créée autour de la fissure en fin de chargement.

En rouge : zone plastique, en bleu : zone restée élastique.

e Donnée exacte sur tout le bord de D

0.5

0.05

0

-0.05

ol

-0.1

>, .

-0.2

-0.25

-0.5 ‘

-0.5 0 0.5 -0.25-0.2-0.15-0.1-0.05 0 0.05

Recherche d’une fissure : a gauche, itérations de la méthode, a droite, reconstruction de la zone plastique.

En noir : zone plastique, en bleu : ouvert de départ, en rouge : zone plastique retrouvée.

On voit sur cette premiére simulation que la méthode [QR-P] est trés efficace pour retrouver la
zone plastique avec la donnée de Cauchy compléte et exacte. Elle permet donc bien de détecter la
présence de la fissure par l'intermédiaire de la zone plastique créée, et de parfaitement la localiser.

e Donnée exacte incompléte
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0.05 0.05
0 0
-0.05¢ -0.05¢
-0.1f -0.1f
-0.15¢ -0.15¢
-0.21 -0.27
-0.25¢ -0.25¢
-0.25-0.2-0.15-0.1-0.05 0 0.05 -0.25-0.2-0.15-0.1-0.05 0 0.05

0.05

ot

-0.05¢

-0.1f

-0.15¢

—0.2t

-0.25¢

-0.25-0.2-0.15-0.1-0.05 0 0.05

Reconstructions avec donnée exacte mais incompléte.
En noir : zone plastique, en rouge : zone plastique retrouvée.
Premiére simulation : donnée sur les bords n°1, 2 et 4.

Deuxiéme simulation : donnée sur les bords n°1, 3 et 4.

Troisiéme simulation : donnée sur les bords n°1 et 3.

Comme pour le probléme de l'obstacle, la méthode [QR-P] gére sans probléme une donnée
incompléte. Sur ces trois simulations avec donnée incompléte, on voit que la reconstruction de la
zone plastique est moins précise. Ceci a une importance relative si notre objectif est la détection
et la localisation de la fissure par l'intermédiaire de la zone plastique : cet objectif est clairement
rempli dans les simulations présentées.

e Donnée bruitée

En présence d’'une donnée de Cauchy (gf)S , gf) bruitée, avec un niveau de bruit relatif 65, nous
allons naturellement procéder comme expliqué au 8.1.2 du chapitre précédent, c’est-a-dire utiliser
a la premiére itération la méthode développée au chapitre 3 pour régulariser la donnée de Cauchy
et fixer le paramétre € de la méthode de quasi-réversibilité, puis utiliser cette donnée régularisée
et ce parameétre lors de toutes les itérations suivantes.

Son a alors ||gf — g-;||L2(p) < 5||gi||L2(1’\) pour : =1,2
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0.05 0.05
0 0
-0.05 -0.05
-0.1 -0.1
-0.15 -0.15
-0.2 -0.2
-0.25 -0.25
-0.25-0.2-0.15-0.1-0.05 0 0.05 -0.25-0.2-0.15-0.1-0.05 0 0.05

0.05

0

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25

-0.25-0.2-0.15-0.1-0.05 0 0.05

Reconstruction avec donnée bruitée sur tout le bord de D.

Niveau de bruit : § = 0.5%, 1% et 5%.

Si le bruit a un fort impact sur la qualité de la reconstruction de la zone plastique, la détection
et la localisation de la fissure restent bonnes. La méthode [QR-P] reste efficace en présence d’une
donnée bruitée.

9.3.2 Cas ou la zone plastique n’entoure pas complétement le défaut

Nous avons démontré au chapitre 7 la convergence de la méthode [P] vers la zone plastique sous
I’hypothése "d’invisibilité de 1’obstacle", ce qui revient a supposer que la zone plastique entoure
complétement les défauts de la structure. Cette hypothése n'est pas toujours vérifiée dans les cas
pratiques. Il convient de modifier la méthode [QR-P] pour tenir compte de ce fait.

Une nouvelle fois, nous allons nous rappeler que la méthode est basée sur la construction d’une
fonction "vitesse" V positive dans le domaine d’'étude et qui s’annule sur le contour que l’'on
cherche. Si la zone plastique n’entoure pas complétement le défaut, il nous faut alors trouver a la
fois le bord de la zone plastique et le bord du défaut libre de zone plastique. Comme nous avons
imposé la condition u = 0 sur le bord de O, il est facile de construire une fonction V positive dans
le matériau et nulle sur ce que l'on cherche : il suffit de prendre V := inf(|u|, 1 — |Vu|?). L’exemple
numeérique suivant montre qu’utiliser cette vitesse a bien l'effet escompté.
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0.3}

0.2}

0.1

-0.2 -01 0 01 02 03 04

Cas ou la zone plastique n’entoure pas le défaut : en bleu le défaut, en noir la zone plastique et en rouge le
résultat de la méthode.

Remarque : remarquons que st cette fonction V assure bien en pratique la convergence de la méthode
[QR-P] vers le bord de la zone plastique et le bord libre du défaut, on ne peut pas montrer théoriqguement
que c’est le cas. St on reprend la preuve du théoréme 7.1, on arrwe & montrer facilement que V
s’annule sur l’ouvert obtenu aprés convergence de la méthode. On a alors soit 1 — |Vul? =0, et on
est sur le bord de la zone plastique, soit |u| =0, et on est sur le bord de O ou sur une ligne de niveau
0 "parasite"” : on n’est donc pas certain d’avoir trouvé la frontiére libre de O.

Conclusion

La méthode [QR-P] s'adapte trés facilement a la recherche de zones plastiques dans un ma-
tériau élasto-plastique. Elle est efficace, et gére facilement les difficultés de ce probléme : donnée
incompléte, bruitée, nature non linéaire du probléme. Nous pensons qu’elle constitue une approche
prometteuse pour le contrdle non destructif de matériaux élasto-plastiques.

0.4

03f
02f Q

0.1p

G,

L L L L L L L L L
-04 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Controle non destructif d’un matériau présentant trois fissures. En noir sont représentées les fissures et les
zones plastiques exactes, en rouge les zones plastiques reconstruites.
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Conclusion générale

Nous espérons avoir, grace a cette étude, suscité I'intérét du lecteur pour la méthode de quasi-
réversibilité, méthode de régularisation du probléme de Cauchy elliptique. La premiére partie de ce
travail lui est entiérement consacrée. Nous y avons vu différentes formulations de la méthode, dont
nous avons étudié les qualités et les défauts. Nous avons aussi étudié la discrétisation de la méthode
par éléments finis non conformes FV1, ce qui constitue a notre connaissance la seule implémentation
effective de ces élements. En ce qui concerne le traitement d’une donnée bruitée, aspect crucial des
méthodes de régularisation de problémes mal posés, nous avons proposé une méthode permettant
de régulariser les données et fixer le paramétre de régularisation de la méthode de quasi-réversibilité
en fonction du niveau de bruit. De nombreux exemples numériques ont mis en évidence 'efficacité
des approches proposées.

La deuxiéme partie de cette étude est consacrée au probléme inverse de 1'obstacle avec condition
de Dirichlet. Nous avons proposé une approche nouvelle de résolution "par l'extérieur" de ce
probléme, et mis en place deux méthodes de lignes de niveau adaptées a cette approche, la premiére
basée sur la résolution d’une équation de Hamilton-Jacobi, la seconde basée sur la résolution
d’une équation de Poisson. Nous avons démontré la convergence des deux méthodes vers ’obstacle
recherché. Puis, nous avons montré 'adaptabilité de ces méthodes a d’autres types de problémes,
en nous intéressant au contrdle non destructif de matériaux élasto-plastiques.

Enfin, la troisiéme partie de ce travail est consacrée au couplage numérique de la méthode
de quasi-réversibilité et des méthodes de lignes de niveau développées. Les nombreux exemples
numeériques nous ont permis d’étudier I’influence des différents parameétres, et ont montré I'efficacité
de nos méthodes pour la résolution du probléme inverse de ’'obstacle ou la recherche de zones
plastiques.

Nous voudrions résumer les principales caractéristiques de notre approche :

e l'utilisation de la méthode de quasi-réversibilité pour résoudre les problémes de Cauchy elliptiques
nous permet de construire des méthodes de résolution du probléme inverse de l’'obstacle [QR-HJ]
et [QR-P] ne faisant intervenir aucun processus d’'optimisation.

e la méthode de quasi-réversibilité gére simplement une donnée de Cauchy incompléte, c’est-a-dire
dont le support est une partie stricte du bord extérieur.

e les méthodes de lignes de niveau proposées permettent de retrouver des obstacles caractérisés
par une condition "non variationnelle". Par exemple, elles gérent trés facilement la condition aux
limites caractérisant une zone plastique , a savoir |Vu| = cte, ce que ne sauraient faire les méthodes
basées sur la résolution de problémes directs, cette condition ne pouvant étre interprétée comme
condition aux limites d'un probléme variationnel.

e les méthodes de résolution du probléme inverse de l’obstacle proposées ne nécessitent pas la
connaissance a priori du nombre d’'obstacles, grace a l'utilisation de méthodes de lignes de niveau.

e d’un point de vue plus numérique, le couplage de la méthode de quasi-réversibilité et des méthodes
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de lignes de niveau se fait a partir d’'un unique maillage. On peut calculer a priori les contributions
des mailles aux différentes matrices, d'ott un gain de temps précieux.

Nous voudrions enfin proposer quelques perspectives, en particulier les trois problématiques
suivantes, qui nous semblent intéressantes.

e Résolution numérique du probléme inverse de l'obstacle en dimension trois et/ou dans le cas de
I’élasticité.

Théoriquement, les méthodes proposées pour la résolution du probléme inverse de l'obstacle
avec condition de Dirichlet fonctionnent en toute dimension et pour tout opérateur elliptique. Pour
pouvoir les utiliser en pratique en dimension trois ou avec l'opérateur de 1’élasticité, il faut savoir
résoudre numeériquement les problémes sur lesquels elles reposent. La résolution d’une équation
eikonale ou d'un probléme de Poisson ne pose pas de difficulté en dimension trois. La résolution du
probléme de quasi-réversibilité, probléme elliptique d’ordre 4, est en revanche délicate. Afin d'éviter
d’obtenir des problémes de trop grande taille, on pourra discrétiser le probléme par éléments finis
non-conformes, ou bien utiliser la formulation mixte de la quasi-réversibilité. Dans ce dernier cas,
il faudra cependant adapter la méthode de traitement du bruit présentée au chapitre 3.

e Résolution du probléme inverse de ’obstacle avec condition de Neumann.

Le probléme inverse de 'obstacle avec condition de Neumann se formule ainsi : soit D un ouvert
borné de R4, T' une partie ouverte de la frontiére de D, et (go, g1) # (0,0). On cherche un couple
(O, u) tel que

Au =0dans D\ O
u =gpsur I
ou=gysurl
o,u = 0 sur 00.

Comme évoqué au chapitre 8, une piste pour résoudre ce probléme a 1’aide d'une approche "par
I’extérieur" consiste a coupler la méthode de quasi-réversibilité avec la résolution de I'équation de
Hamilton-Jacobi

8 ..
5, — IVa.vg| =0

avec & = u a 'extérieur de 'ouvert actuel, et % est un prolongement régulier de u dans l'ouvert
actuel. L'idée est que si la ligne de niveau zéro de ¢ coincide avec le bord de 'obstacle O, alors
sur cette ligne on a |V@.V¢| = |8,u||Ve| = 0, d’ott 8;¢ = 0 et cette ligne reste sur le bord de
I'obstacle...

Pour le moment, nous n’avons pas de résultat théorique pour cette méthode. Mais nous avons
effectué quelques tests numeériques, et elle semble assez efficace pour des obstacles de géométrie
simple.
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0.5 0.5

-0.5 -0.5
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

Résolution du probléme inverse de l'obstacle avec condition de Neumann.
A gauche : itérations de la méthode. A droite : résultat aprés convergence.

En noir : obstacle recherché. En rouge : obstacle retrouvé.

e Etude théorique de la stabilité de la reconstruction de I’obstacle par la méthode [QR-HJ] ou
[QR-P]

Les méthodes de lignes de niveau développées aux chapitres 5 et 6 pour résoudre le probléme
inverse de l'obstacle avec condition de Dirichlet utilisent une "vitesse" construite a partir de la
fonction u solution du probléme de Cauchy extérieur. En pratique, nous ne disposons pas de cette
fonction u, mais de la solution u. du probléme de quasi-réversibilité qui est une approximation
de w. Il serait intéressant de fournir une estimation de l’erreur commise sur la reconstruction de
I'obstacle du fait de l'utilisation de u,.

Une piste possible consiste a chercher a quantifier ’écart entre la ligne de niveau zéro de u et la
ligne de niveau zéro de u. en fonction de ¢. En effet, 'obstacle est par définition la ligne de niveau
zéro de u, et il est assez clair que les méthodes [QR-HJ] et [QR-P] convergent vers une ligne de
niveau zéro de u.. Mesurer I’écart entre ces deux lignes revient & mesurer ’écart entre 1’obstacle
réel et 'obstacle reconstruit.
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Annexe A

Equation de Hamilton-Jacobi

Introduction

Au chapitre 5, nous avons été amenés a nous intéresser a une équation eikonale, de la forme

o¢ _
5V @IVel =0

Cette équation est trés connue, notamment parce qu’elle intervient dans la modélisation de la
propagation d'un front sous 'influence d’une vitesse normale. La bonne notion pour étudier une
telle équation est celle de solution de viscosité, introduite pour la premiére fois par M.G. Crandall
et P.L. Lions en 1983!, notion clarifié¢e dans un article de M.G. Crandall, L.C. Evans et J.L. Lions
en 19842. On va rappeler les principaux résultats dont nous avons besoin concernant une équation
plus générale que I’équation eikonale, & savoir 1'équation de Hamilton-Jacobi

o¢

E%—H(w,t,Vu) =0

avec une condition initiale, et éventuellement des conditions aux limites, si le domaine d’étude
n’est pas l'espace entier.

A.1 Existence et unicité

A.1.1 Equation posée dans R?

On se place ici dans R?. Soit T > 0. On se donne ¢y € C(R?) et un hamiltonien H € C(R? x
[0,T] x R¥). Nous nous intéressons a I’équation :
o¢

o+ H@LY9) =0, §(z,0) = ¢o(a) (A.1)

Nous dirons que ¢ € C(R?x [0, T) est sous-solution de viscosité de A.1 si et seulement si ¢(.,0) < ¢y
et si Vo € C1(R? x [0,TY)), si (zo,t0) € R? x |0, T[) est un maximum local de ¢ — 9, on a :

Y

E(wo,to) + H(zo, 0, V¢(z0,%)) < 0.
Nous dirons que ¢ € C(R¢x[0,T]) est sur-solution de viscosité de A.1 si et seulement si ¢(.,0) > ¢o
et si Vo € C1(R? x [0,TY)), si (zo,%0) € R? x |0, T[) est un minimum local de ¢ — 9, on a :

oY

57 (@0, t0) + H(zo, to, V¥(z0,0)) > 0.

'[CL83]
’[CEL84]
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Enfin, nous dirons que ¢ € C(R? x [0, T]) est solution de viscosité de A.1 si et seulement si ¢ est
sous-solution et sur-solution de viscosité de A.1.

La notion de solution de viscosité apparait donc comme une notion de dérivation en un sens
faible pour les espace de fonctions continues. C’est la notion adaptée pour étudier les équations de
Hamilton-Jacobi. Nous avons le théoréme suivant?® :

Théoréme A.1 Supposons que H € C(R? x [0, T] x R%) vérifie :
e 1l existe une constant C; telle que |H(z,t,0)| < Ci pour tout (z,t)
e 1] eriste deuzr constantes positives Cy, Cjs telles que

|H(z,t,p) — H(y,t,p)| < Calpllz — y| + Cslz — y|

pour tout (z,vy,t,p)
e 1l exziste une constante Cy telle que |H(z,t,p)— H(z,t,q)| < Calp—gq| pour tout (z,t,p,q).
Supposons de plus que ¢ € WH*(R?). Alors A.1 admet une unique solution (de viscosité)
#, qui vérifie p € WH(R? x [0,T1]).

A.1.2 Equation en domaine borné

On se place désormais dans un ouvert borné D de R%. On se donne maintenant H € C(D x
[0,¢] x R?), et ¢ € C(D). On s'intéresse & I'équation suivante :

% +H(‘T)t’v¢) =0 V(:z:,t) €D x ]O,T[
ot
¢(z,0) = ¢o(z) Vz € D (A.2)

¢(z,t) = ¢po(z) Y(z,t) € 8D x [0,T]

On transpose aisément la notion de solution de viscosité de A.2 de celle de A.1.

Existence d’une solution

Théoréme A.2 supposons que H € C(D x [0,T] x R%) vérifie :
(H1) 4l existe deux constantes positives Co, Cjs telles que

|H(z,t,p) — H(y,t,p)| < Calp||lz —y| + Cs|z — |

pour tout (z,y,t,p) € D x D x [0,T] x R4
(H2) il eziste une constante Cy telle que |H(z,t,p) — H(z,t,q)] < Cilp — q| pour tout
(z,t,p,9) € D x [0,T] x R% x R?
(H3) 1l eziste un compact K C D tel que ¥(z,t,p) € D\ K x [0,T] x R¢, H(z,t,p) = 0.
Alors, st ¢g est une fonction lipschitzienne sur D, A.2 admet une solution de viscosité ¢, avec
¢ € Wh (D x 10, T[) (en particulier, l’équation A.2 est vérifiée au sens presque partout).

Preuve : tout d'abord, le théoréme de Kirzsbraun* nous donne I'existence d'une fonction ¢g lipschitzienne sur

R? telle que ¢o/p = @o. Si on se donne & € C(R?) vérifiant & = 1 sur D, il est facile de vérifier que o := ®¢o
est encore une fonction lipschitzienne qui vérifie J’o"D = ¢o. De plus, @o est dérivable au sens presque partout de
dérivée bornée®, et on a ¢o € WH(R?).
~ | H(z,t,p)sizeD
On note H(z,t,p) := { 0 sinon
Vz € K, Vt € [0,T], |H(z,t,0)] < Ci. On en déduit que pour tout z € R?, pour tout ¢ € [0,T], on a

H(z,t,0) < C;.

. Comme H € C(D x [0,T] x R?%), il existe C; > 0 tel que

3¢f proposition 3.3 de [AHBMO6], qui est un peu plus générale que le théoréme cité ici
%voir [Kir34]
®voir théoréme de Rademacher dans [Hei05]
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On s'intéresse alors a |'équation :

0 .
P H@ V9 =0, $(2,0) = dola)

Il est facile de vérifier que l'on peut appliquer le théoréme A.1 qui nous donne I'existence d'une solution de
viscosité de cette équation, que I'on note @, _qui vérifie dewh °°(Rd x [0,T1]). L'équation est presque-partout
vérifiee. En particulier, pour z ¢ D, on a 8.9 = 0, et donc ¢>(:c t) = ¢0( ). Par continuité de b et ¢, I'egalite
est aussi vérifiée pour z € 0D. On vérifie alors aisément que ¢ := ¢‘D est solution de A.2.

Unicité de la solution

Nous présentons ici un résultat d’unicité pour I’équation (A.2), dans la classe des fonctions
continues sur D x [0, T]. Comme la solution de I’équation eikonale mise en évidence précédemment
est dans cette classe, elle sera bien l'unique solution de cette équation. Les grandes étapes de la
démonstration sont esquissées dans [Bar94|, nous démontrons ici complétement le résultat.

On suppose que :

(H1) H est continu sur D x [0,T] x R®
(H2) il existe une fonction f : R — R, vérifiant f(z) 729 0, telle que, pour tout z,y dans D,
t€[0,T], p € R", on ait :

|H(z,t,p) — H(y,t,p)| < f(lz —yl(1 + p])) (A.3)

Théoréme A.3 Sous les hypothéses (H1) et (H2), st ¢1, ¢ € C(Dx[0,T]) sont respectivement
sous et sur-solutions de (A.2), et si ¢y < ¢o sur D x[0, T)UD x{0}, alors ¢; < ¢2 sur Dx|[0,T].

Ce théoréme énonce un principe du maximum pour les solutions de (A.2). Il implique en
particulier le résultat d’unicité suivant :

Théoréme A.4 Sous les hypothéses (H1) et (H2), il existe au plus une solution au probléme
suivant : trouver une fonction ¢ € C(D x [0,T]) vérifiant (A.2) et telle que :

¢(z,0) = go(z) Vz €D
{ ¢(z,t) = g(z,t) Vz € 8D, Vt € [0,T].

Remarquons tout d’abord que dans les hypothéses du théoréme A.3, nous ne satisfaisons pas
@1 < ¢ sur tout le bord de D x (0, T). Il manque en quelque sorte le bord final, & savoir D x {T'}.
Cela n’est en fait pas nécessaire grace au lemme suivant :

Lemme A.1 s1¢ € C(Dx|[0,T]) est sous-solution (resp. sur-solution) de (A.2) dans Dx(0,T),
alors ¢ est sous-solution (resp. sur-solution) dans D x (0,T], au sens sutvant :
Vi € CY(D x (0,T)), st (z0,T) (zo € D) est un point de mazimum local de ¢ — P, on a :

oy
ot

Pour démontrer ce lemme, nous allons avoir besoin du résultat suivant :

(CC(),T) + H(w01T) Dw¢($0)T)) S 0.

Lemme A.2 soit v € C(D x (0,T)), tel que (zo,T) (zo € D) soit un mazimum local strict de
v.

On suppose que l’on a une famaille v, de fonctions de C(D x (0,T')) qui vérifie :

o V(z,t) €D x (0,T), wvy(z,t) =3 v(z, t).

* pour tout 0 < m1 < 72, pour tout (z,t) € D x (0,T), vy, (x,t) > vn,(z,t).
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* pour tout M € R, pour tout n > 0, pour tout K compact de D, il existe tprk, 0 <
tunx < T, tel que pour tout t € (tanx,T), pour tout € K, vp(z,t) < M.

alors il existe (zy,t,) € D x (0,T) tel que (zy,t,) =9 (z0,T), et (z,,ty) est un mazimum local
de v, pour n suffisamment petit.

Preuve : (zo,T) est un maximum local strict de v. Il existe donc p > 0 et Ty, 0 < Tp < T tels que pour tout
couple (z,t) € B(zo, p) X (To,T], on ait :

("L’vt) ;é (wOvT) = ’U(:L’,t) < U(‘TO;T)'

Posons alors T7 = % B = B(zo, %), £y un élement quelconque de B. Soit 7 > 0. On pose m = vy(zy, T1).

D’aprés x, il existe t, B tel que pour tout z € B, pour tout ¢, t,5 <t <T,onait vy (z,t) < m. On pose

Dy _= B x [T1,t,, E]- vy est continue sur Dy = qui est compact, elle y atteint donc son maximum en un point
, ’ m

(@g,tn) :
vn > 0,3(zy,tn) € Dtn,§| Y(z,t) € D: - vp(z,t) < vp(zy, ty).

Or on a vu que pour tout z € B, pour tout ¢ € (t, 5 1) vp(z,t) <vp(zf,T1) < vy(zy,ty). On en déduit :
Vn > 0,3(zny,tn) € B x [T1,T)| V(z,t) € B x [T1,T) wvy(z,t) < vy, tn).

D’aprés *, pour tout 0 < 71 < 12, pour tout (z,t) € B x [T1,T), vy, (z,t) > Up,(c,¢)- On fait tendre ny vers 0
dans cette inégalité, et on utilise e, ce qui nous donne :

Vn > 0,V(z,t) € B x [T1,T),vy(z,t) < v(z,t). (A.4)
d'ou, puisque (zo,T) est le maximum strict de v dans B x [T1,T], on a :
Vn > 0,vp(zy, ty) < v(zo,T). (A.5)
Toujours d'aprés *, pour tout 0 < A; < Az, pour tout (z,t) € B x [T1,T), on a :
v%(w,t) < U%Z(w,t).

Ceci implique en particulier que v (z1,t1) < v (z,ta), donc que la fonction A — vi(z1,t1) est une
by 2 A o s Ag AN

fonction croissante et, d'aprés (A.5), majorée. On en déduit qu'elle admet une limite en l'infini, et donc que la

fonction 1 +— vy (z4,t,) en admet une en 0 que I'on notera , vérifiant :

' =7< . .
%%Uﬂ(xﬂvt’fl) U> ’U(:L‘o,T) (A 6)

Pour n > 0, par définition de (z,,t,), on a pour tout (z,t) € B x [T1,T) :
vn(z,t) < vn(Ty, yy)-
On fait tendre 7 vers 0 dans cette inégalité en utilisant (A.6) et e, ce qui nous donne :
V(z,t) € B x [T1,T),v(z,t) <.
En particulier, par continuité de v(zo,.) en T', on obtient :
v(zo,T) <. (A.7)

Finalement, en couplant les résultats (A.6) et (A.7), on obtient :

T]].i_l}% Un(Zn, Yn) = v(2o, T). (A.8)
Soit maintenant une suite quelconque 7, de réel positif tendant vers 0. Pour simplifier, on pose v,, = vy,
Ty, = Tp et iy, =1y,

Pour tout n € N, (z,,t,) € E_x [le], donc on peut extraire une sous-suite de (z,,%,), notée (zn,tn),
convergeant vers un élément (z,t) de B x [T1,T]. D'aprés (A.4), on a vy (Tn/,tn) < v(Zns,tn). En faisant
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tendre n' vers l'infini dans cette inégalité, et en utilisant a la fois la continuité de v sur B x [Ty, T] et (A.8), on
obtient :
v(zo,T) < v(z,t) = (7,t) = (20, T). (A.9)

Le lemme 2.1 p.22 nous permet d'affirmer que c’est toute la famille (z,,t,) qui tend vers (zo,T) quand 7 tend
vers 0, et donc que pour 7 suffisamment petit, (z,,t,) € B x (T1,T) = (zy,t,) est un maximum local de vy,
pour 1 suffisamment petit.

Preuve du lemme A.1 : soit ¢ € C(D x [0,T]) une sous-solution dans D x (0,T) de (A.2), et soit ¥ €
CY(D x (0,T)) telle que (zo,T) (zo € D) soit un point de maximum local de v = ¢ — 9. Quitte a remplacer ¢
par ¥ + |z — zo|? + |t — T'|2, ce qui ne change pas les dérivées premiéres de 1, on peut supposer que (zo,T') est
un maximum local strict de v. On pose alors, pour (z,t) € D x (0,T), et n >0 :

v(2,t) = 9(e,t) = Y(a, 1) - .

La famille vy, vérifie toutes les hypothéses du lemme A.2, on a donc I'existence, pour 1 suffisamment petit, de
(zy,t,) maximum local de v, vérifiant :

].iIIl(.’L‘y,, t”l) = (10, T)

n—0
Comme ¢ est sous-solution de (A.2), on a, au point (z,,t,) :

n oy
(T_t )2 + ot (wn’tﬂ)+H($77vt7]sz:¢(w777t77)) SO
n

ce qui donne directement :

oY
g(wnvtn) + H(zy,ty, Dot (zy,ty)) < 0.

On fait alors tendre 7 vers 0, et on utilise la continuité de %—f, D vy et H pour obtenir :
oy

E(:BO)T) + H($O7T) Dzd}(mO)T)) S 0.

La démonstration dans le cas ot ¢ est sur-solution s’effectue de la méme maniére, mutatis mutandis.

Passons maintenant a la démonstration proprement dite du théoréme A.3. On a d’abord le
résultat suivant :

Propriété A.1 st ¢ € C(D x (0,T)) est sous-solution de (A.2), alors la fonction ¢, définte
sur Dx (0,T) par ¢o(z,t) = ¢1(z,t) —at, avec a € R, est sous solution de l’équation suivante :
o¢

5 T H(@,t,D:0) = —a. (A.10)

Preuve : soit ¥ € C1(D x (0,T)) tel que ¢o — ¥ atteigne son maximum en (zg,to) € D x (0,T). On a donc,
si on pose Y¥u(z,t) = Y(z,t) + at, ¢1 — Yo qui atteint son maximum en (zg,%p). Comme ¢@; est sous-solution
de (A.2),ona:

Y

7(%,%) + H(zo,to, De¥a(zo,t0)) <0

ce qui conduit a

1o}
6—1’:(%,750) + o + H(zo,to, D% (z0,t0)) <0

et montre que ¢, est sous-solution de (A.10).
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Pour la suite on va prendre a > 0. On aura donc pour tout (z,t) € Dx[0,T], ¢a(z,t) < ¢1(z, t).
Rappelons nos hypothéses : 91, 9> sont deux éléments de C(D x [0, T']) respectivement sous-solution
et sur-solution de (A.2), et vérifiant ; < 9> sur D x {0} U 8D x [0, T]. On pose alors :

M = max Y1 —Y2; My, = max 94 — ¥o.
Dx|[0,T Dx|[0,T]
Ona:

M — My < _max 91 — Y2 — Yo + ¢2 = aT.
Dx|[0,T]

d’ou M < M, + aT. On a le résultat suivant :

Propriété A.2
Va >0, M,<O0.

Preuve : supposons qu'il existe a > 0 tel que M, > 0. On va définir, pour e, > 0 et (z,v,t,s) € D x [0,T?,
la fonction suivante :

2 RRY
w(w)y)tvs) = (f)a(.’E,t) - ¢2(y,5‘) - |$ E_:2y| - (t 7728) !

C'est une fonction continue sur un compact, elle atteint donc son maximum, que I'on notera M . Soit (Zen, Yen, ten, Sen)
un point oll ce maximum est atteint.
Soit (z,t) € D x [0,T], on a ¥(z,z,t,t) < ¥(Ten, Yen, ten, Sen) = Men. On en déduit que :

M, = max  ¥(z,z,t,t) < M,
(z,t)€Dx[0,T]

d'ou en particulier Mg, > 0. On en déduit :

ten — Sen)?
0< g’(man;yemteny SET]) < ¢a($a177t517) - ¢2(y617; 5517) - %
et encore )
(ten — Sen)
T < d’a(msmten) - ¢2(ysn7 5677) < ¢1(msn;tsn) - ¢2(ye17; 5517)

ce qui nous donne le résultat suivant :

|ten — senl <NV |¢1llo0 + l|¢2]co- (A.11)

Par un raisonnement analogue, on obtient :

|Zen — Yen| < €V [|91lloo + [|P2]lco- (A.12)

Pour la suite, on va introduire la fonction mg, définie comme suit :

VE>0, mg,(§) = sup  |¢2(z,t) — ¢a2(y, s)|.
(@,t)—(v,5)|<¢

Comme ¢, est continue sur D x [0, 7], elle y est uniformément continue, ce qui implique en particulier que mg,

£—0

est continue et mg,(£) = 0. On obtient alors :

M, Msn = l—p(wsn; ysnv tenv 567])
¢a($sn; 671) - (ysn; 3577)
¢a(‘r67]7 517) ¢2(msr]7 517) + ¢2(msr]; tsn) ¢2(ysn7 5577)

M, +m¢2(|(men)t ) (y677)5577)|)

IAIN N INA

En utilisant (A.11) et (A.12), on obtient que |(zey, ten) — (Yen, Sen)| < /€2 + 121/]|¢1loo + [[@2]|o0. ce qui nous
donne :

Mo < My < ¢a($en; 677) ¢2(ye17;5617) < Mo +m¢2 \/52 +n? \/||¢1||oo + [|p2(lo0)-
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On en déduit le résultat suivant :

1' M — 1 o )t — , = Ma- A13
(s,n)l—l}%o,o) ! (e,n)1—1>p(-o,o)¢ (en,ten) = @2(yen, Sen) ( )

Par un raisonnement analogue a celui que I'on vient de faire, on obtient :

2
Ten — Y
Mo+ B =¥l < pg b (/T80T T T000)

ce qui nous donne :
2
|Ten — Yenl® _

0. A.l4
(e.1)—(0,0) &2 ( )

Montrons maintenant que pour g, n suffisamment petits, on a (zcy,ten) € D x (0,T]. Supposons que ce

ne soit pas le cas, on aurait alors une suite (€,,7,) — (0,0) telle que pour tout n € N, (Ze.y,.,te.n.) €
D x {0} U 8D x [0,T]. On a déja vu que :

¢a(w5nnn’t5nnn) - ¢2(y6nnn:sennn) < ¢a($5n77n’t5n77n) — ¢ (wsnnn:tsnnn)

+ My (VR + 12V 101l + [162]lo0)

Orona
¢a($5nr/n7t5nnn) — ¢ (mennnxtennn) < (msnr/n’tenr/n) - ¢2($5nnn’t5nnn) <0

puisque par hypothése ¢, < ¢ sur D x {0} U 9D x [0, T]. On en déduit :

Ba(Tennr teann) = 2(Uennar Seann) < Mo (VR + 021/ [[d1]leo + [|62]]o0)

et, en faisant tendre n vers l'infini : My, < 0 ce qui est en contradiction avec I'hypothése de départ. On montre
de méme que pour €, i suffisamment petits, (yen, Scn) est un élement de D x (0, 7.
Intéressons-nous maintenant a la fonction (z,t) = ¢q(z,t) — @en(z,t), avec

|2 = yenl* | (t—sen)®
Pen(@,t) = P2(Yen, Sen) + Ezsn n n;n .
On constate que g, est une fonction C*(D x (0,T1]), et que o — @ey atteint son maximum en (Zep,ten) €
D x (0,T] si e, n sont suffisamment petits. Comme ¢, est sous-solution de (A.10) dans D x (0,T) et que l'on
a le lemme A.2, on en déduit :
ten — S
2% + H(Zey, ten, Pey) < — (A.15)
ou I'on a posé
_ ~%en — Yen
pgn = 2T
La fonction (y, s) — ¢2(y, ) — Yen(y, s), avec

 |wen — y? _ (ten — s)?
2 2

7677(yx 5) = d’a(msn;ysn)
atteint son minimum en (Yep, Sen) € D x (0,T], avec ¢, sur-solution de (A.2). On obtient

ten — S
2=t 72 =+ H(Yen, Sen, Pen) > 0. (A.16)
En soustrayant (A.16) a (A.15) , on obtient :
H(wﬂl’tﬂhpen) - H(ysnv ssnvpsn) <-a

soit encore :

H(menytenypsn) - H(m5177 Ssnypsn) + H(m5177 Ssnypsn) - H(yen; senypsn) < —a
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D’aprés I'hypothése (H2), on a :

|H(‘T6n; Ssn;psn) - H(ysn» ssn»psn” (|w€77 y6n|(1 + |p6n|))-
avec limg_,o f(€) = 0. Or, on a, d'aprés (A.14) :
|Zen — Yen|
= 2——*1t -1 =
e oy 7o~ Yenllpenl = Jimm 2

et d'aprés (A.12), lim,_,o |Zer, — Yen| = 0. On en déduit I'existence de g9 > 0 et 79 > O tels que, pour tout ¢,
0 < e < ep, pour tout 7, 0 < n < ng, on ait :

(A.17)

rPlQ

|H($e177 Ssnypsn) - H(yen; sen;pen)| <

D’aprés I'hypothése (H1), on a H continue sur D x [0,T] x R, H est donc uniformément continue sur D X
[0,T] x K, ou K est un compact quelconque de R™. Soit C' > 0. D’aprés toujours (A.14), il existe 1,71 > 0
tels que pour tout €, 0 < € < €1, pour tout 7, 0 < 7 < 71, on ait :

|Zen — Yenl

C
€ 2 €

:> |Pen| <

Soit donc 0 < &€ < min(eg,€1), on a, pour tout 7, 0 < 1 < min(ng, M), Pen € B( ) On sait également
d'aprés (A.11) que lim,_.g |ty — Sen| = 0. On en déduit I'existence d'un 7 sufflsamment petlt tel que :

(A.18)

| R

|H(375177te177psn) - H(meny Ssnypsn)| <
En combinant (A.17) et (A.18), on obtient :

a
_5 < H(wsnvtsnvpsn) - H(wenv ssnvpsn) + H(wenv ssnvpsn) - H(yen; Sen;psn) < -
soit encore 3 < 0, ce qui est en contradiction avec o > 0. On en déduit que pour tout o > 0, on a M, < 0.

La démonstration du théoréme A.3 est alors directe. En effet, on a pour tout a > 0, M <
My + oT < aT'. En faisant tendre o vers 0, on obtient le résultat voulu :

M:_max ¢1 —¢2 g 0.
Dx[0,T]

En conclusion, on peut énoncer le

Théoréme A.5 Soit D un ouvert borné de R4, T € R} .Soit H € C(D x [0,T] x R?) vérifiant
(H1) 4l existe deux constantes positives Co, Cjs telles que

|H(z,t,p) — H(y,t,p)| < Calpllz — y| + Cslz — y|

pour tout (z,y,t,p) € D x D x [0,T] x R4
(H2) 4l existe une constante Cy telle que |H(z,t,p) — H(z,t,q)] < Culp — q| pour tout
(z,t,p,q9) € D x [0,T] x R% x R?
(F3) il existe un compact K C D tel que ¥(z,t,p) € D\ K x [0,T] x R, H(z,t,p) = 0.
Alors le probléme

% + H(z,t,V¢) =0 V(z,t) € D x]0,T]

¢($a0) = ¢0(‘T) Ve € D

¢(z,t) = ¢o(z) Y(z,t) € 0D x [0, T]
avec ¢g fonction lipschitzienne sur D, admet une unique solution de viscosité ¢, qui vérifie
¢ € WhH°(D x 10, T[).
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A.2 Borne inférieure du gradient

En plus des résultats d’existence et d’unicité, nous avons également besoin de contrdler la
décroissance au cours du temps du gradient de la solution de A.2. Nous utiliserons pour cela un
théoréme démontré® par Olivier Ley :

Théoréme A.6 soitz € D etn >0 t.q. B(z,n) C D. Supposons que

° %—f(y,t,p)| < L|p| pour presque tout (y,t,p) € B(z,n) x [0,T] x R4

° |%—H(y,t,p)| < C pour presque tout (y,t,p) € B(z,n) x [0,T] x R4

e H(y,t,p) est conveze pour la variable p, pour presque tout (y,t) € B(z,n) x [0,T].
Alors, si [V¢o| > v >0 (au sens de wiscosité) sur B(z,n), on a :

5Lt . .
V| > 'yexp(—T) sur 0(z,n) (au sens de viscosité)

avec 6(z,n) = {(y,t) € B(z,n) x10,T[, et (L +|y—=z|) <n+ 1}.

Scf théoréme 4.2 p.10 de [Ley01]. Dans cet article, le résultat est démontré pour un hamiltonien vérifiant globale-
ment les propriétés requises. Néanmoins, la preuve du résultat n'utilise que localement les propriétés, et reste donc
valable dans ce cas.
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Annexe B
(GGéomeétrie

Introduction

Nous nous intéressons dans cette annexe aux notions de géométrie qui interviennent a de
multiples reprises dans cette étude. Plus particuliérement, nous rappelons tout d’abord quelques
définitions et résultats concernant la régularité du bord d’un ouvert de R? utilisés aux parties 1
et 2 de ce travail. Nous abordons ensuite les notions de distance signée a un ouvert et de distance
de Hausdorff, qui occupent une place centrale dans les méthodes de lignes de niveau dévelop-
pées dans la partie 2. Les ouvrages Elliptic problems in nonsmooth domains' de P.Grisvard et
Variation et optimisation de formes® de A. Henrot and M. Pierre ont été deux sources inépuisables
sur ces sujets.

B.1 Régularité des ouverts de R?

Définition B.1 - régularité du bord d’un ouvert

Soit © un ouvert de R%. On dit que sa frontiére O est continue (lipschitzienne, C*!, C*)
(resp. une partie ouverte I' de sa frontiére, |I'| > 0 est continue (lipschitzienne, C*:!, C*°)) si, pour
tout zo € 92 (resp. zg € I'), il existe dans un repére orthonormeé local d’origine o = 0, un cylindre
K = K' x ]—a,a[ centré a l'origine, avec K’ boule ouverte de R4~! de rayon r, et une fonction
¢ : K' = ]—a,a[ continue (lipschitzienne, C*', C*®) avec ¢(0) = 0 et :

0ONK ={(z',p(z), 2 €K'}, QNK={(z',zn) € K, zy > p(z)}.

Quelques exemples :

Un ouvert a bord non continu Un ouvert a bord continu, non lipschitzien

![Grig5]
[HPO5]

191
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Un ouvert a bord lipschitzien Un ouvert a bord C*°

La régularité du bord d'un ouvert intervient dans de nombreux théorémes : ainsi, la formule de
Green p.11 est valable dans un ouvert & bord lipschitzien. Les théorémes de régularité elliptique
demandent aussi une certaine régularité du bord.

Notations : on note S¢ 1 = {:v € RY |z| = 1}. Pour y € R%, ¢ € 8%, 6 € ]0,%], on note
C(9,6,60) = {z € RY (z —y,£) > |z — y| cos(6), |z —y| < 6.

Définition B.2 - propriété du e-cone
On dit qu'un ouvert Q C R? a la propriété du e-cone si il existe € € |0, Z[ t.q. Vz € 8Q, 3¢, €
541 vy € QAN B(z,e), Cly,&,¢) € Q.

Le théoréme suivant (cf théoréme 2.4.7 p.53 de [HP05]) fait le lien entre la notion de bord lipschit-
zien et la propriété du e-cone :

Théoréme B.1 un ouvert Q C R? de frontiére bornée a la propriété du e-cone si et seulement
st tl est & frontiére lipschitzienne.

On démontre en utilisant ce théoréme que tout ouvert convexe borné est a bord lipschitzien.
Démontrons maintenant une propriété un peu technique qui sert au premier chapitre :

Propriété B.1 soit Q un ouvert de R?, et I' C 8Q une partie ouverte et lipschitzienne de sa
frontiére, de mesure non nulle. Soit zop € I'. Il existe un ouvert = a frontiére lipschitzienne
vérifiant o € =, tel que © := =N Q soit de frontiére lipschitzienne et vérifiant =N OQ C I'.

Remarque : i est assez clair que l’on va pouvoir construire un ouvert Z qui vérifie les propriétés
voulues. Par contre, on ne peut pas prendre n’importe quel ouvert & bord lipschitzien contenant xg.
Un exemple en dimension 2 : soit f:=R+— R t.q.

0 stz <0
(15—3-1-% 95)w si0<:v§%

f@)=) So+2va6-3627 sii<a<,/}
1 ; 1
3 sz\/;<$

On pose Q = {(w,y) eER? y> f(:r)} et zop = (0,0). Q est un ouvert & frontiére lipschitzienne. Or
st on pose E := B(0,1), E est & frontiére lipschitzienne, mais © = Q N E présente un cusp au point

(a/h:

3proposition 2.4.4 p.52 de [HP05]
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05 4 h

0,5 \ /

Preuve de la propriété B.1 : on sait qu'il existe 2 > go > 0 et & € S%! t.q. Vz € B(zo,€0) N,
C(z,£,€0) C Q. On pose zg := zog — L&p. 20 ¢ Q, car sinon, comme zo € C(20, £, €0), on aurait zo € €, ce
qui est en contradiction avec zg € 0.

e On pose 0 < 01 < &g et €; = {z € RY| (z — 20, &) > cos(61)|z — zo|}. On va montrer : €; N B(zo, &) C Q.
Soit z € €; NB(zo,€0), on a : (z — zo,&) > cos(b1)|z — zo| > cos(eg)|z — o et |z — zo| < €0, ce qui implique
z € C(zo,&0,€0), et donc z € Q.

Soit maintenant z € 08(zo,€0) N ¢1. On pose n = £2%¢ et pour 0 < a < o, z(a) = = — an. |z(a) — To| =
|z — &(z — 20) — To| = €0 — @ < &9, donc z(a) € B(zo,€0). On a de plus :

a a
(0(0) ~ 20, 60) = (1 = £)(& = 20,60) > (1= Z)eocos(8s) =z(a) - | cos(ey).
On en déduit : z(a) € €y, et donc z(a) € Q. Mais (z — z(a),é) = &(z — 2o,60) > 2 cos(f1)|z — zo| =
acos(f1) = |z — z(a)|cos(61), d'ou z € C(z(),&,c0) = = € Q.
e Soitz € €1, r:=|z —xo| >0, il existe B € [0,6;] et n € R? tels que (n,&) = 0 et z — 2o = 7 cos(B)&o +
rsin(B)n. On a alors z — zp = (rcos(B) + )& + rsin(B)n. Si on pose B’ I'unique élément de [0, 7] tel que
|z — 20| cos(B') = (z — 20, &0), et 7' = |z — 2|, on a également z — zg = ' cos(B')& + ' sin(6’)n. On en déduit :
sin(B)

t N=—""_ = F(p).

2(8) = gy 25 = FO)
Remarquons tout de suite que tan(8’') < tan(B8) = ' < B et B’ € [0,0,[. De plus, il est facile de voir que B’ est
une fonction croissante de 8 sur [0, Z].
e Soit 8, € ]0,81[. On définit € := {z € R?| (z — 20,&0) > cos(8h)|z — 20|}, ou 6 = arctan(F(62)). Il est
facile de voir que €, est convexe. Soit 6 € ]0,62], yo € €2 et z € C(yo,&o,8). On a :

(z — 20,&) = (T — yo, &) + (Yo — 20,%0) > cos(8)|z — yo| + cos(82)|yo — 20| > cos(f2)|z — 20|

et donc z € €;. On en déduit que V8 € ]0,8,], Vyo € €2, on a C(yo, &o,8) C €.
Soit € 0B(z0,e0) N &2, B et B' définit comme précédemment. Comme z € €3, on a 5 < 8. On en déduit que
B < 6y < 6, ce qui implique z € €, N B(zg, &), d'ou z € Q.
On pose = := &€, N B(zo, €0). Il est facile de vérifier que zg € Z, et comme &, et B(zo,€p) sont convexes, on a
= convexe. Z est donc a frontiére lipschitzienne, il vérifie la propriété du e-céne, avec € = ¢;.
e Soit finalement ® := ZN Q. On va montrer que © a la propriété du e-cone. Soit donc yo € 8©. Par définition,
Yo € €2 N B(zo,60) NQ C €2NB(z0,€0) NQ. On a vu que si z € €, NIB(zo,€0), T € L = z ¢ Q. On a donc
d(02 N 0O, 0B(zg,&0)) = d > 0. On est devant l'alternative suivante :

o soit d(yo, 82N0O) < £. On aalors d(yo, 9B(zo,€0)) > %, d'ol, comme yo € B(zo,€0), Yo € B(zo,e0 — ).
On pose alors y; < min(fs, 2). Soit y € B(yo, 41) N©, et z € C(y,&o,p1). Ona: |z —zo| < |z —y| + |y —

Yo| + |yo — @o| < 2u1 + €0 — % < €o —% < €g, d'ot z € B(zo,e0). Comme y € &, et u; < 02, on a

montré que z € €. Enfin, |y — @] < w1 + €0 — % < g9, donc y € B(zg,e0) N Q, d’oli, comme u; < e€o,

z € C(yo, o, 1) C C(yo, €o,€0) C Q2. On a donc montreé :

d _
VYo € 00| d(yo, 02N 00) < 2, Wy € B(yo, 11) N O, C(y, o, 1) C ©.
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o soit d(yo, 02 N O) > £. On pose A := {z € 00|d(z,00N 00) > £}, et d := d(A,8Q) > 0. Comme
Yo € Qetyo ¢ 09, onay € R, et donc B(yo,ci) € Q. On pose alors uz < min(sl,%). Par défintion,
Vy € B(yo,e1) N Z, C(y,&y,,€1) € 2. On en déduit : Yy € B(yo,p2) N O, C(y, &yy, 42) € =. Enfin, pour

y € B(yo, 42) NG, etz e C(y,&ygr2).0nalz—yo| <|z—y|+]y —yo| < d et doncz € B(yo,cf) CQ2.0na
donc montreé :

Vyo € 6®| d(y078Q N 8@) 2 ) Elfyo € Sd_l) Vy S B(y07#2) m§) C(y)6y07/-1’2) C ©.

\CRNSH

© vérifie donc la propriété du e-cone, avec € = min(ug, p2).

0 :
.
—
-
o

Propriété B.2 soit O un ouvert borné de R? a bord continu, et w un ouvert vérifiant
OCwcCO.

Alors w = O.

Preuve : supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe alors zg € w tel que zo ¢ O. Comme w est un ouvert, il
existe € > 0 tel que B(zg,€) C w, ce qui implique, puisque par hypothése w C O, B(zg,¢) C O.

Remarquons que zo € O et zo € B(zg,e) C O. On a donc x5 € 8O. En se placant dans le formalisme de la
définition B.1, il existe un repére orthonormé local centré en zo = 0, un cylindre K := K' x |—a,a[ avec a > 0
et K' boule de R%~! de rayon r, et une fonction ¢ : K’ — ]—a, a[ continue telle que (0) = 0 et

dwnK ={(z',p(z), 2 € K'}, wnK={(,z4), za > ¢(z')}.

Soit donc n > 0 vérifiant 7 < min(r, a,€). On définit £ = (0,—n) € K. Puisque ¢(0) = 0, on a directement
z ¢ O. Mais on a également ||zg — Z||ge = 1 < €, d'ou T € B(zo,€), ce qui implique Z € O. Contradiction.

B.2 Distance signée et distance de Hausdorff

Nous présentons deux distances qui nous servent dans cette étude : la distance signée, qui
permet de caractériser un ouvert par l'intermédiaire d’une fonction, et que nous utilisons souvent
au chapitre 5, et la distance de Hausdorft, qui caractérise la proximité géométrique de deux ouverts.
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Distance
Soit w un ouvert non vide de R%. On définit classiquement la distance & w par :
du(z) = inf |z —y|.
yEw
On a
(i) dy(z) =0z cw

(ii) V(z,y) ER? xR?,  |du(z) — du(y)| < |z — Y]

. s . 0 pour presque tout z € w
d
(iii) d,, est différentiable presque partout sur R%, |Vd,(z)| = 1 pour presque tout z € R%\ @

Distance signée
On définit la distance signée a w ouvert de R? par
0u(z) = duw(z) — dpavz(z), Vz € R,
Elle vérifie les propriétés suivantes :

[1] Ou(z) <0 z€w, O,(z)>0ezcR\w, O,(z)=0&z€dw
[2] ¥(z,y) € RIxR?,  [B,(2) —Bu(y)| < |z -y
[3] |V3,(z)| = 1 presque partout sur R

La propriété [1] dit que 'on caractérise totalement w par l'intermédiaire de d,. La propriété [2]
dit que la fonction distance signée est lipschitzienne, et donc qu’elle admet un gradient presque
partout, de norme 1 d’aprés la propriété [3].

La distance et la distance signée ont bien d’autres propriétés. L’article de Michel C. Delfour et
Jean-Paul Zolésio [DZ94| rassemble un grand nombre d’entre elles. On y trouve les démonstrations

des résultats présentés ici.
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Fonction distance signée au carré |—1, 1] x |—1, 1].
Nous utiliserons le résultat suivant sur la distance signée* :

Propriété B.3 soit w un ouvert de R%. La distance signée 3, vérifie |VO,| = 1 au sens de
UVLSCOSILE.

Distance de Hausdorff

La distance de Hausdorff entre les ouverts apparait & maintes reprises dans notre étude. Nous
rappelons ici sa définition, ainsi que quelques propriétés que nous utilisons®.

Définition B.3 - distance de Hausdorff entre deux compacts : soient K; et Ky deux com-
pacts de R?. La distance de Hausdorff entre C; et Ko, notée d¥ (K1, K,), est donnée par

df (K1, K2) = max(sup d(z, K3), sup d(z, K1)).
zEKy z€ks

Définition B.4 - distance de Hausdorff entre deux ouverts : soient w; et wy deux ouverts de
R? contenus dans le méme compact K. La distance de Hausdorff entre w; et wo, notée dg(w1,w-),
est donnée par

dH((.U]_,(U2) = dH(K: \ Wi, K \ (.U2).

Définition B.5 - convergence au sens de Hausdorff pour les ouverts : soient (w,),cn et w
des ouverts de R% contenus dans un méme compact K. On dira que la suite w, converge vers w au
sens de Hausdorff si

dy(wn,w) 7%,

Nous construisons aux chapitres 5 et 6 des suites d’ouverts contenues dans un méme compact,
et décroissantes pour l'inclusion. On peut donc directement utiliser la propriété suivante :

Propriété B.4 soit (w,)nen une suite d’ouverts contenus dans un méme compact K, et dé-
—
croissante pour l'inclusion. Alors w, converge au sens de Hausdorff vers w := ﬂ W,
neN

Propriété B.5 [inclusion est stable pour la convergence au sens de Hausdorff.

On peut se demander si dg (wn,w) 2= 0 implique d¥ (8w, dw) ==>2 0. En fait, il n’en ai
rien. On peut facilement construire un contre-exemple dans R? : considérons la suite de triangles
wy,, définit sur la figure ci-dessous

“yoir le chapitre 21.3 de [ACM10]
®pour plus de renseignements, et en particulier les démonstrations des propriétés, se reporter au 2.2.3 p.28 de
[HPO5]
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3=

En utilisant la propriété B.4, on voit que w, converge au sens de Hausdorff vers I’ensemble vide.
Mais on montre facilement que dw,, converge (au sens de la distance de Hausdorff pour les compacts)
vers {0} x [0, 1]. On a néanmoins la propriété suivante :

Propriété B.6 soit (wn)nen €t w des ouverts contenus dans un méme compact K, t.q. wy

converge au sens de Hausdorff vers w. Soit ¢ € Ow. Alors il existe z,, € Ow,, t.q. d(zp, T 720 .
g q )

11 est amusant de noter que si une suite d’ouverts w,, converge au sens de Hausdorff vers un ouvert
w, on n'a pas forcément convergence du périmétre de w, vers celui de w, méme si dw, converge
vers Ow, comme le montre le contre-exemple suivant. Pour n € N*, on définit la fonction

Ina]

frnizel0,l[—1-— ”

On définit alors les ensembles
Qn:={(z,9) €]0,1[ xR [0 <y < falz)}, Q:={(z,y) €]0,1[xR[0<y<1-z}.

1
On a dy(Q,, Q) = d7(6Q,,00) = \/_T Néanmoins, le périmétre de 2, est de 4 pour tout n,
n

alors que le périmétre de Q est de 2 + /2.

B O B2 080 =20 E0s
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Annexe C

Stabilité du probléme de Cauchy dans
un ouvert a bord lipschitzien

Introduction

Nous reproduisons ici un rapport de recherche consacré a ’obtention d’une estimation de sta-
bilité pour le probléme de Cauchy avec opérateur de Laplace dans un domaine a bord lipschitzien.
Cette estimation est obtenue a 'aide d'une inégalité de Carleman intérieure et grace a la construc-
tion d’une suite de boules approchant le bord du domaine. On obtient ainsi une estimation de
stabilité logarithmique, son exposant étant explicitement exprimé comme une fonction de la sin-
gularité du bord du domaine. On en déduit une estimation de la vitesse de convergence de la
méthode de quasi-réversibilité, ce qui permet de mettre en évidence numériquement 1’optimalité
de l'estimation.

Ce travail a fait 'objet d’un article : About stability and regularization of ill-posed elliptic
Cauchy problems : the case of Lipschitz domains, L.Bourgeois & J.Dardé, Applicable Analysis,
iFirst, 2010.

Abstract: this paper is devoted to a conditional stability estimate related to the ill-posed Cauchy
problems for the Laplace’s equation in domains with Lipschitz boundary. It completes the results obtained
in [Bou08] for domains of class C1'!. This estimate is established by using an interior Carleman estimate
and a technique based on a sequence of balls which approach the boundary. This technique is inspired
from [ABRV00]. We obtain a logarithmic stability estimate, the exponent of which is specified as a function
of the boundary’s singularity. Such stability estimate induces a convergence rate for the method of quasi-
reversibility introduced in [LL67] to solve the Cauchy problems. The optimality of this convergence rate
is tested numerically, precisely a discretized method of quasi-reversibility is performed by using a noncon-
forming finite element. The obtained results show very good agreement between theoretical and numerical
convergence rates.

C.1 Introduction

The problem of stability for ill-posed elliptic Cauchy problems plays an important role in the fields
of inverse problems governed by elliptic PDEs. It can be considered as a first step to study the
stability of many inverse problems of interest like the data completion problem (see remark C.3
hereafter), the inverse obstacle problem [ABRV00] or the corrosion detection problem [Cho09]. The
present paper can be considered as the continuation of [Bou08|, and consequently we refer to the
introduction of such paper for a more precise description of this subject and some bibliography. In
[Bou08], the following conditional stability result was obtained in the case of operator P = —A.—k.,

199
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with k € R.
For a bounded and connected open domain Q C RY with C! boundary, if 'y is an open part of
0%, then for all k €]0, 1] there exists C such that for all functions v € H?(Q) which satisfy

lullz@) < M, [[Pullz2) + [l o) + [18nullL2(re) <6,

for some constant M and sufficiently small d,

M
(log(24/8))~

Furthermore, the upper bound k = 1 of the exponent cannot be improved.

The result obtained in [Bou08] is a generalization of the one obtained in [Phu03] for domains with
C* boundary. The proof mainly relies on a Carleman estimate near the boundary, in which the
weight function is expressed in term of the distance to the boundary. Since we have to differentiate
twice this weight function, we need the boundary 62 to be at least C1:'. In the following paper,
we now study how such a conditional stability result can be extended to Lipschitz domains, the
boundary of which is not smooth enough to apply the same method.

We hence consider an open, bounded and connected domain 2 C R¥ the boundary 89 of which
is Lipschitz. In particular, this is equivalent to the fact that Q satisfies the cone property (see
definition 2.4.1 and theorem 2.4.7 of [HP05]). The cone property implies in particular that there
exist 6 €]0,7/2[ and Ry > 0 such that for all zo € 8, there exists £ € RV, |¢| = 1, such that the
finite cone

[ul|zrr@) < C

C={zeRY, (z—x0).6 > |z —z0|CO080, | — Zo| < Ro}

is included in €.
As above, T'y denotes an open part of 8Q which is C1'1. Lastly, we assume that & is not a Dirichlet
eigenvalue of the operator —A in 2. The main result we obtain is that for all a € [0, 1], for all
k €]0, (1 +a)ko(8)/2[ there exists C such that for all functions u € C1*(Q) such that Au € L?(Q)
and

[wlloragm < M, [1Pullzay + Il a2 (rg) + [18ntllz2(ra) < 6,

for some constant M and sufficiently small §, then

M
Ullgiq) KCorm—rrrn.
fellir@ < € nogazyy

Here, ko(6) is the solution of the following simple maximization problem

o) — 1 sinf(1 —e™%)

ko(6) = 2 21;;3 V1+z —sing’

The continuous function kg is increasing on the segment [0,7/2] and ranges from ko(0) = 0 to
ko(m/2) = 1. Since a domain of class C' has a Lipschitz boundary which satisfies the cone property
with any 6 €]0, /2], we obtain that (C.1) is satisfied for all k €]0,(1 + a)/2[ in that case. The
analysis of the conditional stability in Lipschitz domains was already addressed in [ABRV00] and
[Sin05], but in these works, the exponent of the logarithm was not specified. This is the main
novelty of the following paper to specify the exponent as a function of the geometric singularity.
It is obtained by using of sequence of three spheres inequalities, the sequence of centers of these
spheres approaching the boundary, and the sequence of radii tending to 0. This technique is
borrowed from [ABRV00], with two differences. First, the three spheres inequalities result from
Carleman estimates instead of doubling properties. Secondly, we perform an optimization of this
sequence of inequalities in order to obtain the best possible logarithmic exponent.

Another concern is to obtain a convergence rate for the method of quasi-reversibility to solve the
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ill-posed Cauchy problems for the operator P. This requires a stability estimate for functions that
are only in H?(Q). For N = 2, we obtain that for all k €]0, ko(6)/2[ there exists C such that for
all functions u € H?(Q) which satisfy

lullz2@) < My ||PuflL2q) + [|ullm (ro) + [8nullL2 () <,

for some constant M and sufficiently small §, then

M
1 <Crror—.
ull@ = S oglaa/a))e

For N = 3, we have the same result for all K €]0,x((6)/4[. As a consequence, we prove a loga-
rithmic convergence rate for the method of quasi-reversibility, with the limit exponent k¢(6)/2 in
2D and k(0)/4 in 3D, possibly ko(6) provided we assume additional regularity for the solution of
quasi-reversibility and the "true" solution.

From a numerical point of view, a connected question is to determine if the influence of the geomet-
ric singularity on the logarithmic exponent can be actually observed in numerical experiments. An
easy way to test this is to capture the convergence rate of a discretized method of quasi-reversibility
for a fixed refined mesh, when the regularization parameter tends to 0. In 2D, we analyze this
convergence rate as a function of the smallest angle of a polygonal domain, and observe a pretty
good agreement between numerical and theoretical convergence rates.

The paper is organized as follows. In section 2 we establish some preliminary useful results re-
lated to the three spheres inequality. The section 3 is devoted to the estimate up to the Lipschitz
boundary, which leads to the main results of conditional stability in €2. Lastly, in section 4, we
derive from this conditional stability some convergence rate for the method of quasi-reversibility
in Lipschitz domains. It enables us to compare such convergence rate with the convergence rate
obtained numerically by using a discretized method of quasi-reversibility, and hence to test the
optimality of our stability estimate.

C.2 Some preliminary results

This section consists of several lemmas that will be used in next section. They concern the three
spheres inequality. We first recall the following interior Carleman estimate.

Lemma C.1 We consider the operator P = —A.—ak. with a,k € R, a €]0,1[. Let w,U denote
two bounded and open domains with w C U C RN. Let ¢ be a smooth function defined in U

such that V¢ does not vanish in U. Let denote Py = hze% o Poe_%, and pg(z,§) the principal
part of operator Py. We assume that

Je1 >0, py(z,€) =0 and (z,6) €UxRY = {Repy, Impy}(z,£) > c1. (C2)

Then there exist K, hg > 0, with K independent of ak, with hy depending on ak only through
|k|, such that Vh €]0, ho[, we have

/ u2e?t dg + hz/ |Vu|262% dz < Khs/ |Pu|2ez% dz, (C.3)

for all function u € H}(w,A), where H}(w,A) is the closure of C§°(w) in H}(w,A) = {u €
HY(w), Au € L?(w)}.
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Proof: the inequality (C.3) is obtained in [FL96] for £ = 0, that is in the case of the Laplace operator —A.
There exist K, hg > 0, such that Vh €]0, ko[, we have for all functions u € H}(w, A)

/ w2eh dz + hz/ |Vu|2t22%s dz < Kh3/ |Pu + aku|ze2% dz.
w w w

Since |Pu + akul? < 2(|Pu|? + k2u?), if we assume that in addition h satisfies 2K k2h® < 1/2, we obtain (C.3)
provided we replace K by 4K in the right-hand side of the inequality.

A short calculation shows that

Repg = [¢1° — |[V@[°, Impy =2£.V¢

and

¢+ 22 vy).

3.’3]'

99

{Repg, Impg} =4 v(8
Ty

j=1
One considers now a smooth function 1 defined on U such that V4 # 0 on U, and for a > 0,
¢(z) = e*¥(®). We obtain

{Repy, Impy} = 4ag (£:.V2Y.£ + oa®$* (VY. V2Y.VY) + a(€.VY) + o®¢*|Vy|*)
whence by denoting uo(z) the smallest eigenvalue of V24(z),

{Repg, Impg} > 40 (uo(€ + 2@ [VY) + a6 YY) + a*¢| VYl

For pg(z,€) = 0, we have
€* = a®¢*|Vy 2, €VyY =0,
whence
{Repy, Impy} > 40°¢°| V9|2 (20 + o VYI?) .

In we define
mo := inf po(z), co:= inf |V9[?,
zcU zcU

and if mg < 0, we have {Repy, Impy} > ¢; > 0 on U x RN when py(z,€¢) = 0 for
a > —2@.
Co
We consider now the particular domain w = B(Ry,R2) := {z € R¥, R; < |z —q| < Ry} with

g € RV, and the function 9(z) = —|z — g|?>. We can take U = B(q, R; — ¢, Ry +¢) for small € > 0.
We obtain mq = —2 and ¢y = 4(R; — €)?, and finally assumption (C.2) holds as soon as a > 1/R?2.

We now apply lemma C.1 and lemma 3 in [Bou08] to obtain a so-called three spheres inequality.
The proof of such inequality is classical (see [LR95, Phu03]), but it is reproduced here in order to
find how the constants involved in the inequality depend on some useful parameters.

Lemma C.2 We consider the operator P = —A — ak. with a,k € R and a €]0,1]. Let g € Q,
and let 0 < 79 < 71 <7y < T3 < 7q <75 < Ts such that B(q,7s) C Q. If a satisfies ard > 1,
then there exists a constant C, which depends on ak only through |k|, such that we have for
all w € HY(Q, D),

s 1
[l a2 (B(g,rs)) < C (||Pu’||L2(B(q,r5)) + ||u’||H1(B(q,r2))> Tl 51 g .re)): (C.4)
with
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Proof: one applies lemma C.1 in the domain w = B(rq,7g) for ¢ = e*¥ with (z) = —|z — g|2. We have seen
that assumption (C.2) is satisfied as soon as arZ > 1. Assuming that this inequality holds, we obtain there exists
K, hg > 0 such that for 0 < h < hg (K does not depend on ak, hg depends on ak only through |k|),

/(|’U|2 + |Vv|2)ez% dz < K/ |P’U|262% dz, (C.5)

w

for all functions v € H}(w, A).
Now we take u € H*(Q2, A) and v = xu € H}(w,A), where x is a C*® cut-off function such that x € [0, 1] and

x=0 in B(rg,r1)U B(rs,76)
x=1 in B(ra,14).

. 2 . . . .
In the following we denote g(r) = e~®"". Hence g is a non increasing function.

g(r3z)

[ 1vo)E de 2 5 (a4 (9l e,
w B(ra,r3)
and
/ |Py[2e?? dz :/ | Pu|?e2% da:+/ |P(xu)|2e?® dz
w B(ra,r4) B(ri,r2)
-I-/ |P(Xu)|262% dz.
B(r4,rs)

Since we have P(xu) = x(Pu) — 2Vx.Vu — (Ax)u, we obtain the following estimates (X is a constant which

depends only on x) :
/ |Pu|2ez% dz <e / |Pu|? dz,
B(’I"z,’l"‘;) B(’I"z,’l"‘;)

/ |P(Xu)|2ez% dz < 2% / |Pul?dz + K™ / (Ju® + |Vu|?) dz,
B(’I‘l,’l‘z) B(’I"l,’l‘z) B(’I"l,’l‘z)

g(r2)
2472

g(ra) g(ra)

/ |P(xu)|2e?h dz < e2*% / |Pul? dz + Ke**% / (Jul? + |Vul?) dz.
B(’I‘4,7‘5) B(’I"4,7‘5) B(’I"4,7‘5)

Gathering the above inequalities, it follows that

/ |P’U|2€2% dz < Klezg(;” / |Pul®dz + / (Ju® + |Vul?) dz
w B(q,76) B(q,r2)

g(rg)

+Ke? / (jul? + [Vul?) de,
B(quﬁ)

where K; and K, are two constants which are independent of ak.
Finally, the inequality (C.5) implies

g(r3) g(r1)
2T ul B (B(rayray) < K1€7 TR (||P“||%2(B(q,r6)) + ||u||2H1(B(q,r2))>

K2 €50l s (g )
Using
||u||2H1(B(q,r3)) = ||u||2H1(B(q,r2)) + ||u||2H1(B(r2,r3)))
We obtain
&5 [0l %1 (g < K1 €T (1Pl Ra(a(gray) + 10l mary) )
29

h

4)
+Kse ullts (B(g,re))-

Denoting k1 = g(r1) — g(r3) > 0 and kz = g(r3) — g(r4) > 0, we obtain

5y kg
[ull a2 (B(grs)) < K1e™ ([|Pull2(Bg,re)) + [[ullat(Blar))) + K2 e 7 [|ullmi(Bg,re)))-
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Let s > 0 and ¢ > 0 such that

A simple calculation proves that

ks glrs) — g(r)
ky o g(ri) —g(rs)’

and we obtain for all u € H(Q, A), for all € €]0, &o[ with

s c= Kl(Kz)(kl/kz)’

o I,
the inequality
C S
Il (B(arsy) < 2 (I1Pullz2(B(g,re)) + |1l 51 (B(g,ra))) + €°l|ull 1 (B(g,re))-

The constant ¢ does not depend on ak, o depends on ak only through |k|. It remains to apply lemma 3 in
[Bou08], since ||u||g1(B(q,rs)) < ||u||E1(B(4re))-

Lemma C.3 Let us denote Py the operator —A. — k., with k € R. Let § € Q, and let 0 < 7y <
71 < Fa < T3 < 74 < 75 < g such that B({,7s) C Q. Consider now g € Q and for p €]0,1],
r; = uf; (1=1,2,...,6), with B(g,ms) C Q.

We assume that the three spheres inequality (C.4) associated to the operator P, and the
sequence of balls B(§,7;) 1s satisfied with the constants C and s. Then the three spheres
wnequality (C.4) associated to the operator P, and the sequence of balls B(g,r;) s satisfied
with the constants C = C/u and s.

Proof: the proof relies on the change of variables ¢ — ¢ = u(% — §). We define the function @ as 4(&) = u(z) =

(G + (z — q)/m).
We obtain

1
/ (@) ? + |Vu(z)? dz = ( / (3) + —|Va(E)P df) ,
B(q,mi) B(§,7:) K

whence
N N_ 1/~
w2 ||| (B(g,m)) < lullr(ag,r)) < w27 (|G| H1 (B4 M))-
Similarly, we obtain
N _ ~
1Pl 2(B(g,r)) = 12 || P2kl |12(B(g,5))-

By using the three spheres inequality (C.4) associated to the balls B(§, ;) for operator Pz, we obtain

lullg1(B(g,rs)) < 12 MGl H1(B(4,72))

x N _ - . = SL
< Cpu= 7t (||1Puzktil|n2sa,r0)) + |8l 2 (Ba20)) 7 Nl H5 5 (4,7))
1

W Ny 1 1 /] T
< Cp= | g5 l1Peullza(Biare)) + —x Il (Bia,m) — |[ullm (Bare))
w2 e e

_s _1_
< = (I1Psullzasa,re)) + lullr(Bar2)) 7 1ull#2 B(g,re))

|

which completes the proof.
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C.3 The two main theorems

Our main theorems are based on the following proposition, which is similar to proposition 4 in
[Bou08]. It concerns the propagation of data from the interior of the domain up to the boundary
of such domain. However, it should be noted that in proposition 4 of [Bou08|, we estimated the
H'! norm of the function in a neighborhood of a point o € 8Q with the help of the H! norm of
the function in an open domain w; € 2. Here, we estimate the value of the function and its first
derivatives at zo with the help of the H' norm of the function in w;. As a result, the regularity
assumptions concerning the function u are not the same as in [Bou08].

Proposition C.1 There ezists an open domain wy €  such that for all a €]0,1], for all
k < aky(f) and k' < ko(6), with

1 sinf(1 —e™%)
= - SUp ————,
2 z>0v1+z—sinf

there exists ¢ > 0 such that for sufficiently small €, for all u € CY*(Q) with Au € L?(Q),

ko(6) (C.6)

[ullooa) < e/*(|Pull b2 () + Illlmt (wy) + & llullgr.a gy

llullco(on) < e/ (I|Pullpa(a) + ullri(ws)) + €1l gre -
The second inequality holds also 1n the case a = 0.

In order to obtain proposition C.1, we need the two following lemmas. The first one is a minor
generalization of the lemma proved in [LR95] in the particular case u = 1, while the second one is
the counterpart of lemma 3 in [Bou08|.

Lemma C.4 Let B, > 0 satisfy for n € N,
1 _
Brn+1 < E(ﬁn +A)B',

with A >0, B >0, v €]0,1], p €]0,1] and B, < B. Then one has for n € N*

1

21-v v pl—um”
Pn < —=(Bo+A) B .
,u,l—u

Proof: if B < By + A, the proof is complete. If Gy + A < B, in particular A < B, we have

ﬁn—i—l < i ,671, + A v
B —un B
and , ,
é < i é < i Pnt+ A
B~ ur \B) — um B
From the two above inequalities, it follows that
IBn+1 +A 1 (,Bn‘l'A)V
1 S n 1 )
277 B K 2T+ B

that is
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By iterating the above inequality, we obtain

3

z, <

1 n—1+(n—2)u+(n—3)u2+-~-+u”72
(&) “%

I

1\ (DAt =
: (ﬁ) 25 < (;) 2",

whence )

21_V n n
Brn < —=<(Bo+ A" B,
#1—1/

which completes the proof.

Lemma C.5 Let C, B, A and B denote four non negative reals and v €]0,1[ such that

B < CA'B™,
Then Ve > 0,
c
ﬁ S E-A + ‘SS B1
with
v C s+1

S =

s .

= ¢ (e g e
Proof: For c,s > 0 as defined in the statement of the lemma, the minimum of the function f defined for € > 0
by

fle) = SA +e°B

is C AY B~¥, which completes the proof.

Proof of proposition C.1: the proof is divided into three parts. In the first step of the proof
we follow the technique of [ABRV00], which consists in defining a sequence of balls the radii of
which is decreasing and the center of which is approaching the boundary of the domain. Since Q2
satisfies the cone property (see our definition in the introduction), there exist Ry > 0, 6 €]0, 7/2]
with Ry and 6 independent of zo € 6, and ¢ € RN with |¢| = 1 such that the finite cone

C ={z, |z — zo| < Ry, (z — z0).§£ > |z — zo|Ccos O}
satisfies C' C 2. We also denote
C' = {z, |z — zo| < Ry, (z — z0).£ > |z — zo|cos b},
with
§' = arcsin(¢sin 6), (C.7)

where the coefficient ¢ €]0, 1] will be specified further. It should be noted that definition (C.7)
leads to 6’ €]0,7/2[. We now denote go = zo + (Ro/2)¢, do = |0 — @o| and py = dpsinf’. We
hence have B(gg, po) € C'. Let define the sequence of balls B(g,, p,) C C' with d,, = |g, — zo| and
pn = dyn sin 8’ by following induction :

dn+1 = Qqn — an£
Pri1 = PpPn (C.8)
dn+1 — ,u'd'n.;
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Figure C.1: The sequence of three spheres inequalities

where o, and p will be defined further. From the above equations, we deduce that
an = (1—p)d,. (C.9)

The objective is to use a three spheres inequality such as (C.4) for each n, the center of these three
spheres being g = g,. We hence define, for n € N, 0 < 79, < 715 < Top = Pn < T3n < Tan < Ton <
T6n and Yin = Tin/Ton > 1 for ¢ = 1,...,6. We assume that the y;, do not depend on =, that is
Yin ‘= Y;. We specify t = 7o, /76, = y2/ys in (C.7), so that we have B(g,,76,) € C C Q for all n
(see figure C.1).

On the other hand, if o, is chosen such that

Prn+1 + 0p = T3q, (C].O)
we have B(gn+t1,Pn+1) C B(gn, T3n) since for |z — gni1| < Pn1,
|CC - Qn| S |$ - qn+1| + |qn+1 - Qn| < Pn+1 + op = T3n.

The equations (C.9) and (C.10) uniquely define y as

— T3, 500 — y35in 6
o Ton " TensinO _ go —ygsind

Ten — Ton SINO  Yg — Yosinf '

By using the notation P, = —A. — k., we now apply lemma C.2 for operator P,zn; and for
the spheres of center gy and of radii r;, with a such that 8 := ar3, > 1. We thus obtain for
u € HY(Q, ),

_s_ 1
||u||H1(B(q0,rso)) <C (||P,u2"ku||L2(B(qo,reo)) + ||u||H1(B(qo,r20))> o ||u||Is-[+11(B(q0,r6o));
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with C independent of x and n. With the help of lemma C.3, and since r;, = p"r;y forz =1, ...,6,
the three spheres inequality for the spheres of center ¢, and of radii r;, is

© |1y |7
|l |21 (B(gn,rsn)) < P (||Pku||L2(B(qn,r5n)) + ||u||H1(B(qn,rgn))) el Bgn ren))

which implies that for all u € H*(Q, A),

¢ |1y 7H
||u||H1(B(qn+1,Pn+1)) < E (||Pu||L2(Q) + ||u’||H1(B(qn,pn))> o ||u||Ht1(Q)'

It should be noted that in the above inequality, C' and s are independent of n, in particular

efﬁyg — efﬁyz

5= efﬁyf — efﬁyg )

Without loss of generality we assume that C > 1, so that by denoting C' = C**1, %l 51 (B(gns,pnin))
C'||ullg1(q), and we can apply lemma C.4 with B, = [|u||g1(B(gnpn))» 4 = [|PUllL2(@), B =
C'llullgr(q), ¥ = s/(s +1). We obtain

<

1
n

21—1/ v
ullzr1(B(gnpon)) < —a=t (||Pu||L2(Q) + ||u||H1(B(qo,po))> (CIH'U'HHl(Q))

1—v

1—ym

We apply now lemma C.5 and obtain Ve > 0,

Cn .
1%/ 51 (B(gn,on)) < - (||Pu||L2(Q) + ||u||H1(B(qo,po))> + & C'|Jul| g1 (q)

with

sn+1

1
v" 21—v 1 o
Sn Cn = 1 )

Tl = E(sn)

and
E(S) — sl/(s+1) + st/(s+1)'

We notice that for s > 0, E(s) > 1, whence
_1
lo a1 <110<2>
& “’1‘:5 E(sy) 1-, % url)”

1 1 2 c 2
——log(—7 ) —log( - )
_ )2 n—1 n—1
0<c, <e™i» K =e" K ,

for some constant ¢ > 0. Here we have used the fact that s, +1 < 1/(1 — v). Since s, > v™, we
finally obtain Vn € N*, Ve > 0 and Vu € H}(Q, A),

As a result,

e,,%log T
1%l (B(gn,pn)) < — (||Pu||L2(Q) + ||u||H1(B(qo,po))> +C'e” Jullg (- (C.11)

The second step of the proof consists of estimating the C* norm of u on 8Q by using the estimate
(C.11) for sufficiently large n and the regularity of u, which is C1*(Q), a €]0,1]. We have
B(gn, prn) C B(zo,€') if and only if d,, + p, < €', that is p"(do+ po) < €'. Let ny denote the smaller
n which satisfies this inequality, that is

log((do + po)/€') . 1og((do + po)/€')

1.
log 1/p - log 1/p "
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For all z € B(gn,, pny), and for v = w or v = 0u/dz;, 1 = 1, ..., N, we have

[v(@o)* < 20v(@) [ + 2l[ul [ o g™ (C.12)

After integration over B(gn,, Pn,), We obtain by denoting

Sep(u) = max{[u(zo)| | o (20)] s | e (20,

.VanoS2 ( ) < 2||u||?{1(3(qno,pno)) + 2VNpN ! a||u||01 e (Q)?

where Vy is the volume of the unit sphere in RY. Finally,

Sao(u) < 1112 (B(gng o)) T V26" |[Ul | o103 (C.13)

2
Vel

From (C.11) with n = ng and (C.13), we obtain there exists ¢, C > 0 such that for all ¢,¢’ > 0,

g log( o=t
1 e Bl
Szo(u) < CPN/2 . (||Pu||L2(Q) + ||u||H1(B(qo,p0))>
ng
+C—N/25 * Ml @) + Ce*|ull gra(my-
no

We have ||u||g1(q) < ¢|[ul|cragg) for some c > 0. Furthermore, p™ L(do+po) > €' and pp, = p™ po

lead to
Po /

do+po-
We obtain there exists ¢, C > 0 such that for all £,¢’ > 0,

Pro >

c 2
1 oo log o T

Sa0(¥) < Ciry - (I1Pullz2(@) + [l s (B(go,00))

e’ ,
[e3
+C E/N/2 +8 ||u||cl,a(§)

Now we introduce the relationship " /¢’ T = ¢’®, and since ¥™ < 1 we obtain a new constant
C > 0 such that

c 2
;70 108 | —mo—T

€ [e3
Smo('u') <C ez (||Pu||L2(Q) + ||U’||H1(B(qo,po))> +C¢’ ||u||01:°‘(§)' (C.14)
g v

Since 1/v™ = e™olo8(1/¥) | we have

L o (HE) Lt
v )

yno e’

with 7o = log(1/v)/log(1/p).
Furthermore, since 1/u™~! < (do + po)/€’, we have

log ( 2 ) < log (72(%: p0)> .
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Then,

1og( —2 1) (clog( 2 1>+(oz+N)1oe;(§)>

N
p 1 (dote0) (clog(Z(doj’JO)>+(a+N) 10%(;5))
gy ¢ S € '

As a result, for some new ¢’ > 0, for sufficiently small ¢ we have

2
sos()

< e 108(7)
g/latN)/v™0 = '

For all 4 > 7, for some new ¢’ > 0, for sufficiently small ¢’ we have

m(ﬁ) .
C

W <
Coming back to (C.14), we obtain
Seo(w) < e/ (|IPullza() + (4l 11 (B(aoupo))) + C& [l gy
By denoting € = €7 for any v > 7, for small € > 0,
Szo(u) < /% (|| Pull2(a) + Ul (Blao.po)) ) + C'e* Il creqmy
Finally, by denoting ko = 1/70, for all Kk < akg there exists c,eo > 0 such that for all € < g,

Szo(u) < e/t (||Pu||L2(Q) + ||u||H1(B(qo,p0))> + 5K||u||cl,a(§)-

By following the history of the constants ¢ and gy throughout the proof, it is readily seen that c
and gp do not depend on zo € 052. Furthermore, if we define w; € 2 as the union of the balls
B(qo, po) when z, describes 052, we obtain that for all K < akyg, there exists c, ey > 0 such that for
all € < €, for all w € CL*(Q) with Au € L?(Q),

||ullor(ag) < e/ (||Pu||L2(Q) + ||u||H1(w1)> + %[l ey, (C.15)

which is the first inequality of the proposition.
The second inequality is obtained by using the imbedding C1*(Q) — C(Q), for all a € [0,1]. For
T € B(gno, Pno), We replace (C.12) by

12
[u(zo)|® < 2Ju(z)|* + 2[|ullg: g &™)

and we use the same technique as above.
The third step of the proof consists in maximizing

log(1/p)

= Tog(1/v)”

with -
1  ys—y2sinf 1 eBvi—vi) _ 1

b Ys—y3sin® v eBlui-vi) _ 1
The inequality (C.15) holds for all k¥ < &g, with

_ 4osinB Blyvi-vi) _ 1
Ro = sup log <w) /log eﬁ . (C.16)
1<B,1<y1<y2<y3<ya<ys Y6 — y3sinf ePlvi—v3) — 1
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Now, let specify 8 and the y; as follows, for & €]0,1[ and § > 0,

f=Vith,
y = (1 + k)4,
=y,
yo = y(1 + k26), (C.17)

ys = y(1 + k6 + k26),
ys = y(1 + 0 + k26),
ye = y(1 + 6 + 2k24).

A first order expansion in k around O for fixed ¢ leads to

Y — Yo Sin b dsiné
1 = k k
o8 (yﬁ—yssine) Tos(k)

" 146 —sind

: ePui-vi) _ 1 2 £26+8 . )
08 ePlui-v3) _ 1) T 2048 _ 1 +os(k)

By passing to the limit £ — 0 and by taking the sup in §, we obtain the following particular value

ROSROZ
1 sin @ 2
Ko =Sup—-————7— 1—67(26+5)’
0= SUD T smg\ )

and the optimization problem (C.6) follows by setting z = 26 + 62 > 0. O

Remark: we can verify that in fact the values kg and ko, defined by (C.16) and (C.6) respectively,
actually satisfy Ko = ko. First, we eliminate B in (C.16) simply by using the change of variables
z; = /By; withi=1,...,6. We obtain

— 23506 !
Ro = sup log (M) / log (%) . (C.18)

1<21<22<23<24< 26 26 — z3sind efa"% — 1
We remark that the function to mazimize in (C.18) is an increasing function of z; and a decreasing
function of zg, that is why we can consider only the asymptotic situation z; — 2z and z¢ — z4. In
order to simplify the analysis with the remaining variables 2z, 23,24, we denote

23—22219(522, Z4—22:(522, 22:2,

with § > 0 and k €]0,1[. We obtain

. ) 1+6 —sind / e(26+87)2% _q
Ro = su o - e o e .
° 1<2,o<5,pO<1"c<1 & 1+6 —sinf — kdsinb g e(2(1-k)o+(1-k2)02)22 _ 1

Furthermore, it is easy to prove that since 26 + 62 > 2(1— k)5 + (1 — k)62, for fized (k,6), the function
to mazimize 1s a non increasing function of Z > 1, so that the mazimum of the function s obtained
forZ — 1, and

. 1+6—sind e26+8% _
Ro= sup log — —— / log — —— .
0<5,0<k<1 1+06—sinf — kdsiné e2(1—k)o+(1-k=)o= _ 1

We notice that for fized §, the mazimum of the function of two variables is obtained for k — 0, and
a first order ezpansion in k leads us to the same expression as (C.6), that is kg = ko. In order to

obtain our main theorem, we recall the two following results, the first one is obtained in [Phu03]
while the second one is obtained in [Bou08].
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Proposition C.2 Let wg,w; be two open domains such that wo,w, € 2. There exist s,c,e9 > 0
such that Ve €]0,&o[, Vu € HY(Q, A),

c S
lllriony < = (I1Pullzagay + el woy) +° oy

Proposition C.3 Assume I'y C 9Q s of class CY! and let o € Ty and T > 0 such that
0Q N B(zo,7) C I'g. There ezists a neighbourhood wy of zg, there exist s,c,e9 > 0 such that
Ve €]0, €0, for all u € H3(Q),

c S
el 2 (@rwo) < 7 (I1Pwllzea) + llullar o) + [18nulla(ro) ) + €° llullar @)

The 1nequality holds also for all u € C1(Q) with Au € L?(Q).

We are now in a position to state the main theorem, which is a consequence of propositions C.1,
C.2 and C.3.

Theorem C.1 LetQ C RY be a bounded and connected open domain with Lipschitz boundary.
If the cone property s satisfied with angle 6 €]0,7/2[, let denote ko(f) the solution of the
following mazimization problem
1 sinf(1 —e ®)
ko(f) = = sup —.
o(6) 2 z2>0+v/1+z—siné

Let Ty be a non-empty CY! open part of 8Q and let introduce the operator P = —A. — k.,
where k 1s not a Dirichlet eigenvalue of the operator —A in .
For a € [0,1], for all k €]0,(1 4+ a)ko(0)/2[, there exist C,dy such that for all § €]0,d], for all
functions u € CY*(Q) such that Au € L?(Q) and which satisfy

|ullora@y < M, |[Pull2(@) + [[ul|z2(ro) + [18nul|z2(r,) <0, (C.19)

where M > 0 1s a constant, then

M

|[ul| (o) < Cm- (C.20)

If we do mot assume that Ty is of class C11, the estimate (C.20) holds under assumption
(C.19) and provided we restrict to the functions u which satisfy u|r, = 0 and 8,ulr, = 0.

Proof: assume first that o €]0,1]. By using proposition C.1, there exists a domain w; €  such that for
any k < ako(8) and any k' < ko(8), there exist c,e9 > 0 such that for all € < €g, for all u € C1*(Q) with
Au € L2(Q),

lluller o) < e*/*(I1Pullzaa) + Iull i wy) + € lullorag),

and
llulleo(on) < e/°(||Pullzz() + llullarw:) + & [1ellgne@)-

If w=0 and 8,u =0 on Iy (case 2), since 2 N B(zg, T) C Iy, the extension & of u by 0 in B(zo,7) belongs
to H'(Q U B(zo,7),A). By applying proposition C.2 to function % in domain Q U B(zo, ) and by choosing
wo € B(zo,7) N, we obtain that for sufficiently small €, for all w € C2*(Q) such that Au € L2(f),

lulleson) < e¥l1Pullzzay + e l[ulloraqa,
[[ullcoon) < e[| Pullz(@) + € llullorem):
We conclude that if moreover u satisfies assumption (C.19) then

ulloroay < /56 + €M, ||u|lcopay < /56 + €~ M.
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By using the same e optimization procedure as in corollary 1 of [Bou08], we obtain that for all £ < arg(8) and
k' < Ko(0), there exists C > 0 such that for sufficiently small 4,

M M

||u||01(39) < Cmy ||u||00(69) < CW (C.21)

Since k is not a Dirichlet eigenvalue of the operator —A in , there exists a constant C' > 0 such that for all
u € HY(Q,A),

lullz @) < C'([|Pullza) + llullmizea))- (C.22)
With the help of an interpolation inequality, we obtain for some constant ¢ > 0,
1/2 1/2
el 717200 < el el 0 Ul on), (C.23)
hence for some new constant c, 12 12
[l ar2/2(omy < llull2 oo 12l 00, (C.24)
and it follows from (C.21) that
M

||u||H1/2(6Q) <cC (log(M/é))("‘+"")/2 .

The result follows from (C.22).

If we do not assume that w = 0 and 8,u = 0 on 'y, but if moreover Ty is of class C'! (case 1), then we can
apply proposition C.3 in addition to propositions C.1 and C.2, hence for all & < akg(8) and &' < ko(6), there
exist ¢,eo > 0 such that for all € < g, for all u € C1*(Q) such that Au € L?(Q),

llullor o) < €*/*(IIPullzaay + lulla(re) + 118nullz2(r)) + € llullcra ),

llullco(an) < e/*(||Pullze() + llullar(ro) + [18nullza(re)) + €% llullor.a )

We complete the proof as in the case 2.
As concerns the case a = 0, the result follows from (C.24), from the second inequality of (C.21), which remains
true, and from the fact that ||u||c1(aq) < M.

Remark: it s readily shown by analyzing the variations of the function kg defined on [0,+o0[ by

_ 1lsinf(l—e"7)
T 2y1+z—sinf’

that the mazimaization problem (C.6) is well-posed. In particular, the argument z that mazimizes the

ke(z) (C.25)

function is unique. In figure C.2, the graph of function kg ts plotted for increasing values of 8, and
the values of function ko are plotted for all values of 8 € [0,7/2]. The function kg ts tncreasing on
the segment [0, /2], with ko(0) = 0 and ko(w/2) = 1. Remark: the fact that ko(0) = 0 indicates that

when 8 — 0, which means that the domawn Q has a cusp, the logarithmic stability does not hold any
more. This s consistent with the result obtained in [ABRV00] when the domain is not Lipschitz,
then a logarithmic-logarithmic estimate was established. Remark: the fact that ko(n/2) = 1 implies

that for domains of class C*, theorem C.1 holds for all k < (1+a)/2. Hence, in the case of functions
u in CY1(Q) C H3(Q) (a = 1), theorem C.1 extends the result of corollary 1 in [Bou08], which was
satisfied for domains of class CYt, to domains of class Ct, provided either I'y is of class C1'! or we
restrict to the functions u which satisfy u = 0 and 8,u = 0 on ['g. It is also interesting to note that
wn 2D, of Q has only reentrant corners, then the cone property is satisfied for any 6 €]0,7/2[, and
theorem C.1 holds for all Kk < 1. Hence, the corners of angle smaller than m deteriorate the exponent
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Figure C.2: Left : graph of function kg for increasing values of 6 : /16, 7/10, 7/6, 7/4, 7/3,
3m/8, Tn/16, /2. Right : function kq(6)

of the logarithmic stability, while those of angle larger than ™ do not. A stmilar remark can be done
in 3D.
Remark: the obtained function (C.25) is strongly dependent on the choice of the function ¥(z) =

—|z — g|* which was used in the exponential weight ¢ = e*¥ of our Carleman estimate (C.3). Besides,
the values of ko(0) induced by this choice and given by (C.6) are not necessarily optimal, except for
6 = w/2, for which we have proved in [Bou08] that ko(mw/2) = 1 is optimal. By testing other types
of function 1, in particular ¥(z) = —|z — q|° with other values of B > 0 and ¥(z) = —log|z — g|, we
have found other functions kg, but taking lower values. Remark: from the proof of theorem C.1,

we obtain the following corollary concerning the data completion problem. This problem consists, for
a function u that solves Pu = 0 in Q in the sense of distributions, to compute with the help of the
values of u and 8,u on 'y, the values of u and O,u on the complementary part T'1. If u € CH%(Q),
a €]0,1], solves Pu =0 1n Q and satisfies ||u||gra(g) < M and [|uf|oi 5y < 6, then for all k < ako(6),
there ezists C,60 > 0 such that for § < bo, ||ullci () < C M/(log(M/6))". In a view to derive a

convergence rate of the method of quasi-reversibility, we now study the case of functions that are
H?(Q) for N =2 and N = 3. We obtain the following theorem.

Theorem C.2 We define the sets Q, I'y and the operator P ezxactly as in the statement of
theorem C.1.

In the case N = 2 (resp. N = 3), for all k €]0,k0(0)/2] (resp. k €]0,ko(6)/4[), there exist
C, 60 such that for all § €]0,8[, for all functions u € H?(Q) which satisfy

lullz2@) < M, [|Pullr2(a) + [[ulla (ro) + [18null2(ro) <6, (C.26)

where M > 0 1s a constant, then

M

|||z () < CW- (C.27)

If we do not assume that Ty 1s of class C1!, the estimate (C.27) holds under assumption
(C.26) and provided we restrict to the functions u which satisfy u|p, = 0 and S,u|r, = 0.
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Proof: by classical imbeddings for Sobolev Spaces (see for example [AF75], p. 108), we have that for N = 2,
H?(Q) — C%%(Q), for all @ € [0,1], and for N = 3, H?(Q) — C%¥/2(Q).

Then the proof is very similar to the proof of theorem C.1. For all & < ko(6) in the case N = 2 (resp. for all
k < ko(6)/2 in the case N = 3), there exists ¢ > 0 such that for sufficiently small ¢, for all u € H?(Q),

lulles@eay < e/*(I|Pulliz() + Iullmw,)) + &*[[ullm2(a),
and then by using propositions C.2 and C.3,
|lullco(any < e/°(||PullL2() + lullmi(ro) + [18ntl|L2(ry)) + €% ||ull m2(0)-

Then assumption (C.26) implies
|[ullcoon) < /€6 + e~ M.

By using the same e optimization procedure as in corollary 1 of [Bou08], we obtain that there exists C' > 0 such
that for sufficiently small g,

M
0 <Cri—rrorn.
ellozien) = g arayy-

Combining (C.22) and (C.23), we obtain

1/2 1/2
llull 2@y < CUIPullza@) + ullgagon 14/l 5a))-

By using a classical trace inequality, we obtain
1/2 1/2
llullzr @) < CUIPullza@) + 1ullgaom 1ulH2q)):

which completes the proof .

C.4 Application to the method of quasi-reversibility

In this section, we use the stability estimates obtained in previous section to derive a convergence
rate for the quasi-reversibility method, and therefore to complete the results already obtained
in [Bou08, KT04]. The method of quasi-reversibility, first introduced in [LL67], enables one to
regularize the ill-posed elliptic Cauchy problems.

Specifically, we consider a bounded and connected open domain Q2 C RY with Lipschitz boundary
and an open part I'g. Now we assume that u € H?(Q) solves the ill-posed Cauchy problem with
data (g0, 91) € H'(T'o) x L*(T') :

Pu=0in Q
’U,|]j‘0 = 4go (C.28)
3nu|1"0 =401

In order to solve the Cauchy problem with these uncorrupted data (go, g1), for @ > 0 we consider
the formulation of quasi-reversibility, written in the following weak form : find u, € H?(Q) such
that Vv € H2(Q), v|r, = v|r, = 0,

(Puq, Pv)12(Q) + (Ua, v)m2() =0
’U,a|]j‘0 = 4o (C.29)
anuah"o =41

Using Lax-Milgram theorem and introducing the solution u to the system (C.28), we easily prove
that formulation (C.29) is well-posed. On the other hand, it follows from (C.28) and (C.29) that
there exist constants Cq,C5 > 0 such that

[ta — ullzz@) < C ||P(ta — )|l220) < Cov/a. (C.30)
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Using (C.30) and theorem C.2 in the case 2 for function u, — u € H2(Q2), we obtain the following
convergence rate : there exists C' > 0 for all k €]0, ko(6)/2[ (resp. & €]0, ko(0)/4[) for N = 2 (resp.
for N = 3), such that for sufficiently small o > 0,

1
o« — <Cor—— C.31
|| u||H1(Q) =™ llog(1/a))* ( )
Note that if additionally we assume that u, — u € H3(Q) and
[ta — ullm2(0) < Ci, (C.32)

with the help of the imbeddings H3(Q) — CYA(Q) for all A € [0,1] and H3(Q) — CL1/3(Q), the
estimate (C.31) holds for all k €]0, ko(0)[ (resp. k €]0,3ko(8)/4]) for N = 2 (resp. for N = 3).

In order to test the optimality of (C.31), we introduce a discretized weak formulation of quasi-
reversibility, which is associated to the continuous weak formulation (C.29). In this view, we
consider the particular case N =2, P = —A, and {2 is a polygonal domain. We use the so-called
Fraeijs de Veubeke’s finite element (F.V.1), introduced in [Fra74| and analyzed in [LL75]. This
nonconforming finite element, initially designed to solve plate bending problems, can be also used
to solve the quasi-reversibility formulation (C.29). In the present paper, we briefly describe such
element, but a comprehensive analysis of the discretized formulation is postponed in [BD10a].
We consider a regular triangulation 7; of Q (see [Cia78] for definition) such that the diameter of
each triangle K € 7 is bounded by h. The set Iy consists of the union of the edges of some
triangles K € T, and the complementary part of the boundary 62 is denoted I';. We denote Wy,
the set of functions w, € L?(Q) such that for all K € Tz, wx|x belongs to the space of shape
functions Pk in K (see [LL75] for definition of Px), and such that the degrees of freedom coincide,
that is : the values of the function at the vertices, the values at the mid-points of the edges of the
element, and the mean values of the normal derivative along each edge.

Then, we define V}, o as the subset of functions of W}, for which the degrees of freedom on the edges
contained in 'y vanish, and V} as the subset of functions of W} for which the degrees of freedom
on the edges contained in Ty coincide with the corresponding values obtained with data go and g;.
For a > 0, we consider the discretized formulation of quasi-reversibility, written in the following
weak form : find up o € Vi, such that for all wy, € Vi g,

Z {(Auh,a, A’wh)Lz(K) + a(uh,a, wh)Hz(K)} =0. (C.33)
KeTh

To analyze convergence when h tends to 0, we introduce the norms ||.||2,» and ||.||1,5, which are
defined, for wy, € Wy, by

lwnlBp = Y lwalliegy  Nwalln= > lwalln)-
KeTn KeTn

By adapting to our case the arguments used in [BMR04] with the Morley’s finite element for the
plate bending problem, we prove that provided u, is smooth enough, then for fixed a, ||un,a —
ThUgl|2,n — 0 like h when A — 0, where m,u, is the interpolate of u, in Wj. By using the estimate
(C.31), we conclude that for small fixed h, we have the approximate convergence rate in « :

1

— SCor—7r—. C.34
||uh,°‘ 7rh'l.l,||]_,h ~ (log(l/a))" ( )

This is the reason why we hope to capture the logarithmic exponent x by using a refined mesh.
In our numerical experiments, we solve the problem (C.33) with data go = u|r, and g1 = G, ulr,

for different harmonic functions u defined by u,, = Re(z™), with z = z + 4y and m = 1,2, ....
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Figure C.3: Domains 2 under consideration

For increasing values of m, the corresponding function u,, is more and more oscillating, which
is likely to deteriorate the convergence rate in a for fixed h. We stop increasing m as soon as
||uh,e — Trull1,n becomes bigger than 0.1||mnul|1s, that is when A is not sufficiently small to
enable the regularization process in a. In order to test different angles 8, Q2 is either a triangle of
smaller angle 26 = 7/8, 26 = w/5, 20 = w/3, or a pentagon of smaller angle 260 = /2 (see figure
C.3). The set [’y covers 60% of the total boundary 8%2 in all cases. The size of the mesh h is fixed
to 1/150, which has to be compared to the edge of length 1 such as indicated on figure C.3. The
figure C.4 represents the function m,u for u = Re(z®) in the case 26 = m/3, as well as the function
Uh,o — ThU, Where uy o is the solution of (C.33) for & = 1072, & = 107* and o = 107°. In order
to capture the dependence of ||un,o — Thu|/1,, On  given by (C.34), we plot

1,h) = F(log(log(1/a)))

for functions v = u,, which correspond to increasing values of m. The first important result is that
the graph of the function F' we obtain is actually a line of negative slope, which is an experimental
confirmation of the logarithmic stability we have established. Furthermore, we remark that this
slope is decreasing with m, as predicted above. The figure C.5 clearly illustrates this fact, in the
case 26 = /3, for m = 2,3,5. The second and main important result is the way the slope depends
on the smaller angle 26 of the polygon. As can be seen on figure C.6, the slope of F' is increasing
as a function of @ for fixed m, as predicted by (C.6). More precisely, we observe that for increasing
values of m, the slope tends asymptotically to some value which is approximately the value xo(6)
given by (C.6), in particular for small values of 8. Hence, it turns out that our estimate (C.31)
for any k < ko(@) (with the additional regularity assumption (C.32)), which is not proved to be
optimal, seems not far away from optimality.

log(||un,o — Thu
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Figure C.4: Exact solution Re(z3) for angle 26 = /3, discrepancy between the retrieved and the
exact solution for « = 1072, a = 10~* and o = 1076
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1.8 T T T -
—+—  pil2
e pil3
- % pil
1.6 i pi/8 T

219

RN ik
! eeeeeeo##eee’e"&é%:’
uulm|nummmummu||“

0.2 oo000

Figure C.6: Slope of the linear function F' as a function of m, for 20 = #/8, w/5, 7/3, 7/2,
compared to the theoretical slope ko (6)
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METHODES DE QUASI-REVERSIBILITE ET DE LIGNES DE NIVEAU APPLIQUEES AUX PRO-
BLEMES INVERSES ELLIPTIQUES

RESUME : ce travail s’intéresse & l'utilisation de la méthode de quasi-réversibilité pour la résolution
de problemes inverses, un exemple typique étant le probléme inverse de ’obstacle. Nous proposons
pour ce dernier une nouvelle approche couplant la méthode de quasi-réversibilité et une méthode de
lignes de niveau. Plus précisément, & partir d’un ouvert candidat w, nous résolvons un probleme de
Cauchy & 'extérieur de w, puis nous mettons & jour cet ouvert par la méthode de lignes de niveau.

La solution approchée du probléme de Cauchy est obtenue en utilisant la méthode de quasi-
réversibilité, introduite par J.L. Lions et R. Lattés dans les années soixante. Nous proposons diffé-
rentes formulations de cette méthode, ainsi que sa discrétisation par éléments finis non conformes
adaptés a lespace de Sobolev H?, et nous prouvons la convergence des éléments finis. En présence
d’une donnée bruitée, nous introduisons une nouvelle méthode basée sur la dualité en optimisation
et le principe de Morozov. Nous montrons que cette méthode fournit des données régularisées et un
choix de parameétre de régularisation pertinent pour la quasi-réversibilité.

En ce qui concerne la mise a jour de 'ouvert w, nous proposons deux méthodes de lignes de
niveau trés différentes : la premiére est basée sur une équation eikonale, la seconde sur une équation
de Poisson. Nous prouvons que ces deux approches assurent la convergence vers 1’obstacle.

Finalement, nous présentons des résultats numériques pour cette approche couplant quasi-
réversibilité/lignes de niveau dans différentes situations : probléme inverse de l'obstacle avec condi-
tion de Dirichlet, détection de défauts dans une structure élasto-plastique...

MoTs CLES : probléme de Cauchy elliptique, probléme inverse de ’obstacle, méthode de quasi-
réversibilité, méthode de lignes de niveau.

QUASI—REVERSIBILITY AND LEVEL SET METHODS APPLIED TO ELLIPTIC INVERSE PROB-
LEMS

ABSTRACT: this work considers the quasi-reversibility method for solving some inverse problems,
a typical example being the inverse obstacle problem. We propose for the latter a new approach
that couples the quasi-reversibility method and a level set method. More precisely, from a candidate
open domain w, we solve a Cauchy problem outside w, and then update w using the level set method.

The approximated solution of the Cauchy problem is obtained by using the quasi-reversibility
method introduced by J.L. Lions and R. Lattés in the sixties. We propose different formulations of
this method, as well as its discretization by nonconforming finite elements adapted to the framework
of Sobolev space H?, and we prove the convergence of the finite elements. In the presence of noisy
data, we introduce a new method based on duality in optimization and the Morozov’s discrepancy
principle. We establish a relationship between this method and the quasi-reversibility; in particular,
we show that it provides regularized data and a relevant regularization parameter that increase the
efficiency of quasi-reversibility.

Regarding the update of the open domain w, we propose two very different level set approaches:
one is based on an eikonal equation, the other on a Poisson equation. We prove that this two
approaches guarantee convergence to the obstacle.

Finally, we present numerical results for this coupled quasi-reversibility/level set approach in
different situations: inverse obstacle problem with Dirichlet condition, detection of some defects in
an elastoplastic structure...

KEYWORDS: elliptic Cauchy problem, inverse obstacle problem, quasi-reversibility method, level
set method.



