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Introduction

Depuis une vingtaine d’années, une large variété de composés fortement corrélés ont été synthétisés,
qui présentent des propriétés a la fois remarquables et inusuelles. Parmi ces composés, les oxydes de
cuivre occupent une place trés importante. Cet engouement pour les cuprates n’est pas étranger & la
découverte en 1886, par A. Miiller et G. Bednorz d’une supraconductivité atypique dans 'un de ces
composés [1], présentant une structure lamellaire de type perovskite. Depuis, beaucoup d’autres oxydes
de cuivre supraconducteurs ont été synthétisés, dont certains présentent les plus hautes températures
critiques (7) actuellement connues pour les supraconducteurs [2]. Dans la famille des oxydes de cuivre, il
existe une autre classe de composés qui présentent des propriétés remarquables, les oxydes de cuivre quasi
unidimensionnels. D’un point de vue théorique, les systémes unidimensionnels sont un terrain privilégié
pour comprendre les propriétés collectives des électrons. Le comportement de ces systémes est souvent
singulier da & la forte corrélation et au faible nombre de degrés de liberté de mouvement des électrons.
L’intérét pour les oxydes de cuivre quasi unidimensionnels provient donc d’une émulation entre théoriciens
et expérimentateurs. On peut, notamment, citer 'exemple des échelles de spins, qui furent tout d’abord
introduites comme modéle théorique pour appréhender la physique des supraconducteurs & haute T..
Certaines de ces échelles présentent un gap de spin, qui pourrait ressembler au pseudo-gap observé dans
les composés supraconducteurs & haute T,.. Quelques années plus tard, la synthése de la famille d’oxydes
de cuivre Sy, 1 Cupy10ay, [3], constitués de plans d’échelles de spins, a accru 'intérét pour ces systémes.
Dans un second opus, les théoriciens ont prédit que lorsque ces systémes sont faiblement dopés en trous,
leur état fondamental est dominé par des corrélations supraconductrices [4-6]. Quelques années plus tard,
une phase supraconductrice a été observée sous forte pression, dans le composé Srg.4Cai13.6Cu24041, €n
partie constitué de plans d’échelles de spins [7].

Si les oxydes de cuivre unidimensionnels intéressent autant les physiciens, c’est notamment parce
qu’ils présentent de nombreuses phases différentes, échelles de spins (3 2,3... montants), chaines de
spins, doubles chaines de spins etc... De plus, ces différentes structures peuvent étre dopées en trous,
en substituant un des contre ions par un atome de valence plus faible ou un introduisant un excés
d’oxygéne. Cette famille de composés s’est considérablement enrichie avec la découverte des matériaux
de type Sr14—4CagCuzsO4;1. Ces composés contiennent & la fois des plans de chaines de spins et des plans
d’échelles de spins. Ce sont notamment les seuls matériaux, contenant des échelles de spins, pour lesquels
une phase supraconductrice ait été observée. On peut aussi noter que ces composés sont naturellement
dopés en trous et que la répartition de ces trous entre les chaines et les échelles introduit un degré de
liberté supplémentaire.

Les matériaux Sri4_,Ca,;Cus4041 ont cependant une structure particuliére, puisque les plans de
chaines et les plans d’échelles ont un paramétre de maille incompatible. Ces matériaux composites sont
donc incommensurables, justement dans la direction commune des chaines et des échelles. Cette incom-
mensurabilité s’accompagne d’une distorsion incommensurable de la géométrie des deux sous-systémes,
due & leur influence mutuelle. On considére généralement que les deux sous-systémes peuvent étre respec-
tivement modélisés par des chaines de spins homogénes, et des échelles de spins homogénes. Cependant,
leurs propriétés physiques différent de celles observées pour les systémes d’échelles et de spins homogénes.
On peut citer notamment, 'apparition d’une phase dimérisée sur les chaines dans le cas du composé pur
en strontium, dont ’origine n’avait pas encore été élucidée, ou le fait que la supraconductivité n’a pas été
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observée pour d’autres composés d’échelles de spins homogénes dopées en trous. L’étude que nous pré-
sentons dans cet ouvrage, a pour but de déterminer dans quelle mesure I’incommensurabilité des chaines
et des échelles, ainsi que leurs modulations structurales, peuvent influer sur les propriétés de ces deux
sous-systeémes.

Les oxydes de cuivre sont des composés fortement corrélés, dont la physique est généralement décrite
au moyen d’hamiltoniens modéles. Ces hamiltoniens décrivent de maniére effective les interactions entre
les quelques électrons qui sont principalement responsables des propriétés physiques. Afin de déterminer
I'influence de l'incommensurabilité, nous avons effectué une étude ab initio des interactions effectives
dans ces composés. Cette étude a été réalisée par une méthode de spectroscopie de fragment, associée
4 un calcul ab initio multi-références. Ce dernier permet de traiter correctement le caractére fortement
corrélé de ces systémes. Dans le cas particulier de ces composés incommensurables, cette méthode présente
I'intérét de pouvoir sonder localement la valeur des interactions, les techniques expérimentales n’ayant
généralement accés qu’a des valeurs moyennes.

Dans un premier chapitre, nous présenterons les modéles effectifs utilisés pour décrire les composés
fortement corrélés, ainsi que la méthode ab initio que nous avons utilisée pour la détermination de
ces modeles. Ce travail de thése comporte un certain nombre de développements méthodologiques qui
seront présentés dans ce premier chapitre. Dans le second chapitre, nous présenterons 1’étude ab initio
des composés Sri4—CayCussOy1. Nous présenterons, dans un premier temps, les propriétés générales
des oxydes de cuivre quasi unidimensionnels. Nous présenterons ensuite, 'influence des modulations
structurales sur les interactions effectives dans les composés Sr14_,Ca,;OussO41 et leurs conséquences sur
la structure électronique de ces matériaux.
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Chapitre I

Calcul d’hamiltoniens modéles

Dans les composés fortement corrélés, les propriétés physiques sont principalement dues & un nombre
restreint d’électrons, proches du niveau de Fermi. Ces électrons, qualifiés d’électrons actifs, ont des mou-
vements corrélés, et la répulsion entre ces électrons est importante. Cette répulsion induit tout d’abord
une forte localisation spatiale des électrons. Les électrons actifs ayant tendance & s’éviter, ces derniers
sont généralement dans des couches ouvertes. Ces matériaux ne peuvent donc étre décrits, méme de fagon
approchée, par un modéle de champ moyen. En d’autres termes, il n’existe pas de représentation, méme
approchée, de leur fonction d’onde sous forme d’un unique déterminant qui soit physiquement sensée.

Ces composés fortement corrélés sont généralement décrits en termes d’hamiltoniens effectifs. Cette
approche consiste & distinguer, les électrons de coeur, localisés prés des noyaux, sur des orbitales profondes
en énergie dont 'occupation reste trés proche de deux, des électrons actifs portés par les orbitales dont
la charge et le spin fluctuent. Ces hamiltoniens modéles ne traitent explicitement que les électrons actifs.
Les interactions qu’il contiennent sont déterminées de maniére & reproduire le spectre d’excitations de
basse énergie du matériau, ainsi que la nature et la structure de sa fonction d’onde.

L’étude d’un hamiltonien modéle comporte trois étapes. Elle comprend tout d’abord la détermination
des degrés de liberté pertinents pour le modéle. En d’autre termes il faut déterminer quels sont les
électrons actifs pertinents dans le matériau, et sur quelles orbitales sont localisés ces électrons. Il importe
ensuite d’évaluer la valeur des interactions effectives entre ces électrons, qui permettent de reproduire
correctement la physique de basse énergie. Enfin, I’étude du comportement collectif de ces électrons
permet de remonter aux propriétés physiques macroscopiques du matériau.

D’un point de vue pratique, il est souvent difficile de déterminer expérimentalement ces hamiltoniens
effectifs. Les techniques expérimentales ne permettent généralement d’accéder qu’a un petit nombre des
paramétres du modéle, ou & des effets collectifs faisant intervenir plusieurs paramétres & la fois. Par
ailleurs, elles ne permettent pas toujours de vérifier la pertinence du modéle choisi. Dans ce contexte,
I’étude ab initio apparait comme un moyen privilégié de valider la pertinence des modéles, de les étudier et
de quantifier leurs paramétres. Cependant, ’étude ab initio des composés fortement corrélés est confrontée
4 deux problémes. La fonction d’onde de ces systémes étant essentiellement multi-configurationnelle, il
n’est pas possible d’appliquer des méthodes de calcul de type champ moyen, ou de la fonctionnelle densité.
Ces systémes sont par ailleurs infinis, or les méthodes permettant de traiter les effets de corrélation forte
ne peuvent techniquement étre appliquées qu’a de petits systémes, contenant un nombre relativement
restreint d’électrons.

Les méthodes de spectroscopie de fragments permettent de contourner ces problémes. Ces méthodes
consistent & étudier un fragment constitué de quelques atomes, placé dans un environnement qui reproduit
les principaux effets du reste du cristal. Dans les matériaux fortement corrélés, I’étude d’une portion
réduite du cristal est justifiée par le caractére local des interactions, ainsi que des effets d’écrantage qui

13



CHAPITRE 1. CALCUL D’HAMILTONIENS MODELES

les renormalisent. La taille réduite de ces systémes, autorise I'utilisation de calcul ab initio multi-références
qui traitent correctement les effets de corrélation forte. L’étude des états de basse énergie de ces fragments
permet finalement d’obtenir les différents paramétres du modéle effectif.

Nous présentons dans ce chapitre les techniques de détermination ab initio des hamiltonien effectifs.
Dans la premiére section, nous définirons de maniére plus rigoureuse ces hamiltoniens, et nous justifierons
le caractére local des interactions effectives. Cette section se terminera par une description générale de
la méthode de spectroscopie de fragments. Nous reviendrons de maniére plus précise sur les différents
points de cette méthode dans les sections suivantes. La section 2 présentera l'importance des effets
de 'environnement. Il s’avére en effet important pour extraire les paramétres effectifs du modéle, de
correctement reproduire ces effets sur le fragment, et en particulier le potentiel électrostatique créé par
le reste du cristal. Nous proposerons dans la section 3 une méthode de calcul performante de ce potentiel
électrostatique, dans le cas de composés cristallins, et dans le cas de composés incommensurables. Dans
la section 4, nous décrirons les méthodes de calcul ab initio. Finalement, nous décrirons dans la section H
une méthode pour extraire, des résultats du calcul ab initio, les paramétres du modéle, ainsi que les
perfectionnements que nous avons apportés.
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1. PRESENTATION

1 Présentation

1.1 Hamiltoniens Modéles

1.1-a Caractéristiques de ces modéles

Le but des hamiltonien modéles est de décrire les propriétés de basse énergie des composés fortement
corrélés, propriétés telles que les propriétés magnétiques ou de conduction, les transitions de phases, les
données de RMN, de diffraction de neutrons etc... Les hamiltoniens modéles doivent donc reproduire le
spectre des excitations de basse énergie des composés mais aussi la fonction d’onde des électrons actifs,
afin de pouvoir décrire notamment les fluctuations de spins et de charges.

L’ensemble des états de basse énergie |1; ) du composé que ’on souhaite reproduire, est appelé “espace
cible”. Ces états correspondent & des états propres de I’hamiltonien exact. L’hamiltonien modéle est défini
sur un “espace modéle”, de dimension égale ou supérieure & la dimension de ’espace cible. La base des
états | ¢; ) de cet espace modéle correspondent & une partie des configurations que peuvent prendre les
électrons actifs au sein des orbitales actives. L’hamiltonien modéle doit vérifier les conditions suivantes :

— il doit reproduire correctement les différences d’énergies des états |1); ) étudiés,

— ses fonctions propres doivent reproduire correctement la physique des fonctions d’onde des états
[4i ).
Il est évident, que cet hamiltonien modéle ne peut pas étre la simple projection de I’hamiltonien exact
sur ’espace modéle. En d’autres termes, les paramétres de I’hamiltonien modéle, sont des paramétres
effectifs.

Sachant ce que 'on exige de ces modéles, il reste maintenant & savoir comment les déterminer. En
fait ces modéles sont souvent définis de maniére semi-empirique. Il est souvent possible de déterminer, &
partir de la composition chimique et de la géométrie, les degrés liberté pertinents dans un composé. En
particulier I’étude du champ des ligands permet de déterminer la dégénérescence des orbitales atomiques
et donc les électrons et les orbitales susceptibles d’étre actifs. Lorsque cela est possible, I’évaluation des
interactions effectives est obtenue en comparant les expériences, aux études théoriques des différents
modéles.

L’étude ab initio permet de déterminer de maniére plus précise les hamiltonien modéles, dans le sens
ou elle s’appuie sur ’étude de ’hamiltonien exact.

Elle donne notamment une base théorique & la déduction de ’hamiltonien modéle & partir de ’ha-
miltonien exact. Avant de présenter cette approche nous décrivons ici les hamiltoniens modéles les plus
couramment utilisés, afin que le lecteur puisse se faire une idée du type de physique que décrivent ces
modéles.

1.1-b Modéle de Heisenberg

Le modéle de Heisenberg est un modéle simple qui de décrire les propriétés magnétiques. Il a été
proposé en 1928 par Heisenberg [9] afin de rationaliser les interactions ferromagnétique entre des spins 1/2
localisés. Son formalisme a été établi par Dirac [10] et Van Vleck [11]. Le modéle initialement prévu pour
décrire des composés ne comportant qu’un électrons célibataire par site, a été étendu par Nesbet [12] au
cas d’un nombre quelconque d’électrons par site et donc & une valeur quelconque du moment magnétique
local.

15



CHAPITRE 1. CALCUL D’HAMILTONIENS MODELES

Dans le cas de composés fortement corrélés se modéle se justifie lorsque les orbitales magnétiques
sont demi-remplie. Si la répulsion sur site est importante, les configurations ioniques dans lesquelles
une orbitales magnétiques est doublement remplie ont un poids trés faible dans la fonction d’onde.
Dans la mesure ou 'on ne s’intéresse pas au fluctuations de charges ces états peuvent étre négligés,
et l'on ne considérera dans ’espace modéle que les configuration neutres. Les couplages magnétiques
entre les différentes configurations tiennent alors compte de maniére effective des configurations ioniques.
L’hamiltonien modéle peut se mettre sous la forme :

H = Z Ji]’ (S;S’J - %nm])

<i,j>

ou la somme parcours les paires de sites < i,j >, ou S; et §j sont les spins des de ces sites, n; et n; leur
occupation, et J;; le couplage magnétique entre ces sites. Dans le cas des composés fortement corrélés,
les interactions magnétiques décroissent rapidement avec la distance, et I’on ne considére généralement
dans le modéle que les interaction entre spins premiers ou seconds voisins.

La simplicité de ce modéle fait qu’il est trés largement utilisé pour étudier le comportement magnétique
des solide. Selon la géométrie de ’arrangement des sites et le type d’interactions ils présentes un grand
nombre de phases différente.

1.1-c Modéle t —J

Le modéle t — J est pertinent pour décrire la physique des composés qui présentent des fluctuations
de charges, mais ot les formes ioniques au sens valence bond sont négligeables. Le modéle a en fait été
introduit par Zhang et Rice [8] afin de décrire le mouvement des trous dans un ensemble de spins couplés
par des interactions antiferromagnétiques. Ce modéle a été présenté & l'origine pour décrire les plans
d’oxyde de cuivre des supraconducteurs a haute température critique. D’une maniére plus générale, ce
modéle décrit la physique d’une bande partiellement remplie, pour laquelle les états faisant intervenir une
orbitale doublement remplie sont négligeables, ou bien pour laquelle ce sont les états faisant intervenir
une orbitale totalement vacante qui sont négligeables.

En seconde quantification, ’hamiltonien du modéle ¢ — J s’écrit sous la forme :
I |
H = Z tij (C;[,UC]'J +c‘1:’o.Ci,g') — Z Jij (SIS] — Zn,-nj)
<t,j>,0 <i,j>

ol t;; est I'intégrale de saut entre les sites i et 7, c;f,a et ¢; o les opérateurs de création et d’annihilation
d’un électron de spin ¢ sur le site 1.

Nous avons supposé ici que tout les sites étaient équivalents, dans le cas contraire il est nécessaire
d’introduire un terme d’énergie sur site €;. On peut noter par ailleurs, que I’hamiltonien ne tient pas
compte de la répulsion entre les électrons situés sur des sites différents. Cette répulsion peut étre introduite
via un terme de répulsion V;;, qui est généralement limité aux sites < 4, j > premiers voisins. L’hamiltonien
modéle comprenant ces deux derniers termes s’écrit :

oo 1
H=Y et ¥ty (ociatchoeia) = 3 5y (805 - fun ) + X Vi nimy
i

<i,j>,0 <i,j> <i,j>
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1.1-d Modéle de Hubbard étendu ou PPP

Les modéle des Hubbard étendu [13] ou de Pariser-Parr-Pople [14] (PPP) sont des modéles qui tiennent
explicitement en compte de la répulsion sur site U. L’espace modéle contient donc toutes les configurations
possibles des électrons actifs au seins des orbitales active. En tenant compte de ’énergie sur site et de la
répulsion Coulombienne inter-site, ’hamiltonien de Hubbard étendu s’écrit :

L1
H o= Yen+ Yty (dociotel,en) = Y Ty (si-sj—zn,-nj)
i

<i,j>,0 <i,j>

—}—ZUTZ,'TTL&L + Z Vij niN;j
1

<%,j>

On peut noter, que le modéle PPP est un peut plus complet puisqu’il contient toutes les intégrales
bi-électroniques a 2 orbitales, mais la principale différence entre ces modéles, est que le premier a été
introduit en physique du solide et le second en chimie. Ces modéles permettent notamment de traiter les
fluctuations de charges dans le cas d’une bande demi-remplie. Cependant, ils sont quelque peu lourd &
traiter, en particulier & cause de la taille importante de l’espace modéle. Des hamiltoniens modéles plus
simples leurs sont généralement préférés, si 'approximation introduite n’altére pas trop le comportement
physique du modéle.

1.2 Interactions effectives

Comme mous I'avons exposé 'hamiltonien modéle est défini sur une base d’états restreinte, et les
interactions effectives doivent permettre de reproduire les excitations de la fonction d’onde réelle, ainsi
que les fluctuations de charges et de spins. Les valeurs de ces interactions doivent donc tenir compte de
maniére effective des configurations qui ont été négligées dans le modéle. En effet, si ces derniéres ont
un poids faible dans la fonction d’onde du systéme, elles ont néanmoins une grande importance pour la
repolarisation dynamique des différents états ou I’écrantage des interactions. L’analyse des interactions
effectives, qui est proposée dans cette section, s’inspire trés largement de D’article de revue de M.-B.
Lepetit [15].

1.2-a Définition de ’hamiltonien effectif

Avant d’étudier les interactions effectives en fonction de I’hamiltonien exact, il nous faut définir plus
précisément ’hamiltonien modéle lui méme. Un définition rigoureuse de I’hamiltonien modéle en fonction
de ’hamiltonien exact peut étre donné par la théorie des hamiltonien effectifs (pour plus de détails sur
cette théorie, voir les références [16]). Nous faisons volontairement ici une différence entre les hamiltoniens
modéles, ayant plutot un caractére phénoménologique, et les hamiltoniens effectifs, définis & partir de
I’hamiltonien exact.

On considére donc ’ensemble des états de basse énergie du systéme, que I’on souhaite modéliser. Ces
états |¢i > sont des états propres de ’hamiltonien réel H, d’énergie E; :

H |y ) = E; |;)

L’espace formé par ces états propres est appelé espace cible. L’espace modéle M est décrit par une base
| #; ), de dimension supérieure ou égale & celle de I’espace cible. On défini le projecteur P sur l'espace
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modéle :

P=73" |6;)(¢]
JEM
La condition que nous avons imposée sur l’espace modéle, est que celui-ci doit permettre de reproduire des

fluctuations de charges et de spins, ainsi que les propriétés physiques des électrons actifs. Cette condition
est satisfaite si la projection des états de ’espace cible sur ’espace modéle est grande :

(vi| Plpi) ~1 (L.1)

L’hamiltonien effectif H°f agissant sur I’espace modéle est choisi de maniére & ce que :
— ses énergies propres reproduisent les énergies exactes des états de ’espace cible

— ses états propres associés reproduisent la projection | P ;) des vecteurs de ’espace cible sur I’espace
modéle

L’hamiltonien effectif vérifie donc le jeu d’équations suivant :
H|Py;) = E; | Pyy) (1.2)

Si ’espace modéle et ’espace cible sont de méme dimensions, ces équations définissent exactement tout
les termes de ’hamiltonien effectif. Pour s’en convaincre, on peut envisager le cas d’un fragment fini du
cristal. L’espace cible contient alors un ensemble N de vecteurs. Les N équations 1.2 imposent N x N
conditions qui définissent exactement les N2 coefficients de la matrice H¢®. I’expression de H*% est en
fait donnée par :

HT = Z | Py YEi( P |

2

oit |P;") est le vecteur bi-orthogonal associé au vecteur | P4);), c’est a dire vérifiant les équations
suivantes :

(Pt | Py ) =6y

1.2-b Reéduction du nombre d’interactions

A ce stade la définition de I’hamiltonien effectif H*f pose deux problémes :
— tel qu’il est défini 'hamiltonien effectif n’est pas, & priori, hermitique.

— Tous les coefficients de ’hamiltonien sont a priori non nul, ce qui représente un grand nombre
d’interactions effectives. En particulier ’hamiltonien effectif contient,

e des interactions entre un nombre quelconque n d’électrons,
e des interactions & la longue distance,

e et méme, comme nous le verrons par la suite, un grand nombre d’interactions locales.

La non hermiticité de ’hamiltonien effectif provient du fait que les projections | P); ) des vecteurs
propres | P1;) ne sont A priori pas orthogonales et par conséquent les vecteurs |1;) et leur vecteur
bi-orthogonal |P¢f) associé ne sont pas identiques. Cependant si I’espace modéle est convenablement
défini, & savoir que le poids des vecteurs propres |;) hors de I’espace modéle est faible (condition I.1),
alors les projections de ces vecteurs dans ’espace modéle sont dans une bonne approximation orthogonales
entre elles, et I’on pourra rendre 'hamiltonien effectif hermitique sans perdre trop d’information. Nous
verrons que les méthodes de spectroscopie de fragments permettent de déterminer si cette condition est
effectivement vérifiée.

Il nous reste donc & déterminer dans quelle mesure ’hamiltonien effectif peut se ramener & un petit
nombre d’interactions locales. La théorie des perturbations des états quasi-dégénérés fournit un outil pra-
tique qui permet d’évaluer ces interactions & partir de ’hamiltonien exact, sans avoir & connaitre les états
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propres de ’hamiltonien. A partir de maintenant nous considérerons que I’ensemble des configurations de
Pespace modéle est défini & partir d’un jeu d’orbitales actives locales ayant un fort caractére atomique.
L’hamiltonien d’ordre 0 est choisi égal aux termes diagonaux de ’hamiltonien (ce qui correspond & la
théorie des perturbations Epstein-Nesbet [17]). Par mesure de simplicité nous noterons ¢; la valeurs de
ces termes :

H0:Z|¢i>5i<¢i| ou & =(¢; |H|¢;)

Le terme de perturbation H' est donc constitué des termes extra-diagonaux de I’hamiltonien exact.
D’apreés la théorie des perturbations quasi-dégénérés, l'interaction effective entre deux configurations
|¢i) et | ¢;) appartenant & I’espace modéle M est donnée par :

(i | H'| o ){ba | H' | 6;)

€j —Ea

Hi = (¢i| Ho|¢; )+ (s | H' |d5 )+ D

ag M

ol nous n’avons représenté que les deux premiers ordres. Cette analyse des interactions permet de déter-
miner quels sont les paramétres de H®® réellement significatifs. Nous supposons ici que le développement
perturbatif converge. Ce n’est pas toujours le cas dans la pratique, en particulier lorsque I’espace modéle
contient des états ioniques pour lesquels des orbitales actives sont doublement excités. Ces états ont en
effets des énergies ¢; plus élevées que certains des états excités | ¢, ). Nous utilisons ici la théorie des
perturbations afin d’analyser de maniére qualitative le contenu des paramétres effectifs de I’hamiltonien,
aussi nous ignorerons ces problémes pratiques.

Le terme de perturbation H' contient des interactions qui sont au maximum bi-électroniques. Si
les déterminants |¢;) et |$;) difféerent par un grand nombre d’électrons, les premiers termes non nul
intervenant dans le couplages de ces configurations seront des termes d’ordres de perturbation élevés et par
conséquent faibles. On peut donc raisonnablement limiter ’hamiltonien effectif aux interactions faisant
apparaitre un petit nombre d’électrons. En général on limite I’hamiltonien effectif & des interactions mono
ou bi-électroniques. Dans certains cas cependant on considére des termes d’échange & quatre corps. Ceux
ci peuvent étre important pour reproduire correctement le spectre des excitations de spins. L’exemple
des interactions magnétiques & quatre corps est intéressant puisqu’il illustre bien la différence entre les
interactions contenues dans ’hamiltonien effectif et celles contenues dans I’hamiltonien exact. En effet,
dans ce dernier les interactions & 4 corps n’existent tout simplement pas.

Ainsi il est justifié de ne tenir compte que des interactions n’impliquant qu’un petit nombre d’électrons.
Il nous faut maintenant vérifier que ces interactions peuvent se réduire & un petit nombre d’interactions
locales, c’est-a-dire n’impliquant que des électrons proches spatialement. Pour ce faire, considérons au
contraire le cas de deux configurations |¢;) et |¢; ) dont les différences impliquent des électrons situés
sur des orbitales trés distantes. Ces deux configurations peuvent étre couplées de deux fagons différentes.
Tout d’abord, elles peuvent étre couplées au premier ordre via le terme direct ( ¢; | H | ¢; ). Dans la plupart
des cas, le calcul de ce terme de couplage implique un produit d’orbitales distantes (que nous noterons
©a €t @p ). Or les orbitales locales décroissent radialement de maniére exponentielle, si les orbitales sont
relativement éloignées, ce terme peut étre considéré nul :

©a(7) () ~ 0 v

En fait la seule intégrale qui ne fasse pas intervenir ce terme apparait dans le cas d’une interaction de
sauts concertés, ol un électron passe d’une orbitale ¢, & une orbitale ¢, proche, et un second électron
passe simultanément d’une orbitale ¢, & une orbitales ¢y, elles aussi proches mais distantes des orbitales
pq €t pqr. L'interaction directe entre ces deux états, dont le diagramme est représenté figure 1.1, contient
une seule intégrale non négligeable :

1
(b o) = [[[ ][ ouli) o) — puli) () dria
T12 R3 R3 T12

On peut noter que le produit des quatre orbitales est non négligeable lorsque 71 est au voisinage du centre
des orbitales ¢, et @,/ , et que 75 est proche du centre des deux autres. Dans ce cas r15 est & peu prés égal
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a la distance R qui sépare les deux jeux d’orbitales. On peut donc effectuer un développement limité du
terme 1/r12 autour de R, afin d’évaluer la variation de cette intégrale en fonction de R. Notons 7} et 7 la
positions des électrons par rapport au centre de gravité de la distribution ¢, ¢, pour le premier électron
et p i pour le second (la distance entre ces deux centre étant égale 3 ﬁ) La distance 1o est égale &
|é + 7 — 74|. On peut donc faire un développement limité de 1/r12 en considérant que le produit des
orbitales est non négligeable lorsque r; et ry sont petit devant R. Le premier terme de ce développement
dont lintégration est non nulle est premier terme faisant intervenir a la fois 71 et 7 (on rappelle que les
orbitales sont supposées orthogonales), ce terme varie donc comme 1/R3. Ceci montre clairement que le
couplage direct n’introduit pas d’interactions & longue portée, puisqu’il décroit au moins comme 1/R3.

'

a a

b b'

Fic. I.1: Mécanisme d’ordre 1 représentant un saut concerté de deux électrons des orbitales
a et b vers les orbitales a' et /. Les fleches orientées vers la droite (gauche) indiquent les
lignes de particules (trous), et les lignes en pointillés les interactions.

Des configurations faisant intervenir des orbitales trés distantes peuvent aussi étre couplées par des
mécanismes ne faisant intervenir que des interactions entre électrons situés sur des orbitales proches.
Par exemple on peut imaginer que pour sauter d’un site a & un site b éloigné, un électron passe par une
succession d’orbitales proches (correspondant par exemple & des sites premiers voisins) n’appartenant pas
aux orbitales actives. Cependant chacune des étapes correspond & un état excité intermédiaire. Plus les
sites seront éloignés, plus le mécanisme correspondra & un terme perturbatif d’ordre élevé. Ces termes
perturbatifs vont décroitre rapidement avec la distance entre les sites.

Ainsi il est possible de ne tenir compte dans ’hamiltonien effectif que des interactions faisant inter-
venir un petit nombre d’électrons proches spatialement. Ceci montre clairement le caractére local des
interactions. Il est cependant important de noter que nous n’avons analysé ici que la taille caractéristique
des interactions, c’est & dire en fait la taille caractéristique du terme dominant de ces interactions. Nous
verrons par la suite que les autres termes qui renormalisent ces interactions font eux aussi intervenir des
excitations locales.

Cette analyse cache cependant encore un probléme. Méme si les seules interactions sont des interactions
locales, elles sont encore trop nombreuses, ou, s’il on préfére, elles ne sont pas encore clairement définies.
Considérons par exemple le cas de deux configurations | ¢;) et | ¢; ) qui ne différent que par le saut d’un
électron d’une orbitale ¢, & une orbitale ¢;,. L’interaction effective entre ces configurations correspond &
la définition naturelle du terme de saut de ¢, vers . Or si l’on considére deux autres configurations | ¢} )
et | ¢} ) qui présente entre elles la méme différence, I'interaction entre ces deux configuration est différente
de la premiére. En effet cette différence provient de la position différente des électrons actifs spectateurs,
c’est-a-dire les électrons actifs dont I’état est le méme dans les deux configurations |¢; ) et | ¢; ), ou | ¢})
et | ¢3- ). La position de ces électrons intervient via le terme électrostatique de ’hamiltonien, et apparaitra
donc dans les interactions mono-électroniques et les terme diagonaux de ’hamiltonien présents dans le
développement perturbatif. Ces effets seront donc particuliérement important pour les intégrales de saut
effectives et les énergies effectives ol ces termes apparaissent au premier ordre. Dans le cas des énergies
effectives ces termes correspondent principalement & la répulsion électrostatique entre les électrons actifs,
et ’on peut introduire des termes de répulsion dans ’hamiltonien effectif. Cette répulsion décroit comme
1/R et, lorsqu’elle est prise en compte, on limite généralement le modéle au cas de la répulsion entre
sites premiers voisins. Dans le cas des intégrales de saut le probléme est quelque peu plus embétant.
Considérons par exemple l'intégrale de saut entre une orbitale ¢, et une orbitale ¢, dans le cas ot un
électron actif spectateur est situé sur une orbitale ¢, & une distance caractéristique R, et dans le cas ou
ce méme électron est situé a linfini. A 'ordre 1, la principale différence entre les intégrales de saut est
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donnée par l'intégrale suivante :

Cacl (v} = [[[[ ][ eai) etr) -1 i) ol diiary

qui correspond au diagramme présenté sur la figure 1.2. En réalisant un développement limité du terme
en 1/r12, on peut voir que cette intégrale décroit en 1/R%. Meéme si cette décroissance n’est pas trés
rapide il est en fait rare que l'on considére dans les hamiltoniens modéles les différentes possibilités des
intégrales de saut. En fait, ce probléme a été peu étudié, et on ne sait généralement pas si ces termes
sont importants ou non par rapport & la taille caractéristiques des intégrales de saut. Dans la suite nous
différencierons juste les intégrales de saut lorsque les électrons spectateurs sont trés proches, c’est-a-dire
lorsqu’ils sont situés sur un des sites correspondant au saut.

a b

FiG. 1.2: Mécanisme d’ordre 1 correspondant a effet électrostatique d’un électron situé en c
sur un intégrale de saut de a vers b.

Si pour toutes les autres interactions on néglige ces effets, il nous faut cependant définir quelle confi-
gurations doivent servir & définir les interactions. On considérera que tous les électrons du cristal, &
Pexception des électrons actifs situés sur les sites associés & Uinteraction, sont traités en champ moyen.
Par, exemple, pour les intégrales de saut (t,5) et d’échange (J,3) entre un site a et un site b, on supposera
que tous les électrons & l’exception des électrons actifs de ces deux sites sont dans un état | ¢°) champ
moyen. Les deux intégrales seront définies par :

tab = <¢o |Ca Heff CL|¢O>
Jab = (¢° | cacs H clel | ¢°)
ol a et @ représente les électrons situés sur 'orbitale a de projection de spin 1/2 et —1/2.

Dans la suite de cette section, nous analyserons plus en détail les principaux mécanismes pouvant
intervenir dans la renormalisation des intégrales effectives. Nous traitons ici le cas de 'intégrale d’échange,
Iintégrale de saut ainsi que les termes diagonaux de I’hamiltonien effectif.

1.2-c Intégrale d’échange

L’intégrale d’échange J intervient dans les modéles de type Heisenberg ou modéle ¢ — J. Ces modéles
sont pertinents pour les composés ou la répulsion sur site est trés importante et ol par conséquent les
états ioniques contenant des sites doublement occupés ont un poids trés faible dans la fonction d’onde et
peuvent étre exclus de ’espace modéle. L’interaction d’échange contient alors, de maniére effective, ’effet
de ces états ioniques sur le couplage entre deux spins situés sur deux sites différents.

On s’intéresse ici au couplage magnétique en deux spins 1/2 situés sur deux sites a et b distincts.
Cette intégrale d’échange correspond & la différence d’énergie entre I’état triplet et I’état singulet formés
par ces deux spins, ou de maniére équivalente au couplage effectif entre les configurations |ab > et |ba >.

Le premier terme est le couplage direct entre les deux configurations :

Ja=(ab| H |ba)
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Jd=<a5‘H‘ba>

ol par convention nous omettons dans ’écriture des déterminants les électrons portés par d’autre orbitales.
Ce terme est toujours antiferromagnétique. Il dépend de maniére cruciale de la distance séparant les deux

sites. En effet, cette intégrale fait intervenir le produit des orbitales a(7)b(71) et a(72)b(7:), ces deux
distribution décroissent exponentiellement en fonction de la distance R séparant les sites.

Le second mécanisme, analysé par P. W. Anderson [18], rend compte de l'influence des états ioniques.
L’échange de spins se faisant via une configuration ou une des orbitales magnétiques est doublement
occupée (voir figure 1.3). Ceci correspond 4 un terme perturbatif du second ordre, appelé terme de super-
échange :

J{ab| Hlaa)”  (ab|H[Wb)"  tu?

Eoa — Egp Ey; — Eqp U
ot E; et E,; sont les énergies des configurations neutres et ioniques, U est la répulsion de coulomb sur
site et tqp l'intégrale de saut entre les orbitales a et b. La seconde égalité n’est valable que lorsque les
sites a et b sont équivalents, c’est ce que ’on supposera & partir de maintenant. On peut remarquer que
le terme effectif J; est toujours antiferromagnétique et va donc s’opposer au couplage direct. En premiére
approche, l'intégrale de saut t,; est proportionnelle au recouvrement entre les orbitales atomiques a' et
b'. Jy décroit donc de la méme facon que Jy avec la distance entre les sites magnétiques.

Jy=—

U i H o [958
I R
a b

a b

Fia. 1.3: Mécanisme de super échange impliquant les états ionique.

Dans de nombreux composés a forte corrélation électronique, notamment dans les oxydes de métaux
de transition, les atomes portant les électrons célibataires ne sont pas premiers voisins, mais sont liés
d’un point de vue chimique, par d’autre atomes ou groupes d’atomes. La distance entre les orbitales
magnétiques étant relativement importante, les deux premiers termes Jy et Ji sont faibles et les termes
d’ordres supérieurs impliquant les ligands pontant auront par conséquence une influence plus grande. Les
termes d’ordres supérieurs les plus importants sont alors ceux qui font intervenir les électrons appariés
des atomes pontant les atomes magnétiques. On envisage donc ici I'influence d’une orbitale I, doublement
occupée a l'ordre 0. Les premiers termes perturbatifs induits par la présence de cette orbitale sont deux
termes d’ordre 4 dont les mécanismes sont représentés sur la figure 1.4 :

(1%ab| H |a®b)* (a?lb| H | a2 )? 8<lza5|H|a2l5>2 (a®lb| H | a?b? )
(Eaats — Eattn)? (Eaat — Eaus) (Eaats — Eattn)? (Eaats — Eaup)

ta” tn® 8 tar® ty”
(A2 U (A1) Ay

T =

= —4

Ey .. sont les énergies des différentes configurations, A; sont les énergies d’excitation des états de simple
et double transferts de charge ligand—métal. les termes t,;, tp et t;; correspondent au intégrales de
sauts entre les orbitales magnétiques et ’orbitale pontante, les deux derniéres sont différenciées, car si
elles correspondent toutes deux au transfert d’un électron de 'orbitale [ vers l'orbitale b (ou 'inverse)
les électrons spectateurs ne sont pas les mémes dans les deux cas. Au vu de cet analyse il apparait
clairement que pour que ce terme soit important, I’orbitale [ doit étre énergétiquement proche des orbitales
magnétiques et doit présenter un terme de saut important avec chacune d’entre elles. Nous avons considéré
le cas ot 'orbitale [ était une orbitale doublement occupée, mais un tel mécanisme peut aussi impliquer
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a 1 b }riﬁ:{

Fia. I.4: Mécanisme de super échange impliquant les états de simple transfert de charge
ligand — métal.

une orbitale vacante (on obtiendra en fait un mécanisme similaire en déplacant les trous au lieu des
électrons).

Dans le cas ol le modéle traite explicitement les états ioniques portés par les orbitales magnétiques,
comme dans le cas du modéle de Hubbard, le mécanisme de Anderson ainsi que le mécanisme associé au
premier terme contenu dans J, sont traités explicitement dans le modéle et ne doivent pas apparaitre dans
la valeur effective de l'intégrale. Les autres termes de l'intégrale d’échange, étant généralement beaucoup
plus faibles que ces deux effets, il arrive que I’on néglige tout simplement l'intégrale d’échange dans ces
modéle.

Les mécanismes qui viennent d’étre présentés ont bien entendu un caractére local, puisqu’il ne font
intervenir que les orbitales situées sur les sites a et b ou des orbitales d’atomes pontants. On peut vérifier
que leffet des autres excitations décroit trés rapidement avec la distance. Le terme perturbatif le plus
simple impliquant ’excitation d’un électron situé sur une orbitale distante correspond & un terme du
second ordre dont le diagramme est représenté sur la figure 1.5 :

(iab| H' |i*aa)(i*aa | H'|iba)

€iba — €i*aa

ou ¢* correspond & une orbitale excitée proche de I’orbitale ¢, ces orbitales étant & une distance caracté-
ristique R des orbitales a et b. On peut remarquer que les deux termes d’interaction correspondent & des
sauts concertés. Or nous avons déja montré dans la partie précédente que ces termes variaient comme
1/R3. Leffet sur l'intégrale d’échange d’une excitation non locale décroit donc comme 1/RS. En fait
on peut remarquer que ce terme correspond & une interaction dipole-dipole. Ainsi les mécanismes qui
renormalisent l'intégrale d’échange sont essentiellement locaux.

a b

i
—
*

.

—
i

b a

Fig. I.5: Mécanisme d’ordre 2 correspondant & la contribution d’une excitation distante sur
le couplage magnétique entre deuz orbitales.
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CHAPITRE 1. CALCUL D’HAMILTONIENS MODELES

1.2-d Intégrale de saut

L’intégrale de saut traduit la capacité des électrons a passer d’une orbitale a une orbitale b. Comme
nous ’avons mentionné l'intégrale de saut est particuliérement sensible & la configuration des électrons
spectateurs. Nous n’envisageons ici que les configurations possibles des électrons spectateurs situés sur
les orbitales a et b :

taw = (a|HT|b) b =(ab|HT|bb)  t2% = (aab| H*" |bab)

ou les exposant indiquent ces électrons spectateurs. Ces intégrales différent au premier ordre de pertur-
bation des termes :

1 _
thy —tay = (ab|a|bb>

o1 A
t% —ty = (aa|a|ba>+<ab|a|bb>

La différence entre ces termes est souvent négligée. Il est important de noter que ces termes n’apparaissent
ensemble que dans le cas du modéle de Hubbard étendu. Si I’on ne prend pas en compte dans ’espace
modéle les formes ioniques, c’est & dire dans le cas du modéle ¢ — J alors il n’apparait que 'une de ces
intégrales : l'intégrale ¢, dans le cas d’une bande faiblement remplie ou lintégrale t2% dans le cas d’une
bande fortement remplie.

Comme pour les intégrales d’échange, lorsque les atomes portant les orbitales actives sont pontées par
des entités chimiques, les intégrales de saut sont fortement renormalisées par les termes perturbatifs faisant
intervenir les orbitales de ces atomes pontant. La figure 1.6 représente le mécanisme de saut prépondérant
lorsque les orbitales actives sont pontées par une orbitale doublement occupée. Ce mécanisme correspond
4 un terme perturbatif du second ordre :
4= toital

1= A7
1
Les spins indiqués en pointillés sur la figure 1.6 correspondent aux éventuels électrons spectateurs. 1l
apparait clairement que la présence des ces électrons va modifier & la fois les termes de couplages ty; et
tq entre les configurations ainsi que I’énergie A} de transfert d’un électron du ligand vers le métal. En
particulier selon que les électrons spectateurs sont présents ou non sur les orbitales a et b, I’énergie A,
peut contenir ou non le terme de répulsion sur site U. Ainsi la valeur de ce terme effectif impliquant les
orbitales des ligands est lui aussi fortement dépendant des électrons spectateurs.

A
t,

Alii i i tl}'; #ﬁ\i. i
0 iyt a 1. b St
1 a 1

b

Fi1G. I1.6: Mécanisme de saut effectif impliquant les états de simple transfert de charge ligand
— métal.

On peut remarquer que dans le cas de l'intégrale de saut t2, le terme A} correspond a celui intervenant
dans le terme de super échange J>. Celui-ci peut alors se réécrire comme :

2
Jy = —4ll g tal’ i
U~ “(A1)? A,
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1. PRESENTATION

Le second terme de ’expression est souvent beaucoup plus faible que le premier, car il fait intervenir
un état intermédiaire de double transfert de charge ligand—métal, trés haut en énergie. Si on néglige ce
terme, on voit que ’on obtient dans le cas de systémes pontés, un terme similaire formellement au terme
super-échange de Anderson. Dans le cas de systémes pontés I'intégrale d’échange effective varie donc en
général comme le carré de 'intégrale de saut effective.

Comme dans le cas de l'intégrale d’échange, les mécanismes renormalisant 'intégrale de saut sont des
mécanismes locaux. On peut aisément le vérifier en considérant ’excitation d’un électron distant d’une
orbitale i vers une orbitales i*.

11 est important de noter que ’excitation de ces électrons ne peut étre due qu’a 'interaction avec un
des électrons des orbitales a et b. Nous avons en effet supposé que seuls ces électrons différaient de la
solution champ moyen du cristal (voir section 1.2-b). Or selon le théoréme de Brillouin cette fonction
n’est couplée & aucune simple excitation. Le premier terme perturbatif induit par cette excitation est le
terme d’ordre 2 dont le mécanisme est représenté sur la figure 1.7 :

o] & | )(iva| & | ib)
Ae

ol z est un des électrons situés sur les orbitales a et b, et ol nous avons omis les électrons spectateurs. Le
premier terme du numérateur correspond & l'effet électrostatique d’un électron situé en x sur le saut d’un
électrons de i vers i*. Nous avons vu que ce terme décroit comme 1/R?. Le second terme du numérateur
correspond & un saut concerté et décroit comme 1/R3. L'effet de ces excitations sur l'intégrale de saut
effective décroit donc rapidement comme 1/R5.

X X

T
—
*

4

p—

a b

Fig. I.7: Mécanisme d’ordre 2 correspondant a la contribution d’une excitation distante sur
une intégrale de saut. Le terme x correspond & un des électrons situés sur les orbitales a et

b.

1.2-e Termes diagonaux

Les différences entre les termes effectifs diagonaux permettent d’obtenir les énergies sur sites et les
termes de répulsion Coulombienne effectifs. Par exemple, la différence d’énergie entre deux orbitales a et
b, correspondra & la différence d’énergie entre une configurations contenant un électron sur l'orbitale a et
la configuration ou cet électron est situé sur ’orbitale b.

Les termes effectifs diagonaux ne sont évidement pas couplés au premier ordre de perturbation puisque
le terme H' ne contient que les termes extra-diagonaux de I’hamiltonien exact. Les premiers termes de
perturbation qui vont renormaliser ces énergies sont donc des termes d’ordre 2 faisant intervenir un état
excité. Le terme le plus important sera celui faisant intervenir une simple excitation d’un électron d’une
orbitale 4 vers une orbitale i*. Comme nous I’avons déja mentionné cette simple excitation ne peut étre
due qu’a linteraction avec un des électrons actifs des sites associés au terme effectif considéré. Dans
I’exemple que nous venons de donné cet électron sera un des électrons actif des sites a et b, nous le
noterons z (ou y). Le terme perturbatif d’ordre 2 correspond au diagramme représenté sur la figure 1.8,
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il est égal & :
. 1 . . 1 .
(iz | o |72 )(i*y | o |iy )
Ae
Les deux termes du numérateur décroissent comme 1/R? avec la distance séparant les orbitales i et i*.
Ces mécanismes qui correspondent & des effets de repolarisation des états décroissent donc comme 1/R%.

i
—
*

.

—
i

y y

Fia. I1.8: Mécanisme d’ordre 2 correspondant & la contribution d’une excitation distante sur
lénergie effective d’une configuration. Les termes x et y désignent des électrons actifs des
sites considérés (ils peuvent notamment correspondre au méme électron).

1.3 Spectroscopie de fragments

Nous avons montré dans la section précédente que I’hamiltonien modéle pouvait se ramener & un petit
nombre d’interactions effectives locales. Nous avons aussi montré que les mécanismes qui renormalisent
ces interactions sont eux aussi essentiellement locaux. Il apparait donc possible d’évaluer ces interactions
a travers l’étude ab initio d’un fragment de cristal. On ne traite alors de maniére explicite que les électrons
situés sur ce fragment. Les états de basse énergie du fragment seront décrit par les mémes interactions
effectives que celles qui régissent la physique du composé infini. On peut calculer les paramétres de
I’hamiltonien modéle en leur imposant de :

— reproduire les différence d’énergies des états du fragment
— reproduire la projection des fonctions d’ondes de ces états sur ’espace modéle.
— ne pas dépendre du type ou de la taille du fragment

La méthode s’appuie sur le choix d’un espace modéle. Il est aussi utile d’avoir une idée des interactions
pertinentes pour le modéle afin de faciliter le travail. Le type de fragment étudié et les états de ces
fragments que l'on calcule dépendent en effet du modéle et des interactions recherchées.

L’étude du fragment permet cependant de revenir a posteriori sur la validité de ’espace modéle et des
interactions supposées. En effet, si la projection des fonction d’onde calculées sur ’espace modéle choisi
est faible cela montre généralement que certaines configurations n’ont pas été incluses dans le modéle
qui sont importantes pour la fonction d’onde et donc la physique du probléme. Par ailleurs s’il n’est pas
possible de déterminer un hamiltonien modéle capable de reproduire correctement les fonctions d’ondes
et les différences d’énergie, cela indique que certaines interactions ont été négligées a tort.

Nous présentons ici les principales étapes du calcul des paramétres effectifs du modéle, nous revien-
drons plus en détail sur certaines de ces étapes dans la suite du chapitre.

1. Choix des fragments :
Le fragment contient les électrons qui seront traités de maniére explicite pour la détermination des
interactions effectives. Il est formé des sites impliqués dans l’interaction que 1’on recherche. 11 doit
aussi inclure les atomes qui seront principalement responsable de la renormalisation de I'interaction.
Dans la pratique, les fragment incluent les atomes premiers voisins des sites magnétiques.
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2. Reproduction des effets de ’environnement :

L’environnement doit reproduire les principaux effets du reste du cristal sur le fragment. Ces ef-
fets sont principalement l'interaction électrostatique due aux noyaux et aux électrons, et les effets
d’exclusion des électrons les plus proches du fragment. Les effets électrostatiques sont traités par le
biais d’un bain de charges ponctuelles correspondant & la charge globale des atomes du cristal. Les
effets d’exclusion des électrons les plus proches sont reproduit par des pseudo-potentiels.

La section 2 revient plus en détail sur le traitement de 1’environnement et sur son importance pour
le calcul des états du fragment. La section 3 revient plus en détail sur le traitement du potentiel
électrostatique et plus particuliérement sur la fagon de reproduire ce potentiel par un bain de charges
ponctuelles qui reste nécessairement fini.

3. Calcul des états du fragment :
Le calcul des états du fragment doit prendre en compte les effets de corrélation les plus importants.

La fonction d’onde de ces états est calculée par des méthodes d’interaction de configuration. Le
détail de ces méthodes est donné dans la section 4.

4. Extraction des interactions :
Une fois que les fonctions d’onde des différents états du fragment ainsi que leurs différence d’énergie
sont calculées, on peut déterminer les différents paramétres de I’hamiltonien effectif. Ces paramétres
doivent reproduire les différences d’énergies ainsi que la projection des fonction d’onde sur ’espace
modéle. Les méthodes utilisées sont des ajustements aux moindres carrés qui sont décrits dans la
section 3.
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2 Traitement de I’environnement

2.1 Techniques de traitement de I’environnement

Nous avons établi dans la section précédente (section 1.2-b) que le cristal, excepté le fragment lui
méme, était dans un état correspondant & la solution champ moyen du cristal. S’il est possible de déter-
miner cet état champ moyen pour le cristal infini par des calculs de type périodique, il n’est pour l'instant
pas possible de les coupler avec une étude de fragment. Il est donc nécessaire, pour 1’étude d’un fragment,
de déterminer un environnement fini qui reproduise les principaux effets du reste du cristal.

— effets électrostatiques

A longue distance ces effets sont essentiellement des effets électrostatiques. Pour calculer ce champ
électrostatique on considére généralement que la charge, au voisinage d’un atome, a une répartition
sphérique. Selon le théoréme de Gauss, le potentiel crée par ces charges est alors identique & celui
créé par une charge ponctuelle égale & la somme totale de la distribution de charge. Le potentiel est
donc reproduit en considérant une distribution de charges ponctuelles. On eut aussi tenir compte
du fait que les charges ne sont pas réparties de maniére tout a fait sphériques en rajoutant, aux
charges ponctuelles, des dipdles ou des multipdles d’ordres plus élevés. Cependant leur influence
décroit plus rapidement que celle des charges ponctuelles, et sont généralement négligées.

Dans la pratique, les charges ponctuelles sont souvent considérées égales & la valence formelle des
atomes. Comme nous le verrons dans les exemples qui vont suivre, cette valeur ne correspond parfois
pas bien & la répartition réelle des charges, en particulier lorsque certain atomes présentent un ordre
de charge associé & une valence mixte ce qui peut introduire des erreurs non négligeable dans le
calcul. Une valeur plus précise des charges ponctuelles peut étre établie, soit & partir d’un calcul
périodique en champ moyen, soit & partir d’un résultat préliminaire obtenu en utilisant la valeur
des charges formelles.

La calcul du potentiel est effectué par une méthode de type direct. C’est-a-dire que l'on considére
un ensemble de charges ponctuelles fini, centré sur le fragment, suffisamment grand pour reproduire
avec une bonne précision le potentiel sur le fragment. La méthode directe pose un probléme de
convergence, puisque le potentiel ainsi recréé ne correspond pas nécessairement & celui du cristal
infini. Par ailleurs la méthode directe “classique”’, & savoir la méthode proposée par Evjen [31],
converge lentement en fonction du nombre de charges ponctuelles utilisées. Nous avons établie
les conditions précises de convergence de la somme directe, et nous avons développé une mé-
thode de construction des ensembles de charges permettant une convergence rapide de la somme.
Ces études étant relativement longues, nous leurs avons consacré une section particuliére (section 3).

— Effets d’exclusion

Le potentiel électrostatique n’est pas le seul effet important du reste du cristal. Lorsque ’on calcul
les différents états d’un fragment, seuls les électrons du fragment sont considérés. Hormis les effets
électrostatiques, rien n’empéche ces électrons de se délocaliser hors du fragment. Cette délocalisation
et possible puisque ’on ne traite pas explicitement les électrons des atomes voisins, on néglige donc
les effets d’exclusion de ces électrons. Cet effet est particuliérement important pour les atomes
premiers voisins qui portent une charge positive susceptible d’attirer les électrons du fragment.

Afin de reproduire ces effets d’exclusion, on place sur les atomes premiers et (éventuellement) se-
cond voisins des pseudo-potentiels. Ces pseudo-potentiel vont donc intervenir dans les termes mono-
électroniques afin d’empécher les électrons du fragment d’occuper 1’espace ol devrait se trouver les
électrons des atomes voisins. Ces pseudo-potentiels peuvent étre déterminés expérimentalement a
partir de ’étude de la diffusion élastique d’un électron sur 'ion considéré. Ils peuvent aussi étre dé-
terminés de maniére ab initio & partir de ’étude de I’ion plus un électron, le pseudo-potentiel devant
permettre de reproduire le résultat lorsque I’on ne considére plus que 1’électron supplémentaire.
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2.2 Importance des effets de I’environnement pour le calcul d’interac-

tions effectives

Le texte qui suit & été publié dans la revue “ The Journal of Chemical Physics”, volume 118, page 3966,
le 1°* mars 2003. Il est aussi disponible sur support électronique [209], sous la référence arXiv:Cond-

Mat/0312377.

Titre original :
“Environment effects on effective magnetic exchange integrals and local spectroscopy of
extended strongly correlated systems”

Marie-Bernadette Lepetit !, Nicolas Suaud !, Alain Gellé !, Vincent Robert *

! Laboratoire de Physique Quantique, IRSAMC / UMR 5626, Université Paul Sabatier, 118 route de Narbonne,
F-31062 Toulouse Cedex 4, France

Abstract : The present work analyzes the importance of the different components of the environ-
ment effects on the local spectroscopy of extended strongly correlated systems. It has been found
that the usual formal charge definition of the charge transfer and Madelung potential are far too
crude for an accurate determination of the local excitation energies in embedded fragment calcula-
tions. A criterion for the validation of the embedding against the infinite system density of states

has been proposed.

2.2-a Introduction

In the last twenty years the science of strongly
correlated materials has attracted a lot of atten-
tion. Indeed, chemists have synthesized a large
number of new families of materials which present
unusual and fascinating properties directly related
to the strongly correlated character of their elec-
tronic structure (to cite only a few systems, one can
think of the copper oxides presenting d-wave, high-
T, super-conductivity [1, 2], manganites with gi-
ant magneto-resistance [19], Prussian Blue analogs
with photo-magnetic properties [20], etc.). In all
these materials the electrons responsible for their
spectacular properties are few (per unit cell), usu-
ally unpaired and localized both spatially and en-
ergetically near the Fermi level. That is to say
that the wave function of these systems is essen-
tially multi-configurational and cannot be correctly
treated by single-reference based methods such as
Hartree-Fock plus perturbation theory or even Den-
sity Functional [21], the only ab initio methods to be
tractable on infinite crystals. Physicists have thus
relied on semi-empirical models such as the Heisen-

berg [9-11], t — J [8,22] or Hubbard [13] Hamilto-
nians in order to describe these strongly correlated
materials. These effective models are of valence-
bond (VB) type and belong to the zero differential
overlap (ZDO) class. They are aimed at describing
the effective microscopic interactions between the
set of valence electrons responsible for the macro-
scopic low energy properties. For instance, this is
in this respect that the famous ¢ — J model has
first been derived by Zhang and Rice et al [8] as a
model for the high-T, copper oxides. Indeed, the
t — J model describes the dominant interactions
between the magnetic electrons of the CuQOy su-
perconducting planes. These planes can be seen
as a Cu?t square lattice, each copper ion support-
ing (before doping) one d,2_,» magnetic electron.
These unpaired, Fermi level electrons (considered
to be the important ones for the superconductiv-
ity properties) only interact between each others
through super-exchange processes (via the bridg-
ing oxygen anions O?~) and through effective hop-
ping integrals (when the planes are doped as in the
super-conducing phases), i.e. through a t — J type
of Hamiltonian.
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One sees immediately that such representations
necessitate i) to clearly identify the pertinent elec-
trons and orbitals responsible for the macroscopic
low energy properties — they will be called from
now on active electrons and active orbitals — ii) to
determine the dominant interactions between these
electrons iii) finally to evaluate their relative am-
plitudes. While the nature of the active electrons
and orbitals, and even the form of the dominant in-
teractions, are most of the time relatively easy to
derived using simple chemical considerations, the
quantitative determination of the interactions am-
plitudes is a much more troublesome problem, even-
though as crucial. Indeed, the low energy proper-
ties of the macroscopic systems are highly depen-
dent on the relative amplitudes of the different ef-
fective integrals, since the latter can govern proper-
ties as important as the metallic versus insulating
character of a compound. Unfortunately, experi-
mental data are, most of the time, unable to totally
determine them and it is necessary to rely on ab
initio quantum-chemical calculations for this pur-
pose. Since these effective interactions (hopping,
magnetic exchange, on-site bi-electronic repulsion,
etc.) are essentially local (see references [15,23] for
detailed analyses of the locality of the different ef-
fective interactions) and involve a small number of
bodies (most of the time only one or two), they can
be accurately determined from the computation of
the local excitation energies and related states. For
instance, in the high-T, copper oxides, the mag-
netic coupling between two active d,2_,2 electrons
can be determined as the local singlet to triplet ex-
citation energy between two nearest neighbors, oxy-
gen bridged, copper atoms. The embedded cluster
technique, where the local valence excitations are
computed on an adequate fragment of the crystal,
has proved to be one of the most efficient tech-
nique for this purpose. Indeed, the full power of
the ab initio molecular-spectroscopy methods can
be used on such finite systems. One can cite the
successes obtained on high-T\. copper oxides [24],
vanadates oxides [25,26], fluoroperovskites [27], etc.
For instance, the magnetic exchange in the high-
T. superconductor NdyCuO4 has been computed
within experimental accuracy (J.qrc. = —126.4meV
being the computed value in reference [24] and
Jezp. = —126 & 5 meV being the measured experi-
mental value [28]).

As we will see in details later on, the local char-
acter of the effective interactions refers to the local
character of the electronic processes involved in the
local excitations, once the mono-electronic part of
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the wave function is defined, that is, once the shape
of the fragment orbitals and their energies are de-
fined. It is however obvious that the latter, and in
consequence the effective interactions amplitudes,
are strongly influenced by the fragment crystalline
surrounding. Indeed, the orbitals and orbital ener-
gies of an isolated fragment are very different from
the orbitals and orbital energies of the same frag-
ment in a crystalline environment. It is therefore
crucial to embed the studied fragment into an en-
vironment reproducing the main effects of the rest
of the crystal.

The purpose of this paper is to analyze, re-
view and clarify the requirements for a good em-
bedding and in this light to discuss the most com-
mon practices. We will also propose a general tech-
nique for checking the quality of an embedding and
study the sensitivity of some effective parameters,
such as the magnetic super-exchange and the ef-
fective hopping integrals, to the quality of the em-
bedding and the crystalline environment. The next
section will therefore be devoted to the analysis of
the environment-fragment interactions and the pro-
posal of a simple criterion measuring the embedding
quality. Section three will review the usual prac-
tices, exemplify the influence of the crystalline en-
vironment on real systems and point out the larger
importance of the different embedding components
on the effective parameters than is commonly as-
sumed. Finally, the last section will be devoted to
conclusions and perspectives.

2.2-b Interactions between the fragment
and the rest of the crystal

The interactions between a selected fragment
and the rest of the crystal can be classified into two
different types : the effects on the fragment of the
crystal average electrostatic field and the effects of
its fluctuations.

Let us first start with the second kind : the
electrostatic and spin fields fluctuations, that is the
instantaneous response of the rest of the crystal to a
particular electronic configuration of the fragment.
In other words we are talking about the dynamical
correlation effects of the rest of the crystal on the
fragment valence states under consideration. The
spatial separation between the active centers and
their crystalline environment allows us to conduct a
multi-polar analysis of the different contributions to
the excitation energies, following the same pattern
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used in the description of the inter-molecular inter-
actions. Along this line, it is very simple to see that
the leading dynamical-correlation contributions are
the polarization responses of the environment first
to a local charge, then to a dipole moment or tran-
sition dipole moment on the fragment [15]. In other
words, these effects correspond to excitations from
the average environment (chosen as its zeroth order
description) in response to a particular fragment
configuration. In a perturbative scheme they can
be described as the coupling between single excita-
tions in the environment to a local charge, a local
dipole or a local transition dipole on the fragment.
From multi-polar expansion combined to second or-
der perturbation theory, it is easy to see that the
leading contributions come from the interactions
between a charge on the fragment and a dipole on
the environment. Such effects decrease as (1/R?)?,
that is quite rapidly. For a complete description and
analysis of the different contributions one can refer
to [15]. Provided that the largest 1/R* terms — i.e.
the terms coming from single-excitations on the first
neighbors of the magnetic centers — are correctly
treated, the rapid decrease of these effects as a func-
tion of R allows us to consider the rest of them as
reasonably negligible. Indeed, while the first neigh-
bor shell of atoms surrounding the magnetic sites
are usually at a distance of 2A to 3A(from 3.8a.u.
to 5.7a.u.) the second neighbor distances are usu-
ally of the order of 3A to 5A, (5.7a.u. to 9.5a.u.).
The second neighbor contributions can therefore be
expected to be of an order of magnitude 1073 to
10~* smaller than the on-site polarization contri-
butions. One can therefore consider that including
in the studied fragment, the first coordination shell
of all the atoms involved in the local excitations un-
der consideration, is enough to take into account the
essential contributions to the modification of the ef-
fective interactions by the environment dynamical
correlation effects.

Let us now examine the effects on the frag-
ment, of the average electrostatic field of the rest
of the crystal. At this point it is important notic-
ing that a majority of the strongly correlated ma-
terials are ionic or at least partly ionic. This is for
instance the case of the high-T,. superconducting
cuprates for which the super-conducting planes are
hole-doped Cu?t 03~ lattices. Similar observations
can be made for vanadate, manganites, cobaltites
and even the organic conductors which are charge
transfer salts. It is therefore clear that electrostatic
effects such as the Madelung potential have to be
properly treated and that, unlike the field fluctua-

31

tions, the average electrostatic and spin fields of the
environment strongly affect the fragment under con-
sideration. This problem has been carefully studied
by Barandiaran and Seijo in the case where the frag-
ment borders do not cut any covalent bond. They
analyzed the crystalline environment contributions
as Coulomb interactions, quantum exchange inter-
actions and orthogonality of the fragment orbitals
to the orbitals of the rest of the crystal (quantum
orthogonality interactions) [29]. Out of these one
can separate the short range contributions : short
range Coulomb repulsions, quantum exchange inter-
actions and quantum orthogonality, from long range
ones, that is essentially Coulomb interactions such
as the Madelung potential. The latter can be easily
reproduced using the dominant terms of a multi-
polar expansion, that is for an ionic (or even partly
ionic) crystal the point charge Madelung potential
as described using the Ewald [30] formulation or,
as it is more commonly done, by a large enough
set of point charges modified at the set borders by
the Evjen’s procedure [31]. The short range con-
tributions necessitate a more sophisticated treat-
ment since the fragment orbitals should be orthog-
onal to the orbitals (non-included in the calcula-
tion) supporting the electrons of the rest of the crys-
tal, that is essentially with the electrons located on
the fragment first-shell neighboring atoms. The re-
sulting exclusion of regions in the R? space for the
fragment electrons wave-function has proved to be
well treated by total ion pseudo-potentials (TIP)
approaches. Indeed, the TIPs are explicitly de-
rived in order to render on the fragment orbitals
the quantum orthogonality, quantum exchange and
short range Coulomb potential effects [29,32]. As
for the Madelung potentials, the short range con-
tributions acts essentially at the mono-electronic
description level (Hartree-Fock). Indeed, both the
electrostatic potential and the TIPs modify only the
mono-electronic integrals. Thus these effects affect
the Fock operator and strongly influence the shape
of the fragment orbitals and their energies.

While the determination of the TIPs modeling
the short range contributions is quite unambiguous,
the determination of the Madelung field is more
tricky. Even-though experimental determinations
of the electrostatic potential at points locations may
be available, this is usually not the case and the
question of what are the average charges supported
by the different atoms remains open. Most au-
thors use simple chemical considerations such as the
standard atomic oxidation states and charge equi-
librium to derive the formal charges supported by
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the different atoms in the crystal. For instance,
Nd®t+, Ou?t and O?~ in the neodymium-doped su-
perconductor NdyOuOy, or Na't, V45t 02~ in
the famous inorganic spin-Peierls o’ NaV30s com-
pound. Such simple considerations assume totally
ionic systems. However in most systems the ion-
icity is not as strictly total and for systems pre-
senting iono-covalent bonds the field created by the
formal charges does not accurately reproduce the
real Madelung potential. The problem of determin-
ing the degree of polarization of such systems or
the real charges supported by the atoms is there-
fore crucial. That was for instance the case in
the o’ NaV>0s compound which was commonly as-
sumed in the literature to be Na'*V;"5t02~, while
crystal ab initio mean-field calculations (Hartree-
Fock calculations with valence triple zeta + polar-
ization type of basis sets [33] run using the CRYS-
TAL code [34]) yield Miilliken atomic charges of
Nal5+V23+0995~033~ 0115~ Tt is well known
that the Miilliken charges are strongly dependent of
the chosen basis set and in particular of its spatial
extension. However, the above mean-field calcula-
tions clearly exhibit a strongly-covalent triple bond
between each vanadium atom and its correspond-
ing apical oxygen [25], a strong donation from the
apical oxygen to the vanadium atom — in order to
form the third bond — and a weaker donation of the
other oxygen anions to this V' = O system. This re-
sult, which couldn’t have been derived from simple
chemical considerations, have been latter confirmed
by embedded fragments Complete Active Space Self
Consistent Field (CASSCF) calculations [25]. As a
conclusion, the choice of the atomic charges gener-
ating a physically correct Madelung field is a crucial
issue that cannot be solved by simple charge trans-
fer considerations.

The problem can be solved by going back to
the question of how the electrostatic potential acts
on the fragment wave-function. As already men-
tioned, the potential generated by the rest of the
crystal acts through the mono-electronic integrals,
and thus, on the orbital shapes and orbital energies
through the Fock operator definition. All these ef-
fects belong to zeroth-order description of the frag-
ment and are present at the Hartree-Fock level. It is
therefore possible to calibrate these effects by a di-
rect comparison of the Hartree-Fock description of
the embedded fragment and the Hartree-Fock de-
scription of the infinite crystal. Indeed, the density
of states (DOS) of the infinite crystal (p"¥%(£))
can be projected on the atomic orbitals involved
in the fragment under consideration and compared
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with the embedded fragment orbitals atomic con-
tents and energies. It is easy to define a projected
density of states (PDOS) function for the finite frag-
ment in a similar way as in an infinite system. The
major difference between the two is that the finite
system PDOS is a discrete function. If pi¥*(£) is
the PDOS of the entire crystal on the atomic orbital

1,

pr(E) =
1 L . -
o nz /B o) Supcun(B) (€ = £ ()

(1.3)

the embedded fragment density of states, pimg &),
can be defined in a similar way as

P& =3

J

f:j Svp fuj 6(€ — S]-) (1.4)

where BZ refers to the Brillouin zone, Vgz to its vol-
ume, k is the wave vector, cun(E) is the coefficient of
the n*® - band crystalline orbital at point k on the
atomic orbital p (the star representing the complex
conjugate) and &, (k) the associated orbital energy.
Finally, f,; is the usual coefficient of the j*" molec-
ular orbital of the fragment on the atomic orbital p
and &; the associated orbital energy.

If the embedding correctly reproduces the average
effects of the rest of the crystal on the fragment,
the discrete function p/7®9(£) should be located at
the same energetic positions as the crystal PDOS
P ¥?(€), and the main contributions of both func-
tions should coincide.

2.2-c Some practical examples

As already mentioned, the most usual practice
used to define a fragment embedding consists in

¢ building the Madelung potential using formal
charges,

e using TTPs on the first shell of cations in order
to set up the main exclusion effects.

In the following subsections, we will analyze on dif-
ferent examples the validity and limitations of such
a procedure, as well as the influence of the different
parameters on the embedding quality.
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The importance of a covalent bond : the

NaV505 compound

The o'NaV,05 crystal is formed by layers of
V Os square-pyramids stacked along the ¢ axis. The
oxygen atoms of the pyramid basis form a quasi-
square planar lattice along the a and b directions.
The pyramids are alternatively pointing on top and
below these planes. Periodical vacancies of the VO
top of the pyramids are replaced by NaT ions form-
ing chains parallel to the b axis (see fig. 1.9). This
system can be modeled as planes of weakly coupled
ladders, the low energy physics being supported by
the dg, magnetic orbitals of the vanadium atoms
and by the p, orbitals of the bridging oxygen atom
on the ladders rungs [26].
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Figure 1.9: Schematic structure ofoz’NaV205, (a) along
the (a,c) plane and (b) along the (a,c) plane. The ozxy-
gen atoms are denoted by open circles, the vanadium
atoms by filled circles and the sodium atoms by dots.

Following a simple chemical analysis, the sys-
tem was given for a long time as a fully ionic
system, with a formal charges repartition of
Na'*(V,)*+ 02~ and a mixed valency on the vana-
dium atom. Later on, quantum chemical calcula-
tions [25] showed that the vanadium-apical oxygen
(V — O4p) bond is in fact a multiple strongly cova-
lent bond with a small degree of polarization (about
1/2€). The system should then be seen as (V =

Oap)*T " 3T molecules on an oxygen O?~ square
lattice. A modification of the charge repartition in
the average (VOqp)*® group, from V43+02> to
V3+09:5~ is considerable and one can expect that
it strongly affects the potential felt by the magnetic
orbitals. Indeed the electrostatic potential (com-
puted by the Ewald summation procedure) felt by
the atoms supporting the active orbital goes from
Pot(V) = 1.735a.u. and Pot(Opr) = —1.103a.u.
(where Op, refers to the oxygen atom bridging
the two vanadium atoms on the rungs) when for-
mal charges are used to Pot(V) = 1.242a.u. and
Pot(Opr) = —0.930a.u. when the polarity of the
Vanadium-apical oxygen bond has been corrected.
One notices immediately that the difference of the
electrostatic potential felt by the V' and Oy, is in-
creased by more than 30% when formal charges are
used and thus that the energy difference between
the Vd,, orbital and the O, p, orbital should be
strongly affected.

Figure 1.11 reports the projected densities of
states on the rung active orbitals as computed at
the Hartree-Fock level from a periodic calculation,
and from three fragment calculations with differ-
ent embeddings : without embedding (isolated frag-
ment), with an embedding using the formal charges
Madelung potential and with an embedding using
the charges corrected to take into account the co-
valency of the V = O,;, bond. The rung fragment
has been chosen as including the VOV rung and
the set of first neighbors atoms (see fig. 1.10). One

C a

VW

b a

Figure 1.10: Crystal fragment used for the calculations
of the rung parameters, along the (a,b) and (a,c) planes.
The open circles represent the ozygen atoms and the
filled circles the vanadium atoms.

sees immediately that the isolated fragment DOS
are very different from the periodic DOS, emphasiz-
ing, if necessary, the crucial importance of the em-
bedding. Indeed, in the isolated fragment, even the
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Fermi level orbitals — Highest Occupied Molecular
Orbital (HOMO) and Lowest Unoccupied Molecu-
lar Orbital (LUMO) — are not the correct ones,
i.e. the bonding, anti-bonding combinations of the
vanadium d;, orbitals. The fragment, embedded
with the formal charges Madelung potential, yields
a reasonable representation of the occupied orbitals,
the HOMO is correctly of vanadium d,, nature and
the bridging oxygen p, orbital is at the correct en-
ergy difference. However, the unoccupied part of
the spectrum is much more troublesome, in par-
ticular the contribution to the virtual orbitals of
the vanadium d, orbitals is totally unrealistic. We
will see in table I.1 how this point can affect the
local spectroscopy of the system and in particular
the local-singlet local-triplet energy difference asso-
ciated with the super-exchange coupling. Finally
the embedding where the polarity of the V = O,
bond is set to a correct value yields reasonable ac-
curacy of the DOS for both the occupied and unoc-
cupied parts of the spectrum.
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Figure I.11: Projected DOS on the magnetic atomic or-
bitals of the vanadium atoms and the bridging orygen
atom in the rung geometry. From top to bottom : peri-
odic crystal HF calculation, isolated fragment, embedded
fragment with formal charges and embedded fragment
with the correct polarity of the V. = Qqp bond. The
dotted vertical line displays the Fermi level.

Table 1.1 displays the results for the local-singlet
local-triplet excitation energy (J) and the first local
doublet-doublet excitation energy (2t) of the rung
fragment, supporting respectively 4 and 3 magnetic
electrons on 3 magnetic orbitals. One sees imme-
diately the crucial role played by the embedding,
especially on the effective magnetic exchange inte-

gral. Indeed the singlet-triplet excitation energy is
increased by more than 70% when formal charges
are used.

Charge repartition J 2t
in the Madelung Potential ‘ (meV) (meV)
Na't (V35%)3 (07;)2 (0% )3 -510 -1162
Na't (V3), (0%57)*7)2 (07 )s | -294  -1076

Table I.1: Local excitations energies on the rungs of
the o NaV>Os compound as a function of the embed-
ding Madelung potential. J singlet-triplet excitation
energy of the embedded (VO)3t(0O>7)7 fragment, 2t
first double-doublet excitation energy of the embedded
(VO)3T(0* )7 fragment.

The influence of geometrical details : the in-
commensurate Sri4Cu404

In the light of the previous example one may
wonder how much the details of the Madelung part
in the embedding can influence the computed lo-
cal excitations. This point is of particular impor-
tance for the incommensurate systems composed of
several electronically quasi-independent subsystems
with incommensurate periodicity. Indeed, it is of
crucial importance to know up to which point the
incommensurability influences the periodicity of the
local effective interactions within one of the subsys-
tems. In other words, what is the amplitude of the
magnetic exchange, hopping, etc. modulation in
one subsystem due to the electrostatic influence of
the other subsystem. An interesting candidates to
study this problem is the super-conducing ladder-
chain copper-oxide family Sri4,Ca;Cuz4Oy41. In-
deed, these compounds are constituted of alternate
layers of weakly-coupled doped spin-ladders and
weakly-coupled doped spin-chains (see figure 1.12).
We will use for this study the totally saturated
z = 0 compound in an ideal geometry where the
modulation of the chains (resp. ladders) geometry
around their average structure has been ignored. In
this ideal system the two isolated subsystems are
perfectly periodical and the modulation of the local
excitations energies along the chain (resp. the lad-
der) can only be attributed to the non-periodicity of
the electrostatic influence of the other subsystem.

The incommensurability of such a system does
not allow us to run benchmark periodic calcula-
tions in order to check the validity of our em-
bedding. However in the copper oxides, the oxi-
dation numbers of the different atoms (Cu, O as
well as alkaline-earth elements) do not seem to
raise much controversy. Indeed, both the chemi-
cal analysis and the ab initio calculations on simi-

34



2. TRAITEMENT DE L’ENVIRONNEMENT

1.31°71°¢ ‘
[ 3
© © ) :ladder
t soqol
I 1
°©¢0;: ! ;
1 6 070 i :chain
© ¢ 0 ?
3 *
1t foqol
0 ¢ o .
1 6
1 d}o O; e : Cu
¢ 04 5
¢ ¢o0q0°¢ 0:0
* ?
° 03 : o: srCa
L ¢ O O ¢
i ‘ orLa
oIo; 3
c O O 0 O e
b

Figure 1.12: Schematic structure of the incommensu-
rate Sr14Cu24041 compound along the (a,c) and (b,c)
planes. Note that the ladder and chain planes have been
superposed in the (a,c) view.

lar systems such as the chain system SroCuQOj3 [35],
the ladder systems SrCusOs [36], or even the per-
ovskites super-conducting parent compounds such
as the HgBasOupOapyays family [24], yield Ou?t
and O?~ oxidation states, which we will assume for
the present system.

Figure 1.13 shows the modulation of the lo-
cal singlet-triplet energy difference (computed at
the Complete Active Space Self Consistent Field
(CASSCF) level) on the chain subsystem fragments
as a function of their reference unit cell along the
chain subsystem. The CAS space includes either
only the copper magnetic d,2_,» orbitals (the x
and y axes corresponding to a and c¢ crystallo-
graphic axes in figure 1.12) or as well the orbitals
of the bridging oxygen atoms — supporting the
through-bridge, super-exchange mechanism. As for
the vanadium oxide the embedded fragments have
been chosen such as to include two nearest neigh-
bors magnetic sites (here the copper atoms), the
bridging atoms (here one oxygen atom on the lad-
ders and two oxygen atoms on the chains) and the
first neighbor atoms to the previously cited ones.
The ladder and chain fragments are CusO7 and
CQu20g respectively. Unlike the change in the polar-
ization of the V' = O,y bond in o/ NaV> 05, the mod-
ification of the Madelung field resulting from the
relative shift between the ladders and the chains po-
sitions induces a very small (negligible) effect on the
local excitation energies. Indeed, the maximal rela-
tive variation of the singlet-triplet energy difference
is smaller than 1.5% along the chain, and negligible
along the ladders (not shown). This point can be
easily understood by looking at the Madelung po-

Singlet-triplet excitation energy
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Figure 1.13: Effective magnetic exchange integrals be-
tween chain nearest neighbor copper atoms, computed
at the CASSCF level. Circles : the CAS only contains
the magnetic copper d,2_,2 orbitals, stars : the CAS
contains in addition the two bridging p ozygen orbitals.
The shift between the chain and ladder unit cells refer-
ence point corresponds to Tn/10 — Int[n7/10], where n
is the present graph abscissa.

tential felt by the different copper atoms along the
chain or the ladder. Indeed, the potential modula-
tion is reported in table I.2. One sees immediately,
that the Madelung potential variation induced by
the other subsystem is very small, being of the or-
der of 10~*a.u. along the chains and of 10~ %a.u.
along the ladders. However, it should be noticed
that the relative variation of the spectroscopic pa-
rameters, such as the effective magnetic exchange,
is two orders of magnitude larger than the relative
variation of the Madelung potential, pointing out
the extreme sensitivity of these local excitation en-
ergies to the electrostatic potential.

The influence of anions TIPs : the Pt.I(dta)s

Finally we will analyze the importance of the
short-range effects, as modeled by the TIPs, on lo-
cal excitations. These effects, excluding the frag-
ment electrons from the space supposed to be occu-
pied by the electrons of the rest of the crystal, are
much more important for cations than for anions.
Indeed, while the positive charges of the former
have a tendency to attract the fragment electrons,
the negative charges of the latter already repulse
them. Therefore, we will not discuss the cations
case for which it is commonly admitted that these
short range exclusion effects are crucial, and we will
rather analyze the effects due to anions, more sub-
ject to controversy.

For this purpose we have chosen the PtoI(dta)s
compound [37] since the influence of the large I~
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Chains Ladder rungs
Position (a.u.) Potential (a.u.) || Position (a.u.) Potential (a.u.)
0.7215601 1.9155856 1.8537347 1.81953871
5.9126401 1.9155567 9.2697116 1.81952754
11.1037201 1.9156425 16.6856884 1.81952495
16.2948001 1.9155681 24.1016653 1.81954098
21.4858801 1.9155959 31.5171231 1.81951733
26.6769601 1.9155856 38.9331000 1.81952982
31.8680401 1.9155567 46.3490769 1.81951839
37.0591201 1.9156425
42.2502001 1.9155681
47.4412801 1.9155959

Table I.2: Electrostatic potential in atomic units for the copper atoms along a chain and one side of a ladder.
The incommensurate structure have been approached by the usual 10 : 7 commensurate one in the chain/ladder
direction. The 10 chain cells, 7 ladder cells mismatch is of 0.145A4 out of 27.45A.

ion, first neighbor of the P3* magnetic centers, can
be expected to be rather important. The PtsI(dta)y
system is a quasi-unidimensional system built from
the alternation of platinum dimers and iodine an-
ions. The coordination spheres of the Pt atoms are
completed by four p-bridging dithioacetate (dta)
ligands (see figure 1.14). The iodine anion is lo-
cated at the mid center position between two Pto
dimers. Its distance to the closest platinum atom is
only 2.98A, while the sum of its ionic radius (2.16A)
and the ionic radius of the P>t cation (0.984) is
3.14A. The computed fragment is composed of two

Figure 1.14: Pt3I(dta)s crystal structure.
empty circles are the Pt atoms, the large dark gray cir-
cles are the I atoms, the middle size light gray atoms
are the S atoms, the small black circles are the C atoms
and the tiny black circles are the H atoms.

The large

Pt atoms bridged by the four dta ligands. In this
system the electronic structure is supposed to be

essentially supported by the d.z_1 /552442 orbitals
of the Pt atoms (the quantification axis being set to
be the chain axis). The local singlet to triplet exci-
tation energy of the [Pty(dta)s)’" system has been
computed with and without I~ TIP [38] on the first
iodine neighbors on both sides of the fragment. The
system has been found to have a metal-ligand triplet
ground state. It is noticeable that the singlet, first
excited state is also a metal-ligand strongly open-
shell state. The triplet to singlet excitation energy,
computed at the CASSCF level (the CAS being de-
fined by 4 electrons in 3 orbitals) has been found
to be of 46meV when the I~ anions are only rep-
resented by a 1/R repulsive potential, that is by
punctual charges. When I~ TIPs are used, it be-
comes 50meV. As can be expected, the TIPs desta-
bilize more the singlet state than the triplet state.
Indeed, while the two states have the same average
number of electrons, the larger charge fluctuations
in the singlet state increases the probability of the
configurations having an extra electron on one of
the P sites, yielding larger repulsive contributions
due to the I~ TIPs. It can therefore be expected
that on systems where the singlet state is less open-
shell than this one, the first neighbor anions exclu-
sion effects are larger than in the present case, re-
ducing the singlet to triplet excitation energy when
the coupling is anti-ferromagnetic and increasing it
for ferromagnetic couplings. However, the absolute
value of the TIPs effect (4meV) is quite small and
can be expected never to be very large (since in the
present case the iodine-platinum distance is already
smaller than the sum of the respective ionic radii).
One can therefore conclude, that the cations TIPs
will be of importance essentially when the excita-
tion energies sought at are small (of the order of
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the tens of milli-electron-Volts or smaller).

2.2-d Conclusion

We have studied the effects of the environment
on the local spectroscopy of strongly correlated ex-
tended systems, as treated in embedded fragment
methods. A particular interest have been devoted
to strongly correlated systems and the local effec-
tive interactions (magnetic exchange, hopping, re-
pulsion, etc) between the active electrons responsi-
ble for the low energy physical properties. We have
analyzed the different contributions of the rest of
the system on the considered fragment, originating
both from the average electrostatic and spin fields
and from theirs fluctuations. A multi-polar analy-
sis showed that the dominant terms of fields fluctu-
ations contributions scales as a charge-dipole con-
tribution (1/R*). These terms decrease rapidly as
a function of the fragment response excitation dis-
tance R and can therefore be neglected except from
the short range contributions. On the contrary, the
effects of the average fields are quite strong and
their long range contributions, originating in the
Madelung field decrease very slowly. These effects
(both the short ranged quantum orthogonality and
quantum exchange and the long range Madelung
potential) can however be treated at the mono-
electronic level and thus act essentially on the or-
bitals shapes and energies. We have therefore de-
fined a discrete function, equivalent for the finite
systems to the Density of States in periodic materi-
als, and based a criterion for testing the embedding
quality on the concordance of the infinite system
DOS and its discrete equivalent on the embedded
fragment. A detailed analysis of different systems
have shown that unlike what is commonly assumed
in the community, the definition of the Madelung
potential by the formal charges issued from sim-
ple chemical considerations is not accurate. Indeed,
these charges usually overestimate the charge trans-
fers, often miss the possibility of partial covalent
bonds, and in any cases are unable to evaluate the
degree of polarization of the latter. From the study
of the NaV>0O5 compound, we have shown that the
crucial importance of these problems. Indeed, the
orbital shape and energy (and in consequence to the
discrete density of states) are very sensitive to these
charge transfer problems, as well as the local exci-
tation energies. Let us point out that the singlet to
triplet local excitation energy on the NaV>0O5 rungs
differ from a factor 1.7 when the Madelung potential
is defined from formal charges and when the par-

tial covalency of the vanadium apical-oxygen bond
is correctly defined. On the contrary, other effects
such as the short range exclusion effects due to the
fragment first neighbor anions are very small and
dominated again by the 1/R electrostatic repulsion
term.

In conclusion we would like to emphasize again
the importance of a correct evaluation of the charge
transfer processes and a validation of the embedding
by checking the embedded fragment orbital shapes
and energies against the infinite system density of
states.

We thank Dr. D. Maynau for providing us with
the CASDI set of programs used in some of the
presented calculations.

(Les références du texte sont incluses dans les
références reportées a la fin de cet ouvrage.)
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3 Calcul du potentiel électrostatique

Comme nous I’avons déja introduit dans la section précédente, il est important pour les études de
spectroscopie de fragments, de correctement reproduire le potentiel électrostatique créé par le reste du
cristal, assimilé & un réseau de charges ponctuelles.

Depuis 90 ans, beaucoup de méthodes ont été élaborées pour calculer le potentiel électrostatique créé
par un ensemble de charges ponctuelles. Ce probléme intervient en effet dans différents domaines de
la physique et de la chimie. Afin de situer notre travail, nous présenterons dans un premier temps ces
différentes méthodes et discuterons de leurs intérét en fonction du domaine d’application.

Nous développons ensuite une analyse de la somme directe du potentiel électrostatique, qui est la
méthode utilisée pour nos calculs. Cette analyse nous permettra de proposer une amélioration de ce
type de calcul qui aménera, dans le cas de composés périodiques, une convergence rapide. Enfin, nous
proposons, une adaptation de ce type de calculs, dans le cas des composés incommensurables.

3.1 Les différentes approches
3.1-a Présentation

Dans les cristaux ioniques le potentiel créé au point 7o par toutes les autres charges est donné par la

somme infinie : ”
A j
Vi =Y Y (L5)
J#i

Le probléme vient donc de I’évaluation d’une somme infinie de termes faiblement décroissants et de signes
alternés.

La démarche la plus naturelle pour évaluer un telle somme est de considérer des ensembles de charges
&n de tailles croissantes, centrés autour du point étudié, et de calculer la suite des sommes partielles :

Vo (fo) = Y o (L6)

JEER I7i = 7ol

Malheureusement la convergence d’une telle suite est conditionnelle, et la limite, si elle existe, dépend de
la facon dont les charges ont été groupées.

De nombreuses méthodes ont été élaborées pour tenter de calculer le potentiel électrostatique de ma-
niére rapide et non-équivoque. Ces méthodes peuvent se répartir en deux classes. Les premiéres consistent
& évaluer cette somme de maniére directe. Il est alors nécessaire de choisir les ensembles &,, de telle sorte
que la somme converge et que cette convergence soit rapide. Une simple partition des charges est en
générale insuffisante pour garantir la convergence et ces méthodes ont recourt a l'utilisation de charges
partielles ou de facteurs d’atténuation. L’autre type de méthodes, les méthodes de type indirect, consiste
4 diviser la somme en deux parties. La premiére est évaluée de maniére classique, la seconde étant éva-
luée dans ’espace réciproque. L’utilisation de termes exprimés en fonction des coordonnées de ’espace
réciproque permet de tenir compte des effets a longue distance et assure la convergence de ce type de
méthodes. De plus, un choix pertinent de la partition entre les deux sommes permet d’augmenter la
vitesse de convergence. Ces avantages ont fait que ce genre de méthodes, et en particulier celle proposée
par Ewald [30], est aujourd’hui devenu le standard.
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Pour comprendre les intéréts respectifs des différentes méthodes, il faut noter que I’évaluation du
potentiel électrostatique intervient dans différents domaines de la physique et de la chimie. Les besoins
de ces domaines ne sont pas tout & fait les mémes et certaines méthodes sont plus utiles & I'un qu’a
Pautre. A Porigine, le probléme pausé par Madelung concerne ’évaluation de ’énergie de cohésion des
cristaux ioniques [43]. La plus grande contribution de cette énergie de cohésion est due aux interactions
électrostatiques entre les ions assimilés & des charges ponctuelles. Cette énergie est généralement exprimée
en fonction de la constante de Madelung, grandeur sans dimension qui ne dépend que de la structure du
cristal (voir par exemple la référence [44]). Il est nécessaire pour déterminer I’énergie de cohésion dans les
cristaux ioniques de calculer le potentiel électrostatique aux points des atomes de la maille élémentaire,
c’est-a-dire obtenir la valeur absolue du potentiel en un nombre de points fini. Les développements de
Iinformatique ont rendu ce type de calculs aisés. Ils sont généralement réalisés a ’aide de la méthode de
Ewald qui permet d’obtenir de maniére non-équivoque la valeur absolue du potentiel.

Les exigences sont quelques peu différentes en ce qui concerne les études locales des composés pé-
riodiques, telles que 1’étude de défauts cristallins ou I’étude des interactions électroniques locales. Pour
ces études il est nécessaire de reproduire le potentiel électrostatique créé par le reste du cristal sur la
région étudiée. Dans ce cas, ce n’est pas la valeur absolue du potentiel que I'on cherche & reproduire
mais ses variations. Avec les moyens informatiques actuels, ce genre de calculs est 13 encore facile & réa-
liser. Cependant, les méthodes de type indirect telle que la méthodes de Ewald ne sont généralement
pas implémentées dans les codes de calculs. Les méthodes de type direct et en particulier celles basées
sur l'utilisation de charges partielles donnent en effet des résultats satisfaisants et sont plus simples a
programmer. Les exigences sont donc dans ce cas, d’avoir une méthode reproduisant les variations du
potentiel électrostatique de maniére simple et rapide.

Il est important de mentionner aussi les études des systémes désordonnés, telles que les études de
dynamiques moléculaires ou Monte Carlo [53]. Dans le cas ou le systéme contient des particules dipolaires
ou chargées, les interactions électrostatiques ont des effets a longue distance et doivent étre correctement
traitées. De plus, dans le cas ou le systéme de N particules étudié figure un systéme infini (liquide, ions
ou molécules en solution) ces études ont généralement recourt & des conditions aux bords périodiques
afin de minimiser les effets de surfaces. Le systéme est alors équivalent & un cristal périodique, la maille
élémentaire étant constituée par les N particules étudiées. Les exigences sont cependant quelques peut dif-
férentes et concerne principalement la rapidité de la méthode employée. En effet, le potentiel (ou la force)
électrostatique doit étre calculé pour chacune des N particules considérées, et ce, & chaque itération. Ceci
représente généralement ’étape limitante pour ce type d’études. Les méthode de troncatures sphériques
permettent un calcul rapide du potentiel en O(N), elles introduisent cependant des erreurs significatives
dans les calculs. La méthode de Ewald permet d’obtenir de meilleurs résultats mais reste assez cotiteuse,
et le calcul croit au mieux comme O (N 3/ 2). Des méthodes de type “particule mesh” s’inspirant de la mé-
thode de Ewald permettent de réduire le cott de calcul & O(N log(N)). Récemment, des méthode basées
sur un traitement multipolaire ont été développées et permettent d’obtenir une dépendance linéaire du
temps de calcul.

Enfin, un dernier point important est la justification physique des différentes méthodes. Le probléme
posé par le calcul du potentiel de Madelung est un cas particulier du probléme mathématique du cal-
cul de suites alternées faiblement décroissantes. Plusieurs méthodes, basées sur une approche purement
mathématique du problémes [40-42] ont été proposées, mais nous n’en parlerons pas ici. En effet, si la
justification physique de la méthode n’est pas le garant de son bon fonctionnement, elle permet cependant
de mieux comprendre la nature de ses approximations et donc la nature des erreurs introduites.

3.1-b Meéthode de Ewald

La méthode de Ewald est une méthode de type indirect qui divise ’expression du potentiel électrosta-
tique créé par le cristal en une somme deux séries rapidement convergentes. Les contributions des réseaux
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de Bravais de charge ponctuelles associés & chaque charge ¢; de la maille élémentaire sont évalués sépa-
rément. Afin d’assurer la convergence, chaque charge est neutralisée par une densité homogéne de charge
—¢; /w de signe opposé, ol w est le volume de la maille élémentaire. Le cristal étant neutre, la somme de
ces densités de charge est nulle, leur introduction ne changera donc pas la valeur finale du potentiel. La
densité de charge obtenue est ensuite scindée en deux contributions en ajoutant et retranchant un réseau
de distributions de charges gaussiennes :

p® = Y a4 (0F-7i- ) - pa(F-7i - )

ol 7; est la position de la charge dans la maille élémentaire, R un vecteur du réseau de Bravais et pg ()
la distribution de charge gaussienne :

o? 2 2
pa(f) = mexp(—a )

La seconde distribution est exprimée en fonction des coordonnées de 1’espace réciproque :
> i (07— = B) - pa(F — 7i - )
R

+3 4 exp (—7r2k—2) exp (2ink - 7)
w a?

ot k est un vecteur du réseau réciproque. L’intégration du potentiel créé par la distribution de charge p;
en fonction de 7 conduit & ’expression (pour les détails du calcul, voir par exemple la référence. [44]) :

pi(F) erfc (a|fy — 7 — fﬂ) q;m
dv = i = e 17
/// |7 — 7| Z:q |7 — 7 — R| o’w @7
47T CI'L k2 .7 — . I
kz €xp ( 40[2 ) €xp (ik ’ (TO - rl)) ( 8)

ou erfc () est la fonction complémentaire erreur :

erfc (z \/_ /

le potentiel total créé par le cristal, s’obtient simplement en sommant les contributions des réseaux de
charges associés & chacune des charges de la maille élémentaire :

= 3 Vi) (L9)

Dans certains cas, comme par exemple pour les calcul des constantes de Madelung, le potentiel doit
étre calculé au point 7; d’une charge. Dans ce cas, il faut soustraire & la distribution de charges p; associée,
la contribution de cette charge et de la distribution gaussienne correspondante. Le potentiel V', créé par
la distribution de charge résultante, est égal & :

erfc (aR) ¢
————— — 1.1
qul R 2w (I.10)
R#0
4 qi k2 20
o 2 e 2)_ﬁ (1.11)
k:;EO
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Et, finalement, le potentiel créé en 7; par ’ensemble du cristal & ’exclusion de la charge elle méme est
donné par :
V() = V(7)) + Y V() (L12)
J#i

Il est important de noter que valeur du potentiel total ne dépend pas de la largeur (1/a) de la
distribution gaussienne introduite. La paramétre a est un paramétre ajustable qui permet d’optimiser la
vitesse de convergence des sommes dans ’espace réel (équations 1.7 et 1.10) et dans ’espace réciproque
(équations 1.8 et 1.11). En effet, les premiéres sommes correspondent au potentiel créé par la différence
entre des distributions de charge gaussiennes et de charges ponctuelles. Lorsque la distance R est grande
devant la largeur 1/a de la gaussienne, la quasi totalité de la densité de charge de la gaussienne est
comprise dans la sphére de rayon R. D’aprés le théoréme de Gauss, le potentiel créé par la gaussienne est
quasiment identique & celui de la charge ponctuelle. On comprend alors aisément qu’une valeur faible de
1/a accélére la convergence des sommes dans 1’espace réel. A I’inverse les sommes dans 1’espace réciproque
correspondent 3 la différence entre un réseau de distribution gaussienne et une densité homogéne. Plus
les gaussiennes sont étroites, plus la transformée de Fourier de cette distribution fait intervenir des
harmonique élevées, et donc moins les sommes dans ’espace réciproque convergent rapidement. La largeur
généralement utilisée pour la distribution gaussienne est de ’ordre de la taille caractéristique de la maille
éléementaire : w™1/3.

La méthode de Ewald permet d’éviter les problémes de convergence relatif aux méthodes de sommes
directes, et donne des valeurs absolues du potentiel fiables. Méme si des méthodes plus simples telles
que les sommes directes utilisant des charges partielles lui sont parfois préférées, elle est souvent utilisée
comme référence pour vérifier la convergence de ces méthodes.

La méthode de Ewald est aussi utilisée pour les études de dynamique moléculaires utilisant des condi-
tions au bords périodiques. Elle permet d’obtenir de meilleur résultats que les méthodes de troncature
sphériques méme si le traitement explicite de la périodicité introduite artificiellement peut dans certains
cas poser problémes [39]. Dans sa forme générale, le calcul de la méthode de Ewald croit comme O(N?),
ol N est le nombre de particule de la maille élémentaire (c’est & dire le nombre de particules étudiées).
Meéme si 'optimisation des contributions de la somme dans ’espace réel et de la somme dans ’espace
réciproque permet de réduire ce coat a O(N3/?) [47], son utilisation reste assez cotiteuse. Pour résoudre
ce probléme des méthode de type “particule mesh” ont été développées [48-50]. Ces méthodes basées sur
une discrétisation des positions et la résolution de I’équation de Poisson s’inspirent de la méthode de
Ewald. La taille du calcul peut étre ainsi réduite & O(N log(N)) (pour une revue de ces méthodes, voir
les références [51-53]).

3.1-c Troncature sphérique

Etant donné la dépendance en 1 /7 de la force électrostatique, un choix naturel pour sommer de
maniére directe la contribution des ions les plus proches, serait de ne tenir compte que de ceux contenus
dans une sphére de rayon donné. L’équation 1.6 s’écrit alors sous la forme :

Ve = > 2 avec 7 = Fj — (1.13)
] Tij
rij <R

ot R, est le rayon de coupure. Dans le cas de systémes périodiques, O. Emersleben [45] a démontré
que cette somme ne convergeait pas. Une autre démonstration a été donné par D. Borwein et col. [46]
qui ont montré en particulier, que pour une structure simple de type NaCl, en deux dimensions les
sommes directes effectuées en prenant des ensembles carrés ou circulaires convergent, alors qu’en trois
dimensions la somme converge pour des ensembles cubiques mais pas pour des ensembles sphériques. La
non convergence de la somme directe réalisée par des troncatures sphériques de tailles croissantes est
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associée & la non neutralité des ensembles de charges ainsi définis [62], 'oscillation de la charge totale de
ces ensembles induisant une oscillation du potentiel.

La méthode de troncature sphérique est trés attractive pour le traitement du potentiel électrosta-
tique dans les systémes désordonnés. En effet pour un rayon de coupure donné, la taille du calcul croit
linéairement en fonction du nombre de particules. De plus, dans le cas ou les conditions aux bords sont
considérées périodiques, un rayon de coupure inférieur 3 la taille de la boite permet de pas tenir compte
de la périodicité introduite artificiellement. Il a cependant été montré que ces méthodes introduisent des
erreurs significatives dans les simulations, que ce soit dans ’étude des propriétés des liquides [55, 56],
dans ’étude d’ions [57,58] ou de molécules [59-61] en solution. Ces erreurs sont principalement dues a la
discontinuité du potentiel et de la force électrostatique au niveau du rayon de coupure. Elles peuvent étre
réduites par lutilisation d’un facteur d’atténuation du potentiel Sg,(r;;) qui décroit jusqu’a s’annuler
pour r;; = R,

Ve ()= Y LSnelrij) (L14)

rij<Re Y

L’utilisation de ce facteur correctif permet de supprimer la discontinuité du potentiel, voire de ces dérivées,
au niveau du rayon de coupure [63—65] ainsi que de limiter erreur effectuée sur le calcul des forces
électrostatiques [66]. Un autre type de correction (nommée Reaction Field method) a été élaborée pour
corriger les erreurs introduites dans I’étude des liquides, qui consiste & évaluer l'effet de ’environnement
situé a l'extérieur de la sphére de troncature, considéré alors comme un milieu homogéne de constante
diélectrique donnée [67,68].

Dans le cas des composés périodiques, le facteur d’atténuation permet d’annuler la charge totale des
ensembles sphériques et d’assurer la convergence de la somme. En particulier, un facteur de type linéaire :

Sk, (rij) = (1 - —”j> (L15)
Te
correspond & l'ajout d’une charge de signe opposé sur la surface de la sphére de coupure :
" 4q; q;
Vie (7)) = _ 1 1.16
Rf)= Y 2o (1.16)

rij<Re

qui assure la neutralité de l’environnement. Wolf et col. [62] ont montré que cette méthode permettait de
calculer le potentiel électrostatique dans un cristal avec un taux de convergence en 1/R3. Cependant la
correction du potentiel introduite est difficilement justifiable d’un point de vue physique. Et les méthodes
de somme directe utilisant des charges partielles permettent d’obtenir le méme type de résultats de
maniére plus physique.

3.1-d Meéthodes de Evjen

Considérant que la “brique élémentaire” dans un cristal est une cellule plut6t qu’une charge indivi-
duelle, Evjen propose une méthode de calcul direct [31] ou les ensembles de charges &, (cf. équation I1.6)
sont construits & partir de la répétition d’une cellule choisie. Cette cellule de Bravais n’est pas nécessai-
rement la cellule élémentaire et nous ’appellerons & partir de maintenant cellule de construction. Evjen
attribue des charges partielles aux ions situés sur les bords de cette cellule, le justifiant par le fait que ces
ions sont partagés par plusieurs cellules. Il attribut donc respectivement des charges partielles 1/2, 1/4
et 1/8 aux ions situés sur les faces, les arrétes et les sommets de la cellule (fig. 1.15). On peut noter que
les environnements obtenus par la répétition de cette cellule présenteront les mémes caractéristiques.

Si la méthode donne un résultat correct dans le cas d’une structure de type NaCl, elle conduit &
deux résultats différents dans le cas de structure de type CsCl, selon que la maille considérée est centrée
sur un atome de Césium ou de Chlore. Dans son article Evjen réalise la moyenne des deux résultats,
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Fia. 1.15: Cellule d’un cristal de type NaCl utilisée par Evjen pour le calcul du potentiel
électrostatique.

en argumentant que le probléme provient de la nature cubique de ces deux environnements et qu’un
environnement sphérique devrait donner la moyenne. Bien entendu ’argument est peu convainquant et
beaucoup d’études ont été réalisées par la suite pour déterminer quelles étaient les conditions & satisfaire
pour que la méthode converge correctement. Ces études sont cependant partielles. Nous proposerons au
paragraphe 3.2 une étude compléte des conditions de convergence et de la vitesse de convergence des
méthodes de type Evjen. Il s’avére notamment, que pour que la méthode reproduise correctement la
valeur du potentiel électrostatique en un point, il est nécessaire que la maille considérée ait des moments
dipolaires et quadrupolaires nuls. Dans le cas moins contraignant, ou seule la différence de potentiel entre
deux points est recherchée, une annulation du seul moment dipolaire est suffisante.

Il est important de noter que pour des études ou seule la variation spatiale du potentiel est importante,
comme par exemple I’étude locale des cristaux, la méthode de Evjen marche convenablement et est encore
trés utilisée. Pour de nombreux cristaux, les charges partielles définies par Evjen suffisent en effet & annuler
le moment dipolaire de la cellule. La méthode de Evjen est de plus trés simple d’utilisation, elle est donc
préférée lorsque le temps de calcul du potentiel n’est pas un paramétre limitant.

Des méthodes dérivées de cette méthode ont été proposées pour garantir I’annulation du moment
dipolaire ou quadrupolaire et accélérer la convergence [69—72]. En particulier, une méthode intéressante
a été proposée par V. R. Marathe et col. [70]. Les auteurs ont ajusté la valeur des charges partielles de
la cellule de construction de maniére & annuler un certain nombre de moments multipolaires. Afin que le
nombre de paramétres & ajuster soit suffisant, les charges partielles ne sont plus exclusivement appliquées
aux ions situés sur les surfaces de la cellule. Par conséquent, les cellules considérées se chevauchent. La

cellule élémentaire cellule utilisée
+q q, q, 9 q,
—eo—C— @i —eo—C—- @

—O—C——C0—0—C"C0—0—C—0—C— 00— C——C—

FiG. 1.16: Ezemple de systéme unidimensionnel périodique dont la maille élémentaire ne
contient que deuz ions (cercles blancs et noirs) de charges £q . La cellule proposé par V.
R. Marathe et col. [70] contient trois charges partielles (cercles gris) appliquées & des ions
positifs. Cette cellule permet de reconstruire le cristal a condition que q1 + q2 + g3 = q-

figure 1.16 reproduit ’exemple d’ajustement des charges partielles donné par les auteurs. Le systéme
considéré est une chaine unidimensionnelle dont la maille élémentaire ne contient que deux ions de signes
opposés. La cellule proposée par les auteurs contient, outre les deux charges de la cellule élémentaire, les
ions positifs des cellules élémentaires adjacentes. Les charges partielles sont appliquées aux ions positifs
(voir figure 1.16) de maniére & ce que 'on puisse reconstruire le cristal par la répétition de la cellule de
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construction, ce qui revient & satisfaire la relation ¢; +¢2 4¢3 = ¢. Il reste donc deux degrés de liberté dans
le choix des charges partielles, ce qui permet d’annuler les moments dipolaire et quadrupolaire de la cellule
de construction. On peut noter que ce résultat est obtenu simplement en résolvant un systéme d’équations
linéaires. Les auteurs ont montré que ’annulation des moments d’ordre 1 et 2 assure la convergence dans le
cas de systémes & 3 dimensions et que ’annulation de moments d’ordre supérieurs accélére la convergence.
Malheureusement, ils ne définissent pas de méthode générale précise pour ’élaboration de la cellule. Si
la maille élémentaire contient un grand nombre de particules, ce qui est souvent le cas, il existe plusieurs
fagons de choisir les charges a rajouter a la cellule élémentaire. Le choix de la cellule peut donc s’avérer
rapidement fastidieux, d’autant qu’il n’est basé sur aucun critére physique.

Nous proposons, au paragraphe 3.3, une méthode qui permet de définir trés simplement la cellule de
construction pour un réseau de Bravais quelconque. Le choix des ions dont la charge est ajustée, ainsi
que la valeur de la charge elle méme, seront déterminés sur un critére physique simple. La méthode, trés
simple d’utilisation, permet d’obtenir ’annulation d’un nombre quelconque de moments multipolaires.

3.1-e Ajustement de charges

Une approche, développée pour ’étude locale des solides cristallins, consiste & ajuster les charges des
ions situés & la limite de ’environnement, de maniére & reproduire au mieux le potentiel électrostatique
sur la partie étudiée [73,74]. La position de ces charges n’est pas modifiée afin de respecter la symétrie du
cristal. L’ensemble des charges considérées est donc divisée en trois zones imbriquées (voir figure 1.17).
La premiére constitue la zone étudiée (1), elle est entourée d’une seconde zone (2) ou la charge des ions

Fic. I.17: Environnement de charges utilisé pour reproduire le potentiel électrostatique dans
la partie étudiée (zone 1). Les charges de la zone 2 ne sont pas modifiées. Les charges de la
zone 3 sont ajustées afin de reproduire correctement le potentiel, calculé par la méthode de
Ewald, en un certain nombre de points de référence appartenant & la zone 1.

n’est pas modifiée. Enfin, une troisiéme zone (3), ou les charges des ions sont ajustées, enveloppe les deux
premiéres. Pour ajuster les charges de cette derniére zone, le potentiel électrostatique est calculé, par la
méthode de Ewald, en un certain nombre de points dans la zone étudiée (1). Les charges partielles sont
déterminées de fagon & reproduire le potentiel aux points calculés et assurer la nullité de la charge et
du moment dipolaire. Ceci est réalisé par la résolution d’un systéme d’équations linéaires. Le nombre de
paramétres étant généralement supérieur aux nombre de conditions imposées, le probléme est résolu par
une méthode des moindres carrés utilisant la condition supplémentaire d’une modification minimale des
charges par rapport & leur valeur nominale.

Cette méthode permet d’obtenir une bonne représentation du potentiel sur la zone étudiée, S. E.
Derenzo et col. [74] obtiennent une précision de ’ordre du micro Volt pour un environnement de 10 000
charges. Il faut cependant noter que la méthode nécessite le calcul préalable du potentiel par la méthode
de Ewald, et que l’environnement obtenu contient un trés grand nombre de charges. L’environnement
obtenu ressemble beaucoup & celui obtenu par la, méthode proposé par V. R. Marathe et Col., & la
différence que pour cette derniére, les charges sont ajustées sur un critére physique et non pas strictement
mathématique.
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3.1-f Fast Multipol Algorithm

s 2

La méthode “Fast multipol” & été développée dans différents domaines de la physique (astrophysique,
dynamique des fluides, dynamique moléculaire) ayant & traiter les interactions entre N particules désor-
données (pour une revue de ces développements, voir par exemple les références [54, 75]). La méthode
consiste & traiter les particules éloignées par blocs de taille croissante, leur contribution étant évaluée
au moyen d’un développement multipolaire. Pour ce faire le systéme est divisé en plusieurs étapes (ni-
veaux). Il est tout d’abord divisé en huit cubes, puis chacun de ces cubes est & nouveau divisé en huit,
ainsi de suite jusqu’a la taille de cellule voulue (figure I1.18). Le potentiel (ou la force) électrostatique

Fi1a. 1.18: Ezemple de découpage de ’espace de la méthode “Fast multipol” pour le calcul du
potentiel dans la cellule hachurée.

doit étre calculé pour chaque particule de chacun des blocs, puisque le systéme qui est considéré ici est
désordonné. Pour une particule située dans une cellule donnée (cellule hachurée dans la figure 1.18), le
potentiel est calculé en traitant exactement les interactions avec les autres particules de la cellule et des
cellules adjacentes (cellules grises), les interactions avec les autres particules des autres cellules étant éva-
luées par un développement multipolaire déterminé pour des cubes dont la taille croit en s’éloignant de
la cellule (cellules blanche en traits pleins). Cette organisation du calcul permet de réduire sa complexité
a O(Nlog(N)) (ot N est le nombre total de particules). L’étape limitante est le calcul des moments
multipolaires qui doivent étre calculés pour chacun des blocs, ceux-ci étant tous différents. Greengard
et Rokhlin [76,77] ont montré qu’une hiérarchisation du calcul des moments multipolaires permettait de
réduire cette complexité & O(N).

La méthode de “Fast multipole” est donc trés intéressante pour les études des systémes désordonnés,
puisqu’elle permet sur un principe physique simple, de rendre linéaire la croissance du calcul. De plus,
P’utilisation d’un développement multipolaire permet d’évaluer précisément ’erreur effectuée. Cette mé-
thode est tout & fait utilisable dans le cas de composés périodiques & condition de considérer des cellules
dont les moments dipolaire et quadrupolaire sont nuls. Elle ne présente cependant pas d’avantages sup-
plémentaires par rapport a la méthode de Evjen (et celle dérivée par Marathe et col.) dans la mesure o,
dans le cas périodique, I’accélération du calcul ne sert pas (il suffit de calculer le potentiel dans une seule
cellule).
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3.2 Convergence de la somme directe

1l apparait de la précédente présentation des différentes méthodes de calcul du potentiel électrosta-
tique, qu’une méthode basée sur ’approche proposée par Evjen est tout & fait adaptée & ’étude locale
des systémes périodiques. Un point crucial, cependant, doit étre clarifié, c’est celui des conditions exactes
de convergence. Les différentes analyses qui ont été proposées dans la littérature sont en effet partielles.
Nous démontrerons précisément dans cette section, les conditions de convergence de la somme directe,
réalisée en construisant I’environnement & partir d’une cellule de construction quelconque. Cette analyse
permet dans un méme temps de déterminer la vitesse de convergence du potentiel, en fonction de la taille
de ’environnement et des caractéristiques de la cellule utilisée.

3.2-a Convergence du potentiel en un point

On s’intéresse dans un premier temps au calcul du potentiel en un point 7y réalisé par une somme
directe. Le potentiel est évalué en considérant des ensembles de charge &, finis de taille croissante, obtenus
par la répétition d’une cellule de construction C. Afin de simplifier les notations &, désignera par la suite,
aussi bien les ensembles de charges eux méme, que les volumes occupés par ces ensembles de charges. On
recherche donc les conditions que doivent satisfaire les ensembles &, et la cellule C afin que la suite V,, (7o)
ainsi calculée tende vers la valeur du potentiel créé par le cristal infini. On cherche de plus & déterminer
la vitesse de convergence du potentiel en fonction de la taille caractéristique R, de ces ensembles de
charges. Il est important de noter que, pour le moment, la seule condition imposée & la cellule C est de
permettre de reconstruire le systéme total par sa répétition sur un réseau de Bravais, toutes les autre
caractéristiques étant quelconques. Cette cellule peut, en particulier, contenir des charges partielles et
donc se recouvrir avec ses voisines.

Le potentiel créé par ’ensemble de charges &, en g, est égal a:

=y > =7 (1.17)

Aee.icc |R+rj — 7ol

ou R € &, indique les vecteurs R du réseau de Bravais associés aux cellules C formant 'ensemble &,.
Afin de déterminer la convergence de cette suite de potentiels, on analyse ’erreur commise. Cette erreur
correspond & la différence entre le potentiel créé par le cristal infini et celui créé par 'ensemble de charge
En et est égale au potentiel créé par les cellules qui ont été négligées :

=y Yy =—I— (L18)

Age.iec |R+7“J — 7o

Le potentiel créé par chacune de ces cellules peut étre calculé par un développement multipolaire au point
7o ou 'on cherche la valeur du potentiel. L’erreur commise s’exprime alors comme :

1 0 01
pIDIF! _Z (8_“...6_371;)#le...”
Reé&, k Ti=,Y,2

ol le moment M,,...,, d’ordre k est défini par :

Mwl...zk = qu (331]' — 51310) A (xkj _ ka)
jeC

et oll z;; et x40 sont respectivement les coordonnées z; = x,y ou 2 de l'ion situé en ; et du vecteur 7.

C. K. Coogan [78] & étudié séparément la contribution de chaque moment multipolaire. L’auteur a
majoré la contribution d’un moment multipolaire M, .. ., d’ordre k par une distribution volumique de
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moment du méme ordre. Le potentiel créé par cette distribution de moment, intégré sur tout 1’espace
extérieur au volume contenant I’ensemble de charge &,, n’est fini que pour k > 2. Son analyse montre
qu’un moment multipolaire d’ordre k > 2 de la cellule utilisée pour construire I’environnement, contribue
a l’erreur commise sur le calcul du potentiel comme 1/RF~2. Cette analyse ne démontre cependant pas que
le calcul du potentiel converge lorsque la cellule considérée posséde des moments dipolaire et quadrupolaire
nuls, car pour étre tout a fait rigoureux il est nécessaire de montrer que la somme infinie des contributions
de tout les moments multipolaires de la cellule converge. Enfin, le résultat obtenu semble indiquer que
Pexistence d’un moment dipolaire ou quadrupolaire de la cellule C non nul conduirait & une erreur infinie.
Ceci n’est évidemment pas le cas puisque le calcul du potentiel créé par I’ensemble de charges &, est
nécessairement fini. Afin d’éclaircir ces différents points nous nous intéresseront dans un premier temps
au cas d’une cellule de construction C, de moments dipolaire et quadrupolaire nul. L’effet particulier de
ces moments sera analysé dans un second temps.

Avant toutes choses, le calcul de 'erreur AV,, peut étre simplifié en tenant compte des propriétés de
symétrie de ’ensemble &,,. En effet, ’ensemble des charges est généralement choisi de maniére & respecter
la symétrie du systéme. Nous con51derer0nt 4 partir de maintenant, un ensemble de charges symétrique,
tel que si une cellule située en R est incluse dans I’ensemble En, la cellule située en -RB y soit elle aussi
incluse. Etant donné que les dérivées nitme de 1 /7 sont des fonctions antisymétriques par rapport a
Porigine pour n impair, la contribution & ’erreur des moments d’ordre impair est nulle. Les potentiels
créés par les cellules en R et —R ont en effet des valeurs opposées. Il est important de noter que cette
simplification est directement liée au fait que les moments multipolaires ont été calculés au point 7y ou
I’on recherche la valeur du potentiel. Afin de montrer que le calcul du potentiel converge il n’est donc
nécessaire que de majorer les contributions des moments d’ordre pairs :

1
Re&, k=p 'w,_z 2 Oz, ozir)

ot p = 2p’ est 'ordre du premier moment d’ordre pair non nul (p' > 1).

Afin de réaliser cette majoration, on commence par majorer la valeur des moments multipolaires. Les
distances |z;; — 20| sont inférieures & la plus grande dimension de la cellule C notée a plus la norme de
7o. La valeur d’'un moment d’ordre 2k est donc majorée par :

Mo, a] < 30 1g51 (a+70)* = 2Q1 (a+ro)**
J
ol Q4+ est la somme des charges positives de la cellule C. Par ailleurs, une dérivée de 1/r d’ordre 2k peut
étre majorée par une expression ne dépendant que de la norme de R :

‘ ( 0 0 1)
S <
Ozar  Oxi7 )3

La démonstration de cette relation est donnée est annexe 5. Enfin, étant donné que le nombre de dérivées

partielles d’ordre 2k est égal & 32%, on obtient, & partir de ’équation 1.19 la majoration suivante :

1
R2k+1

(2k + 1)%(2k + 2)
2

(2k)! 32F

|AV, (7)) < ZQ+ 2k +1)%(2k+2) 9% (a+10)** | > R%H (1.20)
k=p' Regen

La somme des contributions d’un des moments multipolaires, c’est-a-dire la somme sur R du terme
1/R**1 peut étre évaluée par une méthode similaire & celle employée par C. K. Coogan. On majore
chaque terme 1/R2**! par une intégrale réalisée sur le volume de la cellule C(R ) située en R. Quel que
soit le point 7 situé dans cette cellule, r < R+ a puisque a est la plus grande dimension de la cellule. On
suppose que la taille de ’environnement est supérieur & 10 fois la taille caractéristique a de la cellule C (on
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verra que cette condition précise est nécessaire plus loin dans I’analyse). La norme de 7 est donc inférieure
a R+ R/10 = 1.1 R. On obtient donc la majoration suivante de la somme des termes en 1/R*+1 :

e I ()L ()
e R2k+1 e e\ T w rgen \ T w

ol w est le volume effectif de la cellule C qui est égal au volume de la cellule élémentaire. Cette intégrale
dépend a la fois de la taille et de la forme de I’environnement. On peut cependant la majorer par une
expression plus simple, ne dépendant que de la taille caractéristique R,, de ’environnement (celle-ci est
choisie égale au rayon de la plus grande sphére inscrite dans ’environnement &,,) :

S e [l ()l e
Pr. R2k+1 7> Rn r w w2k —2 R%k_2
R¢é&,

Ainsi, on vérifie bien que la contribution d’'un moment d’ordre 2k strictement supérieur & 2, décroit
comme 1/R2¥=2. Cette majoration n’est valable que pour k > 1 c’est-a-dire & I’exception du moment
quadrupolaire.

En insérant ’expression précédente dans I’équation 1.20, on obtient la majoration suivante de 'erreur
commise sur le calcul du potentiel électrostatique :

. 47Q4 & (2k+1)2(2k +2) (10 (a +10))**
AV (Fo)| < —— kzzp 2%k — 2 R2k —2

A cause du terme en puissance de k, la somme sur k converge pour un rayon caractéristique R, plus
grand que 10 (a + 7¢) (voir par exemple référence [79]). Cette somme peut s’exprimer en fonctions des
dérivées termes 3 termes de la série des fonctions z*. Pour R, suffisamment grand, il est possible de
trouver une constante Cj, ne dépendant que de p, telle que :

(10(a + 7o))?

= (1.21)

AV, () < C, &*
w

ot la constante ¢, est un polynéme en p. On a donc majoré I’erreur commise sur le calcul du potentiel
électrostatique en un point, calcul réalisé en utilisant 1a méthode proposée par Evjen, lorsque les moments
dipolaires et quadrupolaires de la cellule utilisée pour construire ’environnement sont nuls en ce point.
Le terme dominant de l’erreur est du au premier moment d’ordre pair non nul, Q4 (a+ ro)? provenant en
effet de la majoration de ce moment. L’erreur décroit comme 1/R? 2 lorsque la taille de Penvironnement
augmente. Le moment quadrupolaire étant supposé nul, 'erreur décroit donc plus rapidement que 1/R2.
On trouve par ailleurs, chose assez naturelle, que le potentiel converge plus rapidement au centre de
I’environnement, & savoir pour des valeurs petites de rq.

Il reste maintenant & déterminer ’erreur introduite par des moments dipolaire et quadrupolaire non
nuls. On sait, d’un point de vue pratique, que dans ce cas la méthode de Evjen converge mais que la valeur
du potentiel obtenue n’est pas correcte. En fait, nous avons déja montré que les moments d’ordre impair
n’interviennent pas, le moment dipolaire n’induit donc pas directement d’erreur sur le calcul du potentiel.
Il nous reste donc & montrer que I’erreur introduite par le moment quadrupolaire est bornée et tend vers
une constante lorsque R, tend vers l'infini. On ne peut pas utiliser la majoration terme a terme qui &
été utilisée pour traiter les moments d’ordre supérieur, puisqu’elle conduit un & terme variant comme
1/r® dont l'intégration sur le volume extérieur & I’environnement donne une valeur infinie. Si Perreur
due au moment quadrupolaire est finie, c’est donc que les termes introduits par les différentes cellules
C(ﬁ) extérieures a l’environnement ont des signes différents (qui dépendent de la position des cellules),
et que ces différents termes se compensent. Il est plus aisé, afin d’étudier la maniére dont ces termes se
compensent, de se ramener & une distribution de moments continue. Pour ce faire, on considére le potentiel
créé en 7y par une distribution volumique homogéne de moment quadrupolaire égale & My, 5, /w, répartie
sur le volume de la cellule située en R. Le potentiel créé par cette distribution est équivalent & celui créé
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en 7 par le moment quadrupolaire M,,,, de la cellule plus des termes correspondant au potentiel créé
par des moments d’ordre supérieur :

[ Mem (2200 (220 4,
C(R) w Ory Oz 7 )7 Oza 017 )33

I Ot OzLT 1.22
+lzzl I Z (63314—2 6%1 T)R’ Mwl+2___w1 ( )

Ti>2=T,Y,%

N !
ot la valeur des moments My, .,

M
1 _ T1T2 ! ! !
Miypegozs = —— &g Ty dv
w c(0)

Inversement, le potentiel créé par le moment My, ,,, que I’on cherche & évaluer, est égal a la contribution
de la distribution volumique de moment quadrupolaire, plus la contribution de moments d’ordres supé-
rieurs. La valeur des moments M;, ..., peut étre facilement majorée par 2Q a't2. Cette majoration
est identique & celle obtenue pour les moments multipolaires Mg, ,,...;, de la cellule C. Ces moments étant
de plus d’ordre supérieur & 2 on peut donc utiliser le résultat établi précédemment (équation 1.21). La
contribution de ces moments, sommée sur I’ensemble des cellule extérieures & ’environnement est donc
bornée et tend vers 0 lorsque R, tend vers l'infini. Cette contribution peut étre majorée par un terme en

1/R? (le moment d’ordre 4 étant & priori non nul).

, est définie par :

L’erreur particuliére introduite par la distribution de moment quadrupolaire peut donc étre déterminée
en évaluant D’erreur introduite par la distribution volumique restante :

1 M 1
Ly Mo Vaw Ton = | d 1.23
2 w ///Fggn ( > 7‘>F ! (1.23)

Ti=X,Y,2

On peut tout d’abord remarquer que la dérivée d’ordre 2 de 1/r est homogéne & 1/r3 et que le volume
élémentaire dv est homogéne & 73. L’expression contenue dans l’intégrale est donc homogéne & r9. Au-
trement dit, si 'on dilate I’ensemble &, d’un facteur A, on peut se ramener & la méme expression de
Iintégrale en effectuant un changement de variable de 7 en AF. La valeur de l'intégrale, si elle est finie,
est donc constante et ne dépend pas de la taille de ’environnement &, uniquement de sa forme.

Afin de montrer que la valeur de I'intégrale est finie, on considére tout d’abord l’intégration d’une
dérivée seconde de 1/r sur une sphére d’épaisseur élémentaire dr :

A9 01
_— in(0) dr do d
/o:o/¢=o ((%2 21 r)FT sin(6) dr 10)

La dérivée seconde de 1/r peut avoir deux expressions différentes suivant que les coordonnées 1 et
sont différentes ou non. Ces expressions sont exprimées en fonction des coordonnées sphériques (choisies
telles que z1 = r cos(#) et x2 = rsin(6) sin(¢)) :

9 01 T 3 cos(#) sin(8) sin(¢) .
(83:2 Oz T>7"'—F0 T = 3 si x # @
2 _ N2 2 _
_ 3ai-r® _ 3cos’(0) -1 P

o r3

L’intégration de la premiére expression en fonction de ¢ entre 0 et 27 est nulle, du fait de sa dépendance
en sin(¢). L’intégration de la seconde expression en fonction de 6 conduit & une primitive dépendant de
6 comme cos®(6) — cos(f). L’évaluation de ce terme entre 0 et 7 est nulle. Finalement, on trouve que
I'intégration d’une dérivée seconde de 1/r sur une sphére d’épaisseur élémentaire est strictement nulle.
Ceci implique que l'intégration de cette dérivée sur le volume situé a l'extérieur d’une sphére quelconque
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est nulle. On considére donc une sphére de rayon R} englobant 'ensemble de charges £,. L’intégrale de
I’équation 1.23 peut donc étre réduite au volume compris entre I’environnement et cette sphére :

Ly Mo, 0 91
5 ///TES (63:2 81‘1 T)de (124)

z,—z Y,2z F<R:

Cette intégrale est bien entendu bornée. L’erreur introduite par la présence d’'un moment quadrupolaire
est donc finie et ne dépend uniquement que de la forme des environnements et de la valeur du moment
quadrupolaire. Il est important de noter que les ensembles de charges &£, sont généralement choisis de
forme parallélépipédique, ces ensembles étant homothétiques. Dans ce cas, ’erreur finale commise sur
les calculs du potentiel, c’est-a-dire lorsque n tend vers l'infini, peut étre facilement évaluée d’aprés
I’équation .24 en utilisant n’importe lequel de ces environnements. Enfin, il est amusant de remarquer
que largument intuitif avancé par Evjen, pour expliquer lerreur obtenue sur le calcul des constantes
de Madelung dans le composé CsCl, était correct. Il a en effet argumenté que l’erreur provenait de
la forme cubique de ’environnement et qu’un environnement de forme sphérique aurait conduit & une
valeur correcte. Un environnement strictement sphérique n’est bien sur pas possible, mais on peut voir
d’apreés I’équation 1.24 que si ’environnement tend vers une forme sphérique, alors ’erreur commise tend
effectivement vers 0.

En conclusion de cette section, nous avons montré que la méthode de Evjen convergeait quelque soit
la cellule C utilisée pour construire ’environnement. La limite obtenue ainsi que la vitesse de convergence
ne dépendent uniquement que des moments multipolaires d’ordre pair de cette cellule, calculés au point
ou ’on recherche la valeur du potentiel, les moments d’ordre impair ne contribuant pas a 'erreur. Si le
moment quadrupolaire est non nul, la limite obtenue pour n tendant vers l'infini est différente de la valeur
du potentiel créé par le cristal infini. La valeur du potentiel converge comme 1/R2, ot R, est la taille
caractéristique de l’ensemble de charges. Dans le cas ou le moment quadrupolaire est nul, la valeur du
potentiel tend vers la bonne limite, cette valeur convergeant comme 1/R2~2, ol p est ordre du premier
moment multipolaire d’ordre pair non nul.

On peut déja remarquer que les moments d’ordre impair et en particulier le moment dipolaire vont
influer sur la différence de potentiel entre deux points. En effet, si le moment dipolaire est non nul, la
valeur du moment quadrupolaire dépend du point ou il est calculé. Par conséquent, les erreurs effectuées
sur le calcul du potentiel en deux points différents seront différentes

3.2-b Convergence de la variation spatiale du potentiel

Pour de nombreuses études ce n’est pas tant la valeur absolue du potentiel qui est intéressante, que
ses variations spatiales. Nous nous proposons donc, dans cette section, d’étudier la convergence de la
variation du potentiel, calculée par la méthode de Evjen.

On considére la différence de potentiel entre un point situé en 7 et un point situé en 7o + 71. La
différence de potentiel créée par un ensemble &, de charges construit selon la méthode de Evjen est égale

V(71 + ) — 3> _ L (1.25)

a
RGE J€C|R+T‘]—T1—T0| |R+Tj—7‘0|

L’erreur commise sur le calcul du potentiel peut étre analysée par une démarche similaire & celle employée
dans la section précédente (pour simplifier les notations, cette erreur sera notée AV, (7o, 71)). L’erreur est
exprimée en fonction des moments multipolaires de la cellule calculés en 7 :

0 01 0 o1
AV, (7o,71) Z Zk! Z l<8—xk e r)ﬁ_ﬁ_(a_xk” 9z, r)ﬁ] May-a

R Z En k Ti=T,Y,2
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La dérivée d’ordre k de 1/r évaluée en R— 71 peut étre développée en fonction de 7. Les termes d’ordre
0 s’annulent avec le second terme puisqu’ils sont justement égaux a la dérivée d’ordre k de 1/r évaluée
en R :

8 8 8 8 1 . ,
AVn (7o, 71) sz'zu 2 (aa:; 9z, Dy 6x1r)RM”"“( Do

R€5 k >0 zi,xi=r,y,2

(1.26)
ot zj, est la coordonnée z; de 7. Les termes contenant une dérivée impaire de 1/r, c’est-a-dire pour
k + 1 impair, s’annulent par symeétrie. [ étant au minimum égal a 1, la plus petite dérivée de 1/r est donc
d’ordre p + 1, p étant cette fois 'ordre du premier moment multipolaire d’ordre impair non nul. Pour
le calcul des variations spatiales du potentiel, le moment dipolaire va donc jouer le méme réle que celui
joué par le moment quadrupolaire dans le calcul du potentiel en un point. Il sera donc responsable d’une
erreur constante, plus précisément d’une erreur qui ne dépend que de la forme de I’environnement et de
I'intensité du moment dipolaire.

On considére donc dans un premier temps que le moment dipolaire de la cellule C est nul. Dans ce
cas, on peut montrer que l'erreur peut étre majorée terme & terme par un expression proportionnelle 3
1/RE~1. La démonstration étant presque identique & celle utilisée dans la section précédente, nous n’en
présentons ici que les grandes lignes. En utilisant la majoration de la dérivée d’ordre k +1 de 1/r, et la
majoration des moment multipolaires on obtient la relation suivante :

2m—2p’ —1
. 1 (2m)! .
AV, (7o, m1) < § Q+ 2m+1)(2m +2)9°™ > T 3 mrzl(aJrro)zm !
m=p’'+1 Ree, =1

ot 'on effectué le changement de variable m = (k 4 1)/2. Finalement en remarquant que :

2m—2p’ —1 (2m)‘
: l 2m—I 2m
lz:; mTl(a+To) < (G+T0+7‘1)

.
et en majorant la somme sur R et sur m on obtient la majoration de I’erreur suivante :

<c Q+ (10(a+ro +r1))PH!

AV, (70,7) < Cp = =

(1.27)

ot C' est un polynéme en p. La vitesse de décroissance de I’erreur en fonction de R, est donc bien
déterminée par I'ordre du premier moment d’ordre impair non nul. Le moment dipolaire étant supposé
nul, erreur décroit plus rapidement que 1/R2. Par ailleurs on retrouve que la convergence sera maximale
au centre de I’environnement, c’est & dire pour des valeurs petites de r, et ry.

Il reste donc & déterminer I’erreur introduite par un moment dipolaire non nul. Dans ce cas, les termes
de la somme 1.26 qui ne peuvent pas étre majorés par une valeur strictement positive, sont ceux qui font
intervenir la dérivée seconde de 1/r :

0 01
L Z 0 E (e
1,2 =2,y,2

Tout comme dans la section précédente, cette expression peut étre divisée en une somme de moment
multipolaires ponctuels dont la contribution décroit comme 1/R?2 et une intégrale de moment continue
réalisée sur le volume compris entre I’environnement et une sphére de rayon R} :

1 leml 3 8 1
_5 ///r ZEn (3;52 ox, T)de (1.28)

wl’wl Z,Y,2 |T_"‘<'R*

La présence d’un moment dipolaire est donc bien responsable d’une erreur indépendante de la taille de
P’environnement. Cette erreur est proportionnelle & 77 - P, ot P est le dipole de la cellule C. On peut noter
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que cette méme expression aurait pu étre obtenue & partir de ’expression 1.24, —7; . P étant la différence
entre la valeur du moment quadrupolaire en 7y + 71 et sa valeur en 7. Cette erreur due au moment
dipolaire se comprend aisément, si I’on considére qu’une distribution volumique de moment dipolaire est
équivalente & une distribution surfacique de charges sur les faces de I’environnement. L’environnement
se comporte donc comme un condensateur. Le champ créé par ce condensateur, et par conséquent la
variation du potentiel électrostatique, ne dépendent pas de sa taille mais uniquement de sa forme et de
la densité surfacique de charges. Au centre du condensateur, le champ électrique est approximativement
constant, le potentiel électrostatique croit donc linéairement (dans la direction du champ).

En conclusion de cette section, on a montré que la méthode de Evjen reproduisait correctement les
variations du potentiel électrostatique & condition que le moment dipolaire de la cellule utilisée pour
construire I’environnement soit nul. Il est important de noter que si seules les variations spatiales du
potentiel sont recherchées, ils n’est nul besoin d’annuler le moment quadrupolaire de la cellule. Si la
cellule utilisée ne posséde pas de moment dipolaire, la différence de potentiel converge comme 1/RE ! ot
p est ’ordre du premier moment multipolaire d’ordre impair non nul. Dans le cas souvent utilisé ou seul
le moment dipolaire a été annulé, I'erreur décroit comme 1/R2.

3.2-¢c Généralisation des conditions de convergence

Dans ces deux derniéres sections, nous avons relié les conditions de convergence et la vitesse de
convergence aux propriétés de la cellule utilisée pour construire ’ensemble de charges. Le résultat est
en fait plus général puisque l’ensemble de charges peut trés bien étre construit & partir de plusieurs
cellules différentes. En fait, il n’est méme pas nécessaire de connaitre la fagon dont environnement 3 été
construit. Si les p premiers moments multipolaires des ensembles de charges sont nuls, ont peut toujours
imaginer que ces ensembles soient construits & partir d’un ensemble de cellules dont les méme moments
multipolaire sont nuls. Le potentiel électrostatique calculé & partir de ces ensembles convergera donc en
loi de puissance telle que nous ’avons montré. On peut noter que le paramétre a qui intervient dans
la majoration de l’erreur, qui correspond & la taille caractéristique des cellules utilisées pour construire
I’environnement sera de l'ordre de grandeur des paramétres de maille du systéme. Ainsi, les conditions de
convergence, pour une somme directe quelconque, portent sur les moments multipolaires des ensembles
de charges utilisés.

3.3 Amélioration de la méthode de Evjen
3.3-a Annulation des moments de la cellule

Comme nous 'avons montré dans les sections précédentes, la vitesse de convergence de la méthode
de Evjen peut étre grandement accélérée si ’on arrive & annuler un certain nombre de moments multi-
polaires de la cellule de construction. La cellule proposée par Evjen permet d’annuler certains moments
multipolaires lorsque la cellule est centrée sur un point de symétrie du cristal. Elle permet en général
d’annuler le moment dipolaire, voir quadrupolaire mais rarement plus. On ne peut, par ailleurs pas cen-
trer ’environnement sur n’importe quel point du cristal, ce qui peut étre préjudiciable pour le calcul de
fragments particuliers du cristal. Il apparait donc intéressant d’établir une méthode permettant d’obtenir
I’annulation de moments supplémentaires de la cellule. Il est important de noter que la méthode de Evjen
est généralement utilisée pour des études ol le temps de calcul du potentiel n’est pas un paramétre cri-
tique, son principal attrait étant sa simplicité. Le développement d’une méthode permettant I’annulation
des moments multipolaires de la cellule de construction ne sera donc réellement intéressante que si cette
méthode reste simple.
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Nous proposons donc dans cette section une méthode qui permet de déterminer une cellule de construc-
tion ayant un nombre quelconque de moments multipolaires nuls. L’annulation des moments multipolaires
étant bien entendu réalisée par un choix adapté des charges partielles. Dans la méthode que nous pro-
posons, les ions portant des charges partielles et la valeur de ces charges partielles sont déterminés de
maniére relativement simple pour n’importe quel type de cristal. Ces choix sont de plus motivés par des
considérations physiques.

On considére une cellule de construction C,, de dimensions p x a, p x b et p x ¢ (a,b et ¢ étant les
dimensions de la cellule élémentaire ). Cette cellule est donc composée de p? cellules élémentaires. Tous
les ions sont supposés avoir une charge partielle. On notera g, A] ; , la charge partielle d’un ion de type s
et de charge g5, contenu dans la cellule élémentaire située aux indices (i, j, k) de la cellule de construction
(voir figure 1.19 a). Cette cellule doit étre une cellule de construction, autrement dit, si 'on place cette

a)  cellule C b

i ° ° °

° e

qSAS(l.l) Eqs/\S(IZ) T E""""""E

............ | 2B i o [ e 1
: : : q,

o N f f

qs X'y B Ny
: ° ° °
2a

q = qs( A+ Aar + Aen + A'e))

F1G. 1.19: a) ezemple & 2 dimensions d’une cellule Ca de taille (2,2). Les 4 charges partielles
qsXi; d’un type d’atome s ont été représentées. b) Exemple de reconstruction du cristal &
partir de la réplication de la cellule Co. Seules 4 cellules ont été représentées. La charge finale
de Patome est égale a la somme des charges partielles qsA; ;.

cellule sur les points d’un réseau de Bravais, on doit obtenir le cristal. Ce réseau est choisi identique au
réseau associé a la cellule élémentaire, on peut donc considérer que a, b et ¢ sont les dimensions effectives
de la cellule C,. Comme ces dimensions effectives sont plus petites que les dimensions de la cellule, les
cellules se chevauchent. La charge finale d’un ion sera obtenue par la somme des charges partielles des p®
cellules qui se superposent en ce point (voir figure 1.19 b). Cette charge finale correspondra & la charge
initiale de l'ion si les coefficients vérifient la condition de reconstruction :

SN = (1.29)

.3,k

On peut noter qu’il y a, au total, p® n, paramétres A ;. & ajuster, n. étant le nombre d’atomes de la
cellule élémentaire, et n. conditions de reconstruction. Dans le cas le plus général, il reste donc (p? — 1) n,
paramétres & ajuster, qui peuvent étre choisi de maniére & annuler les moments multipolaires. Si ’on
utilise tout ces degrés de liberté afin d’annuler les moments multipolaires, il n’y a pas de garantie que les
charges partielles obtenues soit raisonnables d’un point de vue physique. En particulier il n’est, a priori,
pas exclu d’obtenir des charges partielles supérieures & la charge de 'ion, voire trés élevées, ou bien des
charges partielles ayant un signe différent de celui de la charge initiale. Il est de plus ennuyeux que le
nombre de degrés de liberté (et par conséquent la méthode elle méme) dépende du nombre de charges de
la cellule élémentaire et ne soit pas indépendant du cristal.

Dans un premier temps nous allons faire un certain nombre de restrictions qui permettent d’obtenir
des charges partielles et une forme générale de la cellule C,, raisonnables d’un point de vue physique. Ces
restrictions permettent aussi de rendre la méthode la plus générale possible.

Tout d’abord, on traite chaque dimension de maniére indépendante. Autrement dit, on cherche une
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expression de la charge partielle sous la forme gs;A7AJAf. De plus, les parametres A] (respectivement A
et A7) seront déterminés en traitant le probléme & une dimension, il ne dépendrons donc plus que de la
charge des atomes et de la projection de leur position suivant ’axe principal du cristal @ (respectivement
b et &). Nous démontrerons par la suite que les coefficients obtenus permettent effectivement d’annuler les
moments multipolaires souhaités de la maille C,, dans le cas du probléme & trois dimensions. La méthode
pour déterminer les trois jeux de coefficients Af , A¥ et A} étant la méme, nous ne considérerons plus, a
partir de maintenant, que les coefficients A} correspondant & la direction &.

On impose aux coefficients A{ de ne dépendre que de la position de I’atome s, oi1 plus précisément de
la position fractionnaire de cet atome dans la direction a,. Les coefficients A] correspondent donc & une
fonction de la forme A;(a;). Cette derniére restriction est assez forte puisque comme nous ’avons vu, les
coefficients pouvaient dépendre des caractéristique des autres atomes. L’avantage de cette restriction est
que la forme des charges partielles sera la méme pour tous les atomes. L’expression de A; ainsi obtenue est
indépendante des caractéristiques de la cellule élémentaire, en particulier du nombre de charges, et sera
donc valable pour n’importe quel type de cristal. Les coefficients \;(as) peuvent donc étre déterminés en
considérant une cellule de construction réduite Cj;, constituée uniquement d’un seul type s d’atome. La
cellule C; ne possédant qu’un seul type de charge, on pourra éventuellement annuler les moments d’ordres
impairs mais on ne pourra plus annuler les moments multipolaires d’ordres pairs. Au lieu d’annuler les
moments multipolaires, on leurs impose une valeur fixe, uniquement proportionnelle & la charge ¢; de
'ion. Les moments multipolaires de la cellule C,, finale, sont égaux & la somme des moments multipolaires
de chaque cellule C; associée a un des atomes de la cellule élémentaire. La somme des charges de la cellule
élémentaire étant nulle, la somme des moments multipolaires sera nulle.

)\l(as) 2\Z(as) A3(as) A4(‘?]%) )\S(as)

. [ e [ e [ e [ e |

p=5 ‘

0 | 72 |
> x/

a a+l aq+2 a+3 a+4

FiGg. 1.20: Exemple ¢ 1 dimension d’une cellule de construction Cs composée de 5 cellules
élémentaires. La position des atomes s situés dans chacune de ces cellules, ainsi que le coef-
ficient Xj correspondant sont représentés. La position p/2 sur l’aze des abscisses correspond
au centre de la cellule.

De cette maniére, on obtient une expression des coefficients A; identique pour chaque type de charge,
dont la variation est la méme dans chaque direction et qui permettent d’annuler un certain nombre de
moments multipolaires de la cellule C,. Il reste donc & déterminer la valeur des coefficients A; dans le
probléme & une dimension, la cellule C; étant composée de p cellules élémentaires contenant un seul type
de charge (voir figure 1.20). En tenant compte de la condition de reconstruction du cristal, c’est-a-dire
du fait que la somme des A; doit étre égale & 1, le probléme comporte p — 1 degrés de liberté. On impose
donc a chaque moment d’ordre k inférieur ou égal & p — 1 une valeur indépendante de la position a,
de la charge, que I’on notera qs my a® (my étant une constante sans dimension). On obtient ainsi le jeu
d’équations suivant :

L k
Zx\i(as)(as+i—g—l) = my O0O<k<p-1;mo=1) (1.30)
i=1

les moments étant calculés au centre de la cellule de construction, a, étant la position fractionnaire de
I’atome s dans la cellule élémentaire. L’équation obtenue pour & = 0 constitue la condition de recons-
truction. On obtient donc une jeu de p équations qui permettent de déterminer de maniére unique les p
coefficients A;(as). On peut noter que, d’aprés la forme du systéme d’équation 1.30, les solutions A;(as)
sont des polynémes d’ordre p — 1 en as.

L’expression des \; dépend directement du choix des coefficients my,, c’est & dire du choix de la valeur
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des moments multipolaires associés. Le choix des moments d’ordre impair nuls est assez naturel, afin
d’assurer une certaine symeétrie de la cellule C. Il reste donc & déterminer la valeur des moments d’ordre
pair. On comprend bien que si la valeur imposée a ces moments est trop faible, certains des coefficients
A; seront négatifs. Il est cependant important que la valeur de ces moments soit la plus petite possible
afin que les coefficients \; soient grands au centre de la cellule et faibles sur les bords.

N

Les valeurs possibles des constantes mj sont relativement compliquées & déterminer. Nous avons
analysé en détail le probléme pour p inférieur ot égal & 6, et nous avons déterminé les coefficients my, et
A; qui vérifient les conditions suivantes :

— Les valeurs des coeflicients A; sont comprises entre 0 et 1

— La charge partielle d’un atome situé sur le bord de la cellule de construction est nulle (A (0) = 0).

Cette condition permet par ailleurs d’assurer la continuité des coefficients (A;(1) = A;+1(0)).

— La valeur des coefficients A; est strictement croissante & mesure que ’on se rapproche du centre de

la cellule de construction.

— La valeur des coefficients mj, est minimale.

Nous avons observé que dans tout les cas envisagés, 'expression du premier coefficient A\; était égale 4 :

Mag) = @7 (L31)

(p—1!
On retrouve bien les caractéristiques imposées, & savoir que A1(0) = 0 et que les charges partielles sont
petites au bords de la cellule. L’expression du coefficient A;(as) est en effet le polynéme d’ordre p — 1
qui décroit le plus rapidement lorsque a, tend vers 0. On peut raisonnablement supposer que I’expression
obtenue est valable quel que soit p. Nous déterminerons donc par la suite les paramétres A; en choisissant
le premier paramétre égal i cette expression. Les paramétres pourront ainsi étre déterminés sans avoir a
calculer les constantes my.

Afin de calculer 'expression des autres coefficients A;, on remplace les constantes my dans le systéme
d’équation 1.30 par la valeur des moments calculés dans un cas particulier, & savoir pour a; = 0 :

P

3 Nilas) (as+z‘—§—1)k=iA,-(0) (j—g—l)k O0<k<p—1;me=1)

i=1 j=1

La résolution de ce systéme d’équation conduit & la valeur suivante des A; :

M) =S 00 ] % (1.32)

=1 k=1,

La valeur des facteurs \;(as) sera donc établie si ’on détermine leur valeur A;(0) en 0. Les expressions de
ces facteurs sont des polyndémes d’ordre p — 1 en a,. Pour construire la cellule de construction, seules les
valeurs de ces polynémes pour a, compris entre 0 et 1 nous intéressent, mais il est possible d’évaluer ces
polynomes pour d’autre valeurs de as. On peut en particulier évaluer \; (a,) pour des valeurs entiéres de
as comprises entre 1 et p. Le systéme d’équations obtenu est :

+1 .
w0 =350 (P177) (1<i<p)

Ce systéme d’équations relie la valeur des facteurs A; en 0 & I'expression de A;. En utilisant 'expression de
A1 donnée par ’équation 1.31 et en résolvant ce systéme d’équations on obtient la valeur des coefficients

Ai(0) que lon recherche :
j-1

1\
O =3 £ G-t (7) (13

=0

Finalement on obtient un jeu d’équations qui permettent de calculer de maniére simple les charges
partielles des atomes de la cellule C,, qui annulent les p — 1 premiers moments multipolaires de la cellule.
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11 suffit en effet de calculer les coefficients \;(0) & partir de ’équation 1.33. L’équation 1.32 permet ensuite
de calculer le coefficient \;(as) d’un atome situé dans la cellule élémentaire d’indice 4 & la position as.
La figure 1.21a représente les coeflicients ainsi obtenus pour des valeurs de p comprises entre 2 et 10 Les

a)

o

(o¢]
—
]

o
o
—

©o <
N A
T T

X —p/l2

F1a. 1.21: a) Représentation des coefficients Ai(as) des cellules de construction C, pour 2 <
p < 10. L’aze des abscisses situé sur le bord supérieur de la figure correspond & la valeur de
as. La juztaposition de ces fonctions définit les fonctions A(x), ou = est 4 la position d’un
atome par rapport au bord de la cellule de construction, et correspond auz valeurs de ’aze
des abcisses situé sur le bord inférieur de la figure. b) Représentation des méme fonctions
A(z) centrées sur le miliew de la cellule de construction. Les lignes pointillé correspondent &
la largeur de la cellule élémentaire.

valeurs des coefficients calculées sont bien comprise entre 0 et 1. On obtient de plus le comportement
des coefficients souhaité, & savoir une valeur faible sur les bords de la cellule, importante au centre et
une continuité entre les coefficients. On peut ainsi définir une fonction A(z) constituée de la réunion
des paramétres A;(as). Cette fonction donne le coefficient de la charge partielle de tous les atomes de la
cellule Cp, x = as + ¢ — 1 étant la distance d’un atome au bord de la cellule. Si 'on considére qu’une
cellule classique d’un cristal est obtenue en multipliant le cristal par une fonction “porte”, on voit que la
cellule C,, que nous avons définie s’obtient en multipliant le cristal par la fonction A(z) qui correspond &
une fonction “porte” dont les bords ont été lissés. La figure I.21b montre que cette fonction reste étroite
lorsque p augmente. On peut voir notamment que pour p = 10 la largeur & mi-hauteur vaut seulement
2.2 fois le paramétre de maille alors que la cellule Cyg est constituée de 10 cellules élémentaires. 11 est
enfin important de noter que cette fonction peut étre appliquée en un point quelconque du cristal, ce
qui permet de centrer la maille sur le point voulu du cristal. Ce résultat est différent de la méthode de
Evjen pour laquelle il est nécessaire de centrer la maille sur un point ayant un maximum de symeétrie afin
d’avoir plus de chance d’annuler des moments multipolaires.

Ainsi, nous avons défini une expression des charges partielles qui permet d’annuler p — 1 moments
multipolaires pour le probléme & une dimension. Pour la cellule & trois dimensions nous avions supposé
que le produit des coefficients calculés pour les trois directions des axes du cristal permettait d’annuler les
mémes p — 1 moments multipolaires. Il nous faut donc maintenant vérifier que ces charges partielles de la
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forme : Aj(as) x Aj(bs) x Ak(cs) , ou (4, j, k) sont les indices d’une des cellules élémentaires qui composent
la cellule C, et ou ag, b, et ¢, sont les coordonnées fractionnaires de ’atome s dans la cellule élémentaire,
annulent effectivement ces moments multipolaires. Notre méthode doit étre applicable & n’importe quel
type de cristal, y compris dans le cas ol les axes du cristal ne sont pas orthogonaux. On considére donc un
réseau de Bravais quelconque. Les vecteurs a, bet ¢, du réseau peuvent s’écrire comme une combinaison
linéaire des vecteurs &, ¥ et Z d’une base orthonormée. L’expression d’'un moment multipolaire de la

cellule Cp,, d’ordre inférieur & p — 1, peut se mettre sous la forme :
P p
qu Z ZZ /\i(as) )‘J(bs) )‘k(cs) (xs,i)a (ys,j)ﬁ (zs,ls:)’Y a+ /8 + S b—- 1

ol Zs i, Ys,j €t 2 sont les coordonnées dans le repére orthonormé de I’atome de type s situé dans la
cellule d’indice (i, j, k) et .+ 3 + v I'ordre du moment considéré. Ces coordonnées z, ;, ys ; €t zs  étant
des combinaisons linéaires des coordonnées a, ;, bs; et cs de I’atome dans le repére composé par les
axes du cristal, on peut réécrire ’expression de ce moment multipolaire comme une combinaison linéaire
de termes ayant la forme suivante :

p P

Yo 3D D Nilas) M) Aeles) (@e))® (bs,g)” (cop)” o +B 4+ <p-1

i=1 j=1 k=1

et dont les puissances o', 8’ et 7' sont différentes mais toujours inférieures ou égales & p — 1. Les trois
sommes (sur 7, j et k) correspondent trés exactement aux expressions des moments multipolaires dans le
cas 4 une dimension. La somme totale sur i, j et k est donc indépendante des coordonnées a, by et ¢, et 1a
somme sur s est nulle. On a donc bien annulé les moments multipolaires d’ordre inférieur ou égal & p—1 de
la cellule Cp. Ainsi, la cellule que nous avons définie est obtenue dans le cas & 3 dimensions en multipliant
le cristal par une fonction qui & le méme comportement dans les trois direction : A(z) x A(y) x A(2).

Une fois que la cellule est élaborée, c’est & dire lorsque ’on a calculé les charges partielles pour chaque
atome, ’environnement utilisé pour calculer le potentiel électrostatique est obtenu par la réplication de
la cellule. La figure 3.3-a illustre la construction de 1’environnement dans le cas & une dimension. Il est
important de noter que les charges partielles ne sont appliquées que sur les cellules proches des bords de
I’environnement, sur une épaisseur de p — 1 cellules élémentaires. Il n’est donc nécessaire d’appliquer les

ENENENEN
Sl Ta [ A
(A [h [ [
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S Th [ [
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Fi1G. 1.22: Exemple 4 une dimension de construction d’un environnement & partir de 5 cellules
C (dans le cas o2 p =4).

coefficients p; s définis par :
i
pilas) =Y Aj(as) (L.34)
j=1

qu’aux cellules bordant ’environnement. On voit par ailleurs qu’une augmentation de la taille de ’envi-
ronnement revient & augmenter le nombre de cellules situées au centre de ’environnement, c’est-a-dire
le nombre de cellules dont les charges ne sont pas modifiées. La figure 1.23a représente la forme des co-
efficients p; pour p compris entre 2 et 10. Comme on pouvait s’y attendre ces coefficients sont positifs,
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inférieurs & 1 et continus. On peut remarquer que ces coefficients sont strictement croissants lorsque z
augmente c’est & dire lorsque 'on se dirige vers le centre de 'environnement. Comme le montre la fi-
gure 1.23b cette croissance est surtout trés forte au voisinage de z = (p — 1)/2 qui correspond 4 la limite
effective de ’environnement. Tout comme dans le cas des coeflicients A;, on peut définir une fonction
u(x), égale aux coefficients p; pour les valeurs de x correspondant aux p — 1 cellules situées sur le bord de
Ienvironnement, et égale & 1 pour les valeurs de z intermédiaires. Cette fonction donne le coefficient de
la charge partielle de tout les atomes de ’environnement, I’environnement est donc obtenu en multipliant
le cristal par cette fonction p(z) dont les bords sont légérement lissés.

My Uy Us My Us Mg Uy Ug Mg

1 9....1/0....1Jj0....1}]0....1]0....1]J0....1]0.... 1[0 ....1[0.... 1
L p=2

a)

o
o
—

2/

F1G. 1.28: a) Représentation des coefficients pi(as) des pour 2 < p < 10. L’aze des abscisses
situé sur le bord supérieur de la figure correspond & la valeur de as. La juztaposition de ces
fonctions définit les fonctions u(x), ow = est & la position d’un atome par rapport au bord
de l’ensemble de charges, et correspond aux valeurs de l’aze des abcisses situé sur le bord
inférieur de la figure. b) Représentation des méme fonction u(zx) centrées sur le bord effectif
de l’ensemble de charge, c’est-a-dire le bord de ’environnement qui aurait été obtenu si l’on
avait utilisé les cellules élémentaires.

Pour terminer, on peut s’intéresser au cas le plus simple ot ’on ne cherche & annuler que le moment
dipolaire, et en particulier le comparer avec la méthode définie par Evjen qui est généralement utilisée
dans ce but. Pour annuler le moment dipolaire, il suffit de considérer une maille Co constituée de 23
cellules élémentaires. Les charges partielles ne sont donc appliquées que sur la couche extérieure de
cellules élémentaires qui composent ’environnement. La forme de la fonction u(z) est représentée sur la
figure 1.24. On voit que sur la limite effective de ’environnement, on retrouve les charges partielles utilisée
par Evjen. La différence provient de la variation continue des coefficients , dans la méthode de Evjen,
ceux-ci sont en effet discontinus, puisque qu’ils sont égaux a 0 & 'extérieur de 'environnement, & 1/2 sur
les faces et 1 & 'intérieur. Finalement, cette simple variation linéaire des charges partielles & la surface de
I’environnement permet d’assurer ’annulation du moment dipolaire, alors que dans la méthode de Evjen

originale cette annulation n’est pas systématique et dépend des propriétés de symétrie du point sur lequel
est centré ’environnement.
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Charges partielles 12 o ¢ 12
définies par Evjen 0

\

n
v

Charges partielles y \%

obtenues a partir de C, 0

\

Fic. 1.24: Comparaison des coefficients correspondant auz charges définies par Evjen et des
coefficients p(x) obtenus & partir de la cellule de construction Ca.

3.3-b Test de la convergence

La méthode que nous venons de définir permet de construire trés simplement des cellules dont un
nombre choisi de moments multipolaires ont été annulés. On peut & P'aide de cette méthode, vérifier la
vitesse de convergence de la somme que nous avons établie dans la section 3.2. Nous avons en effet montré
que dans le cas du moment quadrupolaire pour le calcul du potentiel en un point, ou dans le cas du moment
dipolaire pour le calcul des variations du potentiel, des termes de signes différents se compensaient. 11
n’est pas exclu que se genre de compensation intervienne pour d’autres moments multipolaires et que la
convergence soit plus rapide que ce que suggére les majorations que nous avons effectuées. En d’autre
termes, nous allons vérifier que les majorations 1.21 et 1.27 établies dans la section 3.2 sont bien les
meilleurs majorations que ’on pouvait obtenir. Il est par ailleurs important de savoir comment décroit
Perreur pour des petites valeurs de R,,. Les majorations de ’erreur que nous avons établies, ne sont en effet
valables que pour des valeurs de R,, supérieures & dix fois la taille de la cellule utilisée pour construire
Penvironnement. S’il s’avére effectivement nécessaire d’utiliser des valeurs élevées de R,, et donc de
grandes tailles d’environnement, pour avoir une décroissance significative de 1’erreur, cela restreindrait
Iintérét de la méthode.

Afin de tester la vitesse de convergence, on considére des cristaux de type quelconques, c’est a dire de
symétrie monoclinique. Nous avons engendré de maniére aléatoire un certain nombre de cellules élémen-
taires qui vérifient les conditions suivantes :

— Les paramétres a, b et ¢ de ces cellules sont compris entre 1 et 8 A.

— Les angles a, (3 et «y des cellules sont compris entre 7/4 et 7/2 radians.

— Afin que les valeurs du potentiel soient réalistes, le nombre de charges n. est choisi de telle sorte
que le volume de la cellule divisé par le nombre de charges soit de l'ordre de 8 A3 (le nombre de
charges obtenu varie entre 4 et 30).

— Finalement les valeurs des charges sont comprises entre —3 et +3. La somme de ces charges étant
bien évidemment nulle.

Le potentiel & été calculé en différents points d’une cellule élémentaire. Des ensembles de charges
centrés sur cette cellule ont été engendrés en utilisant les cellules C, que nous avons définies dans la
section précédente, ce, pour différentes valeurs de p comprises entre 2 et 8. On rappelle que le premier
moment non nul de ces cellules est le moment d’ordre p. Ces environnements comportent, selon une
des directions du cristal, 2n + 1 cellules dont les charges n’ont pas été modifiés, et p — 1 cellules, de
chaque coté, contenant des charges partielles (voir figure 1.25). Ces environnements contiennent donc
(2n + 2p — 1)? cellules élémentaires. Les résultats que nous présentons sont exprimés en fonction de la
taille caractéristique R,, que nous avons pris égale & n + p — 0.5.

Les résultats que nous avons obtenus pour les différents cristaux considérés sont quasiment identiques.
Nous ne présenterons donc ici, que ceux obtenus pour le premier de ces cristaux.

La figure .26 présente la valeur du potentiel calculé au centre de ’environnement, en fonction du rayon
caractéristique de ’environnement, pour des valeurs de p comprises entre 2 et 8. La courbe correspondant
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Fi1G. 1.25: Ensemble de cellules utilisé pour tester la convergence du potentiel. Le potentiel est
calculé dans la cellule élémentaire hachurée. Les cellules grisées correspondent auz cellules
contenant des charges partielles. L’environnement a un rayon caractéristique R, = p+n—0.5
et contient (2n + 2p — 1)% cellules élémentaires.
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Fi1G. 1.26: Valeur du potentiel calculé au centre de ’environnement en fonction du rayon de
Uenvironnement. Les différentes courbes correspondent a différentes cellules C, utilisées pour
construire ’environnement (pour 2 < p < 8, p est égal & Uordre du premier moment non nul
de la cellule).
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3. CALCUL DU POTENTIEL ELECTROSTATIQUE

a p = 2 est la seule pour laquelle le moment quadrupolaire de la cellule est non nul. Comme nous ’avons
montré, ce moment est responsable d’un erreur constante. On peut voir que toutes les autre courbes
convergent vers la méme limite. La figure 1.27 représente ’erreur commise sur le calcul du potentiel au

(eV)

AV, 0

10

FiG. 1.27: Erreur effectuée sur le calcul du potentiel au centre de l’environnement en fonction
du rayon de l'environnement. Les courbes en trait plein correspondent & différentes cellules
Cp utilisées pour construire ’environnement. Les courbes en tirets sont des guides pour les
yeuz et sont proportionnelles & une puissance de R, .

centre de ’environnement, c’est-a-dire la différence entre les précédentes courbes et la valeur limite du
potentiel (la limite ayant été obtenue par un ajustement de la courbe correspondant & la valeur maximale
de p par une fonction en loi de puissance). Cette erreur est représentée en échelle log/log. On observe
bien que le premier moment multipolaire d’ordre p pair est responsable d’une décroissance de ’erreur
en 1/RP~2. On peut voir, que lorsque 1’on annule un moment d’ordre impair, la convergence n’est que
trés peu modifiée. Par ailleurs, la décroissance en loi de puissance s’établie de maniére rapide, et n’est
pas seulement valable pour R, supérieur & dix fois la taille de la cellule C, (il ne faut pas oublier que
les cellules Cp, ont des dimensions égales & p fois les paramétres de maille). On peut voir que si l’erreur
ne décroit pas tout & fait en loi de puissance, pour les premiéres tailles d’environnement, ’erreur décroit
cependant trés rapidement, plus rapidement qu’une loi de puissance. Ces courbes montrent donc trés
clairement l’intérét de la méthode que nous proposons. En effet, si seul le moment quadrupolaire est
annulé, erreur est encore de I’ordre de 10=° eV pour les plus grandes tailles d’environnements que nous
avons testés (qui ont un rayon de ’ordre de 20 cellules élémentaires), alors que lorsque les 7 premiers
moments multipolaires de la cellule ont été annulés, on atteint une précision de ’ordre de 10713 V.

La figure I1.28 présente la valeur de la différence de potentiel calculée entre un point situé a ’extrémité
de la cellule élémentaire centrale (dont la position fractionnaire dans la cellule est (1,1,1)) et le point
situé au centre de la cellule. Le moment dipolaire étant dans tout les cas nul, on observe bien que les
différents calculs de la différence de potentiel convergent vers la méme limite. La figure 1.29 représente
Perreur effectuée sur le calcul de cette différence de potentiel, dans une échelle log/log. Les résultats
obtenus confirment, que c’est le premier moment multipolaire d’ordre impair qui détermine la vitesse de
convergence. Tout comme pour le calcul du potentiel en un point, on voit que I’annulation des moments
multipolaires de la cellule utilisée pour construire I’environnement permet d’atteindre une grande précision
pour des tailles d’environnements relativement réduites. Dans le cas par exemple ol p = 8 on obtient une
précision de 1’ordre de 10~!® eV pour une valeur du rayon R,, correspondant & 13 cellules élémentaires.

Finalement, nous avons confirmé I’analyse de la convergence faite dans la section 3.2. Nous avons en
particulier montré que la variation de ’erreur se comporte comme la majoration que nous avons établie, et
ce, méme pour des valeurs faibles du rayon de I’environnement. Enfin, ces résultats montrent concrétement
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Fig. 1.28: Différence de potentiel entre les points (1,1,1) et (1/2,1/2,1/2) de la cellule élé-
mentaire centrale en fonction du rayon de l’environnement. Les différentes courbes corres-
pondent & différentes cellules Cp utilisées pour construire ’environnement.

(eV)

A(V () = V,0)

Fig. 1.29: Erreur effectuée sur la différence de potentiel entre les points (1,1,1) et
(1/2,1/2,1/2) de la cellule élémentaire centrale en fonction du rayon de lenvironnement.
Les courbes en trait plein correspondent & différentes cellules Cp wutilisées pour construire
Uenvironnement. Les courbes en tirets sont des guides pour les yeuz et sont proportionnelles
a une puissance de R,.
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3. CALCUL DU POTENTIEL ELECTROSTATIQUE

I'intérét d’annuler les moments multipolaires de la cellule utilisée pour construire ’environnement. En
effet, annulation de ces moments multipolaires permet, pour une méme taille de I’environnement, de
réduire ’erreur de plusieurs ordres de grandeur.

3.3-¢c Convergence exponentielle

Nous avons montré dans la partie précédente que le potentiel convergeait d’autant plus vite qu’un
grand nombre de moments multipolaires ont été annulés. Il apparait, d’aprés les courbes que nous venons
de présenter, qu’il n’est pas forcement intéressant de continuer a augmenter la taille de ’environnement,
pour un type de cellule donné. Il est en effet souvent possible, pour une méme taille d’environnement,
d’obtenir un meilleur résultat si 'on utilise une autre cellule ayant d’avantage de moments nuls. Ainsi,
au lieu de fixer le nombre p — 1 de moments que ’on annule, et de faire croitre le nombre n de cellules
non modifiées contenus dans ’environnement, il apparait plus judicieux de fixer ce nombre n de cellules
intactes et faire croitre le nombre de moments que I'on annule et par conséquent le nombre de cellules
contenant des charges partielles.

Ainsi, si 'on fixe n et que ’on fait croitre p, la taille caractéristique de ’environnement varie comme
Rn = pRo, (ot Ry est une constante). En tenant compte du fait que la dimension de la cellule est elle
aussi proportionnelle & p on peut aisément réécrire la majoration de l'erreur effectuée sur le calcul du
potentiel (équation 1.21) sous la forme :

2 V4
AV, (7) < —QZRO C, p? (710(“7:0”’/ p)) (1.35)

ot C)p est, on le rappelle, un polynéme en p. On voit, que si I’on choisit de faire croitre le nombre de
moment multipolaires nuls, on peut s’attendre & une convergence exponentielle du calcul du potentiel
en un point. Il est aisé de vérifier, & partir de ’équation 1.27, que le calcul d’une différence de potentiel
devrait se comporter de la méme fagon.

Nous avons donc calculé le potentiel électrostatique pour les différents cristaux générés aléatoirement,
en choisissant une valeur de n fixe (comprise entre 0 et 3), et en augmentant le nombre de moments
multipolaires nuls. Comme nous nous intéressons maintenant aux variations du potentiel en fonction de
p, nous noterons V,, la valeur du potentiel et R, la taille caractéristique de I’environnement, bien que la
nature de ces grandeurs soit les mémes. Les résultats que nous avons obtenus pour les différents cristaux
sont 14 encore trés similaires, nous ne présenterons donc que les résultats obtenu pour le premier de ces
cristaux.

L’erreur effectuée sur le calcul du potentiel au centre de 'environnement est représenté en échelle
logarithmique sur la figure 1.30. On peut observer que ’erreur décroit effectivement de maniére expo-
nentielle. Si ’on compare les résultats obtenus pour les différentes valeurs de n considérées, on peut voir
que la décroissance de 'erreur est trés similaire. Il est important de noter que pour n = 0 & I’exception
de la cellule élémentaire centrale, toutes les cellules contiennent des charges partielles. Ainsi, la présence
de ces charges partielles proches du centre de ’environnement ne perturbe pas la convergence du calcul.
Ceci peut étre compris si l’on considére la variation du coefficients p(z) relatif aux charges partielles.
Celui-ci est en effet trés proche de 1 pour les charges situées au centre de ’environnement. Finalement,
on comprend que rajouter un petit nombre de cellules dont les charges ne sont pas altérées (c’est a dire
en augmentant n), ne change pas énormément les caractéristiques de ’environnement. Par ailleurs, il est
important de noter, qu’une décroissance exponentielle du type ()P, telle que celle que nous observons ici,
n’est réellement intéressante que dans le cas ou « est suffisamment petit devant 1. Dans le cas contraire il
peut étre nécessaire d’augmenter considérablement la taille de ’environnement avant que ’erreur ne soit
diviser par un coefficient significatif. On peut voir sur la figure 1.30 que l'erreur est divisée par un facteur
proche de 8 lorsque p augmente de 1. On gagne de donc presque un ordre de grandeur sur la précision
du calcul, en ne rajoutant qu’une seule couche de cellules élémentaires & ’environnement.
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A V.0 (eV)
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F1G. 1.80: Erreur effectuée sur le calcul du potentiel au centre de l’environnement en fonction
du rayon de Uenvironnement, le rayon de ’environnement variant en fonction du nombre
p — 1 de moments annulés. Les courbes en trait plein correspondent & différentes valeurs du
nombre de cellules intactes n. La courbe en tirets est un guide pour les yeuz et décroit comme

(1/8)%».
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Fig. 1.81: Erreur effectuée sur le calcul de la différence de potentiel entre les points (1,1,1)
et (1/2,1/2,1/2) de la cellule élémentaire centrale en fonction du rayon de Uenvironnement,
ce dernier variant en fonction du nombre p — 1 de moments annulés. Les courbes en trait

plein correspondent a différentes valeurs du nombre de cellules intactes n. La courbe en tirets
est un guide pour les yeuz et décroit comme (1/5)%».
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La courbe 1.31 présente l'erreur effectuée sur le calcul d’une différence de potentiel en fonction du
rayon de ’environnement. Tout comme pour le calcul du potentiel en un point, on observe bien une
décroissance exponentielle de ’erreur. Il n’y a pas non plus une trés grande différence entre les courbes
obtenues pour différentes valeurs de n. On peut voir que 'erreur décroit un peu moins rapidement que
dans le cas du potentiel électrostatique en un point, mais sa décroissance reste trés importante puisque
Perreur est divisée par 5 lorsque ’on rajoute une couche de cellules élémentaires & ’environnement.

Finalement, nous avons établi une méthode, basée sur ’annulation des moments multipolaires de
la cellule utilisée pour construire ’ensemble de charges. Cette annulation des moments est réalisée par
Putilisation de charges partielles dont les valeurs sont raisonnables d’un point de vue physique. Cette
méthode permet d’obtenir une convergence exponentielle du potentiel ainsi que des variations spatiales
du potentiel. Cette méthode respecte les conditions de convergence de la somme directe et tend donc
systématiquement vers la valeur du potentiel créé par le cristal infini. On obtient finalement des valeurs
trés précises du potentiel pour un ensemble de charge relativement petit. En effet, un ensemble de charge
ayant un rayon de ’ordre de 5 cellules élémentaires permet d’obtenir une précision de ’ordre du millivolt,
et un rayon de ordre de 7 cellules réduit cette précision a quelques micro-volts. On peut noter que nous
n’avons pas chercher & optimiser la forme de l'environnement, et que ceux-ci ont toujours été choisis
de forme parallélépipédique de cotés proportionnels aux paramétres de maille. Une optimisation de la
forme de ces environnements pourrait certainement ameéliorer un peu le calcul, mais devant la vitesse de
convergence obtenue, une telle optimisation parait quelque peu futile.

3.4 Cas des cristaux composites

Nous avons déja montré 'importance des effets de ’environnement, et en particulier du potentiel
électrostatique, pour ’étude d’un fragment de composé cristallin. Dans le cas d’'un composé modulé ou
composite effet de ’environnement sera d’autant plus important qu’il n’existe plus de sites équivalents.
En effet, on peut raisonnablement supposer que le potentiel sera en grande partie responsable de cette
différenciation des sites. Si ’on considére par exemple deux fragments d’une sous-structure du composé, de
nature identique, mais situés a des positions différentes, les variations du potentiel sur ces deux fragments
seront différentes. Il y a donc maintenant deux impératifs, premiérement reproduire correctement les
variations du potentiel sur un fragments et deuxiémement reproduire correctement les différences qui
peuvent apparaitre entre deux fragments de méme nature situés a des positions différentes.

La méthode que nous avons développée précédemment ne peut pas étre utilisée pour traiter le potentiel
électrostatique des composés modulés ou composites, puisqu’elle est basée sur 1'utilisation des propriétés
de symétrie de translation. L’analyse de la convergence de la somme directe, présentée dans la section 3.2,
reste par contre valable. Nous présentons donc dans cette partie une méthode spécifique du traitement
du potentiel dans le cas des composés modulés ou composites, qui s’appuie sur cette analyse.

Dans le cas des matériaux composites, la structure peut se diviser en deux sous-systémes. Nous nous
intéresserons dans un premier temps & la reproduction des variations du potentiel électrostatique sur
I’une de ces sous-structures. Nous présenterons a la fin de cette section, les précautions supplémentaires
A apporter afin de reproduire le potentiel sur les deux sous-structures & la fois. Ceci est notamment
nécessaire lorsque ’on souhaite étudier les interactions entre les deux sous-systémes, le fragment étant
alors composé 3 la fois d’atomes des deux sous-systémes.

Dans ces composés le potentiel présente donc, a priori, des modulations incommensurables. Ces modu-
lations peuvent avoir deux origines physiques. La premiére est la présence d’un autre sous-systéme ionique
dont la périodicité est incompatible, la seconde est la présence sur les deux sous-systémes de modulations
incommensurables. Nous nous intéresserons donc dans un premier temps au systéme considéré dans sa
structure moyenne, nous étudierons ensuite ’influence des distortions structurales.

Par la suite, nous nous intéresserons plus précisément 3 la famille de composés Sri4_Ca,Cuz4041,
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et nous utiliserons & titre d’exemple la structure du composé pur (z = 0). La démarche que nous déve-
loppons est cependant tout & fait applicable & d’autres composés modulés ou périodiques. Elle ne sera, a
priori, pas applicable dans le cas des quasi-cristaux, car, comme nous le verrons, elle s’appuie sur I'utili-
sation de la structure moyenne, et ces composés en sont dépourvus. Il est aussi important de noter, que
nous ne présenterons ici qu’'une approche méthodologique du traitement du potentiel dans les composés
incommensurables, ainsi qu’une analyse de ses caractéristiques particuliéres. L’influence du potentiel sur
la structure électronique des ces composés et ses conséquences sur les propriétés de basse énergie de ces
matériaux seront, elles, détaillée dans le chapitre II.

3.4-a Calcul du potentiel créé par la structure moyenne

On considére donc, & titre d’exemple, le composé Sr14Cu24041. Ce matériaux contient des plans
alternés de chaines (CuQO2) et d’échelles (Cu203). Les paramétres de ces deux sous-systémes dans la
direction ¢ sont incommensurables (voir figure 1.32). Ce composé est traité dans sa structure moyenne.
Les sous-systémes des chaines et des échelles sont donc, indépendamment, parfaitement périodiques. On
suppose que ’on veuille reproduire les effets du potentiel sur un fragment appartenant & 'un de ces
sous-systéme. Afin d’illustrer cette analyse, on prendra ’exemple d’un fragment de chaine constitué de
deux cuivres consécutifs comme représenté sur la figure 1.33.

02 Cul 01
O

Fic. 1.82: Structure moyenne des composés Sria—gCazCu24041 représentée en perspective
selon l'aze € des chaines (CuQ-) et des échelles (Cu203).

FiG. 1.833: Fragment de chaine contenant deuz sites consécutifs de cuivres, considéré & titre
d’exemple. Le composé étant incommensurable, le potentiel électrostatique sur le fragment
dépend de la position du fragment le long de la chaine.
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Nous souhaitons, ici, calculer le potentiel par une somme directe, il nous faut donc définir un en-
semble de charges centré sur le fragment. La taille de 'environnement dans la direction ¢ pose ici un
probléme particulier puisque les paramétres de mailles des deux sous-systémes dans cette direction sont
incompatibles. Si I’on considére par exemple un ensemble de charges contenant 10 cellules de chaines dans
cette direction, la longueur de cet ensemble, égale & 10¢y (c2 étant le paramétre des chaines dans cette
direction), correspond & un nombre de cellules d’échelles non-entier (égal & 10 ¢c2/c1 ~ 6.95).

La démarche la plus simple consiste & prendre une taille d’environnement proportionnel 4 la cellule
approchée du composé, cellule composé de 10 mailles de chaines et 7 mailles d’échelles. Cependant, le
fait que le rapport entre le nombre de cellules de chaines et le nombre de cellules d’échelles soit différent
de celui du composé réel pose un probléme. En effet, les deux sous-systémes étant chargés, la somme
des charges contenues dans ’environnement ne sera pas nulle. On peut facilement corriger ce défaut en
modifiant légérement le nombre de trous. Dans environnement que nous avons défini, la condition de
neutralité impose un nombre de trou égal & 6 pour 10 cellules d’échelles, alors que pour le composé réel
ce nombre est égal & 20(1 — ca/c1) ~ 6.10. Il est important de noter que I’approximation que nous faisons
ici ne constitue pas une approximation périodique. Les dimensions restent en effet celles du composé réel,
et la correction du nombre de trous étant relativement faible on peut raisonnablement espérer que le
potentiel électrostatique obtenu avec cet ensemble de charges sera trés proche de celui créé par le cristal
réel. Si 'on suppose, par exemple, que les trous sont localisés de maniére homogéne sur les oxygénes des
chaines, la charge formelle de ces atomes sera égale &4 —1.7 dans ’environnement considéré au lieu de
—1.694(---).

On construit donc un environnement comportant, dans la direction ¢, n fois 10 cellules de chaines et
n fois 7 cellules d’échelles. Les autres dimensions sont choisies afin d’obtenir une forme d’environnement
a peut prés cubique. Finalement, on applique les charges partielles définies par Evjen indépendamment
aux deux sous-systémes. Ceci permet d’augmenter les chances de convergence du calcul potentiel mais
surtout de pouvoir bien centrer I'environnement sur le fragment.

La figure 1.34 représente le moment dipolaire de I’ensemble de charge obtenu, ainsi que la différence de
potentiel entre les deux sites de cuivre du fragment. Ces résultats ont été calculés pour un grand nombre de
positions du fragment le long de la chaine, et sont présentés en fonction de la quatriéme coordonnée d’un
des cuivres du fragment (la définition de la quatriéme coordonnée est décrite au chapitre II section 2.2).
On observe la présence d’'un moment dipolaire dont la valeur dépend de la position du fragment. Nous
avons vu que la présence d’un tel moment engendrait une variation artificielle du potentiel électrostatique.
On observe effectivement, en paralléle, une augmentation de la différence de potentiel entre les deux sites
de cuivre du fragment. On peut noter que normalement la variation du potentiel devrait étre une fonction
périodique de 7, ce qui montre clairement que les variations obtenues sont un artefact.

moment dipolaire différence de potentiel Cu-Cu
60 T T T T T T T T T T T T T T T T T T 15
40 - 4 10
D) oo L 15 (eVv)
0 40
-20 1 1 1 1 1 1 1 1 -5
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

T T

Fig. 1.34: a) Moment dipolaire de ’ensemble de charge en fonction de la quatriéme coor-
donnée T d’un des cuivres, cette coordonnée dépend de la position du fragment le long de la
chaine. b) Différence de potentiel entre les deux cuivres du fragment en fonction de T.
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L’apparition de ce moment dipolaire est en fait lié 4 la non neutralité des deux sous-systémes. Le
sous-systéme des chaines a une charge globale négative, et celui des échelles, une charge globale positive.
Comme lillustre la figure 1.35, deux fragments situés & des positions différentes le long de la chaine,
voient des environnements de charges différents. Cette différence revient & un Léger décalage du sous-
systéme des échelles le long de ’axe c. Etant donné ’expression de la quatriéme coordonnée, le décalage
est en fait directement proportionnel & la coordonnée 7 que nous avons utilisée. Le sous-systéme des
échelles étant globalement chargé, ce décalage provoque une accumulation de charges sur les faces de
I’environnement. Tout comme dans le cas des composés périodiques, lorsque le moment dipolaire de
la cellule de construction est non nul, on reproduit ’effet d’un condensateur. La densité surfacique de
charge sur les deux faces est proportionnelle au décalage entre les deux sous-systémes, il en va de méme
de ’erreur introduite dans le calcul du potentiel électrostatique. Cette erreur étant indépendante de la
taille de ’environnement, on ne pourra pas la supprimer en augmentant le nombre de charges contenus
dans ’environnement.

) b) oy
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Fia. 1.85: Ezemple d’environnements entourant deuz fragments de chaine (ovale hachuré)
situés a des positions différentes. Les environnements sont représentés en coupe dans le plan
(b,¢), c étant la direction des chaines et des échelles, et b étant la direction perpendiculaire
au plans des deuz sous-systémes. Les rectangles sombres figurent les cellules des échelles et
les rectangles blancs celles des chaines. L’ensemble de charges des échelles est décalé d’une
distance d par rapport & U’ensemble des charges des chaines.

Pour reproduire correctement les effets de ’environnement il convient donc d’annuler le moment
dipolaire de I’ensemble de charges, ce qui revient & superposer le barycentre des charges des échelles et
le barycentre des charges des chaines. On place donc sur chacune des deux faces de ’environnement o
apparait une accumulation de charges, des mailles d’échelles auxquelles on applique un coefficients global
Ae Ou Ay (voir figure 1.36). Les deux coefficients, sont choisis de maniére & conserver le méme nombre de
cellules (A, + Ay = 1), et & annuler le moment dipolaire de I’ensemble de charge. On pourra aisément
vérifier que les expressions :

/\a:1—d/cl et /\bZd/Cl

vérifient ces conditions, d étant égal au décalage entre le barycentres des charges des échelles et celui des
chaines.

A, A,
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FiG. 1.86: Environnement d’un fragment de chaine permettant d’annuler le moment dipolaire.
Les cellules hachurées sont les cellules des échelles dont les charges sont ajustées.

La figure 1.37 représente la différence de potentiel entre les deux sites de cuivre du fragment, en fonction
de la quatriéme coordonnée 7, obtenue lorsque ’on annule le moment dipolaire de ’ensemble de charges.
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Les calculs ont été effectués pour trois taille différentes d’environnement contenant respectivement 10,
20 et 30 cellules de chaines dans la direction ¢. On peut voir que Perreur précédente, due au moment
dipolaire et qui augmentait linéairement avec 7 a disparu. Par ailleurs on peut voir que les résultats
obtenus pour les deux plus grands environnements sont trés proches puisque la différence entre les deux
n’excéde pas 2 meV. On peut raisonnablement supposer que l'erreur restante est de ’ordre de quelques
meV . Cette erreur est tout & fait satisfaisantes pour nos calculs, puisque des variations du potentiel de
Pordre du meV ne sont pas susceptibles de modifier les résultats de maniére significative.

différence de potentiel Cu-Cu

40 T T T T
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Fic. 1.37: Différence de potentiel entre les deuz sites des cuivres du fragment en fonction
de la quatriéme coordonnée T d’un des atomes de cuivres. Les trois courbes correspondent a
trois tailles d’environnement contenant respectivement 10, 20 et 20 cellules de chaines dans
la direction c et constitués respectivement de 2600, 14800 et 44300 charges.

Il est intéressant de noter que, la différence de potentiel entre les deux cuivres est elle méme trés
petite. Si Pon se référe & la courbe correspondant au plus grand environnement, cette différence n’excéde
pas 3.6 meV. La présence des échelles ne crée donc pas de grandes modulations du potentiel le long
des chaines lorsque 'on ne considére que la structure moyenne du matériau. Ce résultat est quelque
peu surprenant, nous avons en effet montré que chaque fragment de chaines voyait un environnement
de charges des échelles qui se décalait, on aurait pu penser que ce décalage des charges produirait une
variation plus importante du potentiel d’autant plus que les contre ions, qui sont relativement proches
des chaines se déplacent avec les échelles. Le calcul du potentiel le long des échelles montre le méme
phénomeéne, & savoir des variations de potentiel de 'ordre de quelques meV. On peut raisonnablement
penser que ces petites variations du potentiel obtenues dans le cas de la structure moyenne, n’aurons
quasiment pas d’influence sur la structure électronique des deux sous-systémes.

Ainsi, si la précision que nous obtenons n’est pas suffisante pour comparer deux fragments, les dif-
férences entre les fragment ne sont de toute maniére pas significatives. Nous verrons par contre, que les
modulations de la géométrie des deux sous-systémes introduisent de trés fortes variations du potentiel
et que la précision que nous obtenons ici pour la structure moyenne sera tout & fait satisfaisante pour
I’étude de la structure réelle.

Il est intéressant de noter que les charges partielles que nous avons définies permettent d’utiliser
un nombre de cellules d’échelles qui ne soit pas entier, on peut donc choisir un nombre de cellules
correspondant & la formulation exacte du composé (Sr2Cu203)s.95(...)(CuO2)10. Si le nombre de cellules
des échelles est choisit proportionnel & 6.95(---) il n’est plus nécessaire de modifier le nombre de trous
et I’on obtient des charges correspondant au composé réel. L’expression des deux coefficients que nous
avons définis doit étre modifiée. On pourra vérifier que les expressions suivantes :

_ 10 Co _ 10 Co

a2l =
A Ter ( d/C1) + Ao et b Ter d/C1 + Xo

ol )¢ est une constante qui dépend de la taille de I’environnement, permettent d’annuler le moment
dipolaire des ensembles de charges. La définition de ces coefficients pose cependant quelques problémes.
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En effet, pour certaines valeurs du décalage les coefficients deviennent négatifs. De plus, on peut voir
que les environnement obtenus pour d = 0 et d = ¢; sont différents. Or ces deux valeurs du décalage
correspondent en fait au méme fragment, il serait préférable que les environnements que nous définissons
soient identiques pour ces deux valeurs du décalage.

Ces problémes peuvent étre résolus en appliquant des charges partielles & une tranche supplémentaire
de cellules des échelles, de chaque coté de ’environnement. On obtient alors 4 coefficients & ajuster. La
figure 1.38 représente cet environnement, pour deux valeurs du décalage égales & 0 et c¢;. Il est en effet
aisé de trouver la valeur des coefficients dans ces deux cas particuliers. Ces valeurs, comprises entre 0 et
1 sont choisies afin d’annuler le moment dipolaire, d’obtenir des environnement symétriques et identiques
pour les deux fragments. Les variations des coefficients étant linéaire en fonction du décalage on peut
facilement déduire leur expression :

de=1—e)(1—dfer) No=1—edfe;
X = (1—€)d/e; et Ao=1—e(l—d/e)

le choix de la valeur de € permet d’obtenir un nombre de cellules des échelles correspondant & la formule
exacte du composé et par conséquent de permet d’utiliser les charges formelles correctes des atomes.

A, =0 A'a\=]—£ A=l A=l A =le A'a\:l /\I'bzl—s A, =0
= ‘\N \ \%ﬁ/{yA\ \ ‘ \ ‘ \‘ \ &\ =
N\ N\ P I O R NN\ NN

[ | I [ ez | ] |
: \N \ ﬁ/\ A\ \ | \ | \ \‘ \ R\ -
N\ N\ N I B I N\
d=0 —d= Cy

Fia. 1.88: Environnement contenant un nombre total de cellules d’échelles non entier, cor-
respondant & la formule exacte du composé. Les cellules hachurées sont les cellules dont les
charges sont ajustées. a) environnement pour d = 0, b) environnement pour d = c1. Ces deux
environnements entourent le méme fragment.

La figure 1.39 compare la différence de potentiel entre les deux sites de cuivre du fragment obtenu en
utilisant le premier environnement qui contient un nombre fini de cellules d’échelles et ’environnement
que nous venons de définir. La différence entre les deux courbes n’excéde pas 0.4 meV, 'approximation
que nous avons faites pour définir le premier ensemble de charges était donc tout & fait valable. Cet
ensemble étant plus simple & construire c’est celui que nous avons utilisé pour I’étude de la famille de
composés qui sera présentée dans le chapitre IT

3.4-b Effets des modulations incommensurables

Nous avons défini un environnement permettant de calculer le potentiel créé par le matériau composite
dans sa structure moyenne, et il nous faut maintenant déterminer ’effet des distortions incommensurables
de la géomeétrie de chacun des deux sous-systémes. Autrement dit nous nous intéresserons ici, & la diffé-
rence entre le potentiel créé par la structure moyenne et celui créé par la structure exacte.

Le passage de la premiére structure a la seconde, peut se faire en rajoutant, pour chaque ions, une
charge de signe opposé sur la position moyenne de l'ion (qui viendra donc annuler la précédente charge)
et une charge située sur la position réelle de 1’ion. La différence entre les deux structures constitue donc
un ensemble de dipoles. Les charges de ces dipoles sont égales, en valeur absolue, 4 la charge de I’ion et
sont séparés par une distance correspondant & la modulation incommensurable de la position de 'atome.
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différence de potentiel Cu-Cu
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Fia. 1.89: Différence de potentiel entre les deuz sites de cuivre du fragment en fonction
de la quatriéme coordonnée T d’un des atomes de cuivre. Les deux courbes correspondent au
deuz environnements qui ont été définis, le premier contenant un nombre entier de cellules et
ayant des charges formelles légérement modifiées, le second comportant un nombre de cellules
d’échelles et des charges formelles correspondant & la formule exacte du composé. Les deux
ensembles de charges comportent 30 cellules de chaines dans la direction c.

Les modulations de la position des atomes étant en moyenne nulles, la moyenne des dipdles sera elle
méme nulle. On peut aisément vérifier que le calcul du potentiel électrostatique créé par cet ensemble
de dipoles ne présente pas de probléme de convergence lorsqu’il est effectué par une somme directe. En
effet, dans le cas d’un cristal périodique, les moments multipolaires de chaque cellule était identiques et
contribuait de maniére additive. Ici au contraire les moments multipolaires des dipdles ont des signes
aléatoires et la somme converge dans tout les cas.

Nous nous contenterons juste ici, de vérifier que la somme des moments dipolaires de tout ces dipoles
converge. Le signe de ces moments dipolaire étant crucial pour la convergence de la somme on ne pourra
pas la majorer terme & terme, on peut cependant étudier la taille caractéristique de cette somme. On
considére le volume contenu entre deux surfaces de rayon caractéristiques R et R+ ¢ (ou § << R),
ce volume contient un nombre N de dipéles proportionnel & R?. Les moments dipolaires de ces dipdles
sont nuls en moyenne, on notera o ’écart type de ces moments. L’écart type de la somme des moments
dipolaires contenu dans ce volume est égal & N'/2 o, cet écart type sera donc proportionnel 3 R. L’écart
type du potentiel électrostatique créé par ces moments dipolaires décroit comme R x 1/R? = 1/R.
Finalement la contribution de tout les moments dipolaires peut étre évaluée en considérant une suite de
volumes contenus entre des sphéres de tailles croissantes. Les contributions au potentiel électrostatique,
des moments dipolaires contenus dans ces volumes ont des signes aléatoires et la valeur de ces contributions
est globalement décroissante. Cette somme converge donc bien.

Ainsi on peut utiliser, pour calculer le potentiel électrostatique créé par la structure réelle, les méme
types d’environnement que ceux que nous avons définis dans la section précédente, puisque le fait de
rajouter les modulations ne pose pas de probléme de convergence. La figure 1.40 représente la différence
de potentiel entre les deux sites de cuivre du fragment, calculée en utilisant le premier environnement
défini dans la section précédente, qui contient un nombre fini de cellules. Ces valeurs ont été calculées pour
trois tailles d’environnement. On peut voir que, contrairement aux résultats obtenus pour la structure
moyenne, les modulations de la différence de potentiel sont trés élevées et atteignent des valeurs de 2.5 eV'.
Les différences entre les résultats obtenus pour les différentes tailles d’environnement restent par contre du
méme ordre de grandeur que pour la structure moyenne. La différence entre les valeurs obtenus pour les
environnements 2 et 3, est au maximum de 3 meV. On reproduit donc correctement 4 la fois le potentiel
créé par la structure moyenne et celui induit par les modulations. Comme il avait été évoqué dans la
section précédente, on obtient finalement une trés bonne précision relative sur le calcul du potentiel pour
la structure réelle puisque l'erreur est environ 1000 fois plus petite que amplitude de la différence de
potentiel entre deux sites de cuivre consécutifs.

Nous avons comparé les résultats obtenus en utilisant le premier environnement défini qui contient

71



CHAPITRE 1. CALCUL D’HAMILTONIENS MODELES

différence de potentiel Cu-Cu
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Fic. 1.40: Différence de potentiel entre les deuz sites de cuivre du fragment créée par la
structure modulée, en fonction de la quatriéme coordonnée T d’un des atomes de cuivre. Les
trois courbes correspondent auz trois tailles d’environnement contenant respectivement 10,
20 et 30 cellules de chaines dans la direction c. La différence entre les trois courbes n’excédant
pas 16 meV, celles-ci apparaissent superposées sur la figure.

un nombre entier de cellules d’échelles et le second pour lequel le nombre de cellule d’échelles correspond
4 la formule exacte. Les résultats obtenus pour les deux types d’environnements sont sensiblement les
mémes. La différence entre les deux est inférieure & 1 meV . Les variations du potentiel électrostatique
pourront donc étre calculées en utilisant 1’un ou ’autre des environnements que nous avons définis.

Finalement, nous avons défini deux méthodes qui permettent de calculer les variations du potentiel
électrostatique dans le cas d’'un matériau composite. Les résultats obtenus sur les variations du potentiel
sont quelque peu surprenantes. En effet la présence des échelles n’introduit pas de forte variations du
potentiel lorsque I’on ne considére que la structure moyenne alors que les variations deviennent trés élevées
lorsque l’on introduit les modulations des deux sous-structures. Il est intéressant de voir quels sont ces
déplacements de la positions des atomes qui provoquent de telles variations du potentiel.

La figure 1.41 compare la différence de potentiel entre les deux sites de cuivre obtenu pour la structure
moyenne, pour la structure exacte et lorsque les modulations structurales ne sont appliquées qu’a l'un
des deux sous-systémes. Afin de pouvoir mieux analyser I'influence des distortions sur le potentiel élec-
trostatique, nous présentons conjointement les résultats obtenus pour la structure du composé fortement
dopé Srg.4Cai13.6Cu24041. Pour ce composé, les modulations sont plus importantes que pour le composé
pur en strontium. En effet, les ions calcium sont plus petits que les ions strontium et introduisent une
pression chimique. On peut voir sur ces figures, que les variations incommensurables du potentiel sur les
chaines sont principalement dues & la modulation des chaines elles-mémes.

Aux vues de ces résultats on peut légitimement penser que les variations du potentiel sur les cuivres
sont principalement dues aux variations de la position des oxygénes premiers voisins. Ceci expliquerait
que les variations observées soient principalement dues aux modulations des chaines elles-mémes. Nous
avons de plus montré que les modulations peuvent étre vues comme l'effet de dipoles dont les valeurs
sont en moyenne nulles, et 'on peut penser que l'influence de tous ces dipdles décroit trés rapidement
avec la distance. La figure 1.42 présente la différence de potentiel entre les cuivres lorsque ’on ne prend
en compte que ’effet des oxygénes premiers voisins. On peut voir que dans le cas du composé pur en
strontium, ot les distortion sont moindres, ce sont effectivement ces oxygénes qui sont responsables de
I’essentiel des variations du potentiel. Par contre dans le cas du composé fortement dopé au calcium, les
déplacements de ces oxygénes ne sont responsables que d’une partie des modulations du potentiel. Pour
certaines valeurs de 7 on obtient méme des différences de potentiels de signe opposé.

Nous avons déterminer 'influence sur le potentiel électrostatique du déplacement d’un atome par
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a) différence de potentiel Cu-Cu b) différence de potentiel Cu-Cu
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Fia. I.41: Différence de potentiel entre les deux sites de cuivre du fragment, lorsque les
modulations ne sont pas prises en compte, lorsque les modulations ne sont appliquées qu’a
une des deut sous-structures, ou auzr deuz sous-structures. a) dans le cas du composé pur
Sr14Cu24041, b) dans le cas d’un composé fortement dopé au calcium Sro.4Cais.eCu24041

a)  difference de potentiel Cu-Cu b) différence de potentiel Cu-Cu
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Fi1a. 1.42: Différence de potentiel entre les deux sites de cuivre du fragment, lorsque l’on ne
tient compte que des ozygénes premiers voisins (traits pointillés), lorsque l’on tient compte
de toutes les charges (traits pleins). a) pour le composé pur en strontium, b) pour le composé
fortement dopé en calcium
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rapport 3 sa position moyenne, en fonction de la distance le séparant du fragment. Pour se faire nous
avons calculé la différence entre le potentiel créé par un atome & sa position moyenne et le potentiel créé
par cet atome & sa position réelle. La figure 1.43 présente, pour un fragment, 'effet du déplacement des
atomes sur la différence de potentiel entre les cuivres du fragment, en fonction de la distance séparant
ces atomes au centre du fragment. On peu voir que dans le cas du composé pur, on atteint effectivement

a .
AN
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AV (V) ol ]
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-4 . ] .
0 10 20
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Fia. 1.48: Effet du déplacement des atomes sur la différence de potentiel entre les cuivres du
fragment en fonction de la distance séparant les atomes du fragment. Ces contributions sont
ici cumulées. a) pour un fragment du composé x = 0 correspondant & T = 0.668, b) pour un
fragment du composé © = 13.6 correspondant & T = 0.870. Les fleches indiquent le résultat
obtenu en ne tenant compte que des 4 oxygénes premiers voisins. Les courbes en pointillés
correspondent 4 la limite, c’est-a-dire a la différence de potentiel créée par la structure réelle
moins celle créée par la structure moyenne (cette derniére étant presque nulle)

la valeur de la différence d’énergie lorsque 'on a pris en compte les 4 oxygénes premiers voisins. La
courbe présente ensuite des fluctuations autour de la valeur limite. Ces fluctuations sont dues au fait que
I’on considére ici les contributions des atomes de maniére successive. Comme nous I’avons mentionner
ce sont des contributions aléatoire dont l’effet est nul en moyenne. Pour le composé dopé en calcium, la
limite n’est par contre pas atteinte lorsque I’on ne tient compte que des 4 premiers voisins, et nous avons
d’ailleurs choisi, comme exemple, un fragment pour lequel méme le signe de la différence de potentiel
n’est pas correct. Il est quelque peu difficile d’évaluer & quelle distance la limite est atteinte, c’est-a=dire
de différencier les variations qui sont responsables de la différence d’énergie et les fluctuations qui sont
nulles en moyennes. On peut cependant raisonnablement dire que la valeur de la différence de potentiel
n’est pas atteinte avant 10 A. Ceci montre que le potentiel électrostatique est sensible, dans ce composé
fortement distordu, au déplacement des atomes situés des distances relativement importantes.
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3.4-¢c Cas d’un fragment mixte

Nous avons vu comment reproduire le potentiel électrostatique sur un fragment appartenant a I’'un des
deux sous-systémes d’un matériau composite. Nous nous intéressons maintenant au cas ou le fragment
comporte des atomes des deux sous-structures. Ce type de fragments est utile pour déterminer les inter-
actions électroniques entre les deux sous-systémes. A ce titre il est important de correctement reproduire
les différences de potentiel entre les sites magnétiques des deux sous-systémes, afin de bien positionner
les différences d’énergie orbitalaire. Dans le cas des composés incommensurables Sr14—,Ca, CuzqO41 cette
différence d’énergie aura une conséquence directe sur la répartition des trous entre les plans de chaines
et d’échelles.

La méthode que nous proposons ici n’est pas trés différente de celle appliquée & un fragment d’un
des sous-systémes. La principale différence provient du fait que le centre du fragment ne correspond
plus & un point de symétrie du composé. Nous apportons donc une attention particuliére & bien centrer
P’environnement sur le fragment, car comme nous ’avons montré, la convergence du potentiel est plus
rapide au centre de l’ensemble de charges. De plus, si 'on centre ’environnement sur 'un des sous-
systémes, on risque de déstabiliser de maniére systématique les atomes de ’autre sous-systéme.

N

N\

O

t..

)
a \
Fia. I.44: Ezemple de fragment mizte contenant & la fois un atome de cuivre des échelles

et un atome de cuivre des chaines, ainsi que leurs 4 oxzygénes premiers voisins respectifs. A
gauche : vue en perspective cavaliére. A droite : vue en projection selon l’aze b.

La figure 1.44 présente un exemple de fragment mixte contenant un centre magnétique des échelles et un
centre magnétique des chaines. Dans un premier temps il nous faut centrer correctement I’environnement
dans la direction ¢. En effet, due & I'incommensurabilité, la position relative dans cette direction, des deux
atomes de cuivre change selon la position du fragment. Pour ce faire on applique des charges partielles
a la fois aux cellules des chaines et des échelles situées aux extrémités de ’environnement dans cette
direction. Comme représenté sur la figure 1.45 on obtient quatre coefficients. Les expressions suivantes
de ces coefficients permettent d’annuler le moment dipolaire de ’ensemble de charges et de centrer ce
dernier sur le centre du fragment :

1d d

A, =1- =2 —-4+ -2
a 2¢ ) Ha + o )

1 1 1d

A= =2 t =-_--=

T 9g € =357 34

La deuxiéme direction & laquelle ont doit apporter une attention particuliére est la direction b, per-
pendiculaire aux plans de chaines et d’échelles. En effet les atomes du fragments appartenant aux deux

75



CHAPITRE 1. CALCUL D’HAMILTONIENS MODELES

c ~d

Fiac. I.45: Environnement d’un fragment mizte chaine-échelles. Les cellules hachurées cor-
respondent auz cellules dont les charges sont ajustées.

sous-systémes sont trés éloignés dans cette direction. Lorsque le fragment était constitué uniquement
d’atomes de 'un des deux sous-systémes, ’ajustement des charges dans cette direction ne posait, pas
de probléme et pouvait étre réalisé par la méthode de Evjen. Dans le cas ou le fragment appartenait
aux échelles on obtenait sur les bords de ’environnement des plans d’échelles ayant une charge partielle
1/2 et dans le cas ou le fragment appartenait aux chaines, des plans de strontium avec le méme type
de charge partielles. Dans le cas présent, pour le fragment mixte, le centre du fragment est situé entre
les plans des chaines et des échelles. Ce point ne posséde pas de symétrie suffisante dans la direction b
pour que l'on puisse utiliser des charges de type Evjen. Afin de bien centrer I’environnement, nous avons
réalisé la moyenne entre un environnement centré sur la partie du fragment appartenant au échelles et
un environnement centré sur la partie du fragment appartenant au chaines. On obtient ainsi un ensemble
de charge correctement centré dans la direction b, et qui ne posséde pas dans cette direction de moment
dipolaire. Cet ensemble présente sur ses bords des plans ayant des charges partielles 1/4 et 3/4. On
pourra noter une certaine ressemblance avec la méthode que nous avons développée pour les systémes
périodiques car ces charges partielles correspondent & ’application d’une fonction linéaire tout comme
les charges partielles que nous avions définies pour annuler le moment dipolaire des cristaux.
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F1a. 1.46: Fragment mizte formé d’un cuivre des échelles et d’un cuivre des chaines (sphéres
grises), ainsi que leurs 4 ozygénes premiers voisins (sphére noires). Sont aussi représentés,
les 9 contre ions de strontium (sphéres blanches), qui entourent le fragment.

Afin de vérifier que le potentiel est correctement reproduit sur le fragment, on considére le cristal dans
sa structure moyenne. En effet, nous avons montré que dans ce cas les modulations du potentiel sont trés
faible et 'on peut par conséquent identifier d’éventuels effets artefactuels. On ne peut cependant plus,
ici, comparer les sites de cuivre car ceux-ci sont de nature différente. Ils n’ont donc a priori pas le méme
potentiel. Nous avons donc calculé le potentiel sur les 9 sites de strontium (ou de calcium) qui entourent
le fragment (voir figure 1.46). Ceux-ci sont en effet équivalents dans la structure des échelles et devraient
par conséquent présenter des potentiels électrostatiques quasiment identiques tant que ’on ne considére
que la structure moyenne.
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La figure 1.47 représente la variation du potentiel sur ces sites en fonction de la position du fragment.
Ces variations ont été calculées pour un environnement centré, dans la direction b, sur le plan des échelles
(figure 1.47a) et pour I’environnement centré sur le milieu du fragment (figure 1.47b). Comme le montre
ces figures, le fait de bien centrer '’environnement permet de réduire les erreurs d’environ un facteur
2. 1l est par ailleurs intéressant de noter que, les sites situés dans des plans symétriques par rapport
au centre de ’ensemble de charge, présentent des potentiels trés semblables. L’erreur effectuée sur ces
sites est donc & peu prés la méme. Ceci s’explique simplement d’aprés I’étude de la convergence que
nous avons présentée 3 la section 3.2 et qui montrait que lorsque seul le moment dipolaire était annulé,
Perreur augmentait de maniére quadratique lorsque I'on s’éloigne du centre de ’environnement. Ainsi en
centrant correctement I’environnement sur le fragment nous avons non seulement réduit ’erreur maximale
effectué sur ce dernier, mais nous avons aussi placé les deux sites deux cuivre & des positions symétriques
par rapport au centre de I’environnement. Ce dernier point permet d’annuler le terme prépondérant de
Perreur, car celui-ci agit de la méme fagon sur les deux sites deux cuivres.

x—x Plan (y =-0.25)
e—-oPlan(y=0.0)
&~—=aPlan (y=0.25)

L Il L Il L Il L Il L L Il L Il L Il L Il L _3.9
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T2 T2

FiG. 1.47: Potentiel sur les sites de Strontium entourant le fragment en fonction de 7/2, a)
pour un ensemble de charge centré dans la direction b sur un plan des échelles, b) pour un
ensemble de charge centré sur le milieu du fragment. Les symboles indiquent l’appartenance
des sites auz plans perpendiculaires a 'aze I_;, de positions y = —0.25, y =0 et y = 0.25 (les
atomes des échelles et des chaines sont respectivement situés dans les plans y = —0.125 et
y =0.125).

3.5 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section les différentes méthodes de calcul du potentiel. L’intérét de
ces méthode dépend en partie du type d’étude réalisée. Dans le cas de la spectroscopie de fragments, la
méthode généralement utilisée est la méthode de calcul directe proposée par H. M. Evjen. Cette méthode
de calcul présente 'avantage d’étre trés simple, mais converge lentement et de fagon conditionnelle.

Nous avons proposée une étude détaillée des conditions de convergence du calcul direct du potentiel
réalisé par un calcul direct. La convergence du calcul dépend des moments multipolaires des ensembles de
charges utilisés pour calculé le potentiel. Dans le cas ot l’on recherche la valeur du potentiel en un point,
le calcul converge vers la valeur du potentiel créé par le cristal infini, & la condition que les moments
dipolaires et quadrupolaires des ensembles de charges soient nuls. Si cette condition est vérifiée, le calcul
du potentiel converge, pour un ensemble de charges symétrique, comme 1/RP~2 ou R est le rayon de
I’ensemble de charges et p 'ordre du premier moment multipolaire d’ordre pair non nul. Dans le cas
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ou seule la différence de potentiel entre deux points est recherchée, la limite du calcul est correcte, &
la condition que le moment dipolaire des ensembles de charges soit nul. Si cette condition est vérifiée,
le calcul de la différence de potentiel converge comme 1/RP~! ol p est l'ordre du premier moment
multipolaire d’ordre impair non nul.

Dans la méthode proposé par Evjen, les ensembles de charges sont construit & partir d’'une méme
cellule. 11 est donc important de pouvoir définir des cellules ayant un grand nombre de moments multi-
polaires nuls. Dans le cas de composés cristallins, nous avons proposé une méthode permettant d’obtenir
une cellule de construction ayant un nombre quelconque de moments multipolaires nuls. I’annulation des
moments multipolaires de la cellule est obtenu par 1’utilisation de charges partielles. Dans la méthode
proposée, nous avons définie ces charges partielles afin que leur valeurs soient physiquement sensées.
Nous avons montré que l'utilisation de ces cellules de construction permettait d’obtenir un convergence
exponentielle du potentiel en fonction de la taille de I’ensemble de charges.

Dans le cas des matériaux composites, 'incommensurabilité de ’ensemble de charge, ne permet pas
d’utiliser cette méthode. Nous avons proposée une seconde méthode, dédiée & ce type de composés, qui
permet d’annuler le moment dipolaire de ’ensemble des charges, et ainsi d’assurer la convergence du calcul
de la différence de potentiel. Pour les études de spectroscopie de fragments, seules ces variations spatiales
du potentiel interviennent. La méthode proposée permet d’obtenir une précision trés satisfaisante pour
ce type d’études
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4 Calcul ab initio

4.1 Contexte

Le but des méthodes ab initio est de déterminer I’état d’un systéme en partant de l’équation de
Schrédinger. On se place ici dans le cas ot ’hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, le
probléme consiste donc & trouver la solution de 1’équation de Schrédinger indépendante du temps :

H[y)=E|y)

M. Born et R. Oppenheimer ont proposé une approche qui consiste & découpler le mouvement des
électrons et des noyaux [80]. Cette approximation est basée sur le fait que les noyaux ont une masse trés
supérieure & celle des électrons. Si I’on considére ’équipartition de I’énergie, leur vitesse sera trés inférieure
a la vitesse des électrons. On peut donc considérer que ces derniers s’adaptent quasi-instantanément aux
déplacements des noyaux. Ceci revient & considérer que les électrons évoluent dans un potentiel créé par
des noyaux fixes. Cette approximation est aussi appelée approximation adiabatique, puisqu’elle interdit
I’échange d’énergie entre les électrons et les noyaux.

L’approximation de M. Born et R. Oppenheimer permet donc d’écrire la fonction d’onde comme le
produit d’une fonction d’onde nucléaire et d’une fonction d’onde électronique. Dans ’approximation non
relativiste, cette derniére est la solution de I’équation de Schrédinger indépendante du temps impliquant
I’hamiltonien :

N N 1 9 Ny A
H:Zhi+ Z — avec hi=—L+ -
" = T’z'j 2 TiA
i=1 i,j=1 A=1
i<j

ou i,j désignent les électrons et A les noyaux, N et N4 étant le nombre d’électrons et de noyaux.
L’approximation relativiste est valable lorsque la vitesse des électrons est petite devant la vitesse de la
lumiére. Cette approximation sera valable dans le cas d’électrons liés, exception faite des électrons situés
sur les couches profondes des atomes lourds. Ces électrons sont en effet trés localisés, di 4 la charge élevée
du noyau, et ont par conséquent une grande énergie cinétique.

Le calcul de I’état électronique du systéme ne peut étre résolu de maniére analytique dés que le nombre
d’électrons est supérieur & 1. Cet état peut cependant étre approché de maniére numérique. Différentes
techniques basées sur différents degrés d’approximation ont été développées. Nous ne décrirons, dans la
suite de cette section, que les techniques que nous avons utilisées pour 1’étude présentée dans le chapitre II

4.2 Bases orbitalaires

La résolution numérique du probléme ne peut se faire dans ’espace de Hilbert des fonctions de carré
sommable, puisque cet espace est a priori infinie. On considére donc la projection de I’hamiltonien sur un
sous-espace de taille fini. La projection de I’équation de Schrodinger dans une base finie admet toujours
une solution. Cette derniére sera, bien entendu, proche de la solution exacte, si ’espace de dimension
finie a été correctement choisi. Cet espace est constitué des déterminants de Slater & n électrons formés
a partir d’une base d’orbitales moléculaires finie.

Dans le cas d’atomes, J. C. Slater a proposé une formulation des orbitales qui s’inspire des orbitales
de ’hydrogéne. Ces orbitales STO (Slater Type orbitals) conservent les parties angulaires des orbitales
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de ’hydrogéne, mais différent par le terme exponentiel de la partie radiale. Les exposants 8 intervenant
dans ces exponentielles étant spécifiques & chaque atome :

Xn,l,m = An,l,m,c le,m (0, ¢) /rnileion
ou Y}, désigne une harmonique sphérique et A, ;m,¢ est un facteur de renormalisation.

Les orbitales STO sont cependant trés peu utilisées. On leur préfére en effet des orbitales dont la
partie radiale est gaussienne. Si ce choix est moins bien justifié d’un point de vue physique, il ’est en
revanche d’un point de vue numérique. En effet I'utilisation de fonctions gaussiennes permet de réduire
considérablement le temps de calcul, en particulier pour le calcul des intégrales. Ces orbitales n’ont
cependant pas une dépendance radiale satisfaisante puisque les gaussiennes décroissent trop rapidement
lorsque r augmente. On utilise donc un jeu de plusieurs orbitales gaussiennes, d’exposants différents, afin
de décrire une seule orbitale atomique :

p
2
Z A"ilamaci Yn,l (07 ¢) 67@

=1

L’augmentation de la taille de la base d’orbitales, et donc de la taille du calcul, est largement compensée
par la simplification des calculs, que 'utilisation des fonction gaussiennes autorise.

Dans le cas de molécules ou de fragments, les orbitales moléculaires sont généralement construites par
une combinaison linéaire d’orbitales atomiques. Cette méthode, introduite par E. Hiickel [81], est appelée
LCAO (Linear combination of atomic orbitals). Il semble raisonnable que des électrons proches d’un
atome, soient surtout sensibles au potentiel de son noyau, et soient par conséquent décrits de maniére
correcte par des orbitales atomiques. Ceci est moins évident en se qui concerne les électrons de la couche
de valence et en particulier les électrons impliqués dans des liaisons chimiques. De plus, la forme de
ces orbitales aura une grande importance pour les interactions inter-sites, puisque ces derniers seront
conditionnées par le fait que l'orbitale d’un site posséde une une valeur non négligeable au niveau des
sites voisins. Afin que la dépendance radiale soit correctement reproduite, on utilise généralement un
jeu de gaussiennes plus riche pour les orbitales susceptibles d’intervenir dans les couplages inter-sites. On
utilise par ailleurs des orbitales de fonctions angulaires d’ordres plus élevés, afin de permettre aux orbitales
atomiques de se déformer en fonction du potentiel créé par ’environnement. Ces derniéres orbitales sont
qualifiées d’orbitales de polarisation.

4.3 Meéthode SCF et dérivées

La fonction d’onde électronique s’écrit & priori comme une combinaison linéaire de toutes les configu-
rations possibles, formées & partir de la base orbitalaire choisie. Dans de nombreux cas cependant, 1’état
fondamental peut étre essentiellement décrit par des électrons appariés sur des orbitales moléculaires,
c’est-a-dire pas un seul déterminant.

La méthode Hartree-Fock consiste & écrire la fonction d’onde sous la forme d’un seul déterminant, et
de chercher les orbitales qui minimisent I’énergie de ce déterminant. On définit donc la fonctionnelle de
I’énergie :

E(pr--on) = (1 on|H|or-0n) = > Nij ({wi]0s)—dij)
i,j=1
i<j

ol le second terme est une somme de multiplicateurs de Lagrange qui assure ’orthonormalisation du jeu
d’orbitales. L’énergie minimale Fy est obtenue pour le jeu d’orbitales qui vérifie le systéme d’équation :

E(py---0,) =0 1<i<
70 (1) pour <i<n
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Ces équations ne sont pas résolues directement. On les réécrit sous la forme d’une équation aux valeurs
propres :
Flos) = Xi|ei)

ou 'on a utilisé le fait que la fonction d’onde était invariante par rotation des n orbitales qui compose
son unique déterminant, afin de ne faire apparaitre qu’un seul des coefficients de Lagrange. Ces équation
sont appelés équations canoniques. L’opérateur F' qui dépend des orbitales ¢ - - - ¢, est appelé opérateur
de Fock. A partir de ces équations, le probléme peut étre résolu de facon auto-cohérente. On considére un
premier jeu d’orbitales afin de calculer I’opérateur de Fock, qui une fois diagonalisé, conduit & un nouveau
jeu d’orbitales. Cette méthode est appelée méthode SCF (Self Consistent Field). La méthode SCF a été
simplifié par C. C. J. roothaan, qui a projeté ces équation sur les fonctions de bases. Le systéme s’exprime
alors comme un jeu d’équations algébriques qui admettent une résolution matricielle.

11 existe trois variantes de la méthode Hartree-Fock. La premiére proposée par C. C. J. Roothaan [82],
impose aux électrons de spin «a et § d’étre portés par le méme jeu d’orbitales, et est appelée méthode
RHF (Restricted Hartree Fock). La deuxiéme, introduite par J. A. Pople et R. K. Nesbet [83], traite
indépendamment les orbitales des électrons de spins a et de spin (. Cette deuxiéme méthode, appelée
méthode UHF (Unrestricted Hartree Fock), permet d’augmenter le nombre de degrés de liberté, mais
augmente la taille du calcul, puisque le nombre d’orbitales est doublé. Par ailleurs les solutions de la
méthode UHF ne sont pas des fonctions propres de de 'opérateur de spin. Une troisiéme méthode,
proposé par C. C. J. Roothaan [82] consiste & optimiser I’énergie, non plus d’un déterminant, mais d’un
ensemble de déterminants, exprimés en fonction d’'un méme jeu d’orbitales. Ces déterminants ne différent
que par le nombre d’occupation d’un petit nombre de ces orbitales. Le nombre d’occupation de ces
orbitales dans chaque déterminant, ainsi que les coefficients des déterminants dans la fonction d’onde ne
sont pas déterminés par le calcul, et doivent donc pouvoir étre déterminés en fonction des symétries de
spin et d’espace du systéme. Cette derniére méthode est appelée méthode ROHF.

L’approximation Hartree Fock remplace le probléme & n électrons par n problémes & un électron. Un
électron n’est sensible, a travers I’opérateur de Fock, qu’au champ moyen créé par les autres électrons. Les
méthodes RHF et UHF reproduisent correctement le trou de Fermi, puisque deux électrons de méme spin
ne peuvent étre au méme endroit. En revanche, les électrons n’étant sensibles qu’au champ moyen créé
par les autres électrons, et non & la répulsion instantanée entre ses électrons, ces méthodes ne reproduisent
pas correctement le trou de Coulomb, en particulier en ce qui concerne les électrons de spins opposés, qui
peuvent étre positionnés sur la méme orbitale.

Les méthodes SCF sont peu coliteuses et permettent de traiter un grand nombre de systémes. Elles
sont cependant mise en défaut lorsque le systéme ne peut pas étre décrit, méme qualitativement, par un
fonction d’onde mono-déterminantale. C’est en général les états & plusieurs couches ouvertes et/ou les &
forte corrélation électronique. Différentes méthodes ont donc été développées pour rendre compte de ces
effets au moindre cott, dont certaines seront décrites dans les sections suivantes.

L’une de ces méthode est directement dérivée de la méthode HF et consiste & exprimer la fonction
d’onde, non plus comme un seul déterminant, mais comme une combinaison linéaire de quelques déter-

minants :
Nget

|¢>=;Cz|wz>

ou Cf sont des coefficients qu’il faut déterminer. On cherche donc les orbitales et les coefficients Ct qui
minimisent 1’énergie de la fonction d’onde |4 ). Cette fonction d’onde peut alors contenir des orbitales
ayant une occupation différente de 2. Elle peut aussi avoir une fonction de spin différente de la fonction
singulet. Le choix des déterminants contenus dans la fonction d’onde doit étre fixé a priori. L’espace choisi
est souvent un espace complet, c’est a dire I’ensemble des configurations accessibles & un nombre choisi
d’électrons dans un sous ensemble d’orbitales, la méthode est alors appelée méthode CASSCF (Complete
Active Space Self Consistent Field). Dans le cas général elle porte le nom de MCSCF (Multiconfiguration
Self Consistent Field).
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4.4 Meéthode d’interaction de configurations
4.4-a Principe

Les méthodes d’interactions de configurations consistent & rechercher la fonction d’onde d’un état
dans une base de configurations choisie. L’utilisation de fonctions d’onde multi-références permet de tenir
compte des effets de corrélation dynamique, absents dans les méthodes Hartree Fock. On ne cherche plus
ici & déterminer les orbitales moléculaires, mais seulement & déterminer le poids de chaque déterminant
dans la fonction d’onde. Ceci est effectué en diagonalisant ’hamiltonien exact, projeté sur la base constitué
par lensemble des configurations considérées. Dans la pratique on ne recherche pas tous les vecteurs
propres, ce qui s’avérerait trés rapidement irréalisable, on se limite & I’état fondamental, ou & un ensemble
d’états de plus basse énergie.

Dans le cas le plus général, I’ensemble des configurations est constitué de tout les déterminants de
Slater qui peuvent étre formés par n électrons, sur I’ensemble des orbitales. On parle alors de calcul
d’interaction de configuration complet (ou Full-CI). Ce calcul permet d’obtenir la solution exacte de
Ihamiltonien (dans la l’approximation que constitue le choix d’un nombre fini d’orbitales). Il est bien
évident que le nombre de déterminants, ainsi générés, est considérable, et croit exponentiellement avec
la taille du systéme. Cette méthode n’est dans la pratique pas réalisable pour tout les systémes d’intérét
actuel.

Différentes méthodes dérivées rendent le calcul possible, tout simplement en tronquant I’espace des
configurations. Ces réductions de I’espace de configurations sont basées sur la décomposition des orbitales
en trois groupes. Cette décomposition est trés similaire, voir, dans la plupart des cas identique, a celle que
nous avons faite pour ’analyse des hamiltonien effectifs (voir section 1.2). Ces trois groupes d’orbitales
sont :

— les orbitales occupées, dont les occupations restent essentiellement égales & 2 dans les fonctions

d’onde recherchées.

— les orbitales actives, qui portent les électrons responsables des propriétés physique de basse énergie

et dont le nombre d’occupation ou les spin fluctue fortement dans les fonctions d’onde recherchées.

— les orbitales virtuelles, dont les occupations sont essentiellement nulles.

L’espace des configurations de référence est ’espace CAS, formé & partir des orbitales et des électrons
actifs. Les espaces de configurations plus étendus sont construits en ajoutant des déterminants, obtenus
par excitations sur les déterminants du CAS.

1l est important de noter que, dans le cas de la méthode Full-CI, le calcul est indépendant du choix
de la base orbitalaire, puisque 'on tient compte de ’ensemble des configurations. Lorsque ’espace de
configurations est tronqué, il devient dépendant de la base orbitalaire ayant servie & construire les déter-
minants. Les orbitales doivent donc étre optimisées par un calcul préalable. Cette étape est importante
puisqu’elle conditionne directement la qualité de ’espace des configurations tronqué. Les orbitales uti-
lisées sont généralement des orbitales issues d’un calcul CASSCF. Ce calcul permet en effet d’obtenir
une bonne répartition des orbitales entre, orbitales occupées, actives, ou virtuelles. Dans le cas ot 'on
recherche des états de différentes multiplicités de spin, on optimise généralement les orbitales pour I’état
de plus haute multiplicité. En effet, les fonctions d’ondes CASSCF des autres états contiennent généra-
lement des déterminants ioniques, ot des orbitales actives sont doublement occupées. Ces déterminants,
sont contenus dans le CAS, mais correspondent souvent & des excitations de trés hautes énergies. Leur
présence dans la fonction d’onde sur laquelle on optimise le calcul CASSCF conduit généralement & une
mauvaise répartition des orbitales moléculaires.
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4.4-b CAS plus MONO

I’IC des mono-excitations consiste, comme son nom l’indique, & utiliser un espace de configurations
constitué des déterminants du CAS et de tous les déterminants obtenus par mono-excitation sur I’ensemble
des déterminants du CAS. Ces excitations sont représentées schématiquement sur la figure 1.48. En fait,
on inclut dans I'espace utilisé pour I'IC des mono, des excitations supplémentaires correspondant & des
doubles excitations, afin d’assurer que les fonctions d’ondes obtenues soit fonctions propres de spin. Ces
configurations correspondent au schéma de droite de la figure 1.48. Ces déterminants ne peuvent étre
obtenus par une mono-excitation d’une orbitale occupée vers une orbitale virtuelle, puisque le spin d’un
électron actif a été inversé. D’une maniére générale, on peut définir I’espace de configurations de CAS
plus mono, par 'ensemble des déterminants contenant au maximum un trou dans les orbitales occupées,
et une particule dans les orbitales virtuelles.

7 Y N Y

Virtuelles — 1 1 s
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Occupées i s
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Fia. 1.48: Représentation schématique des mono-ezcitations sur les déterminants du CAS.
L’excitation située sur la droite n’est pas une mono-excitation puisque le spin de l’électron
du CAS a changé. Elle correspond en fait G une double excitation. Les labels indiquent le
type d’orbitales.

D’aprés le théoréme de Brillouin, ’état choisi pour le calcul CASSCF qui a engendré les orbitales,
n’est pas couplé aux mono-excitations. Les mono-excitations n’auront donc de couplage direct qu’avec
les autres états du CAS. Leur effet principal est la repolarisation dynamique des états du CAS.

Dans le cas d’interactions magnétiques, un des effets les plus important dii aux mono-excitations des
états du CAS est de renormaliser le terme de super-échange de Anderson. En effet ce mécanisme, fait
intervenir un état ionique du CAS, dont I’énergie (correspondant au terme diagonal de ’hamiltonien)
est trés élevée. Les mono-excitations vont permettre d’abaisser de maniére effective cette énergie et de
conduire & une valeur raisonnable du terme de super-échange de Anderson.

En régle générale le nombre ncas d’orbitales du CAS est trés inférieur au nombre nye. d’orbitales
occupées lui méme inférieur au nombre ny;¢ d’orbitales virtuelles. La taille de ’espace de configurations
croit donc approximativement comme :

Ncas X Noce X Nvirt

oll Ncas est le nombre de déterminants du CAS.
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4.4-c DDCI

La méthode DDCI [84,85] est une méthode dédiée & la spectroscopie de systémes finis. Cette méthode
tente d’éliminer du calcul les effets de corrélation ne participants pas a la différence d’énergie entre les états
recherchés. Elle est basée sur une sélection des configurations de I’IC des mono et di-excitations. Cette
sélection des configurations s’appuie sur une analyse par la théorie des perturbations quasi-dégénérées.
En fait, il existe deux méthodes.

La premiére, appelée DDCI2, comporte tous les déterminants intervenant au deuxiéme ordre de théorie
de perturbation dans la différence d’énergie des états du CAS, qui ne différent que par leur fonction de spin,
c’est & dire qui correspondent & une occupation identique des orbitales. L’espace DDCI2 (voir figure 1.49)
correspond 3 l’espace de 'IC des mono, plus les configurations ayant deux trous ou deux particules. Le
calcul DDCI2 permet prend donc en compte tout les mécanismes au second ordre de perturbation qui
participent aux excitations de spin. Si ’on considére, par exemple, un CAS contenant deux orbitales a
et b et deux électrons, ’espace DDCI2 permet de tenir compte de tous les termes du deuxiéme ordre de
perturbation intervenant dans le couplage des déterminants |al_)) et | ba), ce terme correspondant a la
moitié de ’excitation singulet — triplet. Il est bien entendu que le calcul prend en compte de nombreuses
autres excitations, puisque ’on réalise la diagonalisation de I’hamiltonien projeté sur ce sous-espace, et
non un calcul de théorie des perturbations. On tient donc compte de toutes les termes d’ordres supérieurs
qui ne font intervenir que les configurations de I’espace DDCI2. La taille de ’espace de configurations
DDCI2 est approximativement égal 4 :

NCAS X X Nyirt

oll nT est le nombre total d’orbitales.

Virtuelles
actives J‘: j‘:
Occupées

CAS +8S

DDCI 2

DDCI 3

CAS +SD

Fic. 1.49: Représentation schématique des excitations contenus dans les espaces CAS+S
DDCI2, DDCIS3 et CAS+SD (ou DDCII est l’espace de I’IC des mono et CAS+SD Uespace de
IIC des mono et di-excitations). Les excitations d’un électron des orbitales occupées vers les
orbitales virtuelles peuvent s’accompagner d’un échange de spin avec les électrons du CAS,
et correspondent alors 4 une double excitation. Nous n’avons pas représenté ces derniéres
excitations, elles sont implicites pour chaque excitation d’un électron des orbitales occupées
vers les orbitales virtuelles. Les valeurs nh et np indiquent respectivement le nombre de trous
(holes) dans les orbitales occupées et le nombre de particules dans les orbitales virtuelles.

La méthode DDCI3 (ou simplement DDCI) est plus générale, puisque l’espace de configurations com-
prend tout les déterminants intervenant au deuxiéme ordre de perturbation dans les différences d’énergie
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entre tous les états du CAS. L’espace DDCI contient les excitations ayant au maximum un trou et deux
particules ou deux trous et une particule (voir figure 1.49). L’espace DDCI permet donc de tenir compte
des termes du second ordre intervenant dans la différence d’énergie entre deux états du CAS ayant des
répartitions spatiales différentes des électrons. Cela correspond, par exemple, au cas d’un CAS contenant
deux orbitales a et b, et un électron, ou l'interaction des déterminants |a) et |b) est égale & 'interaction
de saut entre les deux orbitales. La taille de ’espace de configuration DDCI est approximativement égale
a:
Ncoas X P X Nyirg X Noce

L’intérét de la méthode DDCI est de proposer un calcul intermédiaire entre les calcul CAS+S et
CAS+SD (CAS plus mono et di-excitations), mais traitant toute la physique incluse dans le CAS+SD utile
pour les observables recherchées, c’est-a-dire principalement pour les différences d’énergie. Par rapport
a l'espace de configuration CAS+SD, I’espace DDCI ne contient pas les configurations ayant deux trous
et deux particules. Ceci est particuliérement intéressant puisque ces excitations sont de loin les plus
nombreuses, leur nombre étant égal a :

2 2
Ncas % Ngirt X Moce

La méthode DDCI2 permet donc de ne prendre en compte toutes les configurations qui interviennent
dans ’approximation perturbative & ’ordre 2 des couplages magnétiques. Il s’avére que, dans le cas de
systéme magnétiques pontés, la méthode ne reproduit pas correctement les couplages magnétiques. C. J.
Calzado et collaborateurs [86,87] ont montré que, dans ce cas, la méthode DDCI permettait d’obtenir
des valeurs des couplages magnétiques correctes. Les auteurs ont montré que cette différence pouvait
provenir de la présence dans I'espace DDCI de configurations permettant de repolariser les excitations
de transfert de charge Ligand—métal. La section suivante, qui présente une analyse systématique d’une
méthode alternative au calcul DDCI, dans le cas de systémes pontés, reprend plus en détail I’analyse de
ces mécanismes.
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4.4-d Extension de I’espace actif aux orbitales des ligands

Cette section présente un méthode alternative au calcul DDCI pour le calcul des interactions magné-
tiques dans les systémes pontés. Cette méthode permet, lorsque les orbitales des ligands sont clairement
identifiées de réduire considérablement la taille du calcul.

Le texte qui suit & été publié dans la revue “Physical Review B”, volume 68, page 125103, le 8 septembre
2003. 11 est aussi disponible sur support électronique [209], sous la référence arXiv :Cond-Mat/312370.

Titre original :
“Role of dynamical polarization of the ligand-to-metal charge transfer excitations in ab
initio determination of effective exchange parameters”

Alain Gellé !, Marketa L. Munzarové 2, Marie-Bernadette Lepetit !, Francesc Illas *

! Laboratoire de Physique Quantique, IRSAMC / UMR 5626, Université Paul Sabatier, 118 route de Narbonne,
F-31062 Toulouse Cedex 4, France

2 National Center for Biomolecular Research, Masaryk University, Faculty of Sciences, Kotlarska 2, CZ- 611 37 Brno,
Czech Republic

3 Departament de Quimica Fisica & Centre especial de Recerca en Quimica Tedrica, Universitat de Barcelona € Parc
Cientific de Barcelona, C/ Marti i Franqués 1, 08028 Barcelona, Spain

Abstract : The role of the bridging ligand on the effective Heisenberg coupling parameters is ana-
lyzed in detail. This analysis strongly suggests that the ligand-to-metal charge transfer excitations
are responsible for a large part of the final value of the magnetic coupling constant. This per-
mits to suggest a new variant of the difference dedicated configuration interaction (DDCI) method,
presently one of the most accurate and reliable for the evaluation of magnetic effective interactions.
This method treats the bridging ligand orbitals mediating the interaction at the same level than
the magnetic orbitals and preserves the high quality of the DDCI results while being much less
computationally demanding. The numerical accuracy of the new approach is illustrated on various
systems with one or two magnetic electrons per magnetic center. The fact that accurate results can
be obtained using a rather reduced configuration interaction space opens the possibility to study
more complex systems with many magnetic centers and/or many electrons per center.

Introduction

Strongly correlated systems have attracted a lot
of attention in the last decade. Indeed, chemists
have synthesized a large number of materials and
new families of molecular systems which present
unusual and fascinating properties directly related
to the strongly correlated character of their elec-
tronic structure. One can cite as examples the
high-T,. superconducting copper oxides [1,2], colos-
sal magnetoresistant manganite oxides [19], photo-
magnetic polycyanides molecules [88] and materi-
als [20], molecular magnets [89], etc.

In all these materials a few electrons (per unit

cell) are responsible for their spectacular properties.
These electrons are usually unpaired and localized
both spatially and energetically near the Fermi level
(from now on we will refer to them as magnetically
active electrons). Consequently, the electronic wave
function of these systems is essentially multiconfig-
urational and cannot be correctly treated by single-
reference based methods such as Hartree-Fock plus
perturbation theory or even density functional the-
ory [21]. The description and rationalization of the
physical properties of these systems is usually car-
ried out in terms of effective valence-bond (VB)
type Hamiltonians describing the interactions be-
tween the above defined magnetically active elec-
trons [15,90]. Among the most widely used effective
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models we quote the Heisenberg [9-11] model —
which describes the effective exchange between un-
paired electrons — or the t—.J [8,22] model — which
treats in addition to the exchange phenomenon the
hole or electron hopping. Clearly, properties such
as the metallic versus insulating character of a given
compound, the total magnetization or the magnetic
order, depend on the relative amplitudes of the dif-
ferent effective integrals. Therefore, it is of crucial
importance to be able to quantify the different effec-
tive terms of these models. Unfortunately, experi-
mental data are often unable to determine these ef-
fective parameters and, for this purpose, it is neces-
sary to rely on accurate ab initio quantum-chemical
calculations [23].

Here, it is worth to mention that in the recent
years a large amount of the quantum chemical cal-
culations has been carried out within the framework
of density functional theory (DFT). However, it is
well known that these methods badly fail in the
treatment of such strongly correlated systems. For
instance, DFT fails even to predict the insulating
character of NiO [91]. Also, one needs to recall that
DFT methods tend to largely overestimate the sin-
glet triplet local excitation energy associated with
the magnetic coupling in the high-T, cuprate su-
perconductors [92]. For the LaaCuO4 compound,
the local density approximation (LDA) estimates
of the local magnetic exchange range from 600 to
800 meV according to the functional used. The ex-
perimental measurements [93] yield 135 £ 6 meV .
For such problems it is therefore necessary to rely
on wave-function, multireference, ab initio, spec-
troscopy methods such as the difference dedicated
configurations interaction [211] (DDCI) which has
proved to be able to quantitatively reproduce the
magnetic coupling constant of a large family of mag-
netic systems [23]. The DDCI method uses a con-
figurations interaction expansion of the electronic
wave function which is specially designed for the
calculation of excitation energies involving essen-
tially open-shell states. This configuration inter-
action (CI) method is based on the choice of the
so-called valence complete active space (CAS), on
which a CI expansion is constructed including all
possible Slater determinants belonging to the CAS,
plus a selection of the single and double excitations
out the CAS determinants. This selection is done
in order to eliminate from the Hamiltonian matrix
all configurations that do not contribute to the con-
sidered energy difference at the second order of per-
turbation theory, that is all double excitations from
two inactive orbitals toward two virtual ones.

The DDCI based approaches have been proved
to yield very accurate results for the calculation
of excitation energies in magnetic systems, both
for molecular spectroscopy and local excitations in
solids. On top of the results already mentioned [23],
one can cite the remarkable accuracy of the cal-
culation of the singlet triplet excitation energy in
oxalato-bridged Cu(II) binuclear complexes, where
the error of the DDCI method is smaller than
5 cm~! compared to the experimental data [94],
the prediction of the magnetic exchange in super-
conductor copper oxides [24] or the on-rung doublet-
doublet excitation on the famous o’ NaV>0s [25].

While the DDCI method offers the possibility
of accurate determinations of effective parameters
for strongly correlated systems it has a rather seri-
ous drawback. This is the dimension of the Hamil-
tonian matrix to be diagonalized with a concomi-
tant huge numerical cost. This problem may even
render the calculation unfeasible for systems with
too many open shells arising from several magnetic
atoms, several open-shell orbitals per center or too
large ligands. Indeed, the dimension of the CI space
scales as noas XnZ 4, X Noce Where noag is the num-
ber of determinants in the complete active space,
CAS, used as reference space, nporb and ngee refer
respectively to the total number of orbitals and the
number of inactive orbitals. It would therefore be
highly desirable to determine the key contributions
to the energy difference within the DDCI space and
hence be able to restrict the diagonalization space
to these configurations without significant loss of
accuracy. It is clear that such an analysis may be
system-type and excitation-type dependent. Never-
theless, a detailed analysis of the different physical
contributions strongly suggests that some general
rules exists. In this paper we will describe these
rules by examining the magnetic coupling param-
eters of various bridged bimetallic systems, either
molecular or embedded cluster models of magnetic
materials with localized magnetic moments.

The next section analyzes the physics of the
through-bridge effective magnetic exchange related
to the singlet-triplet excitation. In view of this anal-
ysis, section 4.4-c describes the physical content of
the DDCI wave function, as well as some simplified
versions such as DDCI2 and CAS+single and pro-
poses an alternative method to DDCI. Section 4.4-
¢ proposes a numerical criterion for the selection
of the pertinent ligand orbitals to be included in
the alternative method and will present a system-
atic numerical study of both methods on a series of
copper- and nickel-based compounds. Finally sec-
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tion 4.4-c reports the conclusions and perspectives.
On the bridging ligand role

The locality of the effective magnetic exchange
integrals has been largely discussed in the litera-
ture [15,23,95,96]. It has been shown, both theo-
retically and numerically, that it can be described
within a system fragment involving only (i) the two
centers supporting the magnetically active electrons
(from now on denoted as the magnetic centers), (ii)
the bridging ligands, and (iii) the first shell of neigh-
boring closed-shell chemical entities responsible for
the screening of the interaction. It is clear that
for an analysis of the interactions within the va-
lence shell, only the magnetic centers, associated
with their magnetic orbitals supporting the mag-
netically active electrons, and the bridging ligands
need to be considered.

Let us first suppose that each magnetic center
supports one unpaired electron. The effective ex-
change J, between these magnetically active elec-
trons can be analyzed using quasi-degenerated per-
turbation theory [16,90]. The magnetically ac-
tive electrons being strongly correlated the most
natural model space is composed of the two neu-
tral determinants | (I], ¥?) ab) and | ([I; ¢?) ba),
where a and b are the two magnetic orbitals re-
spectively associated with the two magnetic cen-
ters A and B, and ¢; stands for any of the doubly
occupied orbitals. Clearly, the strongly correlated
character of this problem necessitates that corre-
lation effects be accounted for in the zeroth-order
Hamiltonian, while the delocalization can be de-
scribed in the perturbative part. For this reason
we will assume an Epstein-Nesbet [17] partition of
the Hamiltonian and a zeroth-order wave function
written in terms of the localized above cited deter-
minants. In addition, the two magnetic centers, be-
ing bridged by closed-shell ligands, are separated by
a rather large distance. Therefore, the direct inter-
action between them, such as the direct exchange
integral K,;, and the through-space hopping inte-
gral t,; can be considered as negligible in front of
the through-bridge interactions. As a consequence
the through-space Anderson’s superexchange mech-
anism, that scales as 4¢2, /U is negligeable in such
bridged systems. We will consequently consider
only the through-bridge interactions in the forth-
coming analysis. The leading term of the effective
exchange integral thus results from the fourth per-
turbative order (see fig. 1.50) and can be expressed

as a function of a bridging-ligand orbital [,

Fél) 2 Fa(al) 2 Fa(b) 2
ey Bt
(1.36)

where F' stands for the appropriate Fock operator
and H for the Hamiltonian. If C' symbolizes the

remaining doubly occupied orbitals (]_[z " gof) and
a and b are supposed symmetry related, one has

Fi* = (Callb|F|C alab)
FY = (Cbbll|F|C bbla)
F® (C bbal|F|C bbaa)

Ay = (Caalb|H|C aalb) — {C allb|H|C allb)
U = (CaalllH|C aall) — (C allb|H|C allb)
Ay = (CaabblH|C aabb) — (C allb|H|C allb)

In the case of § = 1 atoms, such as Ni%t,

the two (quasi-)degenerated e,-like orbitals support
two ferromagnetically coupled unpaired electrons.
The exchange integral then involves the |S,(4) =
1;5,(B) =0) and |S,(4) = 0;5,(B) = 1) config-
urations. In this case two ligand orbitals have to be
involved, respectively coupling the two types of e,
orbitals [let us say e4(1) and e4(2)]. It can be sim-
ply shown that (i) the effective exchange integral is
still equal to the singlet triplet excitation energy,
(ii) the above mechanism is still valid for each of
the ey orbitals, and (iii) the total exchange can be
expressed as Jop = 1/2 Tapleg(1)] + 1/2 Tanleq(2)].

From the above expressions it results
that the first order correction to the singlet
[v0(S9)) = (|C1%ab) + |C'12ba)) //2 state is due to
the ligand to metal charge transfer configurations,
the second order correction resulting from the
double ligand-to-metal charge-transfer and the
metal-to-metal charge transfer configurations.
These first and second order corrections are highly
related to the perturbative evaluation of the above
effective exchange since

[41(S9)) =
_V2ESY |Ca’b) + |C a?bl) + |C Wla) + |C bal)
A 2
FUUFD (0P + |0 1h)
|42(Sg)) = —2 —2f—=
AU V2
F(al)F(b)
—2V2 ZIAZI |Ca2b2)

The quality of the description of the effective ex-
change 7,5 will therefore be conditioned by the nu-
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Figure 1.50: Through-bridge effective exchange mechanism.

merical accuracy of the above effective first and then
second order wave-function coefficients. It is well
known that renormalization of these coefficients due
to the dynamical polarization and correlation effects
are dominated by the screening effects; this is the
dynamical repolarization of the different above con-
figurations [97]. One can therefore expect that the
dynamical repolarization of ligand-to-metal charge-
transfer configurations will be crucial for the accu-
racy of the effective exchange.

On the dynamical repolarization of the
ligand-to-metal charge-transfer configura-
tions

The difference dedicated configurations inter-
action method have been very successful in accu-
rately predicting the effective magnetic exchange
integrals. In order to propose a computationally
less demanding but equally accurate method, it is
of great interest to analyze how the above cited
ligand-to-metal charge-transfer and how their corre-
sponding dynamical polarization contributions are
accounted for in the DDCI method.

Let us now briefly recall the main principles of
the DDCI or DDCI3 and of the DDCI1 and DDCI2
simplified versions. The DDCI starts from a mul-
tireference configuration interaction (CI) wave func-
tions containing all single and double excitations
that can be constructed from all determinants defin-
ing a minimal complete active space (CAS). This
minimal CAS does only contains the magnetically
active orbitals and electrons and therefore while it
includes the superexchange mechanisms it does not
account for the through bridge interactions. The
DDCI method is based on the restriction of the CI
space to all single and double excitations on the
CAS determinants which do contribute to the ef-
fective exchange integral (or equivalently singlet-

triplet excitation energy) at the second order of per-

turbation (see fig. 1.51).
Virtual D D @
DDCI 3

CAS %
Occupied D

~
DDCI 1

DDCI 2

Figure 1.51: Schematic representation of the DDCII,
DDCI2, and DDCI3 or DDCI configurations.

The DDCI (often referred to as DDCI3) space
therefore include all double-excitations on the CAS
determinants — complemented by the necessary
determinants to have spin- and symmetry-adapted
configurations — except the two-holes two-particles
determinants. Hence, the double excitations from
two doubly-occupied orbitals toward two virtual
ones are not included in the DDCI space. The
DDCI2 space excludes in addition all two-holes one-
particle and one-particle two-holes excitations (see
fig. 1.51). Finally the DDCI1 space is the config-
uration space of all single excitations on the CAS
— of course, again completed for spin and space
symmetry. One immediately sees that the reference
determinants involved in |¥((Sg)) and [Py (Tp)) are
included in the CAS, as well as the metal ionic
configurations. The ligand-to-metal charge transfer
configurations already appear in the DDCI1 space,
while the double ligand-to-metal charge-transfers
appear in the DDCI2 space. The dynamical po-
larization effects on these configurations correspond
precisely to the single excitations. Therefore these
effects enter at the DDCI1 level for the reference
determinants as well as for the metal ionic deter-
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minants. The dynamical polarization of the ligand-
to-metal charge-transfer configurations are spread
over the DDCI1, DDCI2, and DDCI3 (the most nu-
merous) spaces (see Appendix B page 93). Finally,
the dynamical polarization of the double ligand-to-
metal charge-transfer configurations are not taken
into account in the DDCI space. The very good re-
sults of the DDCI method, despite the lack of the
double transfers screening effects, can be attributed
to the fact that these double transfers have usually
a negligible contribution to the effective exchange
process (their weight is, for instance smaller, than
2.1 x 1072 in the triplet or singlet wave function in
the case of the copper oxide compounds).

Table 1.3 details the effective exchange integral
on a few copper oxide and nickel fluoride systems
as computed using the DDCI2 and DDCI3 methods
(see Appendix A page 93 for computational details).
The difference between the DDCI2 and DDCI3 re-
sults range between 30 to 40% of the nominal value
of the exchange integral on the copper oxides and
around 20% on the nickel fluorides. These large dif-
ferences are in agreement with the above analysis
on the crucial role of the ligand-to-metal charge-
transfer repolarization which largest contributions
are treated at the DDCI3 level only (see Appendix
B page 93).

Compound | DDCI1 DDCI2 DDCI3 Exp.

IayCuOy4 911  -96.3 -1455 -135.[03]

HgBa,OuO4| -87.3 -925 -153.7

SraCu02Cly | -69.3 -73.3 -131.0 -125 [9§]

Tl BaxOuOs -95.6 -101.4 -166.7

K NiF; 509 -5.38 -6.82 -8.2[99]
-5.03 -5.30 -6.64

K>yNiFy -5.52  -5.84 -7.34 -8.6[100]
-5.46  -5.76  -7.18

Table 1.3: DDCI2 versus DDCI3 evaluation of the effec-
tive exchange integrals between copper or nickel atoms
(in meV). In the copper compounds the exchange inte-
gral as been computed as the singlet-triplet local exci-
tation energy, while for the nickel compounds, due to
the spin 1 character of the nickel atoms, the exchange
integral has been computed both from the triplet-quintet
excitation energy (first line) and from the singlet-triplet
excitation energy (second line). It can be noted that both
methods yield equivalent results.

One can therefore suggest to include the ligand-
to-metal charge-transfer configurations already in
the CAS. This is simply achieved by adding the
bridging ligand orbital to the CAS. In this way the
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repolarization of the ligand-to-metal charge trans-
fers configurations as well as the repolarization of
the ligand-to-metal double charge transfers would
be accounted for at the DDCI1 level.

Looking at the CI space sizes, the size of the
DDCI1 space scales as ncas X Noee X Nvirt, While the
DDCI space scales as ncAs X Norb X Noce X Nyirg Where
NCAS, Norb and Mec. have the same meaning as in
the Introduction and n.;. is the number of virtual
orbitals. It immediately follows that in addition
to a better treatment of the ligand-to-metal charge
transfer excitations, the DDCI1 method built up
on an extended CAS will be less computationally
demanding despite the increase of the CAS size.

Results

The key question is now how to determine a sys-
tematic procedure to select, within the doubly oc-
cupied orbitals, the pertinent ligand orbital(s) that
mediate the effective exchange interactions. This
is not an easy task because, although the line of
reasoning in the previous section follows a localized
orbital scheme, the actual calculations are carried
out in a delocalized basis as usual in ab initio cal-
culations.

In the DDCI procedure the orbitals are usually
defined using a minimal CASSCF procedure for the
high spin state. We will stick on this point and ex-
tract from the minimal CAS inactive orbitals the
pertinent ligand ones. The magnetically active or-
bitals are essentially of atomic nature (nd orbitals
of the metal atoms) and thus the ligand orbitals op-
timally mediating the exchange interaction should
(i) exhibit a large overlap with these nd atomic or-
bitals [this ensures a large numerator in Eq. 1.36],
(ii) be close enough to the Fermi level in order to
preserve the perturbative expression [small denom-
inators also in Eq. 1.36].

Table 1.4 shows the overlap between the cop-
per 3d,>_,» (respectively nickel 3d,> and 3d,>_,»)
atomic orbitals and the highest energy doubly occu-
pied orbitals, those located immediately below the
Fermi level.

One immediately notices that in most cases, ex-
cept for the T1BasCuQs; compound, there is one
ligand orbital per symmetry that exhibits a non-
negligible overlap with each of the considered 3d
atomic orbitals. The choice of the bridging lig-
and orbital to add to the CAS appears thus to
be quite unambiguous (two orbitals for the copper
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Compound AO Overlap square x10°
ag irrep. bay, irrep.
LasCuOy dg2_y2 1 18 3 2 1 31 1
HgBayCuOy dwz,yz 2 28 3 1 2 46 1
SraCuO2Cla dy2_yp2 2 23 4 2 2 43 1
Tl Ba»CuOs dg2_y2 5 29 4 3 19 41 0
KNiF3 dy2_y2 0 4 3 1 0 1 0 11 3 0 0
d- | 0 1 8 0 0|0 0 4 9 0 0
K>NiFy Ay _y2 1 6 1 0 0 1 1 13 0 0 0
d,» 0 0 13 1 0 1 0 0 17 0 0

Table I.4: 10° the square of the overlap between the atomic 3d orbital of the magnetic atoms as specified in the
second column and the first doubly-occupied orbitals below the Fermsi level. Only orbitals belonging to the same
irreducible representation as the magnetically active orbitals, namely, ag and b2y, have been considered. The
orbitals are ordered in increasing energetic order from left to right within each irreducible representation.

compounds and four for the nickel ones). At this
point one should notice that, unlike the usual de-
scription of the mediated effective exchange, there
is not only one bridging orbital that contribute
(two for S = 1 magnetic atoms) but one per mag-
netic orbital. For the case of the LasCuQ4 copper
oxide compound, these orbitals are represented in
Fig. 1.52. While the b, orbital has a large coefli-
cient of the bridging oxygen p, orbital, this is not
the case for the a, orbital that does not have any
significant weight on any orbital of the bridging oxy-
gen. Yet, this a4 orbital has to be considered, since,
according to our results, the antiferromagnetism is
otherwise strongly overestimated. Indeed, a DDCI2
calculation on the minimal CAS yields an effective
exchange integral of —86 meV. The DDCI2 result
improves to —141 meV when both ligand a, and
bo,, orbitals are included in the active space, but
deteriorates to —196 meV when solely the ligand
b, orbital is added and to —39 meV when solely
the ligand a, orbital is added.

Consequently, DDCI1 calculations have been
performed using CAS spaces enlarged to the two
ligand orbitals for the copper oxides and the four
ligand orbitals for the nickel fluoride (see Appendix
A page 93 for computational details). Results are
reported in Table 1.5 and compared with the DDCI3
reference calculations using the minimal CAS.

From the results in Table 1.5, it is clear that
DDCI3 using minimal CAS as reference for single
and double excitations and the DDCI1 based on the
extended CAS reference essentially yield the same
results, except for the Tl Bay;CuOs compound. In-
deed, in the other copper oxides, the relative error
between the two methods is always smaller than
6%, being as weak as 1.3% for the HgBasCuO,4 com-
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Compound | min. CAS | ext. CAS | exp.
DDCI 3 DDCI 1

LayCuOy -145.5 -148.9 -135.5

HgBayCuQy -153.7 -155.8

Sro CuO2Cly -131.0 -138.7 -125

Tl Ba>CuOs -166.7 -125.2

K NiF; -6.82 -7.20 -8.2
-6.64 -7.08

K, NiF} -7.34 -7.62 -8.6
-7.18 -7.51

Table 1.5: Extended CAS DDCII in meV and mini-
mal CAS DDCI3 evaluations of the effective exchange
integrals. For the nickel compound the first line cor-
responds to the effective exchange evaluated from the
triplet-quintet excitation energy, while the second line
corresponds to the evaluation from the singlet-triplet ez-
citation energy.

pound. These results therefore confirm the previ-
ous analysis that the crucial physical effect to be
accounted for in the DDCI3 wave function is the dy-
namical repolarization of the ligand-to-metal charge
transfer configurations. Nevertheless, it is notice-
able that the only case giving lesser quality results
is the case for which it was not possible to clearly
identify the bridging ligand orbitals.

In the nickel compounds the relative error be-
tween the two methods is somewhat larger due to
the weakness of the exchange. The absolute er-
ror is however only of about half a meV with the
DDCI1 results being slightly closer to the experi-
mental values. The improvement can be understood
by the fact that the repolarization of the double
ligand-to-metal charge transfer is accounted for in
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Figure 1.52: Ligand orbitals of the copper oxide com-
pounds having a non-negligible overlap with the 3d
atomic orbitals of the copper. These orbitals are com-
posed of atomic 2p orbitals of the orygens, pointing to-
ward the cooper atoms

the extended-CAS-DDCI1 calculation while it is not
in the minimal-CAS-DDCI3 one. It is worth point-
ing out that in the nickel compounds the fact that
four magnetic orbitals and four ligand orbitals are
involved increases considerably the number and im-
portance of double ligand-to-metal charge transfer.

Conclusion

From a careful analysis of the mechanism of the
through-bridge effective exchange interactions be-
tween two magnetic atoms, we have shown that one
of the crucial effects in the effective exchange mech-
anism is the ligand to metal charge transfer. From
this analysis, it appears that an accurate evalua-
tion of the effective exchange integral (or equiva-
lently of the singlet-triplet excitation energy) re-
quires a proper treatment of the dynamical repo-
larization on these charge transfer configurations.
To this end a method has been proposed for the de-
termination of the bridging ligand orbitals involved
in these charge transfer excitations. It is therefore
proposed to include these mechanisms already in
the zeroth-order wave function. To this end it is
enough to include the bridging ligand orbitals in the
complete active space (CAS). It is noticeable, that
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on a rather large series of compounds the evalua-
tion of the effective exchange using the traditional
minimal-CAS-DDCI3 method and using the present
enlarged-CAS-DDCI1 approach yield almost identi-
cal results provided that the bridging ligand orbitals
can be determined without ambiguity.

There is a very important practical consequence
of the present study. The final dimension of the con-
figuration interaction space in the enlarged-CAS-
DDCI1 strategy is considerably smaller than the
one corresponding to the traditional minimal-CAS-
DDCI3. This permits us to lift the bottleneck en-
countered in the DDCI method when applied to
systems with more magnetic centers or more mag-
netic orbital and electrons per center, i.e., the very
large dimension of the CI space leading to almost in-
tractable diagonalization problems. Indeed, in most
systems, the number of single excitations out of the
extended CAS are much less numerous than the
DDCI space on the minimal CAS. In cases where
the double ligand-to-metal charge transfers are non
negligible, one can even expect the enlarged-CAS-
DDCI1 method to yield better results than the
minimal-CAS-DDCI3. Indeed, the repolarization of
these double transfer excitations is properly taken
into account in the former method while they are
totally omitted in the latter.

To conclude, the present study points out the
crucial importance of the repolarization of the
charge transfer and double charge transfer excita-
tions, in order to accurately determine the effective
exchange (or magnetic coupling) constants, and it
proposes a simple yet efficient method to include
this effects. It is suggested that this new proce-
dure will permit the study of systems with a larger
number of magnetic electrons and orbitals such as
the technologically relevant LaMnQOs3 related com-
pounds.
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Appendix A

The IHQ@O4, HgBagGuO4, ﬂB(lQ&LO{,,
SraCu0-Cly; compounds are of perovskite geome-
try. The copper atoms are localized in CuO; planes,
responsible for the conduction and superconduction
properties of the systems. These compounds are
essentially ionic crystals, the copper being in the
Cu?*t oxidation state with a 3d?4s® configuration.
The ligand field splitting results in a magnetic
nondegenerated 3d,2_,2 orbital.

The nickel-based compounds exhibit similar per-
ovskite structure. The nickel atoms exhibit a Ni?*
oxidation state with a high-spin (S = 1) 3d® atomic
configuration. In this case the magnetic orbitals are
the two e, orbitals of the Op symmetry group.

The geometry of the systems computed here
have been extracted from x-ray experimental
data [101]. The embedding have been derived in
order to account for the major effects of the rest
of the crystal on the cluster under consideration,
namely the electrostatic potential, the exclusion ef-
fects of the electrons of the rest of the crystal on
the computed fragment orbitals.

The metal atoms are treated using core pseudo-
potentials and valence 3 — ¢ quality basis set [102].
The bridging atoms are treated using large ANO ba-
sis set [103] and the other ligands using effective core
potentials and valence 3 — ¢ quality basis set [104].

The CASSCEF calculations have been performed
using the MOLCAS Version 5.2 package [105].

Appendix B

Figure 1.53 displays the different configurations
involved in the enlarged CAS DDCI1, DDCI2, and
DDCI3 spaces as a function of the minimal CAS
DDCI1, DDCI2, and DDCI3 spaces.

(Les références du texte sont incluses dans les
références reportées a la fin de cet ouvrage.)
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5. EXTRACTION DE PARAMETRES

9 Extraction de paramétres

5.1 Extraire ’information

La calcul ab initio permet d’obtenir les fonctions d’ondes de certains états du fragment ainsi que leurs
différences d’énergie. Dans nombre de cas, les fonctions d’ondes des états propres de ’hamiltonien modéle
sont entiérement déterminées par la symétrie du probléme, et seules les différences d’énergie des états
du fragment sont nécessaires pour obtenir les valeurs effectives des paramétres de ’hamiltonien modéle.
C’est le cas par exemple lorsque l'on s’intéresse au couplage magnétiques entre deux sites portant des
spins 1/2. Ce couplage peut étre obtenu par la différence d’énergie entre les états triplet et singulet. C’est
aussi le cas lorsque 'on recherche l'intégrale de saut d’un électron entre deux sites équivalents. Celle-ci
est donnée par la demi différence d’énergie entre les deux états doublets du fragment contenant deux sites
et un seul électron actif.

Dans d’autres cas cependant, on doit avoir recours & la fonction d’onde pour extraire les paramétres.
C’est en particulier nécessaire pour déterminer la valeur de l'intégrale de saut entre deux sites non-
équivalents. Dans ce cas on ne considére bien entendu pas toute la fonction d’onde, qui pour un calcul
ab initio d’interaction de configurations comporte quelques centaines de milliers de déterminants, mais
juste sa projection sur ’espace modéle que ’on notera [1) :

9) = 1Y)

V(| P[4)

ou |1) est la fonction d’onde calculée d’un des états du fragment, et P le projecteur sur I’espace modéle.
Les paramétres sont donc calculés en fonction des différences d’énergie et de ces fonctions d’onde projetées
sur ’espace modéle.

Dans certains cas le nombre de conditions du probléme est supérieur au nombre de paramétres &
ajuster. On peut alors se demander, si l’on doit ne tenir compte que d’une partie choisie des conditions,
ou s’il Pon doit ajuster les paramétres afin de satisfaire au mieux, ’ensemble des conditions. Afin d’illustrer
ce probléme, considérons 'exemple d’un fragment de deux sites non-équivalents a et b, contenant un seul
électron actif. L’intégrale de saut et la différence d’énergie entre les sites, sont obtenues & partir du calcul
des états doublets du fragment. Ce calcul conduit & ’obtention de la différence d’énergie entre les états
ainsi qu’aux deux fonctions d’onde, lesquelles une fois projetées sur ’espace modéle, peuvent se mettre
sous la forme :

|1Z1>= sin(61) |a) + cos(61) |b)
|QZ2> = —cos(f2) |a> + sin(fs) |b>

Dans le cas idéal, les angles #; et 62 sont égaux. Les fonctions d’onde projetées sont alors orthogonales,
et les conditions posées par ces fonctions d’ondes sont identiques. La différence d’énergie entre les sites
et l'intégrale de saut sont alors uniquement déterminées. Dans la pratique les deux fonctions ne sont pas
compatibles (6, # 62), et 'on doit choisir une démarche & adopter. On peut raisonnablement différencier
trois cas.

1. Les états sont proches en énergie, et les conditions du probléme sont relativement compatibles (dans
Pexemple présenté cela correspond & 6; ~ 65). Dans ce cas on détermine les valeurs des paramétres
effectifs qui reproduisent aux mieux toutes les conditions par une méthode des moindres carrés.

2. Les états ont de grandes différences d’énergie et les conditions sont relativement incompatibles. Dans
ce cas il est raisonnable de supprimer 'information relative aux états de plus haute énergie (dans
Pexemple présenté on ne conservera que la fonction d’onde du doublet fondamental). L’hamiltonien
effectif ne décrira donc que les états de plus basse énergie, la présence des autres états dans ’espace
modéle n’étant dans ces cas 13 nécessaire que pour compléter ’espace.
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3. Les états sont proches en énergie et les conditions sont incompatibles. Dans ce cas il y a un réel
probléme lié au choix méme de I’espace modéle ou du type d’interactions. On peut devoir élargir
I’espace modéle si le probléme provient de la non-orthogonalité des fonctions d’onde projetées. On
rappelle en effet que cette non orthogonalité ne peut survenir que si la norme de la projection des
fonction d’onde calculées sur ’espace modéle est trés différente de un. Si la cause n’est pas la non-
orthogonalité des fonctions d’onde projetées, I'incompatibilité des conditions peut provenir d’un
nombre trop restreint de degrés de libertés de ’hamiltonien. Dans ce cas, il faut analyser quelles
sont les interactions qui ont pu étre négligées a tord.

Dans la suite de cette section, nous nous intéresserons au premier de ces trois cas, et en particulier &

la méthode utilisée pour ajuster les paramétres effectifs afin de reproduire au mieux les fonctions d’onde
projetées et les différences d’énergie.

5.2 Premiére méthode

Nous présentons ici une premiére méthode d’ajustement des parameétres effectifs, réalisée par une
méthode de moindres carrés. Nous noterons z, la valeur de ces paramétres et H,, les opérateurs associés.

Par exemple, dans le cas d’une intégrale de saut ¢,; entre deux orbitales a et b, Hy_, sera égal a

‘Htab = Z(Cl,acb,o + CI,JC‘MU)

g

L’hamiltonien effectif H dépend linéairement de la valeur des paramétres :
p
H=> x,H,
p=1

oil n, est le nombre de paramétres. Le probléme consiste donc & trouver la valeur de ces paramétres
afin que cet hamiltonien reproduise les n, vecteurs propres calculés, et les différences d’énergies entre ces
vecteurs.

Lorsque ’on connait les énergies des états propres, et non pas seulement leurs différences d’énergie,
le probléme revient & chercher ’hamiltonien effectif qui vérifie les équations :

fI|@Z,>=6,|7Z,> avec 1<i < n, (1.37)
11 est alors assez naturel de choisir comme valeurs des paramétres, celles qui minimisent le x? suivant :

X2=Z ﬁ|$z>—61|1zz>

i=1

Ty ‘2

Une méthode similaire peut étre dérivée, pour le cas qui nous intéresse, ot seules les différence d’énergie
sont connues. On considére la projection des équations aux valeurs propres 1.37 sur une base (| ¢y ) ; 1 <
k < n) de espace modéle :

<gok|ITI|{bvz->=si<cpk|zZi> avec 1<i<n, et 1<k<n (1.38)

Pour simplifier les équations, nous nous intéresserons a partir de maintenant, uniquement & deux des
vecteurs calculés, | Y; > et | Y; > 1l est possible de faire apparaitre la différence d’énergie entre ces états,

en calculant la différence pondérée entre, une équation obtenue pour le vecteur |¢,~ ), et une équation
obtenue pour le vecteur | I

Cou | H i ) oon | 00) = Con | H [ ) (o1 [95) = Aij{on [ 9 ) ou |1h;)  avec  Ayj=g;—e
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ol nous avons multiplié les deux équations respectivement par (¢ | 1;]- ) et (vr | J, ). La valeur du 2 est
alors obtenue en tenant compte de toutes les valeurs possibles de k et [ :

n

X%:ZZ(<Q@Z|?I|"Zj><‘Pk|Ji <Pk|H|¢z <901|¢J 0ij ‘Pk|1/}z 901|1Zj>)2 (1.39)

k=11=1

1l est important de noter que le résultat obtenu dépend de la pondération de la différence que nous avons
choisie. En particulier, un résultat similaire aurait pu étre obtenu en divisant chacune des deux équations
par (¢r| ;) et {pr|¢;). Cependant cette derniére méthode conduit & diviser des équations par des
termes pouvant étre trés petits. Ceci pose un réel probléme, puisque nous n’avons justement pas une
bonne précision relative sur les petits coefficients des fonctions d’onde. Au contraire, dans le x7 que nous
avons défini, un terme de la somme aura d’autant plus de poids, que les coefficients (¢, |1Z] et {or | i)
seront importants, ce qui est plus raisonnable d’un point de vu physique.

L’expression du X7 peut se mettre sous une forme un peu plus lisible. En développant le terme
quadratique et en sommant sur k et [/, on obtient :

K= (| B8+ (| B2 | )
AL — 2y | H |y Wi | H[0i) =285 (65 [ H | ) — (i | H| 1))

En retranchant (zz, | H | JZ) (7,[1] | H | @b, )2 & la premiére ligne de cette derniére équation, et en I’ajou-
tant & la seconde, expression de x? peut se factoriser sous la forme :

o= (0 V2 |y = (B | H19)?) + (| B2 | ) = (| H | 6:)?)
(15 = (Bl 7150 - )

Cette formulation permet de mettre en évidence les conditions imposées & I’hamiltonien effectif. En effet,
le dernier terme impose & I’hamiltonien effectif de reproduire correctement la différence d’énergie A;;
calculée, quand aux deux premiers termes, ils imposent que |7L) et |J]) soient des vecteurs propres de
I’hamiltonien effectif.

Pour généraliser le x? & un nombre quelconque n, d’états |1; ), il faut choisir les différences d’énergies
que I’on souhaite faire apparaitre dans le x2. Nous avons pris en compte dans ’expression du x?, les
différences d’énergie entre états successifs, ceux ci étant classés par énergie croissante. Le x2 est alors égal

a:
Xi =i(<$¢+1 |ﬁ|tzz'+1>—<IZi|ﬁI|1Zi>—Ai,i+1)2+ZZ ((Jz|ff2|%)—<%|ﬁ|%>2) (1.40)
i=1 i=1

ou par convention i + 1 est égal & 1 pour ¢ = n,. La différence d’énergie entre 1’état fondamental et ’état
de plus haute énergie a été rajoutée afin que tout les états jouent un role équivalent dans le x2.

L’avantage que présente ce x?, est qu’il dépend quadratiquement de I’hamiltonien, et donc des para-
métres z,. Il n’existe donc qu’un seul minimum du x%, et les valeurs des paramétres correspondant a ce
minimum, peuvent étre calculées en résolvant un simple systéme d’équations linéaires. Ce jeux d’équations

np
§ :qu zq =By
a=1

est obtenus en imposant aux dérivées de x3 par rapport aux paramétres x,, d’étre nulles. Les matrices
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A et B sont définies par :

Apg = 2Z(<Ji+1|ﬁP|Ji+1>_<?Zi|ﬁIp|@Zi>) <<Ji+1|ﬁq|Ji+1>_<Ji|ﬁq|Ji>)
i=1
+ 22((Ji|ﬁpﬁq+ﬁqﬁp|ﬁi>_2<1Zi|ﬁp|$i><'$i|ﬁq|'$i>) (1.41)
im1
B, = 22(&9’({%1|ﬁp|Ji+1>—<Ji|ﬁp|Ji>) (1.42)
i=1

D’un point de vue pratique, on peut trés simplement résoudre ce systéme d’équations en inversant nu-
mériquement la matrice A, les paramétres sont alors donnés par :

Tg = Z(A_l)qup
p=1

N

La validité de I’hamiltonien effectif, c’est-a-dire sa capacité a reproduire correctement les différences
d’énergies et les fonctions d’onde, peut étre évaluée en calculant la valeur minimale du x? obtenue.
En effet, les termes des sommes contenues dans I’expression du x? doivent étre proches de 0, ou plus
précisément, doivent étre petits devant la différence d’énergie caractéristique A du probléme au carré. La
valeur du x? doit donc étre petite devant 2n, A2

1l est, par ailleurs, intéressant de déterminer les vecteurs propres de la matrice A et les valeurs propres
associées. Ces vecteurs propres, que ’on notera x;, sont des combinaisons linéaires des parameétres . Si
'on note A’ et B’ les matrices A et B exprimées dans la base de ces vecteurs propres, alors le x? peut se

mettre sous la forme :
1 Np BI 2
2 __ ! ! Y4
X1 = QZAPP (mp Y )
p:l PP

Si 'on modifie la valeur de ’un de ces paramétres, on peut voir qu’il pas possible de réduire I’augmentation
du x? en modifiant les autres paramétres. La valeur du x? dépend de chacun de chacun de ces paramétres
indépendamment. On peut aussi remarquer que si la valeur propre A;,p est faible, le x? ne sera que peu
sensible aux variations de la variable x; associée. Par conséquent il y aura une grande imprécision sur
la valeur de cette variable. L’analyse des valeur propres de la matrice A permet donc de déterminer
les combinaisons linéaires de paramétres, pour lesquelles la précision du calcul est mauvaise. Ce genre
de problémes peut en particulier survenir dans le cas ou un paramétre, ou une combinaison linéaire de
paramétres dépend de coefficients des fonctions d’onde ayant des valeurs trés faibles, et pour lesquelles
la précision relative est faible. Il est parfois possible de mettre en évidence ce genre de probléme par une
simple analyse de ’hamiltonien effectif en ne prenant en compte que les ordres de grandeur du probléme.
Cependant lorsque I’hamiltonien effectif est compliqué, et que ce genre d’analyse est difficile, 'analyse
des vecteurs propres et des valeurs propres de la matrice A peut alors s’avérer un outil simple et pratique.

5.3 Seconde méthode

On peut remarquer que dans ’expression du x? de la méthode établie dans la section précédente (voir
équation 1.40), on impose aux différences d’énergie moyennes des états de départ |1Z,) d’étre égales aux
différences d’énergie calculées. En fait, la condition recherchée est que les différences d’énergies propres
de P’hamiltonien effectif soient égales aux différences d’énergies calculées. Or ces deux propositions ne
sont pas tout & fait équivalentes dans la mesure ou les vecteurs de départ |);) ne sont pas tout a fait
identiques aux vecteurs propres | %) de ’hamiltonien effectif. Nous avons donc développé une seconde
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méthode, quelque peu plus compliquée d’un point de vue technique, qui impose explicitement la seconde
condition, afin de voir dans quelle mesure, cette différence peut influencer les résultats. On choisit donc
pour la valeur du x3 I’expression suivante :

n

X5 = Z,Uz' (6;4_1 —€f — Az’j)2 + Z)\i Z (61-1- - <<p;‘ | P >)2 (1.43)

i=1

ol €F sont les énergies propres de ’hamiltonien effectif ordonnées par énergie croissantes, et |} ) les
vecteurs propres associés. p; et A; sont les poids affectés aux différentes conditions et sont égaux res-
pectivement & inverse du carré de l'incertitude sur les différences d’énergie et & l'inverse du carré de
lincertitude sur les coefficients des fonctions d’ondes. L’expression du x2 peut se mettre sous la forme :

xgzzm (e;zrl—s;—Aij)2+Z>\,~2(1—(go;.*|¢i>) (1.44)
i=1 i=1

On peut noter que, contrairement & la premiére méthode, on impose ici explicitement aux les états | ¢} )
de correspondre aux n, états propres |1;) de ’hamiltonien effectif de plus basse énergie. Par ailleurs,
cette méthode nécessite I’évaluation des incertitudes effectuées sur le calcul des différences d’énergies et
sur le calcul des coefficients des fonction d’ondes |;). Ceci n’est pas toujours évident, mais permet
néanmoins de pouvoir ajuster le poids relatif donné aux conditions sur les différences d’énergie et aux
conditions sur les fonctions d’onde.

La minimisation du x3 est plus délicate que celle rencontrée dans la section précédente, puisque celui-
ci ne dépend pas des paramétres x, de maniére quadratique. Les valeurs des fonctions propres |7 ) et
des valeurs propres associées €} sont en effet dépendantes de la valeur des paramétres. On recherche donc
la valeur minimale du X3 par une méthode itérative. On choisi une valeur de départ des paramétres Zp,
qui dans la pratique sera donnée par la méthode précédente. On linéarise les dérivées partielles du x3 afin
de se ramener 4 un jeu d’équations linéaires qui permet de déterminer un nouveau jeu de paramétres.

On considére donc un premier jeu de paramétres, que 'on notera z,. L’hamiltonien effectif corres-
pondant & ces valeurs, ses vecteurs propres et ses valeurs propres étant notés respectivement H®, | ¢S )
et 7. Le développement de Taylor & ’ordre 2 des vecteurs propres et des valeurs propres, en fonction des
variations dz, des paramétres s’écrit :

p "'p n H)Y. (H,)..
ef = e+ 0wy (Hy)y— D Swpday ) M (1-45)
p=1 p,q=1 J=1 (#£1) (Ej o Ei)
"p n H). (H,)..
|<P:> = 1—126%,63:(1 Z M |‘P:>
2 —1 . X (5‘? — 59)
P,q J=1(#1) J i
- " (Hp)y,
- D 0z oy 195)
,; pj_lz(#) (e5—e5) '
1 & ~ <Hp>'k <Hq>k'+<Hq)'k <Hp>k'
+ = 0z, 0z LS J= L e3)
"'p n H)Y (H)Y. +(H,).. (H,)..
. %Z 6-’L'p6-’L'q Z < P)n( q)]z ( q)zz< P>gz |<P;> (1.46)

2
o _ O
pg=1 J=1 (i) (51' Ei)
ol nous avons adopté les notations suivantes :

(Hp)ji = <‘P; |HP|90;?>
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Ce résultat correspond & un développement perturbatif 4 1’ordre 2, & une exception prés. Le développement
perturbatif est généralement réalisé en normalisation intermédiaire ({ ¢} | | ¢ ) = 1). Les vecteurs propres
ne sont alors plus normés lorsque les variations dx, sont non nulles. Dans le cas présent, cette non-
normalisation des vecteurs propres risquerait de faire diverger le second terme du x3. Nous avons donc
adopté un développement en normalisation “exacte”, ce qui explique notamment la présence d’un second
terme & l'ordre deux devant le déterminant |¢$ ) (équation 1.46).

On reporte ce développement des énergies propres et vecteurs propres dans I’expression du x3 (équa-
tion 1.43). On dérive ensuite ces équation par rapport aux variations des paramétres éz,. En ne conservant
que les termes du premiers ordre en dx,, on obtient le jeux d’équations linéaires :

Np
E :qu zq =By
g=1

ou les matrices A et B sont maintenant définies par :

Apy = 2Zuz( irninn = i) ((Hodign s — (Hy))

- " (Hp)igyw (Hodpir (Hp)y, (Hy)y, t)
_2 Hi [e] : o] ; - O7 o i 619 - EZO - AiVi
; k:lz(;éi) ( (5 —e541) (ex —€?) (e )
S S e e ) B
i=1 J,k=1 (1) (EZ - 5:) (5; - 5:) !
e " (Hp),; (Hg),; + (Hy)y (Hp) o
+Z’\i Z ]O o2 = (¢ |¢Z>
i=1  j=1 (i) (Ej )
U n H )
oy Bealia ey (147)
=1 k=1 (i) (e — &)
B, = —2Z/‘z ( P)itl it (Hl’)iz’) (701 — &7 — Aiira)

Ny n Hp ’
—2) A ) (;_7);))(90%%) (L48)

=1 j=1(#i) i

La résolution du systéme d’équations linéaires permet d’obtenir un nouveau jeu de parametres z. Le
processus est répété jusqu’a convergence, c’est-a-dire jusqu’a ce que les variations relatives de x5 soient
trés petites. On peut vérifier que I’hamiltonien modéle reproduit correctement les valeurs des différences
d’énergie et les fonctions d’onde en regardant la valeur finale du x2. Celle-ci doit étre de l'ordre de
ny (n + 1), c’est-a-dire de I'ordre du nombre de conditions contenues dans le x% (voir équation 1.43).
En effet, la valeur finale du numérateur de chaque condition contenue dans le x3 doit étre petite, plus
précisément, de ’ordre du carré de l'incertitude sur le paramétre associée, qui justement, apparait au

dénominateur.

100



5. EXTRACTION DE PARAMETRES

5.4 Exemple

Nous présentons, dans cette section, un exemple d’extraction de paramétres tiré de ’étude présentée
dans le chapitre II. Cet exemple permet de montrer les difficultés qui peuvent se présenter lors de 'ex-
traction des paramétres effectifs, et permet de tester les deux méthodes que nous venons d’établir. Nous
ne justifierons pas ici le choix de 'espace modéle ou de ’hamiltonien effectif.

Nous considérons donc ’exemple d’un fragment comportant trois sites magnétiques a, b et ¢, portant
chacun une orbitale active. Nous nous limiterons & l'analyse des résultats obtenus pour les trois états
triplets et les trois états singulets, lorsque le fragment contient deux électrons actifs. L’espace modéle de
ce systéme est uniquement composé des formes neutres :

7)) = |‘15>\—[|b5> T = |b5>\—[|05> T = |a5>\—[|05>
2 2 2

_|ab) + |ba) _|be)+ |eb) _ |ag) + |ca)

(S)=—m— &)= S =

L’hamiltonien effectif projeté sur 'espace modéle de ce systéme contient (voir figure 1.54) :
— les paramétres de saut tqp, tpe et th,.,
— les couplages magnétiques Jyp, Jp. €t J..,
— les différences d’énergies Aep, = €p — €, €6 Acp. = € — &,
— et la répulsion Coulombienne entre site premiers voisins V3 et Vi,
Les apostrophes indiquent les interactions second voisins. L’expression matricielle de ’hamiltonien effectif

8
E A ' '
tac ’ J ac

- tbc ) ch, Vbc ‘
8C T ' tab s Jab, Vab » 77»—
& + 4 R

»
€ |

a b c

Fic. 1.54: Schémas énergétique des orbitales des trois sites du fragment, et interactions
effectives entre ces orbitales.

dans la base des formes neutres |T;) et |S;) est donnée par :

| T1) Ty |Ts) | S1) | S2) | S3)
Acpe + Vap —t!, the 0 0 0
—t! Acpa +Vie  tap 0 0 0
7= the tap 0 0 0 0
0 0 0 Jap + 0€pe + Vi the the
0 0 0 tfw ch + 55ba + ‘/bc tab
0 0 0 the tap J(;.c
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On peut tout de suite voir qu’il ne sera pas possible d’extraire, et les différences d’énergie, et les termes
de répulsion Coulombienne, de maniére indépendante. On redéfinit donc, pour simplifier les notations,
des différences d’énergie, corrigées par des termes de répulsion :

6ab = (SEbc + Vap et Abc = 65ba + Vie

On peut aussi voir que les valeurs des couplages magnétiques seront obtenues en comparant les diffé-
rences d’énergie des états singulets et les différences d’énergie des états triplets. Or dans cet exemple (ce
sera d’ailleurs le cas pour tous les systémes équivalents présentés dans le chapitre IT), les couplage magné-
tiques sont deux ordre de grandeur plus petits que les différences d’énergie orbitalaire. On comprend alors
qu’il ne sera pas possible d’obtenir les valeurs des couplages magnétiques par I’étude des états que nous
considérons ici. Ces couplages étant négligeables devant les différences d’énergies, nous les considérerons
nuls. Finalement ’hamiltonien effectif ne contient plus que 5 paramétres :

H = tab Htab + tbC thc + t:),c Ht:zc + Allb HAab + Abc HAbC
ol I;Tp est opérateur associé au paramétre p.

La suppression des termes de couplages magnétiques peut parfois poser un probléme. Il arrive en
effet que ce terme ne soit pas tout a fait négligeable dans la différence d’énergie entre un état triplet
et un état singulet. C’est en particulier le cas lorsque les termes de répulsions sont trés grands devant
les autres paramétres, ou si I'un des site est trés haut en énergie. Dans ces deux cas, la localisation
spatiale des électrons est quasiment identique pour le singulet et le triplet de plus basse énergie. La
différence d’énergie entre ces deux états est alors essentiellement due & 'un des couplages magnétiques.
L’hamiltonien simplifié que nous avons définie, ne pourra pas reproduire correctement cette différence
d’énergie et la méthode risque de conduire & une solution physiquement déraisonnable. Afin d’éviter
ce probléme, nous considérerons un x? constitué de la somme des deux x2? obtenus séparément pour
les triplets et pour les singulets. On ne fait alors intervenir que les différences d’énergie entre les états
singulets et les différences d’énergie entre les états triplets. On considére donc séparément I’hamiltonien
effectif agissant sur les états triplets et celui agissant sur les états singulets :

|Ti)  [T2)  |Ts) [S1) [S2) [Ss)

Aab _t;c tbc Aab tflc tbc
H(T) - _t;c Abc tab H(S) - tﬁw Abc tab

tbc tab 0 tbc tab 0

Nous présentons ici un exemple numérique, tiré de Itétude présentée dans le chapitre II. La projection
renormalisée des fonctions d’onde calculées pour les 3 triplets (| 1; )) et les 3 singulets (| 1s;)), ainsi que
les énergies Er; et Eg; associées sont reportés sur le tableau I.6. En régle générale, les vecteurs d’onde
projetés sont, dans une bonne approximation, orthogonaux. On peut s’en assurer dans I’exemple présenté
ici, en calculant la matrice de recouvrement des états triplet et celle des états singulet (voir tableau 1.7).
On peut effectivement voir que le produit scalaire entre deux états différents, ne dépasse pas 1 %.

La premiére méthode d’ajustement des paramétres, conduit & une valeur du x? égale & :

2 2
[Xir + Xis _ -2
O x2x3 =4.0 x 107° eV

ot 37 et X1 sont les x? obtenus pour les triplets et pour les singulets, 2 x 2 x 3 étant le nombre total
de conditions. On peut voir que la valeur obtenue est trés petite devant la valeur caractéristique des
différences d’énergie, qui est ici de ’ordre de I’électron Volt. Ceci montre que ’hamiltonien effectif Hj,
obtenu & partir de la premiére méthode, reproduit correctement les valeurs calculées.
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|1ZT1> |1ZT2> |1ZT3> |7ZS1> |1Zs2> |"ZS3>

| Ty ) 0.465 0.880 —0.131 |S1) [ —0.440 —0.890 0.153
|Ty) 0.080 0.104 0.991 | S2) 0.013 0.161  0.987
|T5) \ —-0.882 0.463 0.024 | S5) 0.898 —0.427  0.058
Er; (V)  0.000 0522 1.854 Esi(eV) 0000 0.516 1.881

TAB. I.6: Projections renormalisées des états du fragments sur ’espace modéle, et énergies
associées. Les énergie des états triplets sont données par rapport & l’énergie de l’état triplet
fondamental, et celles des états singulets par rapport a U’énergie de l’état singulet fondamental.

|@ZT1> |'$T2> |1ZT3> |1Z51> |1Zs2> |"ZS3>

1.000  0.010 -0.003 1.000  0.010 -0.002

St = 0.010  1.000 —0.001 Ss = 0.010  1.000 —0.001
—0.003 —0.001  1.000 —0.002 —-0.001  1.000

TaB. 1.7: Matrices de recouvrement des états |ix; ).

Pour la seconde méthode, les incertitudes sur les différences d’énergie ont été fixées & 5 % + 1 meV,
les incertitudes sur les coefficients des fonctions d’ondes ont été fixées 4 0.01. La valeur finale du x2 est

égale 3 :
2x3x4

On peut voir que la valeur du x2 est, 14 aussi, correcte, puisque cette valeur est proche de 1. Cela veut

donc dire que ’hamiltonien effectif H, obtenu, reproduit correctement les données, c’est & dire avec une
erreur de l'ordre de grandeur des incertitudes utilisées dans la formule du x3.

_ Les tableaux 1.8 comparent les différences d’énergie des états propres des deux hamiltoniens effectifs
Hy et Ho, avec les différences d’énergie du fragment. Dans le cas de la premiére méthode, le tableau 1.8
reporte aussi les valeurs moyenne des états | ¢¥x; ) données par ’hamiltonien effectif H;, puisque, comme
nous l’avons vu, les conditions contenues dans le x? portent sur ces grandeurs. On peut tout de suite voir
que les différences d’énergie sont correctement reproduites, puisque ’écart entre les différences d’énergies
du fragment et les différences d’énergie propre des deux hamiltoniens effectifs est d’environ 1.5 %. Par
ailleurs, le fait que les conditions du x? portent sur les énergies moyennes des vecteurs de départ, et non
sur les énergies propres, ne pose pas de probléme, puisque ces deux grandeurs sont quasiment identiques.
Par ailleurs les différences d’énergie données par les deux hamiltoniens effectifs sont sensiblement les
mémes.

Les tableaux 1.9 présentent la projection des états |1Z xi) sur les vecteurs propres des hamiltoniens
effectifs Hy et H,. On peut voir que les vecteurs propres sont trés bien reproduits. La différence entre
les coeflicients des vecteurs |1x;) et ceux des vecteurs propres n’excéde pas 1 %. Tout comme pour les
différences d’énergie, les vecteurs propres des hamiltonien effectifs issus des deux méthodes sont quasiment
identiques.

Finalement le tableau 1.10 reporte la valeur des paramétres donnés par les deux méthodes. Comme
on pouvait s’y attendre & la vue des résultats déja présentés, ces valeurs sont trés similaires. Le seul
parameétres pour lequel les valeurs sont un peu différentes (de l'ordre de 10 %), est le paramétre de saut
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T, Ts Sy Ss
E 052192  1.8540 E 0.51584  1.8813
e 0.53395  1.8714 e 0.50109  1.8640

(Hy) | 053388  1.8713 (Hy) | 0.50507  1.8639
&% 0.53426  1.8712 &% 0.50318  1.8631

TAB. I.8: Energies d’excitation des états triplets et singulets excités par rapport & l’énergie
de Uétat fondamental de méme fonction de spin. Les énergies E sont les énergies d’ezcitation
calculées, les énergies €1 et €3 sont les énergies des états propres des hamiltoniens effectifs
Hi et H et les énergies ( H1) sont les énergies moyennes des vecteurs |v¢x;), données par
Uhamiltonien effectif H.

o) [dra)  [drs) [ds1)  [ds2) | Dss)
(ot 1.000 —0.001  0.001 (¢t 1.000  0.012 —0.002
(or7 | 0.011 1.000 0.004 (¥ls2| —-0.002  1.000 —0.007
(57| —0.004 —0.005 1.000 (% s3] 0.000 0.005 1.000
(@57 | 1.000 —0.001  0.004 (51| 1.000  0.010 —0.004
(312 0.010  1.000  0.003 (3,52 0.000 1.000 —0.004
(@573 | —0.007 —0.004  1.000 (% g5 | 0.002 0.003 1.000

TAB. L.9: Projections des états |x;) sur les vecteurs propres | on.x:) de Uhamiltonien
effectif obtenu a partir des deuz méthodes d’ajustement (I’indice n correspond ici a la méthode
d’ajustement).

tye. Cette différence est due & la faible valeur de ce parameétre comparée aux autres termes de saut.

Agp Ape tab the thc
X% 1.726 1.395 0.2112 0.06973 0.1992
X% 1.727 1.394 0.2108 0.07490 0.1999

TAB. I.10: Comparaison des valeurs des paramétres, obtenus a partir de la minimisation du
x% et a partir de la minimisation du x%. Ces valeurs sont données en eV.

Les valeurs numériques de cet exemple, sont en fait significatives de tous les résultats présentés au
chapitre II. En effet, la valeur du yx;, divisée par la racine carré du nombre de conditions, s’est avéré étre
toujours deux ordres de grandeur plus petite que les différences d’énergie caractéristiques des systémes
étudiés, et la valeur du x=, divisée par la racine carré du nombre de conditions, de l’ordre de 'unité. Les
deux méthodes ont toujours conduit & des valeurs similaires des paramétres. En fait, les seuls cas observés,
ou ces deux méthodes conduisent & des résultats différents, sont les cas ot 'on cherche & extraire un
paramétre sur lequel la précision est mauvaise. C’est en particulier ce qui arrive, dans ’exemple que nous
venons de présenter, si ’on cherche & extraire les intégrales d’échange & partir des résultats obtenus pour
les états singulets et triplets. La comparaison des deux méthodes fournit donc un outil supplémentaire
pour identifier les paramétres sur lesquels la précision est mauvaise.

Il est important de noter que les intégrales d’échange peuvent étre obtenues en étudiant d’autres
états du fragment. Si Pon considére trois électrons magnétiques sur le fragment, les états de plus basse
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énergie sont des états ou chaque orbitale magnétique est simplement occupée, et correspondent & un état
triplet et deux états doublets. Les différences d’énergie entre ces états ne dépendent que des couplages
magnétiques, et permettent directement d’obtenir ces interactions effectives.

5.5 Conclusion

Dans les études de spectroscopie de fragment, les paramétres des modéles effectifs sont choisit de
maniére 3 reproduire les différences d’énergie des états calculés des fragments ainsi que la projection de
leur fonction d’onde sur ’espace modéle. Dans cette section nous avons décrit les méthodes qui permettent
d’obtenir les valeurs des parameétres effectifs satisfaisant ces conditions. Dans le cas ou le nombre de
conditions imposées est supérieur au nombre de paramétres effectifs, ces valeurs peuvent étre obtenues
par un ajustement aux moindres carrés.

Nous avons formalisé deux méthodes d’ajustement aux moindres carrés des paramétres effectifs. La
premiére de ces méthode présente ’avantage d’étre relativement simple. La seconde est quelque peu plus
compliquée, mais de maniére plus rigoureuse les conditions imposées aux paramétres effectifs. Ces deux
méthodes ont été utilisées dans I’étude présentée au chapitre II. Il s’avére que lorsque les résultats du
calcul ab initio permettent d’obtenir avec une précision raisonnable tout les paramétres considérés, les
deux méthodes conduisent & des valeurs trés similaires des paramétres effectifs.
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6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté la description de la structure électronique des composés for-
tement corrélés. Dans ces systémes, seul un petit nombre d’électrons, localisés spatialement et énergé-
tiquement est responsable des propriétés physiques de basse énergie. Ces systémes sont décrits & partir
d’hamiltoniens modéles, ne traitant explicitement que ces électrons, et les interactions effectives entre
ces électrons. La méthode de spectroscopie de fragment, associée a un calcul ab initio multi-références,
permet de déterminer de maniére précise ces hamiltonien modéles.

Pour ce type d’étude, nous avons montré qu’il était crucial de bien reproduire les effets du reste du
cristal sur le fragment étudié. Si les effets d’écrantage des interactions sont essentiellement locaux (et
décroissent au minimum comme 1/r%), les effets électrostatiques de la distribution moyenne des charges
du reste du cristal ont un effet & longue porté. La répartition de ces charges peut avoir un effet, sur les
énergies effectives des orbitales magnétiques ainsi que sur les interactions effectives. Nous avons montré
que la qualité du bain choisit pour reproduire les effets de I’environnement pouvait étre testée, au niveau
champ moyen, en comparant la densité des états du fragment avec celle obtenue pour un calcul périodique.

Afin de reproduire correctement les effets électrostatiques, nous avons proposé une méthode de calcul
du potentiel, dérivée de la méthode de Evjen. En nous appuyant sur une étude détaillée de la convergence
des méthode directe de calcul du potentiel, nous avons proposé deux méthodes mono qui, par 1'utili-
sation de charges partielles, permettent d’annuler les moments multipolaires de la cellule utilisée pour
construire ’environnement. La premiére méthode, élaborée pour les systémes cristallins, permet d’obtenir
une convergence du potentiel exponentielle en fonction du nombre de charges utilisées. La seconde, élabo-
rée pour les matériaux composites, ne permet pas une convergence aussi rapide, mais permet néanmoins
d’assurer la convergence du calcul du potentiel.

Dans le cas des systémes magnétiques pontés, nous avons testé de maniére systématique, une méthode
de calcul d’interactions de configurations, permettant de réduire le cott du calcul tout en conservant sa
précision. Cette méthode consiste & traiter les orbitales pontantes au méme niveau que les orbitales ma-
gnétiques. Les principaux effets de corrélation dynamique peuvent alors étre obtenus en ne considérant
dans l'espace de diagonalisation que les mono excitations. Nous avons montré que cette méthode était
performante dans le cas ou les orbitales pontantes pouvaient étre clairement identifiées. Ceci n’est mal-
heureusement le cas pour les composés étudiés dans le chapitre suivant, d’ou le fait que cette méthode a
colit réduit ne sera pas utilisée.
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Chapitre 11

Etude des composés Sri4—,Ca;CussOyq

Les oxydes de cuivre occupent une place importante dans 1’étude et dans la compréhension des sys-
témes & une dimension. Ces composés présentent en effet, de nombreuses structures quasi unidimension-
nelles, telles que les chaines et les échelles de spins 1/2. Parmi ces composés, figure la famille de matériaux
composites Sry4_;Ca;CusgOy1, qui présentent i la fois des plans de chaines et des plans d’échelles. Ces
matériaux sont particuliers puisque les deux sous-systémes qu’ils contiennent, ont un paramétre de maille
incompatible. Cette incommensurabilité entraine une forte modulation de la géométrie des deux sous-
systeémes.

Dans ce chapitre, nous déterminerons dans quelle mesure, ces modulations structurales peuvent mo-
difier les paramétres des modéles effectifs homogénes, généralement utilisés pour décrire le sous-systéme
des chaines et celui des échelles. Cette étude nous permettra d’étudier 'influence des modulations struc-
turales sur la structure électronique, et par conséquent, leur role dans les propriétés particuliéres de ces
matériaux. Pour chacun des deux sous-systémes, un modéle effectif sera déterminé par la méthode de
calcul que nous avons présentée dans le chapitre précédent. Ces modéles tiennent explicitement compte
du caractére incommensurable des matériaux. Nous avons plus particuliérement étudié¢ deux des com-
posés, le composé pur en strontium et le composé fortement dopé en calcium pour lequel une phase
supraconductrice a été observée sous forte pression.

Dans la premiére section, nous présenterons les propriétés générales des oxydes de cuivre unidimen-
sionnels. Nous présenterons tout d’abord les propriétés des composés homogénes, puis celles particuliéres
de la famille de matériaux composites Sris—;CazOussOy;. Dans la section 2, nous présenterons les diffé-
rents composés quasi périodiques ainsi que leur description cristallographique en dimension (3+n). Cette
description sera utilisée par la suite, afin de définir un hamiltonien modéle pour les composés incommen-
surables. Nous déterminerons, dans la section 3, un modéle effectif incommensurable pour les chaines.
A partir de ce modéle, nous montrerons I’influence des modulations sur la structure électronique de ce
sous-systéme. Dans la section 4, nous présenterons I’étude du modéle effectif pour les échelles et nous
analyserons les interactions entre les deux sous-systémes.
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CHAPITRE II. ETUDE DES COMPOSES SRy xCAxCU404;

1 Oxydes de cuivre quasi unidimensionnels

1.1 Présentation

Les oxydes de cuivre sont des composés ioniques de type A;Cu,O;, o1 'oxygéne et le cuivre forment
des sous-structures espacées par les contre-ions A. Ces contre ions sont principalement des alcalino-
terreux (Sr, Ca ...) ou des alcalins (i, Na ...), mais de nombreux composés ont été synthétisés ou ces
anions sont partiellement ou entiérement substitués par une grande diversité d’espéces chimiques. Selon
la nature des contre ions, la concentration en oxygéne, ou selon les conditions de synthése, on obtient
différentes structures des plans cuivre-oxygéne. Ces différentes structures peuvent étre congues comme
des arrangements différents d’une brique de base CuQOy4, constituée d’un atome de cuivre et de 4 oxygénes
premiers voisins formant un carré.

Dans ces composés, le magnétisme est principalement d aux électrons célibataires de la couche d des
atomes de cuivre. La théorie du champ des ligands [125] permet d’identifier I’état de spin des cuivres, ainsi
que les orbitales sur lesquelles sont situés les électrons célibataires. L’état de spin de I'atome résulte de
la compétition entre le couplage magnétique de Hund et la dégénérescence orbitalaire créé par le champ
cristallin. Le couplage magnétique de Hund est ferromagnétique et tend & aligner le spin d’un maximum
d’électrons. Le champ cristallin crée une dégénérescence des orbitales d, et donc, tend & apparier les
électrons sur les orbitales de basse énergie. En régle générale, cette dégénérescence des orbitales est
principalement due & la position des atomes premiers voisins, et donc de la géométrie du site occupé par
I’atome magnétique.

Dans le cas des oxydes de cuivre, le champ est fort, ce qui correspond au cas ot la différence d’énergie
entre les orbitales dégénérées est grande devant le couplage de Hund. Les atomes de cuivre occupent
généralement des sites plan-carrés (voir figure I1.1c), formés par la brique élémentaire CuQOy, ou des sites
octaédriques étirés (voir figure I1.1b) lorsque des oxygénes apicaux sont présents. La dégénérescence des
orbitales d du cuivre est représentée sur la figure I1.2. Les atomes de cuivre sont oxydés en Cu II ou Cu III,
ils possédent donc 8 ou 9 électrons sur la couche d. Dans le cas oi1 le cuivre est d°, il posséde un électron
célibataire sur D'orbitale d la plus déstabilisée, toutes les autres orbitales d étant doublement occupées.
L’atome de cuivre posséde donc un spin total 1/2. Dans le cas ou le cuivre est d®, la configuration ne
différe que par le fait que lorbitale d magnétique est vide. Le spin total de ’atome est alors nul. Le fait
que seule ’occupation de ’orbitale d magnétique change, et le fait que seule cette orbitale puisse porter
un électron célibataire, justifient le modéle & une bande, généralement utilisé pour décrire ces composés.

Oy Dy Dy
octaedre octaedre plan carré
régulier étiré suivant z

Fia. I1.1: Différents types d’environnement, et groupes de syméirie associés.

Les oxydes de cuivre sont donc composés de plaquettes OuOy, dont ’atome de cuivre porte éventuel-
lement un électron célibataire sur 'orbitale d,z=_,z, c’est-a-dire sur I'orbitale d dont les lobes pointent
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A
E d
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Fi1G. I1.2: Dégénérescence des orbitales d en fonction du champ des ligands, et symétries
associées 4 chaque groupe d’orbitales.

dans la direction des 4 oxygénes. Pour comprendre pourquoi ces arrangements peuvent conduire & des
composés de basse dimensionnalité, il est important de noter que les plaquettes de base CuO, peuvent
étre connectées de deux fagons différentes. Soit ces plaquettes partagent un sommet, soit elles partagent
un coté. Dans ces deux cas, les interactions entre les sites sont trés différentes. En effet, les intégrales
de saut ou d’échange entre les orbitales magnétiques d,2_,2 sont pontées par les orbitales p des atomes
d’oxygéne situés entre les deux atomes de cuivre. Les interactions effectives entre les deux sites vont
donc dépendre des termes de saut tg, entre les orbitales d des cuivres et les orbitales p des oxygénes. Au
deuxiéme ordre de perturbation, ces interactions effectives sont (voir chapitre I section 1.2) :

tdypitdap; eff 4td1pitd2pi -8 tdypitdsp;

o =taa, + I = Jads —
did2 did2 All did2 did (A1)2 U (A1)2 A2

ot A; et A} sont les énergies d’excitation correspondant & des simples transferts de charge ligand-métal
et Ay & un double transfert, et ou U est la répulsion Coulombienne sur site.

b)

Fia. I1.8: Deuz principauz types de connezion des plaquettes CuQOs : a) connezion par un
sommet, b) connezion par un cété. Sont représentées, les orbitales magnétiques d des cuivres,
et les orbitales p des oxygénes susceptibles de ponter les interactions entre les orbitales ma-
gnétiques.

Dans le cas ou les plaquettes CuO, sont connectées par un sommet (voir figure 11.3a), les deux orbitales
d des cuivres pointent vers les lobes de l'orbitale p de 'oxygéne pontant. Dans ce cas, les interactions
effectives sont importantes. L’interaction magnétique est anti-ferromagnétique puisque le terme effectif
qu’elle contient est toujours négatif.

Dans le cas ou les plaquettes sont connectées par un coté (voir figure I11.3b), les termes effectifs sont
au contraire trés petits. Considérons I'orbitale p,, de ’atome d’oxygéne pontant (le raisonnement sera
identique pour orbitale p,_,). L’orbitale du premier cuivre pointe vers un lobe de cette orbitale p, mais

109



CHAPITRE II. ETUDE DES COMPOSES SRy xCAxCU404;

si ’angle Qu-O—COu est égal 4 90°, ’orbitale d du second cuivre pointe vers un noeud de l’orbitale p, 4. Le
terme de saut t4,p,,, est dans ce cas rigoureusement nul. Les interactions entre les orbitales magnétiques
ne seront donc pas pontées par les orbitales p des oxygénes et seront donc beaucoup plus faibles que dans
le cas ou les plaquettes sont reliées par un sommet. L’interaction magnétique sera principalement due au
terme d’échange direct et, par conséquent, ferromagnétique. Dans la plupart des cas, 'angle Cu—O—Cu
n’est pas exactement égal & 90°, mais est égal & 90° + o ol «a est généralement de l’ordre de quelques
degrés. Dans ce cas 'intégrale de saut t4,p,., n’est plus strictement nulle. En premiére approximation,
cette intégrale varie linéairement en fonction de 'angle a. Si les interactions restent & priori faibles, la
valeur de l'intégrale d’échange est incertaine puisque le terme direct ferromagnétique est en compétition
avec le terme effectif anti-ferromagnétique.

La variation du couplage magnétique en fonction de la géométrie est appelée loi GKA, en référence 4
J. B. Goodenough, J. Kanamori et P. W. Anderson qui, les premiers, ont introduit cette analyse [106-108].

1.2 De la phase infinie aux systémes quasi-1D

La phase infinie peut étre considérée comme ’arrangement le plus simple de ces briques élémentaires
CuQy. Les briques sont connectées par les sommets et forment des plans de composition CuO2 (voir
figure 11.4a). De nombreux composés de ce type ont été synthétisés. La principale raison étant que
certains de ces composés sont des supraconducteurs 3 haute température critique. Dans la plupart de
ces composés, un atome d’oxygéne est présent en position apicale des atomes de cuivre. Certains d’entre
eux, sont cependant constitués exclusivement de plans de plaquettes CuQ,, espacés par des plans de
contre-ions. Ces derniers sont beaucoup moins nombreux, mais certains d’entre eux présentent aussi des
phases supraconductrices.

Les figures I1.4b,c et d représentent différentes structures de chaines formées des plaquettes CuO4. Dans
la premiére structure, ces plaquettes sont connectées par un sommet. Comme nous ’avons présenté dans la
section précédente, les interactions dans ce type de chaines sont grandes et le couplage d’échange est anti-
ferromagnétique. Au contraire, dans la chaine représentée sur la figure I1.4d, les plaquettes sont connectées
par les cotés, et les interactions sont, par conséquent, faibles. Le signe des interactions magnétiques dans
ce type de chaine varie d’un composé a ’autre. La structure représentée sur la figure II.4c, correspond &
une double chaine, c’est & dire & deux chaines de plaquettes connectées par le sommet, connectées entre
elles par les cotés. Les interactions entre ces chaines se font via des angles Cu—O—Cu proches de 90°, et
sont donc faibles devant les interactions le long des chaines qui sont pontées via des angles a 180°.

Les échelles sont obtenues lorsque deux chaines (ou plus), pontées par des angles & 180° sont reliées
par les sommets. Les figures I1.4 représentent la structure d’échelles ayant respectivement 2 et 3 montants.
Les interactions entre les échelles sont faibles par rapport aux interactions intra-échelle, puisque celles-ci
sont reliées via des angles Cu—O—-Cu & 90°. On peut noter que, dans certains composés, les échelles ne
sont pas accolées mais réellement séparées spatialement.

Le tableau II.1 reporte des exemples de composés possédant une des structures que nous venons de
présenter. Il est bien évident que cette liste ne saurait étre exhaustive, mais donne un éventail des divers
composés de basse dimensionnalité qui ont été synthétisés.
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phase infinie

chaines

Fia. I1.4: Principales structures des ozydes de cuivre de basse dimensionnalité, formés de
plaquettes CuQy. Les atomes de cuivre sont représentés en noir et les atomes d’ozygéne en
blanc. a) phase infinie (structure bi-dimensionnelle), b) et ¢) simple et double chaines de
plaquettes connectées par un sommet, e) chaines de plaquettes connectées par un coté, e) et
f) échelles a 2 et 3 montants (formées des chaines b) et c) connectées entre elles par un

mmmmm t).
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La;0u0y [109]
phase infinie CaCuO5 [110]
AsCu02 X5 (A=Ca,Sret X =F,Cl)

chaines

couplées & 180° (Sr, Ca)2CuO3 [112]

SrCuO4 [113]
doubles chaines
LiCus0-2

NaCuOs [115]

Li(1,1.5,2)Cu0; [116-118]

Cagyp A5 Ous 019 [119] (A=Y,Nd,d)
CuGeOs [120]

chaines

couplées & 90°
Sro.723Cu02* [121] ,  Cag.s2CuO2* [122]

A14&L24041* [123] (A - Sf', Ca, Y, ILl, BZ)

S"n—lau/n—i-102n [3]
échelles Lay_3Sr,CuO4 5 [124]
A14&L24041* [123] (A = Sf', Ca, Y, ILZ, .Bl)

TAB. II.1: Ezemples de composés d’ozydes de cuivre de basse dimensionnalité. Les structures
de ces composés correspondent & celles représentées sur la figure I1.4 (excepté pour le composé
La1—SryCuOa2.5, qui comporte des échelles a deuz montants séparées spatialement). Pour
la phase infinie, seuls les composés formés exclusivement de plans de plaquettes CuOy4 (sans
ozygénes apicaus) ont été mentionnés. Les étoiles indiquent les matériaus incommensurables.

1.3 Chaines de spins
1.3-a Aspects théoriques

De nombreuses études théoriques ont été réalisées pour comprendre et modéliser les propriétés des
chaines de spins anti-ferromagnétiques.

L’état fondamental d’une chaine anti-ferromagnétique de spin 1/2 a été établie par H. A. Bethe [126],
il correspond & un état singulet qui ne présente pas de gap de spin. Cet état ne présente pas non plus
d’ordre & longue distance, et les corrélations spin-spin décroissent en loi de puissance. R. B. Griffiths a
évalué la susceptibilité des ces chaines & 0 Kelvin [127], & partir de 'ansatz de Bethe. Due & 1’absence de
gap, la susceptibilité présente & ¢ = 0 K, une valeur finie non nulle.

J. C. Bonner et M. E. Fisher ont réalisé une étude de diagonalisation exacte sur des fragments de
chaines de spins 1/2, qui leur a permis d’évaluer la susceptibilité de ces chaines & haute température [128].
M. Takahashi and M. Yamada ont proposé une valeur plus précise de la susceptibilité & température non
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nulle, en utilisant I’ansatz de Bethe [129]. Cependant, lorsque T' se rapproche de 0, la difficulté de ce calcul
augmente considérablement. S. Eggert, I. Affleck, et M. Takahashi, ont récemment proposé une formule
pour la susceptibilité des chaines anti-ferromagnétiques de spins 1/2 & basse température, obtenue en
utilisant la théorie des champs conformes [130]. Les figures I1.5a et b représentent respectivement, la
susceptibilité obtenue & partir de ’ansatz de Bethe et une comparaison & basse température de cette
méme susceptibilité et de celle obtenue par S. Eggert et collaborateurs. On peut voir que la susceptibilité
présente un pic & T'/J = 0.64. Le résultat obtenu par S. Eggert et collaborateurs montre que la pente de
la susceptibilité tend vers l'infini, lorsque T tend vers 0.

a) b)

0118

x/J x/J

0.108

o1 L
o

Fi1a. II.5: Susceptibilité des échelles anti-ferromagnétiques de spin 1/2 & deuz montants. a)
susceptibilité calculée & partir de U’ansatz de Bethe, b) comparaison, & basse température,
entre la susceptibilité calculée a partir de l’ansatz de Bethe, et celle calculée par S. Eggert et
collaborateurs & partir de la théorie des champs. (figures extraites de la référence [130]

Certains composés d’oxydes de cuivre présentent une structure de chaines de spins. Selon la géométrie
des chaines, les couplages le long de la chaine peuvent étre ferromagnétiques ou anti-ferromagnétiques.
Cependant, ces composés ne permettent pas d’observer les propriétés des chaines de spins 4 T = 0 K. En
effet, dans ces composés, les couplages magnétiques inter-chaines ne peuvent étre négligés a basse tempé-
rature. Ces couplages induisent un ordre magnétique tri-dimensionnel. On peut noter que généralement,
les couplages intra-chaine sont anti-ferromagnétiques, quels que soient les couplages inter-chaines, il en
résulte donc un ordre anti-ferromagnétique. La susceptibilité tend vers 0 en dessous d’une température
de Néel qui est de ’ordre de grandeur de ces couplages inter-chaines, c’est-a-dire de I'ordre de quelques
Kelvin. C’est seulement au dessus de cette température, que les composés peuvent étre considérés unidi-
mensionnels.

1.3-b Chaines couplées a 180°

Les composés SroCuOs et CasCuO3z sont des matériaux privilégiés pour étudier le comportement
magnétique des chaines de spins 1/2. Ces matériaux sont en effet composés de chaines de spins dont
les interactions magnétiques sont pontées par des oxygénes formant des angles Cu—O—Cu de 180° (voir
figure I1.6). Ces interactions magnétiques intra-chaine sont donc trés fortes, en particulier beaucoup plus
fortes que les interactions inter-chaines. Ces composés ont donc un trés fort caractére unidimensionnel.

Dans le cas du composé SroCuQOs, on observe en effet, 4 basse température, un ordre anti-
ferromagnétique tridimensionnel dont la température de Néel est de 'ordre de Ty ~ 5 K [131]. Cette
température de Néel est trés petite, comparée aux interactions magnétiques intra-chaine qui sont de ’ordre
du millier de Kelvins. Il existe donc, au dessus de cette température, une large gamme de températures
ol ces composés ont un comportement 1D.
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Le comportement des matériaux contenant des doubles chaines de spins, tel que SrCuQO. (voir fi-
gure I1.6), est assez similaire puisque ces doubles chaines sont couplées par des angles Cu—O—Cu de 90°.
Les couplages magnétiques entre les deux chaines sont trés faibles devant les interactions magnétiques le
long des chaines.

Sr,CuO, SrCuO,

5'555 O Sr ¢j¢$

F1a. I1.6: Structure des composés SroCuQOs et SrCuQ- (figures extraites de la référence [133]).

N. Motoyama, H. Eisaki, et S. Uchida ont montré que la formule de susceptibilité obtenue par S. Eggert
et collaborateurs reproduisait correctement la susceptibilité des composés SroOuO3 et SrCuO; [132] (voir
figure I1.7). Ces auteurs ont obtenu une évaluation du couplage magnétique, de 2200 K (190 meV') pour
SraQuOs et 2100 (181 meV) pour SrCuO,. Il faut cependant noter, que les valeurs du couplage obtenues,
pour le composé SrCuQ-2, par d’autres techniques ne sont pas toujours en bon accord et varient entre
—146 meV et —260 meV (voir valeurs reportées dans la référence [35]). En particulier, C. de Graaf et
F. Illas ont obtenu, par un calcul ab initio multi-références (méthode DDCI), une valeur plus importante
du couplage magnétique intra-chaine dans SroCuQOs, égale & 246 meV . Malgré la dispersion des valeurs
obtenues pour le couplage magnétique, on peut remarquer que celui-ci est trés important. Ces valeurs sont
supérieures & celle du couplage magnétique dans la phase infinie (de ’ordre de 140 meV’), qui correspond
pourtant aussi & des angles Cu—O—Cu de 180°.

1.3-¢ Chaines couplées a 90°

Dans le cas de chaines dont les angles Cu—O—Cu sont proches de 90°, les lois GKA prédisent des
interactions magnétiques ferromagnétiques. Ces interactions sont a priori faibles, ce qui laisse penser que
d’autres interactions magnétiques peuvent étre d’amplitude comparable. Ces interactions peuvent étre,
soit les interactions seconds voisins le long des chaines, soit les interactions inter-chaines. On s’attend
donc & ce que, dans ce type de composé, ces derniéres interactions entrent en compétition.

Les composés d’oxyde de cuivre formés de chaines de plaquettes CuQO4 connectées par un coté, sont dits
de structure de type NaCuO-, ce composé étant le premier de ce type a avoir été synthétisé. Cependant,
I'intérét de ce matériau, pour I’étude des chaines de spins est assez limité, puisqu’il ne contient que des
cuivres oxydés Cu III qui ne portent pas d’électron célibataire. Ce composé est cependant intéressant pour
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Fia. IL7: Susceptibilité magnétique, a) du composé SrCuQ2, b) du composé SroCuQs, en
fonction de la température (points noirs). Les courbes en pointillés représentent la suscepti-
bilité calculée a partir de la méthode proposée par S. Eggert et collaborateurs, pour différentes
valeurs du couplage magnétique le long des chaines. (figures extraites de la référence [132]).

I’étude des transferts de charge ligand—métal, puisque ces excitations sont les principales responsables
de ses propriétés de basse énergie (voir par exemple référence [134]).

Le composé LioCuQ, présente une structure de chaines CuQOj similaire (voir figure I1.8a), mais les
cuivres des chaines sont oxydés en Cu II et portent donc tous un spin 1/2. Ce composé est considéré
comme une réalisation typique de ce type de chaine de spins couplée par des angles Cu—0—Cu proches de
90° (94° précisément dans le cas de LioCuO,). Beaucoup d’études ont donc été réalisées pour comprendre
son comportement magnétique. On peut noter que ce composé suscite un autre type d’intérét, relié a
la nature des contre-ions. Ce matériau fait en effet partie de la famille de composés LiM Oy, ou M
est un métal de transition, susceptible d’étre utilisé comme électrode dans les batteries au Lithium.
Actuellement, seul 'oxyde de Cobalt I7CoO> est utilisé industriellement, mais le composé LisCuQO- est
un candidat potentiel [135].

Le composé LioCuO, présente un ordre anti-ferromagnétique en dessous de Ty ~ 9 K (voir fi-
gure I1.8b). Des expériences de diffraction inélastique de neutrons ont montré que les spins étaient
ordonnés de maniére ferromagnétique le long des chaines, le couplage entre ces chaines étant anti-
ferromagnétique dans les directions @ + ¢ et @ — ¢ [138]. Cet ordre magnétique tridimensionnel est donc
dd aux interactions inter-chaines, et de ce point de vue est comparable & celui observé dans le composé
SroCuO3 qui comporte des chaines de spins couplées & 180°.

Ce qui a paru étonnant, dans les propriétés magnétiques du composé LioCuQs, est le comportement de
la susceptibilité au dessus de Th, qui suit une loi de Curie dont la température de Weiss est négative (de
Pordre de 40 K [136,137]). Il a donc semblé que toutes les principales interactions d’échange étaient anti-
ferromagnétiques. Y. Mizuno et collaborateurs ont cependant montré qu’au dessus de T, les courbes de
susceptibilité étaient compatibles avec un modéle de chaines comportant des interactions premiers voising
J1 ferromagnétiques et des interactions seconds voisins Jo plus faibles, anti-ferromagnétiques [139]. Les
courbes de susceptibilité sont en bon accord avec leurs résultats, obtenus par diagonalisation exacte sur
des fragments, pour J; = 100 K et Jo = —62 K. Ces valeurs se sont avérées étre peu modifiées, lorsque
Pon rajoute dans le modéle une interaction inter-chaines J, (dans les directions ¢+ @) [140], les valeurs
alors obtenues étant J; = 100 K, Jo = —40 K et J. = —16 K.

C. de Graaf et collaborateurs ont fourni une étude ab initio détaillée de ce composé, comprenant 1’étude
des interactions magnétiques premiers et seconds voisins le long de chaines, et toutes les interactions
inter-chaines a priori importantes [141]. Ces auteurs ont vérifié, par une simulation Monté Carlo, que les
valeurs des paramétres obtenues reproduisaient correctement le comportement magnétique, en particulier
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Fig. I1.8: a) structure du composé LiaCuQOs. b) susceptibilité de ce composé en fonction de
la température (carrés blancs). Les courbes en pointillés représentent la susceptibilité cal-
culée par diagonalisation ezacte sur un cluster CusO1o, & partir d’un hamiltonien Hubbard
étendu. Les parameétres J1 et Jo correspondent respectivement & la plus faible excitation
singulet—triplet sur un cluster Cu2QOs¢ contenant deux cuivres premiers voisins et sur un

cluster Cu20s contenant deuz cuivres seconds voisins. (figures extraites respectivement, des
références [142] et [139]

la température de Néel qui dépend directement des interactions inter-chaines. Les valeurs obtenues pour
les interactions intra-chaine, J; = 142 K et Jo = —22 K sont cohérentes avec celles obtenues par Y.
Mizuno et collaborateurs, méme si le rapport J/J; obtenu est plus faible. Les valeurs obtenues pour les
interactions inter-chaines se sont avérées trés faibles, de I'ordre de —3.6 K dans la direction & + @, et de
lordre de —1.4 K dans la direction a.

En résumé, 3 basse température on observe un ordre anti-ferromagnétique tridimensionnel, dd, comme
dans le cas de composés couplés & 180°, aux interactions inter-chaines. Au dessus de Ty, le comportement
du composé peut étre considéré unidimensionnel, les interactions intra-chaine sont en effet un ordre de
grandeur plus élevé que les interactions inter-chaines. Par rapport aux cas des chaines couplées & 180°,
les interactions intra-chaine premiers voisins sont plus faibles et il est nécessaire de tenir compte des
interactions seconds voisins.

Dans le cas du composé LioCuO- les couplages premiers voisins sont ferromagnétiques pour un angle
Cu—O—Cu de 90°, ce qui est en accord avec les lois GKA. Ces lois prédisent par ailleurs, que, pour un
angle suffisamment grand, les termes de super-échange vont devenir prépondérants, et que 'interaction
va devenir anti-ferromagnétique. Si ’on considére le cas du composé CuGeOy4 qui présente des interactions
anti-ferromagnétiques pour un angle Cu—O-Cu de 98°, il semble que la limite se situe entre 94° et 98°.
Cependant, on ne sait pas trés bien dans quelle mesure ces lois sont valides pour ce type de composé.
Le couplage magnétique résulte en effet de la compétition entre deux termes, il est par conséquent trés
sensible aux variations de I’'un ou de l'autre. Il est donc vraisemblable que le couplage magnétique soit

sensible & d’autres paramétres que I’angle Cu—O—-Cu (comme nous le verrons dans ’étude du composé
Sf0.4Ca13.60u24041)-
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1.3-d Effet Spin-Peierls

L’effet Spin-Peierls intervient dans les chaines de spins 1/2 qui présentent des interactions anti-
ferromagnétiques. Cet effet est di au couplage magnéto-élastique. Le systéme ne vérifie donc plus 1’ap-
proximation de Born-Oppenheimer. Pour ce type de chaine, ’état fondamental est & priori un état singulet
qui ne présente pas de gap de spin. La transition Spin-peierls, correspond & une brisure de symétrie de la
chaine, les atomes se rapprochent par paire, ce qui induit deux couplages magnétiques premiers voising
alternés. L’état fondamental correspond & un ensemble de diméres couplés. Il reste donc singulet, mais la
transition induit un gap de spin correspondant approximativement & ’excitation singulet—triplet d’un
des dimeéres.

Fig. I1.9: Structure du composé CuGeOs. (figure extraite de la référence [143]).

Les premiers composés Spin-Peierls découverts étaient des cristaux moléculaires [144], dont les molé-
cules organiques qui les composent ont une structure complexe. Aussi lorsque M. Hase et collaborateurs
ont observé une transition Spin-Peierls dans le composé d’oxyde de cuivre CuGeOs [145], dont la struc-
ture est relativement simple (voir figure I1.9), ce dernier a suscité un certain engouement. Ces auteurs
ont mis en évidence une chute brutale de la susceptibilité, due & une transition Spin-Peierls, en dessous
de Ts ~ 14.2 K (voir figure I1.10a). Cette transition Spin-Peierls a été confirmée par 1’observation de
pics de super-structure sur les clichés de diffraction de rayons X [147] et d’électrons [148]. O. Fujita et
collaborateur ont par ailleurs montré que I’excitation de spin observée en diffusion inélastique de neutrons
correspondait effectivement & l'excitation singulet—triplet attendue [146]. Ces auteurs ont montré que
cette excitation se divisait en trois branches sous effet d’'un champ magnétique (voir figure I1.10b).

Comme dans le cas de LioCuQO-2, J. Riera et collaborateurs, ainsi que G. Castilla et collaborateurs
ont montré que l'interaction seconds voisins le long des chaines n’était pas négligeable dans le composé
CuGeOs. Ces auteurs ont montré que les propriétés magnétiques au dessus de Tsp, et en particulier la
susceptibilité, ne pouvaient étre correctement reproduites que si I’on considérait un modéle de chaine
contenant des interactions magnétiques premiers et seconds voisins. Ces auteurs trouvent respectivement
une valeur de J; de 160 et 150 K et un rapport Jo/J; de 0.36 et 0.24.
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Fig. IL.10: o) susceptibilité magnétique du composé CuGeOs en fonction de la température
pour trois orientations du champ magnétique. La courbe en trait plein représente la sus-
ceptibilité calculée & partir de la méthode de J. C. Bonner et M. E. Fisher. b) Energies
des excitations observées en diffraction de neutrons auz points (0,1,1/2) (cercles pleins) et
(0,3,1/2) (cercles blancs) de ’espace réciproque, en fonction du champ magnétique. L’encart
représente une extrapolation de l’excitation de plus basse énergie pour des valeurs du champ
magnétique plus élevées. (figures extraites des références [145] et [146]).

1.4 Echelles de spins
1.4-a Aspects théoriques

Les échelles de spins correspondent au cas ol plusieurs chaines de spins sont couplées par des interac-
tions fortes, les chaines formant les montants des échelles. Ces systémes présentent donc deux interactions
magnétiques différentes, le couplage J| le long des montants et le couplage J, sur les barreaux qui re-
lient ces montants. On peut considérer ces systémes comme des étapes intermédiaires entre les chaines
de spins et la phase infinie. Ces échelles de spins ont fait ’objet de nombreuses études théoriques (pour
une revue, voir référence [151]), car il s’avére que leurs comportement n’évolue pas de maniére réguliére
lorsque le nombre de leurs montants augmente. En particulier, les échelles anti-ferromagnétiques de spins
1/2 comportant un nombre pair de montants et celles comportant un nombre impair, ont des propriétés
magnétiques trés différentes [152].

Dans le cas d’échelles de spins 1/2 composées de deux montants, ont peut comprendre les propriétés
magnétiques en considérant dans un premier temps la limite d’un fort couplage, c’est-a-dire le cas ou
J1 est trés grand devant Jj. On comprend que dans ce cas, les spins vont former des diméres sur les
barreaux des échelles. Un tel systéme va donc présenter un gap de spin non nul [153,154], correspondant
approximativement & l'excitation singulet—triplet sur un barreau (si J; est non nul, cette excitation
singulet—triplet acquiert un moment égal & 7 le long des montants [155]). Lorsque J est grand devant
J||; il n’y a pas de réel ordre de spin le long des montants, les corrélations spin-spin décroissent exponen-
tiellement dans cette direction. On appelle généralement cet état, liquide de spins. Lorsque J; diminue,
et tend finalement vers 0, on obtient deux chaines de spins découplées, dont nous avons vu qu’elles ne
présentent pas de gap de spin. T. Barnes, et collaborateurs ont montré que le gap de spin apparait dés
que J est non nul [155].

Lorsque le nombre de montants des échelles augmente, mais reste pair, 1’état fondamental sur un
barreau reste un état singulet. L’excitation singulet—triplet est toujours finie, mais sa valeur décroit. De

maniére similaire, le gap de spin sur les échelles ayant un nombre 2n de montants, a une valeur non nulle,
mais décroit avec n [153,156,157].
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Le comportement magnétique change énormément lorsque le nombre de montants devient impair. En
effet, I’état de spin fondamental pour un barreau est I’état doublet. Pour comprendre la différence que cela
implique, on considere le cas ou J est grand devant J)|. Le systéme va se comporter comme un ensemble
de spins 1/2 couplés le long de léchelle, ce qui correspond & une chaine anti-ferromagnétique de spins
1/2. Les composés ayant un nombre de montants impair présentent donc un gap de spin nul [152,156].
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Fia. II.11: Susceptibilité magnétique des échelles anti-ferromagnétiques de spins 1/2 n mon-
tants, en fonction de la température (dans le cas isotrope : J = Jy = J1 ). Les susceptibilités
ont été calculées par une méthode Monté-Carlo. Les deuz figures représentent ces susceptibi-
lités pour deuz échelles de température différentes. (figures extraites de la référence [158]).

B. Frischmuth et collaborateurs ont évalué, a partir d’'une méthode Monte Carlo, la susceptibilité
magnétique des échelles anti-ferromagnétiques de spin 1/2 ayant un nombre de montants compris entre
1 et 6. Leurs résultats, obtenus dans le cas isotrope (J = J), sont reportés sur la figure IT.11. Pour
les échelles ayant un nombre de montants pair, la décroissance exponentielle de la susceptibilité & basse
température, est en accord avec la prédiction d’un gap de spin non nul. A partir de ce comportement
a basse température, les auteurs ont évalué le gap de spin pour ce type d’échelles. Les valeurs du gap
obtenues, respectivement 0.51 J, 0.17 J et 0.05 J pour 2, 4 et 6 montants, montrent une décroissance trés
rapide du gap en fonction du nombre de montants. La susceptibilité obtenue pour les chaines ayant un
nombre impair de montants montre clairement une absence de gap de spin, avec une valeur non nulle de
la susceptibilité & T = 0.

L’intérét pour les échelles de spins 1/2 anti-ferromagnétiques s’est accru lorsque Dagotto et colla-
borateurs ont montré que lorsque les échelles & deux montants étaient faiblement dopées en trous, ces
derniers avaient tendance & s’apparier sur les barreaux. Cette corrélation entre la position des trous,
montre en effet une tendance de ces matériaux a la supraconductivité. La figure I1.12 décrit le mécanisme
d’appariement des trous. Lorsqu’un trou est introduit sur les échelles, il brise 3 couplages magnétiques
(2 interactions J| et une interaction J ). Si deux trous sont introduits dans le systéme et qu’ils restent
éloignés, ils brisent 6 couplages. Alors que si ces deux trous sont sur le méme barreau, ils détruisent un
couplage de moins, le systéme gagne I’énergie J, de l'interaction correspondante. La possibilité d’une
phase supraconductrice, supportée par des modes collectifs ayant une symétrie d, similaire aux supracon-
ducteurs & Haute température critique, a suscité beaucoup d’études théoriques [4-6, 159, 160]. Parmi les
résultats les plus intéressants, il semble que ’appariement des trous soit un phénoméne trés robuste. En
particulier, C. Gazza et collaborateurs ont montré que si I’on ajoutait une répulsion entre sites premiers
voisins, dans le modéle ¢ — J & une bande, généralement utilisé pour décrire ces échelles, I’appariement
des trous persiste jusqu’a une valeur élevée de la répulsion, de 'ordre de 4 .J [160].
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Fia. II.12: a) Représentation schématique d’échelles anti-ferromagnétiques de spins 1/2,
pour lesquelles 1’état fondamental correspond de maniére approchée o des diméres de spins
localisés sur les barreauz. b) deuz trous ayant un mouvement décorrélé le long de ces échelles
¢) deuz trous restant sur le méme barreau. (figures extraites de la référence [166]).

1.4-b La famille de composés Sr,,_1Cupi102,

La famille de cuprates Sr;,—1Oupt102, (n = 3,5---) a été synthétisée pour la premiére fois en 1991
par Z. Hiroi et collaborateurs [3]. Ces composés sont formés de plans d’échelles. L’intérét de ces composés
est que le nombre de montants des échelles varie selon la composition. Ce nombre est égal & (n+1)/2 (on
peut noter que la formule établie par Z. Hiroi et collaborateurs peut s’écrire sous la forme plus simple
Srpr 10Uy Oy 1, pour n' quelconque, au lieu de n impair, n' est alors le nombre de montants).

FiG. I1.13: Structures des matériaus Srn—1Cun+102,, pour n = 3 et n = b, composés res-
pectivement d’échelles a 2 et 3 montants. (figures extraites de la référence [162]).

M. Azuma et collaborateurs ont montré que la susceptibilité magnétique des composés SrCu203 et
SroCuz Oy, comportant respectivement des échelles & 2 et 3 montants, ont bien le comportement attendu.
Leurs résultats sont reportés sur la figure I1.14a et II.14b. Les courbes obtenues en soustrayant la com-
posante paramagnétique due aux impuretés, montre que le premier composé présente un gap de spin et
non le second.

L’ajustement de la susceptibilité du composé SrCu203 en fonction de la température, conduit &
une valeur du gap de spin de 420 K. Si 'on considére une valeur isotrope du couplage magnétique
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Fia. I1.1/4: Susceptibilité magnétique en fonction de la température (cercles blancs), a) pour
le composé SrCu203, b) pour le composé SroCusOs. Les cercles noirs correspondent a la
susceptibilité obtenue aprés soustraction de la composante paramagnétique. La courbe en
trait plein sur la figure a), correspond & la susceptibilité calculée & partir du modéle obtenu

par M. Troyer et collaborateurs [164] pour un gap de spin de 450 K. (figures extraites de la
référence [163]).

(J = Jy = J1), la valeur du couplage obtenue, égale & deux fois le gap [155], est sensiblement inférieure
a la valeur du couplage observée dans les oxydes de cuivre bidimensionnels (de ’ordre de 1500 K). D. C.
Johnston a montré que les courbes de susceptibilité pouvaient étre mieux reproduites en considérant un
couplage sur les barreaux plus petit que sur les montants, de ’ordre de J. ~ 0.5 J}. La valeur obtenue pour
le couplage magnétique sur les montants est alors plus importante (J; ~ —1000 K). D’autres expériences
semblent confirmer cette hypothése, mais les valeurs des couplages obtenues ne sont pas toujours en
bon accord (voir valeurs reportées référence [36]). C. de Graaf et collaborateurs ont calculé les couplages
magnétiques J et J) par une méthode ab initio d’interaction de configurations (méthode DDCI). Ces
auteurs trouvent des valeurs proches des deux couplages, respectivement J = —1870 K et J, = —1670 K

(J1/Jy ~ 0.9). IIs ont, par ailleurs, mis en évidence un couplage inter-échelles ferromagnétique non
négligeable, de ’ordre de 177 K.

1.4-c Transition isolant—métal dans les composés La;_,Sr,CuOs 5

En 1995, Z. Hiroi et M Takano ont obtenu une nouvelle famille de composés d’échelles de spins
Loy ;Sr;CuO2 5 & deux montants [3]. Dans ces composés, les échelles sont découplées spatialement les
unes des autres (voir figure I1.15), alors que dans le composé SrCu2O3, elles étaient juxtaposées.

La dépendance en température de la susceptibilité magnétique du composé non dopé LaCuOs 5 [166],
est trés proche de celle du composé SrCu,Os3 (voir figure I11.16a). Le fit de la susceptibilité, conduit & une
valeur du gap de spin de 494 K, proche de celle obtenue pour le composé SrCusOs.

L’intérét de ces composés, est qu’il peuvent étre dopés en trous, en substituant le Lanthane par du
Strontium. Z. Hiroi a montré que la résistivité décroissait rapidement avec le dopage (voir figure I1.16b),
et que le systéme passait d’un état isolant & un état conducteur pour z = 0.2. Ce qui est quelque peu
surprenant (voire décevant), est que la supraconductivité qui avait été prédite n’est pas observée lorsque
I’on dope ce systéme d’échelles avec des trous. Ce qui est aussi surprenant est que, comme nous le verrons,
cette supraconductivité est observée sous pression dans les composés Sri4—;Ca, CuasOg1 (pour x élevé),
qui contiennent des plans d’échelles qui ne sont pas fondamentalement différents.
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Fia. I1.16: a) susceptibilité du composé LaCuOzs en fonction de la température (carrés
blancs). Méme susceptibilité aprés soustraction de la composante paramagnétique (points
noirs). Susceptibilité du composé parent d’échelles de spins ¢ deuz montants SrCu203 (trait
plein). b) résistivité des composés Sria—,CarCu24041 en fonction de la température pour
différentes valeurs de x. (figures extraites de la référence [166]).
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1.5 Composés Sri4_,Ca,CusOsn
1.5-a Présentation

Les composés de type Sri4Cus4041 sont des composés d’oxyde de cuivre qui possédent & la fois,
des plans d’échelles de spins & deux montants, et des plans de chaines de spins, formées de plaquettes
CuOy4 connectées par les sommets [123] (voir figure I1.17). Ces plans de chaines et d’échelles s’empilent
de maniére alternée dans la direction b et sont séparés par des plans de strontium. Les chaines et les
échelles sont orientées dans la méme direction €, mais leurs paramétres de maille respectifs, dans cette
direction, sont différents. On notera, c¢; le paramétre de maille des échelles dans cette direction et ¢y celui
des chaines. Comme ces paramétres de maille sont dans un rapport irrationnel, ces composés ne sont
pas périodiques dans la direction & Méme considérés indépendamment, les deux sous-systémes ne sont
pas périodiques dans cette direction. En effet, di leur influence mutuelle, ils présentent des distorsions
géomeétriques incommensurables (qui ont la périodicité de 'autre sous-systéme).

On peut considérer pour ces composés une périodicité approchée dans la direction ¢, correspondant & 10
mailles élémentaires des chaines et 7 mailles élémentaires des échelles (10 ¢2 ~ 7 ¢1). Cette approximation
périodique correspond & la formule chimique donnée pour ces composés, que nous considérerons par la
suite comme "unité de formule (uf).

Silon fait une analyse des charges formelles (en considérant le cuivre oxydé en Cu IT), on peut voir que
le composé Sr14Cu2404;1 est intrinséquement dopé par 6 trous par uf. Le strontium, peut étre substitué
par différentes espéces chimiques : Ca, La, Y [123,167,168]. Dans le cas d’une substitution par du calcium
qui a le méme degré d’oxydation que le strontium (+II), le dopage n’est pas modifié. Au contraire, dans
le cas d’une substitution par de I’yttrium ou du lanthane qui ont un degré d’oxydation plus élevé (+II1),
le nombre de trous est réduit. Les compositions Srg(La,Y)gCu21041 correspondent aux composés non
dopés en trous.

Parmi les oxydes de cuivre quasi-unidimensionnels, les composés de la famille de Sr;4Cu2404;1, ont
été les plus étudiés depuis une quinzaine d’années. Si ces composés ont suscité autant d’intérét, c’est
que les différentes phases ont des propriétés trés différentes. En particulier, les propriétés des composés
Sr14— 5 Ca,Cu24041 dépendent fortement de la valeur de z, alors que la substitution du strontium par
le calcium est isovalente. Parmi ces propriétés intéressantes, qui seront décrites plus en détail dans les
sections suivantes, on peut citer, la formation de diméres de spins sur les chaines pour les composés fai-
blement dopés en Calcium [170], et une transition isolant—supraconducteur pour les composés fortement
dopés en calcium, lorsque l'on applique une forte pression [7,171]

Dans la suite de ce chapitre, nous nous limiterons & 1’étude des composés dopés en Calcium
Sr14—CagyCugq Oy .

1.5-b Transfert de charges chaines—échelles

Comme nous ’avons introduit, les composés Sri4_,Ca,;Cuz4041 sont intrinséquement dopés par 6
trous par unité de formule. Par analogie avec les supraconducteurs & haute 7, ces trous sont supposés
étre localisés sur les atomes d’oxygeéne, et former un singulet de Zhang et Rice [8] (ZR). La question qui
se pose, est de savoir comment se répartissent ces trous entre les chaines et les échelles. Cette question
est d’importance, puisque 'on suppose généralement que c’est le changement de cette répartition des
trous, qui est & Dorigine de la modification des propriétés observées lorsque ’on dope le composé en
calcium. Cette répartition des trous n’est pas facile & déterminer expérimentalement. Nous présentons
ici, les principales études de la littérature traitant cette question, ainsi que les différentes valeurs de la
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Fia. II.17: a) Structure en perspective selon l'aze ¢ du composé SriaCu24Q041. (figure ez-
traite de la référence [169]). b) projections du sous-systéme des échelles et du sous-systéme
des chaines dans le plan (a@,c) (les strontiums ont été représentés dans les deuzx cas, mais
appartiennent réellement au sous-systéme des échelles).
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a)
z(Ca) valence du Cu valence du Cu
des chaines des échelles
0 +2.38 +2.04
6 +2.26 +2.07
b)
z(Ca) nombre de trous par uf :
dans les chaines dans les échelles total
0 3.8 0.56 4.36
6 2.6 0.98 3.58

TAB. I1.2: a) Valences des atomes de cuivre des chaines et des atomes de cuivre des échelles
obtenues par M. Kato et collaborateurs & partir d’un calcul Bond Valence Sum (BVS) [172].
b) nombres de trous par uf et par sous-systéme, calculés & partir des valences obtenues par
ces auteurs.

répartition des trous obtenues. Nous rediscuterons cette question dans la section 4 au vu des résultats de
I’étude ab initio de la structure électronique de ces composés que nous avons effectuée.

Ce qui semble certain, dans la famille de composés Sri14_;Ca;Cus4041, c’est qu’un certain nombre de
trous sont transférés des chaines vers les échelles, lorsque z augmente. Cette idée a été introduite afin
d’expliquer la raison pour laquelle la conductivité de ces composés augmente avec z [172]. La conductivité
est, en effet, supposée avoir lieu préférentiellement dans le sous-systéme des échelles. M. Mizumo et
collaborateurs ont étudié le potentiel électrostatique, a partir de la structure moyenne (c’est-a-dire sans
les modulations structurales des deux sous-systémes), en fonction de z [173]. Ils ont observé que le potentiel
sur les oxygénes des chaines, était toujours plus faible que celui sur les oxygénes des échelles. Ce résultat
est difficilement exploitable puisqu’il ne tient pas compte des effets de covalence entre les cuivres et
les oxygénes qui peuvent étre différents pour les deux sous-systémes. Cette étude montre cependant
que le potentiel sur les oxygénes des chaines augmente notablement avec z. Cette variation du potentiel
électrostatique pourrait induire un transfert de trous vers les échelles en déstabilisant les sites des chaines.

M. Kato et collaborateurs ont réalisé un calcul de Bond Valence Sum (BVS) afin d’évaluer le degré
d’oxydation des cuivres sur les chaines et sur les échelles [172]. La méthode BVS est une formule empirique
qui relie la valence d’un atome aux distances entre cet atome et les atomes voisins [174]. Les résultats
obtenus pour les atomes de cuivre de chacun des deux sous-systémes, dans leur structure moyenne, sont
reportés dans le tableau I1.2a. Le calcul BVS ne permet pas d’obtenir le nombre total de trous par uf
attendus (voir tableau I1.2b). Il semble cependant indiquer que la plupart des trous sont localisés sur les
chaines, et que le nombre de trous sur les échelles augmente légérement avec z.

T. Osafune et collaborateurs ont évalué la valeur du transfert de trous des chaines vers les échelles pour
différents dopages & partir de I’étude de la conductivité optique mesurée a température ambiante. Les
auteurs attribuent le signal de conductivité optique obtenu pour les basses énergies (< 1 eV'), aux trous
situés dans le sous-systéme des échelles. L’intégration de la conductivité optique en fonction de 1’énergie
permet d’évaluer le nombre effectif de charges contribuant au signal en dessous d’une certaine énergie
(voir figure I1.18). Des études théoriques ont montré que, dans les systémes 1D et pour un faible dopage
en trous, ce nombre effectif de charges était proportionnel a la densité des trous [176]. Le coefficient de
proportionnalité n’est cependant pas connu. Afin de calculer la valeur absolue du nombre de trous, T.
Osafune et collaborateurs ont supposé que pour le composé pur en strontium, le sous-systéme des échelles
contient un trou par uf. Ceci leur a permis de calculer le nombre de trous contenus dans les échelles pour
les autres dopages en calcium. Ces résultats montrent une augmentation importante du transfert de trous
vers les échelles, qui atteint 2.8 trous par uf pour z = 11.

K. Magishi et collaborateurs ont évalué le nombre de trous contenus dans les échelles & partir d’une
étude de résonance magnétique nucléaire (RMN) du cuivre 3Q0u [177]. Ces auteurs ont étudié le taux de
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Fig. I1.18: Conductivité thermique des composés Sria—qz—yCagpLayCuz4041 intégrée entre 0
et hw (valeur associée au un nombre effectif Negw d’électrons intervenant dans la conductivité
optique en dessous de l’énergie hw). L’encart représente les valences des cuivres des chaines
et des échelles en fonction du dopage en calcium. Ces valences sont obtenues en supposant
un trou par uf sur les échelles pour le composé pur. Les valences des cuivres des échelles des
autres composés sont ensuite considérées proportionnelles & Neg(1.2 €V'). (figure extraite de
la référence [175]).

décroissance de I’écho de spin. La composante gaussienne de ce taux de décroissance est principalement
due aux couplages indirects entre les spins nucléaires, via les excitations électroniques. Les auteurs relient
ce taux de décroissance & la longueur de corrélation spin-spin, des électrons magnétiques des échelles. En
assumant que cette longueur de corrélation soit égale, & température nulle, 4 la distance moyenne entre
les trous le long des montants des échelles, les auteurs ont évalué cette distance pour différents dopages
en calcium. La distance entre les trous leur a permis d’obtenir le nombre de trous par uf sur les échelles.
Les valeurs obtenues, de 2.0, 2.3 et 3.4 trous par uf sur les échelles pour x = 6, 9 et 11.5, sont relativement
élevées, mais en bon accord avec les valeurs obtenues & partir de la conduction optique.

N. Niicker et collaborateurs ont obtenu une valeur beaucoup plus faible du nombre de trous transférés
vers les échelles [178]. Leurs valeurs sont issues d’une étude d’absorption de rayons X dépendante de la
polarisation, & température ambiante. La gamme d’énergie utilisée correspond & I’excitation des électrons
1s des atomes d’oxygéne. L’orientation de la polarisation permet de sonder les différentes orbitales O 2p,
afin d’étudier la distribution des trous. Ces auteurs ont identifié¢ un signal anisotrope (dans le plan (@, ¢))
dans le spectral d’absorption, qu’ils attribuent aux trous localisés sur les oxygénes des échelles. Le poids
spectral de ce signal, leur permet d’évaluer le nombre de trous situés sur les échelles, égal & 0.8 pour le
composé z = 0, et 1.1 pour le composé x = 12. Ces valeurs sont beaucoup plus faibles que celles obtenues
par RMN et & partir de la conductivité optique. Les auteurs notent, que ces deux derniéres expériences
mesurent plutot le nombre de trous “mobiles”; qui ne correspond pas nécessairement au nombre de trous
situés sur les échelles.

La figure I1.19 reprend les différentes valeurs obtenues pour le nombre nj de trous par uf situés sur
les échelles, en fonction de la composition. On peut voir que les différentes valeurs s’accordent sur le fait
que ce nombre augmente avec x, méme si ’écart entre les expériences est relativement grand. Pour le
composé pur, nous avons aussi reporté le nombre nj = 0, correspondant au modéle magnétique supposé
pour les chatnes. Comme nous le verrons dans la section 1.5-e, ce modéle de diméres de spins suppose
que tous les trous soient localisés sur les chaines.

Un article récent de RMN revient sur le nombre de trous porté par les échelles pour le composé
pur (z = 0) [179]. Ses auteurs étudient plus particuliérement le tenseur d’interaction quadrupolaire,
sensible au gradient du champ électrostatique. Ils montrent que le comportement de ce tenseur change
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Fia. I11.19: Nombre np de trous situés sur les échelles en fonction de x, obtenus & partir
de : Vétude de la susceptibilité magnétique [172], d’ezpérience de conduction optique [176],
de RMN [177], et d’absorption de rayon X [178]

a la température d’ordre de charge T* (voir section 1.5-d). Les auteurs expliquent ce changement par
le fait que tous les trous sont localisés sur les chaines & basse température, et qu’ils commencent & étre
transférés vers les échelles & partir de la température T™*. Leurs calculs permettent d’évaluer n, égal &
0.6 4T =500 K. Cette étude souléve le probléme de la dépendance de ny en fonction de la température.
On peut noter que les expériences de conductivité optique et d’absorption de rayons X, que nous avons
présentées, ont été effectuées a température ambiante. Quand & la précédente étude de RMN, elle est
basée sur un ajustement des valeurs obtenues pour 150 K < T < 300 K.

En résumé de cette section, nous avons présenté les différentes études expérimentales qui ont permis
d’évaluer le nombre de trous transférés vers les échelles dans les composés Sr14_zCazCusgOyy. Ces mé-
thodes sont généralement des méthodes indirectes, dans le sens ot la localisation des trous est évaluée
par le biais d’une autre observable. Nous avons pu voir que ces différentes expériences ne sont pas en trés
bon accord. Elles s’accordent cependant sur deux points.

— Pour le composé pur, les trous sont presque tous localisés sur les chaines (np ~ 0).

— Un certain nombre de trous est transféré des chaines vers les échelles lorsque la concentration en

calcium augmente, ce nombre étant compris entre 1 et 3 trous par uf pour les composés les plus
fortement dopés.

1.5-¢ Propriétés de conduction

L’étude de la conduction, effectuée par S. A. Carter et collaborateurs & montré que les composés
Sr1a—CayCuagOy1 étaient des matériaux semi-conducteurs (voir figure 11.20). La résistivité diminue for-
tement lorsque la concentration en calcium augmente. Comme nous ’avons déja évoqué, ce comportement,
peut s’expliquer par le transfert d’une partie des trous, des chaines vers les échelles. S. A. Carter et col-
laborateurs ont évalué un gap de charge, pour le composé pur, égal & 0.2 eV et égal & 0.023 eV pour le
composé x = 10.

La figure I1.21 montre la résistivité mesurée par K. M. Kojima et collaborateurs, parallélement aux
axes € et d. On peut voir que les composés sont anisotropes, la conductivité étant, comme on pouvait
s’y attendre, plus faible dans la direction des échelles. Ces mesures montrent par ailleurs que , pour les
composés fortement dopés, la conduction dans la direction des échelles présente un comportement métal-
lique & haute température. A basse température le comportement reste semi-conducteur et la résistivité
diverge.
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F1G. I1.20: Résistivité des composés Sria—.CazCu24041 en fonction de la température, repré-
sentées en échelles linéaire-log. L’encart représente la dérivée du logarithme de la résistivité
en fonction de 1/T. (figure extraite de la référence [170]).
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Fic. I1.21: Résistivité selon les azes € et @, des composés Sr1a—5CayCu24041 fortement dopés
en calcium, en fonction de la température. (figures extraites de la référence [180]).
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La conduction change notablement lorsque ’on applique une forte pression sur ces composés. M.
Uehara et collaborateurs ont observé une transition semi-conducteur—supraconducteur en appliquant
une forte pression sur le composé Srg.4Cay3.6Cu21041 [7] (voir figure 11.22). Cette phase supraconductrice
présente une température critique maximale d’environ 12 K pour une pression de 3 G Pa. Cette transition
a été observée pour d’autres composeés fortement dopés au calcium [171], pour z supérieur & 11. Le role
que joue la pression dans ’apparition de la supraconductivité n’est pas clairement élucidé. La pression
physique appliquée peut avoir un effet similaire & la pression chimique (dopage au calcium), & savoir
le transfert d’un nombre plus important de trous des chaines vers les échelles. Il a aussi été suggéré
qu’a pression ambiante, les paires de trous soient déja présentes & basse température, mais localisées
par le désordre [177]. Cette hypothése s’appuie notamment sur le comportement de la conductivité dans
la direction des échelles, qui présente pour les composés fortement dopés en calcium, un comportement
meétallique au dessus d’une certaine température et une divergence basse température (voir figure I1.21).
Dans cette hypothése, on ne sait cependant pas si 'effet de la température serait de rendre les paires
mobiles dans la direction ¢, ou de leur permettre de se déplacer aussi dans la direction @ perpendiculaire.
Enfin, nous rappelons, que dans le cas des composés Laj_, 5, CuQOs 5, qui comportent des échelles de
spins semblables, dopées en trous, il existe une phase métallique mais pas de phase supraconductrice.
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FiG. I1.22: Résistivité du composé Sro.aCai3.ewCu24041 en fonction de la température, pour
différentes pressions. (figure extraite de la référence [7]).

1.5-d Ordre de charge

S. A. Carter et collaborateurs ont mis en évidence une anomalie dans le comportement de la résistivité
en fonction de la température pour les composés faiblement dopés en calcium [170] (voir encart dans la
figure I1.20). Cette anomalie, qui apparait & une température T*, correspond & une transition entre un
état semi-conducteur et un état semi-conducteur de gap plus faible. Pour le composé pur (z = 0), le
comportement semi-conducteur de la résistivité correspond, en dessous de T* & un gap de charge de
0.2 eV, et au dessous de T*, & un gap de charge d’environ 0.08 eV [181]. La température T*, & laquelle

intervient cette transition est égale & 250 K pour le composé pur, décroit progressivement lorsque z
augmente, et disparait finalement pour x > 6.

Cette anomalie dans le comportement des composés faiblement dopés a été observée par d’autre tech-
niques expérimentales. U. Ammerahl et collaborateurs ont étudié les courbes d’expansion thermique des
composés Sr14—;CayOuz4041 [182]. Les courbes obtenues pour les composés faiblement dopés, présentent
un minimum local & une température proche de celle ou les anomalies apparaissent dans les courbes de
résistivité. La présence d’un minimum local peut s’expliquer par la mise en place & T* d’un ordre de
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charge. Ce phénoméne apparaissant sur les courbes d’expansion thermique dans les directions @ et ¢, il
semble que cet ordre de charge soit bidimensionnel.

Une anomalie a aussi été observée dans 1’étude RMN du cuivre 3 Cu du composé pur, effectuée par
M. Takigawa et collaborateurs [183]. Le taux de relaxation du spin nucléaire sur les atomes de cuivre
des chaines portant un singulet de Zhang et Rice présente, en effet, un changement de comportement &
200 K, avec une croissance beaucoup plus rapide au dessus de cette température. Ce phénoméne pourrait
s’expliquer par un changement de la dynamique des trous, compatible avec I’hypothése d’une mise en
ordre de charge.

Enfin, V. Kataev et collaborateurs ont effectué une étude de Reésonance Electronique de Spin
(ESR) [184]. La largeur du signal obtenu pour les composés faiblement dopés, est constante jusqu’a une
température correspondant & 7™, et augmente rapidement ensuite. Cette augmentation est compatible
avec une augmentation de la mobilité des trous, qui induirait une décroissance du temps de relaxation
des spins et donc un élargissement du signal.

En résumé, méme si 'origine de 'ordre de charge n’apparait pas clairement au vu de ces résultats,
on peut cependant remarquer que ces différentes expériences sont en bon accord. Il est raisonnable de
penser que pour les composés faiblement dopés, les charges sont localisées sur les chaines, en dessous de
T™*, ce qui explique le changement de comportement de la conductivité. Les températures T* obtenues
par ces différentes techniques sont reportées sur la figure 11.23.

300
®
200 §-. 4 O conduction
K | P O RMN
. A exp. therm.
100 - *0 1 * ESR
O R I I S| 1

L PR R
0 2 4 6 8 10 12 14
X (Ca)

F1G. I1.28: Température T™, associée a la mise en ordre de charge, en fonction du dopage en
calcium. Les valeurs ont été obtenues a partir : de ’étude de la résistivité [170], des courbes
d’expansion thermique [182], d’expériences de RMN [183] et de ESR [184].

1.5-e Propriétés magnétiques

Les propriétés magnétiques des composés Sri4—,CayCu24041 & basse température (en dessous de
300 K) ont été attribuées aux spins des échelles. Il était en effet attendu que les échelles présentent
un gap de spin élevé, de lordre de 300 K, conformément aux prédictions des études théoriques et au
comportement des composés d’échelles de spins SrCuQs (voir section 1.4). Ce gap de spin a été observé
par des études de RMN [177,183] et de diffraction inélastique de neutrons [185, 186, 188], qui trouvent
effectivement des valeurs du gap comprises entre 400 et 600 K (selon les expériences).

Pour le composé pur, la susceptibilité présente une divergence en 1/T & 0 K. Cette composante
paramagnétique de la susceptibilité est associée & la présence de spins libres. Une fois que cette composante
est extraite, S. A. Carter et collaborateurs ont montré que la susceptibilité de ce composé présentait un

N

pic & 80 K, et une rapide décroissance en dessous de cette température [170] (voir figure I1.24). Ce
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comportement de la susceptibilité a été associé & la présence de diméres de spins. En ajustant la courbe
de susceptibilité par un modéle de diméres et de spins libres, ces auteurs obtiennent un nombre de diméres
égal & 1.47 par uf, et un nombre de spins libre égal 4 0.5 par uf. On peut remarquer que le nombre total
de spins est égal & 3.5, c’est-a-dire légérement inférieur au nombre minimal de 4 spins par uf, obtenu si
tous les trous sont localisés sur les chaines.

T T T T T

Sr14xCa,Cuz404y |

x —%; (104 emu/mole Cu)

F1a. I1.24: a) susceptibilité magnétique des composés Sr14—»CazCu24041 obtenue aprés sous-
traction de la composante magnétique, en fonction de la température. L’encart représente la
susceptibilité d’origine. b) susceptibilité du composé pur obtenue en soustrayant la compo-
sante due auz échelles de spins (supposée proportionelle & celle du composé SrCu20s3, et
représentée en pointillés). La ligne en trait plein correspond d la susceptibilité d’un systéme
de diméres de spins non couplés. (figures extraites de la référence [170]

La présence de diméres sur les chaines permet d’expliquer le gap de spin de 'ordre de 11 meV observé
pour ce sous-systéme, par des études de RMN [185] ou de diffraction inélastique de Neutrons [186,187].
Des chaines homogeénes de spins ne sont en effet pas sensées présenter un tel gap (voir section 1.3).

Si la présence de diméres a tout de suite été identifiée, 'arrangement de spins correspondant & ces
diméres a été plus difficile & établir. Les premiéres expériences de diffraction inélastique de neutrons ont
mis en évidence une longueur caractéristique de "arrangement magnétique, égale a 2 fois le paramétre de
maille ¢, des chaines [187]. M. Takigawa et collaborateurs ont identifié I’arrangement de spins, correspon-
dant & des diméres seconds voisins espacés par deux singulets de Zhang et Rice (ZR), a partir de 1’étude
de la RMN du cuivre [183]. Les auteurs ont identifié le spectre correspondant aux cuivres des chaines
portant les singulets de ZR. Les figures II.25a et I1.25b montrent I’évolution du pic principal de ce spectre
en fonction de la température, lorsque le champ magnétique est orienté dans les directions b et &. On
peut voir que les pics se scindent principalement en deux parties, notées A et B, lorsque la température
diminue. Les auteurs ont identifié & partir du déplacement de ces pics en fonction de la température, a
quel type de site correspondaient les pics A et B. On peut, en effet, voir sur les figures I1.25¢ et 11.25d qui
représentent ces décalages, que le décalage du pic A suit le comportement de la susceptibilité magnétique
associée aux diméres. Ce pic est donc associé aux singulets de ZR situés entre les deux spins d’un dimére.
Ils sont fortement soumis au champ magnétique créé par ce dernier. Les sites B sont associés aux sites
situés entre les diméres. Le rapport des intensités des pics A et B obtenu par les auteurs, est proche de
celui correspondant & ’arrangement de dimeéres de spins seconds voisins espacés de deux singulets de ZR
(I4/Ip = 0.65 ~ 0.5, voir figure I1.26). On peut noter que le pic correspondant aux sites B se subdivise en
deux pics en dessous de 150 K. Nous proposerons une explication pour cette division dans la section 3.2,
au vu de I’étude ab initio que nous avons effectuée.
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FiG. II.25: Evolution du pic principal du spectre RMN du cuivre des chaines, en fonction de
la température et pour deuz orientations du champ magnétique : a) selon b, b) selon C. ¢) et
d) shift des différentes parties du pic en fonction de la température, les différents symboles

correspondent aux sous-structures des pics, ils sont indiqués sur les figures a) et b). (figures
extraites de la référence [183]).

B A

Fia. I1.26: Modéle de diméres de spins des chaines, identifié par M. Takigawa et collabora-
teurs. Les sites A et B correspondent auz deux sites de cuivre différents portant un trou, que
ces auteurs ont identifiés dans le spectre RMN.
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L’arrangement de spins proposé par M. Takigawa et collaborateurs, a été confirmé par des études
plus détaillées de diffraction inélastique de neutrons [188]. Les résultats sont correctement ajustés par un
modéle de diméres de spins second voisins, ayant une périodicité égale & 5 fois le paramétre de maille
C5 des chaines. Les auteurs obtiennent une valeur du couplage magnétique intra-dimére de ’ordre de
Jp = —11 meV (cohérente avec les valeurs du gap de spin, ou des valeurs du couplage magnétique
obtenues & partir de ’étude de la susceptibilité), et des interactions inter-diméres de 'ordre du milli-
électron-Volt dans les directions @ et & (voir aussi les références [189,190]).

Une dimérisation de spins a donc été clairement observée dans le cas du composé pur, et ’arrangement
de spins correspondant a été identifié. Cependant, les différents résultats expérimentaux que nous venons
de présenter, n’ont pas permis d’établir clairement quelle était ’origine physique de cette dimérisation.
Un effet de type spin Peierls est peu probable. La structure des chaines est, en effet, déja fortement
distordue, et les énergies en jeu sont vraisemblablement plus grandes que celles ayant trait & un éventuel
couplage magnéto-élastique. Il a été proposé que cette dimérisation soit due & une frustration entre les
interactions magnétiques entre spins premiers et second voisins. F. D. M. Haldane a en effet montré, que
pour une chaine de spins ou ces deux interactions étaient anti-ferromagnétiques, le systéme se dimérise
lorsque Jo/J; > 1/6. Dans le cas du composé Sr14Cu24 041, Uinteraction inter-diméres est trop faible (de
Pordre de 1 meV pour une interaction intra-dimére de —11 meV), et ferromagnétique. Le systéme est,
de plus, fortement dopé en trous, et ce scénario semble peu vraisemblable.

Lorsque le composé est dopé en calcium, les études de diffraction de neutrons montrent que les diméres
deviennent instables, bien que les couplages magnétiques ne semblent pas modifiés [190]. D’un autre coté,
les courbes de susceptibilité présentent toujours un pic & 80 K lorsque x augmente. Il n’est pas clairement,
déterminé si le dopage détruit la dimérisation ou non. Si le dopage s’accompagne d’un transfert de trous,

des chaines vers les échelles, on peut supposer que les électrons supplémentaires sur les chaines vont se
coupler magnétiquement aux diméres.
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Fig. I1.27: o) Susceptibilité magnétique des composés Sr1a—CarCu24041 fortement dopés
en fonction de la température. Les fléches indiquent les températures de Néel, et l’encart
reporte ces températures en fonction de x. b) susceptibilité obtenue aprés soustraction de la
composante paramagnétique. (figures extraites de la référence [191]).

Finalement, les composés fortement dopés en calcium présentent un ordre anti-ferromagnétique
trés basse température. Ce phénoméne & été observé par M. Isobe et collaborateurs qui ont mis en
évidence une chute de la susceptibilité en dessous d’une température de Néel de quelque Kelvins [191]
(voir figure I1.27). L’existence de cet ordre anti-ferromagnétique pour X > 11 a été confirmé par des
expérience de RMN [192] et de ESR [184].
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1.6 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section, les propriétés des composés d’oxyde de cuivre quasi-
unidimensionnels périodiques, et dans un deuxiéme temps celles des composés Sri4;Ca,CussO41. Ces
derniers présentent certaines propriétés que I’on peut difficilement décrire & partir des modéles utilisés
pour décrire la physique des chaines ou des échelles de spins homogénes. En particulier, les composés
faiblement dopés en calcium présentent une dimérisation de spins dont I’origine était incomprise.

Notons que les deux sous-systémes dans les composés Sris;Ca;CussO4 sont fortement distordus
(ces modulations structurales seront décrites en détail dans la section suivante). On peut aussi remarquer
que le spectre RMN du cuivre effectué par M. Takigawa et collaborateurs (voir figure I1.25a et I1.25Db,
présente & basse température une sous-structure trés complexe. Cela montre qu’il existe de nombreux sites
non-équivalents sur les chaines, et on peut se demander dans quelle mesure un modéle effectif homogéne
est valide pour décrire la structure électronique de ces composés.
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2 Les composés quasi-périodiques

2.1 Présentation

Dans la matiére condensée, la position des atomes est déterminée par la compétition entre les diffé-
rentes interactions mises en jeu (interactions covalentes, ioniques, stériques etc...). Le composé adopte
généralement une structure périodique qui lui permet de minimiser son énergie libre. Les distances inter-
atomiques résultent en quelque sorte d’un compromis entre les différentes interactions. Dans certain cas
cependant, le minimum d’énergie libre ne correspond pas & une structure périodique, et le systéme adopte
une structure ordonnée incommensurable dans une ou plusieurs directions. Dans les directions concernées,
les atomes n’adoptent jamais deux fois le méme arrangement, ce qui n’empéche cependant pas cet état
d’étre ordonné a longue distance. Comme nous le verrons dans la section suivante, ces composés peuvent
étre décrits par une structure périodique dans un espace de dimension plus élevée (> 3).

Les composés NaCuQs, LiCuOs, Cag.g2CuOs et Srg.73Cu0- constituent des exemples intéressants. Ils
présentent, en effet, des structures trés similaires, composées de chaines CuQOs couplées & 90°, bien que les
deux premiers de ces composés soient périodiques et les deux derniers incommensurables. Dans le composé
NaCuOs (voir figure 11.28a), les atomes de sodium occupent tous les sites octaédriques formés par les
oxygénes des chaines. Ces atomes sont donc espacés dans la direction @ des chaines par une distance
correspondant au paramétre de maille des chaines, égal & 2.75 A [122]. Le calcium et le strontium ont un
rayon ionique voisin de celui du sodium, on peut donc imaginer substituer ce dernier, par un de ces deux
atomes. Cependant, les ions calcium ou strontium sont généralement oxydés +11, leur charge formelle sera
donc plus élevée que celle du calcium (oxydé Ca + 1), et par conséquent leur répulsion plus grande. Si 'on
considére les composés d’oxyde de cuivre périodiques contenant du calcium, tels que CaCuQO2, CazCuOs3
ou CaCuOs, la distance minimale entre les atomes de calcium varie entre 3.2 et 3.5 A [110,112,113]. La
structure incommensurable du composé Cag.g2CuO2 , permet aux chaines de conserver, en moyenne, le
méme paramétre de maille dans la direction @ (2.80 A), tout en permettant aux atomes de calcium d’étre
espacés, en moyenne, d’une distance plus grande, égale a 3.4 A [195] (voir figure I1.28b et II.28c).

On peut noter que les composés Cag.g2CuQOs et Srg.73Cu0- font en quelque sorte partie de la famille
des composés G145 Ca,Cuz4041. Ces composés ne contiennent plus que les plans d’oxyde de cuivre
formant les chaines, et les plans de contre ions. Les paramétres de maille de ces deux sous-systémes
restent incommensurables.

Cette introduction ne concerne en fait qu’une partie des composés quasi-périodiques, & savoir les
matériaux composites. Il existe en effet trois types de matériaux quasi-périodiques :

1. les matériaux modulés : ces matériaux possédent une structure cristallographique moyenne. Les
positions des atomes présentent des modulations incommensurables.

2. les matériaux composites, ou matériaux mis-fit : ces matériaux sont formés de deux sous-systémes
ayant chacun une structure moyenne, et des modulations incommensurables. Chacune de ces sous-
structures correspond donc & une structure modulée.

3. les quasi-cristaux : ces matériaux ne présentent pas de structure moyenne. Ils peuvent par conséquent
présenter des symeétries globales non cristallines (axe de rotation d’ordre 5, par exemple)

On peut remarquer que les matériaux modulés, et composites présentent des caractéristique trés proches.
En fait, il n’est pas clairement établi si ces matériaux sont réellement différents ou non, d’un point de vue
cristallographique. Les quasi-cristaux ont des propriétés trés particuliéres, notamment en ce qui concerne
leurs propriétés thermodynamiques, et constituent presque un domaine de la physique & part entiére.

Les composés modulés ont été les premiers de ces matériaux & étre observés. Ils ont été découverts
en 1929 par Dehlinger [196]. Les matériaux composites et les quasi-cristaux ont été découverts beaucoup
plus tard, respectivement en 1981 par E. Makovicky et collaborateurs [197], et en 1984 par D. Shechtman

135



CHAPITRE II. ETUDE DES COMPOSES SRy4_xCAxCU404;

b)
—— ™ z\
<& (&
K «
P (el e
Cak o6 k\\&
g § e
b
Cu @]
a
C

Fig. I1.28: a) structure du composé NaCuOs. L’atome de sodium, au centre, est dans un
environnement octaédrique, avec 6 ozygénes premiers voisins (la structure du composé est
monoclinique avec un angle B = 117.62° ). b) Structure du matériau composite Cao.g2CuQO2,
vue en perspective selon l'aze @ des chaines. b) structure du composé Sro.73CuQO2 (trés si-
milaire & celle du composé Cao.s2CuO2), en projection sur le plan (d, (_;) Cette figure fait
apparaitre clairement la différence entre le paramétre de maille moyen des chaines, selon @,
et la distance moyenne, selon @, entre atomes de Sr (sphéres grises). (Ces trois figures sont
extraites respectivement des références [134], [195] et [121]
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et collaborateurs [198]. La découverte des quasi-cristaux est celle qui a eu le plus grand impact, étant
donné qu’elle correspond & la découverte de clichés de diffraction qui semblaient impossibles auparavant.

Il existe de nombreux matériaux qui présentent des structures quasi-périodiques. Il n’est pas question
ici d’essayer de les répertorier. On pourra trouver de nombreux exemples de ces composés dans 'article
rédigé par A. Yamamoto, sur la cristallographie des cristaux quasi-périodique [196], ou dans la base de
données établie par R. Caracas [199]. On peut néanmoins citer, & titre d’exemple, quelques matériaux
proches des composés Sr14,Ca,CuagOy1, c’est-a-dire des matériaux composites d’oxyde de cuivre :

— les composés Cag.g2CuQOs [122] et Srg73CuO5 [121], que nous venons de présenter.

— le composé Buay 32(Pt, Cu)O3 [200], ou le premier sous-systéme est formé de chaines d’atomes de

cuivre (ou de platine) pontés par trois oxygénes, et ou le second correspond aux atomes de baryum.

— le composé BisSraCaCusOg [201], ot le premier sous-systéme SraCaCu20g a une structure de type

perovskite, et ou le second est formé de plans Bi2Os. On peut noter que ce dernier composé, aussi
nommé Bi — 2212, fait partie de la famille des cuprates supraconducteurs & haute 7.

2.2 Description cristallographique

Si les premiers composés quasi-périodiques ont été observés dés la fin des années 30, la description
cristallographique de ces composés est, elle, beaucoup plus récente. Les premiéres caractérisations des
structures des composés incommensurables, étaient effectuées en utilisant une approximation périodique.
La maille obtenue comportait plusieurs fois la maille élémentaire dans la direction incommensurable.

P. M. de Wolff a montré en 1974, que la structure de certains composés modulés pouvait étre décrite
comme l’intersection d’une structure périodique & 4 dimensions par un espace a 3 dimensions [202]. D’un
point de vue cristallographique, les clichés de diffraction sont eux méme décrits comme l'intersection d’un
réseau réciproque a 4D par un espace & 3 dimensions. H. Brown et collaborateurs ont calculé ’ensemble
des groupes de symétrie dans ’espace & 4D. Cependant, tous ces groupes d’espace ne sont pas utiles pour
décrire les matériaux modulés. Sur les clichés de diffraction, il apparait en effet une structure principale
plus intense qui correspond & une structure périodique tridimensionnelle. En d’autres termes, ces composés
présentent une structure moyenne périodique, et de faibles perturbations par rapport a cette structure.
A. Janner et T. Janssen ont introduit la notion de groupe de super-espace pour décrire les composés
modulés [204]. Les matériaux composites sont décrits par les mémes groupes d’espace, que les composés
modulés. La structure de ces composés est, en effet, composée de deux sous-structures correspondant &
des structures modulées. Nous ne parlerons pas ici de la description cristallographique des quasi-cristaux
(pour plus de détails, voir ’article de A. Yamamoto [196] dont s’inspire trés largement cette section).

Les espaces de dimension 4 ne permettent de décrire que les composés modulés ou composites, incom-
mensurables dans une seule dimension. Les composés incommensurables, dans deux ou trois directions
de D’espace réel, peuvent étre décrits par une structure périodique dans un espace de dimension 5 ou 6.

Afin d’introduire de maniére simple, la description des composés modulés (ou composites) par une
structure périodique de dimension supérieure, nous traiterons dans un premier temps, le cas d’un com-
posé unidimensionnel, décrit par une structure périodique de dimension 2. La figure I1.29a représente
une structure & deux dimensions, constituée de traits verticaux et horizontaux formant une grille. Une
structure périodique de dimension 1 peut étre obtenue, par exemple, si ’on considére l'intersection de
cette grille par une droite horizontale (axe Z). Les positions des noeuds de ce réseau sont données par
Pintersection des traits verticaux de la grille avec ’axe 2, et sont espacées périodiquement.

Si 'on considére l'intersection de cette grille avec une droite oblique, on obtient une structure uni-
dimensionnelle formée de deux sous-structures. La premiére est constituée des noeuds obtenus par l'in-
tersection de ’axe 2" avec les lignes verticales de la grille, et la seconde de l'intersection avec les lignes
horizontales. Ces deux sous-structures n’ont, a priori, pas la méme périodicité (voir figure I1.29b). On
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FiGc. I1.29: Intersection de différentes structures périodiques & deux dimensions, avec un
espace a une dimension (aze Z). Les structures unidimensionnelles obtenues correspondent
G : a) une structure périodique, b) deuz sous-structures périodiques, qui, dans le cas ou
ci/ca est irrationnel, conduisent & une structure globale incommensurable, correspondant 6 la
structure moyenne d’un matériau composite, ¢) une structure composite, et d) une structure
de quasi-cristal.
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note c; et ¢y leurs parameétres de maille respectifs. Dans le cas ou la pente de 1’axe vecz (c1/cz) est irra-
tionnelle, la structure obtenue est incommensurable. Cette structure correspond & la structure moyenne
des matériaux composites, c’est-a-dire lorsque 'on ne tient pas compte des modulations incommensu-
rables de chacune des deux sous-structures. Comme nous considérons ici un espace & une dimension, les
deux sous-structures sont nécessairement sur le méme axe. Dans ’espace réel, ces deux sous-structures
peuvent étre espacées spatialement dans les directions & et/ou .

La structure des composés modulés ou composites est obtenue lorsque ’on rajoute des modulations
aux axes de la grille (notés 71 et 73). Ces modulations sont choisies de maniére & respecter le caractére
périodique de la grille dans ’espace & deux dimensions (voir figure I1.29c). Dans ce cas, 'intersection de
I’axe 2" avec la grille conduit toujours & 'obtention de deux sous-structures. Cependant, méme considérées
séparément, ces deux sous-structures ne sont plus périodiques. Considérons, par exemple, la sous-structure
correspondant aux intersections avec les axes verticaux de la grille (points blancs sur les figures I11.29b
et I1.29¢). Cette sous-structure a une périodicité moyenne égale & ¢;. Le déplacement d’un noeud par
rapport & sa position moyenne, est due aux modulations des axes verticaux de la grille. Il dépend donc
de la position verticale du noeud (position par rapport 'axe 77). On peut donc exprimer le déplacement

—

d’un noeud k, en fonction de sa position moyenne le long de I’axe 71 (k) et d’une fonction périodique f, :

21k = Z?,k + f. (Tl (k))

ol z1, est la position du noeud, et 2y, sa position moyenne (selon I’axe 7). On peut voir, sur la fi-
bl

gure I1.29b, que les noeuds sont espacés en moyenne, selon la direction 77, d’une distance égale & ¢; /cs.

Ainsi, la position du £™¢ noeud est donnée par :

21k = ke + fo (i (k) avec m(k)=k Z—l
2

Cette sous-structure correspond & la structure d’un matériau modulé & 1 dimension. Dans le cas d’un
matériau modulé & 3 dimensions, incommensurable uniquement dans la direction Z, les positions des
atomes dans les deux autres directions sont, elles aussi, modulées. Ces modulations peuvent s’exprimer
en fonction de deux fonctions périodiques f; et f, :

T14jk =10+ [z (Tl(k))

Ytk = Jb+ fy (Tl(k))

oll a et b sont les paramétres de maille du composé dans les directions Z et ¥/, et (4,7, k), les indices du
noeud considéré. Les modulations dépendent toujours de la position moyenne du noeud dans la direction
Z, tous les noeuds situés dans un plan correspondant & 4 constant, auront donc les mémes modulations.
Le composé est donc bien périodique dans ces directions.

On obtient finalement, une description de ces composés au moyen de 4 dimensions, la quatriéme
correspondant & I’axe 71. En cristallographie, la quatriéme coordonnée est notée ¢, nous ’avons appelée
7 dans cette ouvrage afin de ne pas la confondre avec la notation de l'intégrale de saut, désignée elle
aussi par la lettre ¢. Dans le cas des cristaux composites ou modulés, on parle généralement de cristaux
a (3 4+ 1)D, pour spécifier que les trois premiéres dimensions sont des dimensions réelles, et que l'on
a affaire & un groupe de super-espace. Les fonctions de modulation f,, fy et f. pour chaque atome
peuvent étre déterminées expérimentalement & partir des clichés de diffraction du cristal. Ces fonctions
étant périodiques, elles sont ajustées au moyen d’une série de Fourier, qui comprend généralement deux
harmoniques.

Un matériau composite contient les deux sous-structures modulées. Pour la seconde sous-structure, la
dimension supplémentaire est celle relative a I’axe 75. Les axes 71, 73 et les paramétres c¢; et ¢o jouant des
roles symétriques pour les deux sous-structures, la quatriéme coordonnée du ki™¢ atome de la seconde
sous-structure sera donnée par :

C2
ok =k —
C1
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La figure I1.29d représente la structure périodique bi-dimensionnelle correspondant au quasi-cristal
de dimension 1. Le réseau est pavé par des segments perpendiculaires & ’axe Z. Les positions des atomes
sont données par 'intersection de ces segments avec ’axe en question. On peut noter que cela revient &
projeter perpendiculairement sur ’axe 7, les noeuds du réseau bi-dimensionnel contenus dans une bande
(délimitée par les traits fins sur la figure 11.29d). Contrairement aux cristaux modulés, les quasi-cristaux
ne présentent pas de périodicité moyenne. On peut voir, sur la figure 11.29d, qu’il n’existe qu’un nombre
fini de distances inter-atomiques (il n’en n’existe que trois différentes dans I’exemple proposé) qui se
succédent de maniére apériodique.

2.3 Structure incommensurables des composés Sri4_;CayOussOyy

Nous avons déja eu l’occasion, dans cet ouvrage, de présenter la structure globale des composés
Sr14— 5 Ca;Cugs Oy . Dans cette section, nous détaillons plus précisément les modulations incommensu-
rables, & partir de la description & (3 +1)D.

Les premiéres structures effectuées en 1988, par M. McCarron et collaborateurs pour le composé
pur [123], et par K. Kato et collaborateurs pour un composé dopé en bismuth et en calcium [206],
ont été réalisées dans 'approximation périodique. Pour le composé pur, cela revient & considérer une
grande maille, égale, dans la direction incommensurable, & 10 fois la maille des chaines et 7 fois la maille
des échelles. Nous présentons ici, des structures obtenues plus récemment, qui utilisent la description &
(3 + 1)D. Nous présentons, plus particuliérement les deux composés qui seront étudiés dans les sections
suivantes, & savoir le composé pur et un composé fortement dopé en calcium (z = 13.6), pour lequel une
phase supraconductrice & été observée sous pression. Les structures, que nous présentons ici, correspondent
a celles obtenues a basse température (respectivement & 7 et 5 K), par J. Etrillard et collaborateurs pour
le composé pur [207], et par M. Isobe et collaborateurs pour le composé fortement dopé en calcium [208].

Le tableau II.3, reporte les paramétres de maille des deux composés. Les paramétres ¢; et ¢y sont
respectivement les parameétres des échelles et des chaines dans la direction incommensurable. On peut voir
que les paramétres de maille sont plus petits en moyenne, pour le composé fortement dopé en calcium.
Les ions calcium ont en effet un rayon ionique plus faible (~ 1.12 A) que le strontium (~ 1.26 A). La
substitution du strontium par le calcium peut donc étre considérée comme une pression chimique. Le
paramétre qui est le plus sensible & cette pression chimique, est le paramétre b perpendiculaire aux plans
des échelles et des chaines. Les deux types de plans sont donc plus proches dans le composé fortement
dopé en calcium, et, comme nous le verrons, cela accroit les distorsions des deux sous-systémes. On peut
noter que ce paramétre est aussi le plus sensible & I’application d’une pression physique.

a b c1 C2
z=0 (7T K) 11.4698 13.3527 3.9235 2.7268
r=13.6 (5 K) 11.2565 12.3820 3.90136 2.73607

TAB. I1.3: Paramétres de maille des composés x =0 [207], et x = 13.6 [208]. Les composés
sont incommensurables dans la direction ¢. Le paramétre c1 est le paramétre de maille des
échelles dans cette direction, et co celui des chaines.

On peut remarquer que les paramétres de maille dans les directions a et b sont trés grands. Dans la
direction @, les échelles juxtaposées sont décalées de 1/2 fois le paramétre de maille des échelles dans la
direction paralléle aux montants. La maille élémentaire comprend donc deux échelles dans la direction
a. La maille comprend aussi, dans cette direction, deux chaines voisines. Ces deux chaines sont décalées
dans la direction & mais ce décalage est différent pour le composé pur et pour le composé fortement dopé.
Pour le composé fortement dopé, ce décalage est égal a 0.5 fois le paramétre co des chaines, alors que
pour le composé pur ,il vaut 0.244 fois le paramétre co. Pour le composé pur, la valeur de ce décalage
varie en fonction de la température [207]. On peut noter que cette différence de décalage entre les chaines,
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constitue la principale différence entre les structures des composés Sri4Cus4041 et Sro.4Ca13.6C0u24041 .
Hormis cela, les deux structures sont vraiment trés similaires. Dans la direction b, la maille élémentaire
correspond & deux plans de chaines et deux plans d’échelles. Pour les deux composés, les plans successifs
d’échelles sont décalés de 1/2 x ¢; dans la direction € et les plans successifs de chaines, de 1/2 x ¢s.

Les deux sous-systémes présentent des modulations incommensurables. Nous ne reportons pas, ici les
modulations de la position de chaque atome (qui sont disponibles dans les articles de référence), nous
décrivons la modulation des différents paramétres géométriques susceptibles d’avoir une influence sur la
structure électronique de ces composés.

a) b)
échelles (x=0) échelles (x=13.6)
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F1a. I1.80: Modulations des distances Cu—Cu et Cu—O en fonction de la quatriéme coordonnée
de l’atome de cuivre. a) et b) modulations de ces distances le long des échelles (la quatriéme
coordonnée des atomes de cuivre des échelles est notée 11). c) et d) modulations de ces
distances le long des chaines (la quatriéme coordonnée des atomes de cuivre des chaines est
notée 72 ).

La figure I1.30 reporte les variations des distances Cu—Cu et Cu—0 pour les sous-systémes des chaines
et des échelles. On peut voir que, d’'une maniére générale, les échelles sont moins distordues que les
chaines. Ceci peut s’expliquer par le fait que les contre-ions sont solidaires du sous-systéme des échelles.
Par ailleurs, les chaines sont, en quelque sorte, plus souples, notamment, parce que contrairement aux
échelles, elles ne sont pas connectées dans la direction 4.

On peut voir sur ces figures que les deux sous-systémes sont effectivement plus distordus pour le
composé fortement dopé en calcium que pour le composé pur. Dans le cas du composé fortement dopé, la
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modulation de la distance Cu—Clu le long des chaines, a une amplitude de 0.50 A, ce qui représente 18 %
de la valeur moyenne de cette distance. La modulation des distances Cu—0 le long des chaines atteint,
0.36 A, ce qui représente une variation de 19 %.

En ce qui concerne les chaines, ces modulations se traduisent par une forte variation des angles formés
par les différents atomes. La figure I1.31 reporte la variation des angles Cu—O-Cu le long des chaines, et
de ’angle de rotation des axes O-O autour de 'axe & Les angles Cu—O—-Cu varient entre 90° et 96° pour
le composé pur, et entre 89° et 98° pour le composé dopé. De telles variations des angles sont susceptibles
d’influencer fortement les interactions effectives entre sites seconds voisins. Les angles de rotation des
axes O—O varient considérablement. Les chaines n’étant plus parfaitement planes, ces angles traduisent
la torsion des chaines (voir figure I1.31). Pour le composé pur, I’angle entre deux couples O—O successifs
peut atteindre 19°, et pour le composé fortement dopé en calcium, cet angle peut atteindre 30°.

chaines (x=0) chaines (x=13.6)
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Fig. I11.81: a) et b) variations de l’angle Cu—-O—-Cu le long des chaines, respectivement pour
les composés x = 0 et © = 13.6. ¢) et d) angle de rotation de l’aze O-O autour de l’aze C
(I’angle nul correspond & l’aze @, c’est-a-dire au cas ot les ozygénes sont dans le plan moyen
des chatnes, voir figure I1.32). Les deux courbes correspondent & cet angle pour deux couples
0-0 successifs. La différence entre ces courbes correspond & l’angle de torsion de la chaine.

b

Fia. I1.82: Représentation, en projection swivant ’aze &, de ’angle de rotation des couples
d’ozygéne O-O autour de l’aze C.

Les modulations géométriques des deux sous-systémes, et en particulier des chaines, sont donc impor-
tantes. Certains auteurs ont, par ailleurs, fait remarquer que les oxygénes des chaines arrivaient parfois
en position apicale des cuivres des échelles. Les modulations des chaines ont, de plus, pour effet de rap-
procher ces deux atomes. La figure I1.33 représente la distance Cu(e)-O(c), entre un cuivre des échelles
et l'oxygéne des chaines le plus proche, en fonction de la différence entre les coordonnées de ces deux
atomes suivant ’axe ¢. On peut effectivement voir que pour le composé x — 13.6, 'oxygéne se rapproche
plus du cuivre des échelles. La distance minimale (2.73 A) reste cependant trés supérieure & la distance
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Cu~O le long des chaines (1.9 A). Tl est possible néanmoins que la variation de la distance Ou(e)-O(c) ait
une influence sur le couplage entre les deux sous-systémes.
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FiG. I1.33: Distance entre un atome de cuivre des échelles et ’atome d’ozxygéne des chaines
le plus proche, en fonction de cette méme distance projetée sur laze Z. a) pour le composé
z =0, b) pour le composé x = 13.6.

2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, les différents types de composés quasi-périodiques ainsi que leur
description cristallographique, qui est basée sur ’utilisation d’une structure périodique dans un espace de
dimension supérieure. La structure des matériaux composites Sr14_Ca;Ouz4041, peut étre décrite dans
un espace & (3 + 1)D. L’utilisation d’une 4™ coordonnée permet de décrire les distorsions structurales

de chacun des deux sous-systémes.

Dans le cas de matériaux composites, l'incommensurabilité intervient & deux niveaux. Tout d’abord, le
systéme dans sa structure moyenne est incommensurable, ceci est di & 'incompatibilité des paramétres
de maille des deux sous-systémes. De plus, chacun des deux sous-systémes présente des modulations
incommensurables. Du point de vue de la structure électronique, ces deux points sont susceptibles de
modifier le caractére homogéne généralement attribué & chacun des deux sous-systémes. En particulier,
on s’attend & ce que les interactions premiers voisins le long des chaines soient sensibles aux fortes

distorsions des angles Cu—O—Clu.
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3 Etude de la structure électronique des chaines

3.1 Importance des modulations structurales

Dans cette section, nous montrons l’influence des modulations géométriques incommensurables, sur les

propriétés physiques de basse énergie des chaines.

Le texte qui suit a été publié dans la revue “Physical Review Letters”, volume 92, page 236402, le 11 juin
2004. 11 est aussi disponible sur support électronique [209], sous la référence arXiv :Cond-Mat/0312369.

Titre original :
“Influence of the incommensurability in Sri4_,Ca,Cuz4041 family compounds”

Alain Gellé !, Marie-Bernadette Lepetit !

! Laboratoire de Physique Quantique, IRSAMC / UMR 5626, Université Paul Sabatier, 118 route de Narbonne,
F-31062 Toulouse Cedex 4, France

Abstract : The present paper studies the influence of the structural modulation on the low energy
physics of the Sria—,Ca,Cu24041 oxides, using ab-initio determination of the on-site and nearest
neighbor effective parameters. The structural modulations appears to be the key degree of freedom,
responsible for the low energy properties, such as the electron localization, the formation of dimers
in the x = 0 compound or the anti-ferromagnetic order in the z = 13.6 compound.

The family of SF14_$CG$CUQ4041 transition
metal oxides has attracted a lot of attention in the
last decade. Indeed, the superconducting state ob-
served in the x > 11.5 compounds under high pres-
sure [7,171], is supposed to be the realization of the
remarkable theoretical prediction of superconduc-
tivity in two-legs doped spin ladders [4—6]. More-
over, this family of compounds exhibits a large di-
versity in electric and/or magnetic properties when
chemical — isovalent substitution of Sr by Ca —
and physical pressure are applied. For instance, un-
der applied pressure, the compounds change from
semi-conductor to conductor and finally to super-
conductor.

This family of compounds possesses a com-
plex layered structure of two alternating subsys-
tems [123]. The layers of the first subsystem are
composed of weakly-coupled CuOs, spin-1/2 chains
along the ¢ direction. The spins, supported by 3d
orbitals of the Cu?* ions, are coupled via two 90°
Cu—O—Clu bonds. The layers of the second subsys-

tem are composed of weakly-coupled, two-leg spin-
1/2 ladders also along the c direction. The spins
are strongly antiferromagnetically coupled on both
legs and rungs, due to the 180° Cu—O-Cu bonds.
The cell parameters of the two subsystems, in the
direction of both chains and ladders, are incommen-
surate. The compounds have a pseudo-periodicity
of 10 chain units for 7 ladder units.

Electro-neutrality analysis shows that these sys-
tems are intrinsically doped with six holes by for-
mula unit (f.u.). Similar to high-T, superconduc-
tors, the holes are expected to be mainly supported
by the oxygen 2p orbitals and to form Zhang-Rice
singlets [8] with the associated-copper hole. NEX-
AFS experiments [178] have later supported this as-
sumption. A calculation of the Madelung poten-
tial [173] on the concerned oxygen sites suggests
that for the undoped compound, Sr14Cuz4041, the
chains exhibit a larger electro-negativity than the
ladders, resulting in a localization of all the holes
on the former. Different experiments [175,178], how-
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ever suggest that about one hole per f.u. is located
on the ladders. Under Ca substitution, the same ex-
periments, as well as Cu NMR [177], show a trans-
fer of part of the holes to the ladders. However the
precise number of transferred holes is still under de-
bate. X-ray data [178] suggest a small hole transfer
to the ladders (1.1 for x = 12), while optical con-
ductivity [175] and %3Cu NMR studies [177] show a
larger hole transfer, of respectively 2.8 (z = 11) and
3.5 (z = 11.5).

Let us first focus on the undoped system,
Sr14Cu24041.  This is a semiconductor with a
0.18 eV gap. The spin ladders have a singlet ground
state with a spin gap of about 35 — 47 meV [177,
185, 186].  Surprisingly the spin chains also ex-
hibit a singlet ground state with a spin gap of
11 — 12 meV [170,182, 183,185, 188]. Since homo-
geneous spin chains are known to be gap-less in the
spin channel, the existence of a gap witnesses their
strongly inhomogeneous character. In fact, the elec-
tronic structure of the Sr14Cus4041 chains is usually
understood as formed by weakly interacting dim-
mers [170,172,187,210]. It is now well established
that these dimers are formed by second-neighbor
spins separated by a Zhang-Rice singlet (ZRS), and
order [183,184,188-190] according to a pseudo peri-
odicity of 5 sites (one dimer followed by two ZRS).

When Sr is substituted by Ca the system be-
comes more metallic. The doped compound with
2 = 10 shows a gap of only 0.023eV [170]. This in-
creased conductivity, as a function of the Ca doping,
is usually understood as a consequence of the hole
transfer from the chains to the ladders, in which
the conduction is supposed to occur. However, a
possible enhancement of the holes mobility within
the chains is also evoked [178,184]. Neutron scatter-
ing experiments [190] showed that the dimerization
becomes unstable with Ca substitution and disap-
pears for x > 8, although the magnetic interactions
within and between the dimers remain unchanged.
In parallel, both ESR [184] and thermal expansion
data [182] witness a progressive disappearance of
the charge order with increasing doping. Finally,
at large doping (z > 11) and very low tempera-
tures (< 2.5K) an anti-ferromagnetic phase is ob-
served [184,191].

An important aspect of these compounds, which
is most of the time neglected, is the modulation of
the two subsystems. Indeed, the mutual influence of
the two subsystems results in a modulation of each
of them with the periodicity of the other. These
distortions are particularly large on the chains. In-

deed, in the highly doped systems, the Cu—O-Cu
angle varies between 89° and 99°, while the Cu-O
distance varies with an amplitude of 19%. The mag-
netic interactions being very sensitive to both bond
angles and distances between the magnetic sites and
the bridging ligands, one can expect that the mod-
ulations will be of importance for the low energy
physics of the compounds. In the ladder subsystem,
the structural distortions are of weaker amplitude
since the alkaline-earth counter-ions are attached to
it. In addition, the Cu—O—Cu angle varies around
6 = 180° and therefore super-exchange mechanism
(that scales as cos*f ~ 1 — 26?) should be domi-
nant. Thus, while the effect of the structural mod-
ulations on the ladders may be of importance, it can
be expected to be much weaker than on the chains
sub-system.

The aim of this paper is to study to which
extent the modulations influence the chains elec-
tronic structure. For this purpose, we performed
ab-initio calculations so that to accurately evalu-
ate the influence of the modulations on the mag-
netic orbital energies (OE) and nearest neighbors
(NN) interactions. We choose for these calculations
the Sr14Qu24041 and Srg.4Cay3.6Cu24041 com-
pounds in their low temperature phase [207].

As the interactions between magnetic sites are
essentially local, they can be accurately determined
using an embedded fragment ab-initio spectroscopy
method [15]. The fragment includes the magnetic
centers, the bridging oxygens mediating the interac-
tions, and their first coordination shell. Short-range
crystal effects are thus treated explicitly while the
long-range crystal effects, such as the Madelung po-
tential, are treated within an appropriate bath. The
calculations have been performed using the DDCI
method [211], a selected multi-reference single
and double configuration interaction that properly
treats (i) the strongly correlated character of the
system, (ii) the mediation of the interaction via the
bridging ligands and (iii) the screening effects on
these processes [212,213]. The reference space has
been chosen to be composed by the copper magnetic
orbitals. The basis sets are of valence 3¢ [214] qual-
ity for Cu and 2{+p for O. This method has proved
to be very accurate in the determination of the
the local effective interactions as well as local elec-
tronic structures. One can cite, for instance, the re-
markable results obtained on the effective exchange
and hopping determination in high-7,. parent com-
pounds [24], copper chains [35] and ladder [36] sys-
tems, where the computed values are within exper-
imental accuracy, as well as on the charge ordering
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in the sodium vanadate low temperature phase [26].

Singlet-triplet excitation energies on embedded
Cu20¢ fragments will thus yield the effective ex-
change integrals, while the first doublet-doublet
excitation energies and associated wave functions
yield both magnetic (hole) OE and hopping effec-
tive integrals. In order to study the influence of the
incommensurability on these parameters, we per-
formed calculations on 11 fragments associated to
successive cells of the chain sub-system.
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Figure I11.84: Energy of the hole orbital as a function
of its position along the chain. a) for x = 0, b) for
z = 13.6.

Let us first look at the hole OE (fig. I1.34). One
sees immediately that their modulations are very
large. Indeed, in the non-doped system, the OE
vary within a range of 1.2 eV'. In the Ca doped sys-
tem, the variation is even much larger and spans a
2.2 eV range. Let us notice, that in both systems,
the OE variation is larger than the hopping and ex-
change energy scales (respectively of 150 meV and
20 meV, see below). Thus, this is the OE that will
dominate the low energy physics through the lo-
calization of the magnetic electrons (holes) on the
low (high) energy sites. One should notice that the
variations of the OE are due to the crystal distor-
tions. Indeed, when using the average crystal struc-
ture — where the subsystems distortions have been
omitted — the OE exhibit only very small varia-
tions [215] (< 30 meV for the undoped compound).

Before studying the electrons (holes) localiza-
tion along the chain, let us take a look at the varia-
tions of the NN hopping and exchange interactions.

The effective exchange integrals, obtained for
the 11 fragments, are reported in fig. 11.35. As
expected the NN effective exchange for the z = 0
compound is ferromagnetic and exhibits small mod-
ulations around an average value of 21.3 meV, the
standard deviation being 2.5 meV. On the con-
trary, the x = 13.6 compound does not follow the
expectations. Indeed, the effective exchange varies
greatly, going from ferromagnetic values (20 meV’)
up to anti-ferromagnetic interactions as large as
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Figure 11.85: Exchange J and hopping t integrals as a
function of the position of the fragment along the chain.
a) J forx=0,b)J forx =136, c)t forz =0, d) ¢
for x = 13.6.

—10 meV. These anti-ferromagnetic interactions
are observed either for large Cu-O-Ou angles (~
98°) or for large angles between the two magnetic
orbitals (> 10°) associated with short Cu—Cu dis-
tances. In both cases, these strong distortions allow
super-exchange mechanism to take place.

The effective hopping integrals between NN cop-
per atoms are expected to be quite small, since
the nearly 90° Cu—O—Cu angles forbid the through-
bridge contribution via the oxygen orbitals. How-
ever, this is not what is observed in our calculations
(see fig. 11.35) since the hopping integrals present
very large modulations and can reach values as large
as 208 meV for x = 0 and 266 meV for z = 13.6.
These amplitudes are as large as 1/3 of the hop-
ping observed in systems with 180° Cu—O—Cu an-
gles, such as high-T, superconductors [24] or CuO3
corner-sharing chains [35].

0 02040608 10 02040608 1
T T

Figure I1.86: Orbital-energy differences as a function of
the fourth coordinate T, a) for x = 0, b) for x = 13.6.
Solid line represent the fit.

At this point it is clear that, the systems modu-
lations, and the variations of these modulations ac-
cording to the Ca doping, are crucial for the low en-
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Figure I1.37: Localization of the magnetic electrons along the chain, as a function of the number n of holes
transfered to the ladders. a) forx =0, b) for x = 13.6. The number of sites considered in both cases corresponds to
a better approzimation of the compounds unit cells than the 10/7 ratio, that is ccp [cia = 3.9235/2.7268 ~ 100/69.5
for x =0, and ccn/cia = 3.90136/2.73607 ~ 77/54 for x = 13.6. Dots stand for ZR singlets, and the ellipsoids
delimit spin clusters, which are magnetically very stable (with at most one second neighbor frustrated interaction,).

ergy properties of this family of iso-electronic com-
pounds. We will now study whether they can ex-
plain the existence of the dimerization that is ob-
served in the weakly doped compounds but not in
the highly doped ones. For this purpose we need
to extrapolate the values of the OE over the whole
chain. It is usual to do so using a Bond Valence
Sum (BVS) analysis, that analyzes the distances
between the metal atom and its first coordination
shell. However, for the Srg.4Ca13.6Cu24041 Sys-
tem, the BVS analysis yields quite different results
from the OE. A further analysis discloses that, in
these systems, the Madelung potential on the mag-
netic centers, and thus the OE, is sensitive to the
atomic displacements not only of the first coordi-
nation shell, but up to the 8" shell of neighbors.
This is for this reason that the BVS analysis fails
to correctly reproduce the copper valence for this
type of compounds.

In order to extrapolate the OE over the whole
chain, we used the crystallographic description of
the incommensurate structure in a four dimen-
sional space. Each subsystem is thus described
by the three a, b and ¢ usual spatial dimensions
and a fourth coordinate 7 that has the periodicity
of the other subsystem and describes the modula-
tions [202]. We fitted the computed values using a
Fourier analysis as a function of 7 (see fig. I11.36).
One can note that the doped and undoped com-
pounds present very different OE curves as a func-
tion of 7. Let us notice on fig. I1.36a the half pe-
riodicity of the magnetic cell for the Sri4Cu24041
compound, observed in neutrons scattering experi-
ments [188-190].

Figure I1.37 reports the electrons (holes) local-
ization along the chain as derived from the extrap-

olated on-site orbital energies. In the x = 13.6 case,
a Fourier analysis has also been done on the effec-
tive NN exchange in order to predict the sign of the
NN interactions for the different positions along the
chain. The second neighbor exchange has been con-
sidered to be anti-ferromagnetic in agreement with
experimental results.

For the undoped Sr14Cu24041 system we studied
the two types of filling considered in the literature,
namely with all the holes on the chains (fig. I1.37al)
and with one hole transfer per fu. (fig. I1.37a2).
When all the holes are on the chains, we retrieve
a spin arrangement consistent with the experimen-
tal observations [177,188,189], that is dimeric units
formed of two second neighbors spins, separated by
two ZR singlets. These dimers are clustered by
three or four units separated by a free spin, that is
a spin with neither first nor second neighbor spin.
We found 5 free spins for 100 sites (0.5 per f.u.) to
be compared with the magnetic susceptibility mea-
surements of 0.55 free spins per f.u. [170]. The num-
ber of dimers is 17 (1.7 per f.u.) to be compared
with the magnetic susceptibility finding of 1.47 per
f.u.. When one hole per f.u. is transfered to the
ladders, the picture is totally modified. Indeed, the
free spins totally vanish and first neighbor ferro-
magnetically coupled spins appear. At the same
time the number of (isolated) dimers is strongly re-
duced, with only 5 for 100 sites, that is 0.5 per
f.u. From this analysis it is clear that if there are
holes transferred to the ladders (at low tempera-
ture) in the undoped compound, this number is
much smaller than 1 per f.u..

For the x = 13.6 doped system we studied three
types of filling where n = 1,2, or 3 holes have been
transferred to the ladders. For all fillings, we re-
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trieve arrangements with nearest neighbors spins
and no second neighbors dimeric units. The chains
are essentially composed of low-spin clusters (ei-
ther in a singlet or doublet state), with spin ar-
rangements that present weak exchange frustration.
Such fillings are thus expected to be specially sta-
ble, and should be put into perspective with the
anti-ferromagnetic ordering seen in magnetic sus-
ceptibility and ESR measurements. For n = 1,2
one still observes a large number of free spins,
while for n = 3 they have essentially disappeared,
in agreement with magnetic susceptibility experi-
ments [191].

In summary, we have studied the importance
of the structural modulations on the low energy
physics of the Sri4_,Ca,Cug40y; family. Surpris-
ingly these distortions are not simply responsible for
parameters modulations around their average value
(except for the NN effective exchange on the un-
doped compound), but induce very large variations
of the orbital energies, NN effective hopping and
exchange. This is the variation of the OE (which
spans a range of 1.2 eV for z = 0 and 2.2 eV for
z = 13.6) that is responsible for the low energy
properties of the compounds, through the localiza-
tion of the magnetic electrons. It is in particular
responsible of the formation of dimers in the un-
doped compound. In view of these results one can
also suppose that the stabilization of part of the
chains sites by larger structural modulations, is re-
sponsible for the hole transfer toward the ladders
in the doped compounds. In the z = 13.6 com-
pound, the structural modulation is so large that it
even reverse the sign of the NN effective exchange
on part of bonds, lifting the exchange frustration
that would arise for the large chain filling. In con-
clusion, one can say that the structural modulation
is the key parameter, responsible for the large vari-
ation of the low energy properties in this family of
compounds.
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3.2 Etude du modéle pour le composé pur (z = 0)

Dans cette section, nous présentons un modéle complet pour les chaines de spins dans le composé pur.
Ce modéle comprend les interactions magnétiques premiers et seconds voisins. Malgré le caractére non-
périodique de ce composé, nous montrons qu’il est possible de décrire I’intégralité de la structure électro-

niques des chaines (4 T = 0K).

Le texte qui suit a été soumis a la revue “Physical Review B”. Il est disponible sur support électronique [209]

sous la référence arXiv :Cond-Mat/0410203.
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Abstract : A second neighbor ¢ — J + V model for the chain subsystem of the Sr14Cu24041 has
been extracted from ab-initio calculations. This model does not use periodic approximation but
describes the entire chain through the use of the four-dimensional crystallographic description. The
link between the parameters variations and the structural distortions have been discussed. This
model allowed us to understand the origin of the chain dimerization and predicts correctly the
relative occurrence of dimers and free spins. The orbitals respectively supporting the magnetic
electrons and the holes have been found to be essentially supported by the copper 3d orbitals
(spins) and the surrounding oxygen 2p orbitals (holes), thus giving a strong footing to the existence

of Zhang-Rice singlets.

3.2-a Introduction

One-dimensional quantum systems have at-
tracted a lot of attention in the past decade due
to the large diversity of their low energy physics.
In particular, spin-chains and spin-ladders systems
have been extensively studied. The characteristic
of the Sri4—;AzCu24041 (A = Ca, Ba,Y, Bi, etc.)
family of transition-metal oxides is that they are
composed of both spin-chains and spin-ladders sub-
systems. The compounds are formed of alternated
layers (in the (a,c) plane) of each of the two sub-
systems [123]. Both ladder and chains are in the ¢
direction. However their respective translation vec-
tors (c. and ¢;) are incommensurate. In the pure
compound, Sr14Cu24041, the layers are largely sep-
arated (~ 3.3 A) and considered as electronically
non interacting. Nevertheless, the low energy prop-
erties of Sr14Cu24041 agree neither with those of
spin-chains, nor with the properties of spin-ladders.

Sr14Cus4041 is a semiconductor with a 0.18 eV
gap [170] at T < T* = 250K. The spin ladders
have a singlet ground state with a spin gap of about
35 — 47meV [177,185,186]. Surprisingly the spin
chains also exhibit a singlet ground state with a spin
gap of 11 — 12 meV [170,182,183,185,188] while ho-
mogeneous spin chains are known to be gap-less in
the spin-channel. Susceptibility and ESR measure-
ment [170,172] suggested that the spin gap in the
chains is due to the formation of weakly interacting
spin dimers. Neutron scattering experiments [187]
have latter confirmed their existence.

The spins are supported in the chain subsystem
by the 3d,. orbitals of the Ou?* ions, and in the lad-
der subsystem by the 3d,>_.» orbitals of the Cu?*
ions. In the chain subsystem the magnetic orbitals
are coupled via two nearly 90° Cu—O-Cu bonds.
Let us note at this point that, in such geometries,
the super-exchange paths through the oxygen or-
bitals interact destructively and therefore nearest-
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neighbor (NN) exchange interactions are expected
to be small and ferromagnetic. In the ladder sub-
system, the picture of the NN interactions is very
different since there are mediated via nearly 180°
Cu—O—Cu angles. Such geometries are known to
produce strong super-exchange mechanism via the
bridging ligands and thus large anti-ferromagnetic
interactions.

Formal charge analysis shows that the
Sr14Cu24041 compound is intrinsically doped
with six holes by formula unit (f.u.). Similar to

high-T,. superconductors, the holes were expected
to be mainly supported by the oxygen 2p orbitals
and to form Zhang-Rice [8] singlets with the
associated-copper hole. NEXAFS (Near Edge Xray
Absorption Fine Structure) experiments [178] have
later supported this assumption.

It has been established, from neutron scat-
tering [187] and X ray spectroscopy [216] experi-
ments, that the chain dimeric units are formed by
next-nearest-neighbor (NNN) spins separated by a
Zhang-Rice singlet (ZRS). Cu NMR measurements
exhibited the presence of two kinds of ZRS on the
chains [177], namely with intra- and inter-dimer
localization. The relative occurrence of the two
types of ZRS (0.65 ~ 1/2) led the authors to pro-
pose a charge-order model with dimers separated by
two ZRS. This assumption has been confirmed by
neutron scattering experiments [188-190] that have
shown to be consistent with a five units periodicity.
Such a picture leads to a chain filling of 6 holes per
f.u., that is with all the holes located on the chains.
The question of the holes repartition between the
chain and ladder subsystems is however still under
debate. Indeed, NEXAFS experiments [178] evalu-
ated to 0.8 the number of holes on the ladders legs
oxygens. On the contrary, magnetic susceptibility
measurements [170] exhibit a filling of 3.5 spins per
f.u., that is 0.5 more holes than the maximum num-
ber given by the formal charge analysis.

The origin of the chain electronic dimerization
has only recently being elucidated. The hypothesis
of a spin-Peierls transition have been rapidly elimi-
nated since the expected signatures in the magnetic
susceptibility and specific heat were not found. It
thus has long been supposed that the dimerization
originated from the competition between first and
second-neighbor spin interactions as predicted by
Majumdar and Gosh [193] and Haldane [194]. Re-
cent ab initio calculations [217] have however shown
that the origin of the dimerized state is of structural
origin, even if not of spin-Peierls one. Indeed, this

is the structural incommensurate modulation of the
chain subsystem, with the periodicity of the ladder
one, that strongly modulates the spin/hole orbital
energy and localizes the spins in a dimer pattern.

These incommensurate structural modulations,
that are most of the time neglected, have thus
proved to be crucial for the low energy properties
of this system. Independently to the orbital energy
modulations, the structural distortions of the chain
subsystem can be expected to strongly influence
both effective exchange and hopping integrals. The
present work thus aims at giving a complete descrip-
tion of the chain subsystem within a second neigh-
bor ¢t — J + V model, taking explicitly into account
the structural incommensurate modulations. The
incommensurate character of the problem will be
treated within the four-dimensional representation
and we will describe the electronic structure with-
out the use of a periodic approximation. The next
section will describe the ab-initio methods used in
the present calculations. Section III will present ab-
initio evidence of the Zhang-Rice singlets. Section
IV will give the second neighbor ¢t — J + V model as
a function of the fourth crystallographic coordinate
7. Section V will detail the filling analysis resulting
from the proposed model. Finally section VI will
focus on the conclusion.

3.2-b The ab-initio method

It is well known that magnetic and transfer in-
teractions are essentially local in strongly correlated
systems and can thus be accurately evaluated using
embedded fragment ab-initio spectroscopy meth-
ods [15]. The long range electrostatic effects are
treated within a bath composed of total-ion pseudo-
potentials [32] and charges. The open-shell charac-
ter of the magnetic/hole orbitals, the strong elec-
tronic correlation as well as the screening effects
are efficiently treated using quantum-chemistry ab-
initio spectroscopy methods. The present calcu-
lations have been performed using the Difference-
Dedicated Configuration Interaction method [211]
that have proved to be very efficient on copper and
vanadium compounds such as high T, copper ox-
ides [24] or the famous &’ NaV2Os compound [26].

The quantum fragments are defined so that to
include (i) the magnetic centers, (ii) the bridg-
ing oxygens mediating the interactions, and (iii)
the first coordination shell of the preceding atoms
which is responsible for the essential part of the
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screening effects. First neighbor interactions are
thus determined using Cu2Og fragments (see fig-
ure I1.38a), while second-neighbor ones are com-
puted using CuzOg fragments (see figure I1.38b).
NN exchange, Jp, is directly given by the singlet-
triplet excitation energy when two magnetic elec-
trons are considered in the small fragment. NN
hopping, t1, and magnetic electron/hole orbital en-
ergy differences de are extracted from the first two
doublet states of the same fragment with one elec-
tron less. NNN exchange interactions Jo are ex-
tracted from the doublet-quartet excitations ener-
gies from the three-centers fragment with 3 mag-
netic electrons. NNN hopping and first neighbor
bi-electronic Coulomb repulsion are obtained from
the 3 singlets and 3 triplets of same fragment with
one magnetic electron less. Let us point out that
the 3 centers calculations also yield the NN interac-
tions. The comparison between the evaluations of
the first-neighbor integrals obtained from the 2 cen-
ters and 3 centers fragments allows us to verify the
relevance of the chosen model and the fragment size
dependence of our calculations. A least-square fit
method is used in order to extract the effective pa-
rameters from the ab-initio calculations. The condi-
tions imposed for this purpose are that the effective
model should reproduce

e the computed excitations energies,

e the projection of the computed wave-
functions within the configuration space gen-
erated by the magnetic orbitals.

Let us note that the norm of the later projection
gives us a measure of the model validity. Indeed, the
ab-initio wave-functions (which is expanded over
several millions of configurations) projects over the
model configuration space based only on the mag-
netic orbitals (typically of the order of 10 configu-
rations) with a norm as large as 0.8. One can thus
assume that this model space is appropriate to de-
scribe the low energy physics of the system.

Let us now address the embedding problem for
incommensurate systems. The usual embedding
technique consists of reproducing the Madelung po-
tential using a set of point charges, located at the
crystallographic positions over a box of at least
15 to 20 Aaround the fragment [207,208]. These
charges are adjusted on the bath borders according
to an Evjen procedure [31]. In the case of a periodic
ionic crystal this method insures the nullity of both
the system charge and dipole moment, both condi-
tions are necessary to insure a good representation

a) Cu:20¢
ti, Jl, A€

o

b) Cus0Os
ti, Jl, AS, A

o

w2 =

t2, Iz

Figure II1.88: a) Schematic representation of the com-
puted fragments. a) two centers b) three centers. The
gray circles represent oxygen atoms, while the black cir-
cles represent the copper atoms.

of the Madelung potential. In the present incom-
mensurate case, however, the Evjen procedure fails
to suppress the dipole moment. This is due to the
fact that the chain and ladder subsystems are not
electrostatically neutral. The relative displacement
of one compared to the other thus induces a dipole
moment in the chain/ladder direction. In order to
solve this problem, and to cancel out the dipole mo-
ment contribution, we adjusted the charges of the
outermost unit cells of each subsystem, in the ¢ di-
rection, using a global scaling factor for each ad-
justed cell [218].

The type of calculations have been done on 11
equivalent fragments located at 11 successive po-
sitions in the chain direction. These 11 fragments
give a quite good representation of the different dis-
tortions occurring on the chain subsystem. In order
to fully represent the whole chain subsystem, these
11 sets of results have been extrapolated, using
Fourier’s series analysis, as a function of the crystal-
lographic fourth coordinate 7, associated with the
system incommensurate modulations.

Let us notice that in a complete crystallographic
description [202], each atom possesses a fourth frac-
tional coordinate 7; = r; -k = z;c./¢;, where r; is
the atom position, k = cXc./¢ is the modulation
vector, z; is the fractional coordinate of the atom
in the ¢ direction. In the model Hamiltonian used
in present work, 7 corresponds to the fourth coordi-
nate of the chain unit-cell copper atom. It is defined
except for a constant.

3.2-c The Zhang-Rice singlets

As previously noticed, it has been supposed in
the literature that the holes (both in the chain and
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ladder subsystems) are not located on the copper
atoms but rather on the surrounding oxygens. This
assumption has been done by analogy with the high
T. copper oxides and has later been comforted by
NEXAFS experiments [178] as far as ladder holes
are concerned. We have thus derived from our ab-
initio calculations the nature and composition of
both the magnetic (supporting the spins) and hole
orbitals.

The magnetic orbitals have been obtained, from
the 2 centers fragment calculations, as the triplet
natural orbitals (eigenfunctions of the one-electron
density matrix) with an occupation number close to
1. In order to locate the hole orbitals we compared
two calculations on the same fragment with one
electron difference. The hole orbitals have been ex-
tracted from the difference between twice the triplet
density-matrix and the sum of the two doublet ones.
The hole orbitals are thus the two eigenfunctions
of the resulting matrix associated with eigenvalues

close to 1.
Q
v g
N

Figure I11.89: a) Ezample of magnetic orbital supporting
the spin, b) associated hole orbital.

Figure I1.39 represents a typical example of both
the magnetic (a) and hole (b) orbitals on a site. It
clearly appears that while the magnetic orbital is es-
sentially supported by the 3d,. copper orbital with
a delocalization tail on the surrounding 2p oxygens
orbitals, the hole orbital is essentially supported by
the 2p oxygen orbitals with a small tail on the 3d,.
orbital of the copper atom. The average repartition
between copper and oxygens — over the 11 calcu-
lations — are as follow :

e for the magnetic orbital : 67% on the copper
and 33% on the oxygens,

e for the hole orbital : 15% on the copper and
85% on the oxygens.

The fluctuation of the above repartition on the 11
computed fragments is very small with a standard
deviation of only 1.3%.

The present results showing the existence of dif-
ferent orbitals, respectively supporting the spins

and the holes, constitute a direct evidence of the
ZR singlets in the system.

3.2-d The t—J+V model

The model Hamiltonian describing physics of
the chain subsystem has been chosen as currently
accepted in the literature, that is as a second-
neighbor ¢ — J + V model. Let us recall the jus-
tifications of this model.

e The strongly correlated character of the 3d
copper orbitals, as well as the low filling of
the system, justify the exclusion of an explicit
reference to the configurations where the mag-
netic orbitals are doubly occupied, and thus a
t — J type of Hamiltonian.

e The nearly 90° Qu—O—-Cu angle is responsi-
ble for weak first neighbor interactions. Sec-
ond neighbor interactions are thus competi-
tive with the NN ones and must be taken ex-
plicitly into account.

The computed results have been fitted, as a
function of the fourth crystallographic coordinate
T, using a Fourier series, according to the following
expression

ag + Z an cos (2mnT — ) (IL.1)

n

Only terms with a non negligible contribution to
the series have been retained. It results that the or-
bital energies, hopping integrals and NN repulsion
terms can accurately be obtained from a unique co-
sine. Exchange integrals, however, necessitate two
components to be reliably reproduced, as can be ex-
pected from the quadratic dependence of the latter
to the hopping integrals.

The results are summarized in table I1.4. Let us
notice that only terms with even frequencies have
a non negligible contribution (n = 2 and n = 4 in
eq. IL.1). This can be interpreted as a doubling of
the modulation vector k. The fourth coordinate of
a unit cell is thus given by

T=2zX2c¢c/ep~2z%x2x7/10

where z is the fractional coordinate in the ¢ direc-
tion of the unit cell copper atom. It thus clearly ap-
pears that the model Hamiltonian presents a 5 unit
cell quasi-periodicity. This point is in agreement
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e(@V) V (eV) t; (meV) 1 ctz (meV) Jp (meV) 1 cJy (meV)
ag 0 0.661 132.0 214.3 20.88 —6.81
as 0.600 —-0.063 —67.2 —45.3 —2.63 1.80
©2 0 —0.353 —0.401 —0.442 —0.329 —0.450
a4 4.2 —2.29 0.26
o 0.521 —0.411 —0.368

Table I1.4: Analytic fit of the t

with the neutron scattering experiments [188-190]
that sees a pseudo periodicity of the spin arrange-
ment corresponding to five chain unit cells.

The orbital energies

Figure I1.40 displays the orbital energy differ-
ences between two neighboring sites as a function of
7 as well as the hole orbital energies deduced from
them. One sees immediately that the orbital en-

2 T T T T

Figure I1.40: a) Energy difference between NN hole or-
bitals as a function of 7. The circles correspond to the
computed values, the solid line to the Fourier fit. b) Re-
sulting hole orbital energies, the energy zero have been
chosen to be the average value.

ergy modulations are very large and spans a 1.2eV
range. In fact, these variations are larger (see ta-
ble I1.4) than any of the other parameters of the
system, exept for the NN electron-electron repul-
sion. As we already showed in reference [217] this
parameter is responsible for the electron localiza-
tion and ordering.

The orbital energies are dependant on differ-
ent parameters. The most important are (i) the

— J +V second neighbor model.

amount of delocalization toward the neighboring
atoms (strongly affects the kinetic energy), (ii) the
electrostatic potential from the rest of the crystal.
In the present cas, we have seen that the delocal-
ization of the spin and hole orbitals on the oxygen
atoms is nearly constant. The variation of the or-
bital energy can thus be expected to be induced
by the variation of the Madelung potential. Fig-
ure I1.41 reports the variation of the orbital energy
differences between NN sites as a function of the re-
lated Madelung potential energy differences on the
copper sites (centroid of the orbitals). One notice

15 T T T T

—~ 05F E

>

()

N
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Figure I1.41: Orbital energy differences between NN
sites as a function of the associated Madelung poten-
tial energy differences computed on the orbital centroid
(copper sites).

immediately the nearly perfect scaling between the
Madelung potential and the orbital energy, thus
confirming the above analysis. Let us point out
that this scaling does not appear as clearly if one
plots the orbital energy differences as a function of
the Madelung potential differences, averaged on the
four oxygen atoms.

Let us now analyse the origin of such large
Madelung potential variations. These modulations
can originate from three terms.

e The relative displacement of the ladders and
the chain subsystems in the average structure
(due to incommensurate ¢ and ¢, parame-
ters).
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e The ladder subsystem modulation.
e The chain subsystem modulation.
Figure I1.42 reports the Madelung potential differ-

ences between NN copper sites taking into account
independantly these three effects. One notice im-

4 T T T T

N

NN Pot. Diff. (eV)
|

—4 1 1 1 1

Figure II.42: Madelung potential differences between
NN copper sites, dashed : computed only from the aver-
age crystallographic structure, dot-dashed : with added
ladder modulations, long-dashed : with added chain
modulations, solid-line : with both chain and ladder
modulations (exact structure).

mediately that the influence of the incommensura-
bility alone has a nearly negligeable effect on the
Madelung potential variations. Indeed, its ampli-
tude is of only 30 meV. One could however have ex-
pected it to strongly contribute since the strontium
ions are attached to the ladders and are located
close to the chains. The ladder subsystem influence
is quite small even if non negligeable, with a range
of 0.73eV. In fact, the origin of the chain potential
variations comes mainly from the chain modulation
itself. Indeed, it accounts for more than 95% of the
potential modulation.

The NN hopping and exchange effective
integrals

Figure I1.43 reports the NN effective hopping
and exchange integrals as a function of the fourth
crystallographic coordinate 7. These integrals have
been evaluated both from the two-centers and three-
centers fragments. The three-centers fragments
used in the calculations have been chosen in succes-
sive positions along the chain. Thus, each NN in-
tegral appears in two successive fragments yielding
independant evaluations. One should first notice
that the three independant evaluations of the the
NN hopping, t1, and exchange, Ji, integrals yield

250 T T T T

t1 (meV)

J1 (meV)

15 1 1 1 1

Figure I1.48: Nearest-neighbor effective hopping (a) and
exchange (b) integrals as a function of 7. The circles
correspond to the two-coppers fragment calculations, the
cross to the three-coppers calculations and the solid line
to the Fourier fit.

the same values, thus validating the second neigh-
bor ¢t — J + V model used in the present work. In-
deed, whether other interactions or orbitals would
have been of importance, the two-centers and three-
centers calculations would have given different eval-
uations of the integrals so that to compensate the
inability for the model to reproduce the low-energy
local physics.

The hopping integrals vary over a large range
of values, namely from 65meV to 200meV. This
can be understood by the fact that the hopping is
strongly mediated through the oxygens bridge as
soon as the Cu—O—Clu angles are different from 90°.
Indeed, the Cu—O—-Cu angle modulations range be-
tween 90° and 96°. The exchange integral is, as
expected, ferromagnetic. Its amplitude of relative
variation is much weaker than the hopping one.
Namely, it ranges between 17meV and 26 meV.
This smaller amplitude of the variation is due to the
fact that the dominating term is the direct exchange
term, responsible for the ferromagnetic character of
the integral. The super-exchange term, antiferro-
magnetic in nature and mediated by the bridging
oxygens, is smaller that the direct one. It is any-
way responsible for most of the observed exchange
modulations through the variation of the Cu—O—Cu
angle.
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The NNN hopping and exchange effective
integrals

Figure I1.44 reports the NNN effective hopping
and exchange integrals as a function of the fourth
crystallographic coordinate 7. The first thing one
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Figure I1.44: Next nearest neighbor effective hopping (a)
and exchange (b) integrals as a function of 7. Crosses
correspond to the computed points, solid line to the
Fourier fit.

notices is that the second neighbor hopping inte-
grals are larger in amplitude than the first neighbor
ones. Eventhough surprising, because of the large
COu~Cu distances (~ 5.4 A), this large NNN hop-
ping is due to the fact that on the contrary to the
NN interactions, the oxygen mediation of the inte-
gral is very strong. Indeed, while the NN hole or-
bitals are nearly orthogonal, the NNN hole orbitals
strongly overlap (see figure I1.39b). The NNN di-
rect exchange term, ferromagnetic in nature, can be
considered as negligeable, due to the large copper-
copper distance. The NNN exchange is thus dom-
inated by the super-exchange mechanism mediated
through the bridging oxygens. It results a weak, an-
tiferromagnetic integral, in agreement with the ex-
perimental findings. Indeed, these results are to be
compared with the experimental evaluations [170]
of the intra-dimer exchange integrals of —11 meV.

The NN bielectronic repulsion

Figure I1.45 reports the NN effective repulsion as
a function of the fourth crystallographic coordinate
7. The repulsion integral, V', can be evaluated in-
dependantly from two successive three-centers frag-
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Figure II1.45: Nearest neighbor effective bi-electronic re-
pulsion as a function of 7. Crosses correspond to the
computed points, solid line to the Fourier fit.

ments. One sees that V' is much less sensitive than
the other parameters to the structural modulations.
Indeed, its variation range accounts for only 19%
of its nominal value, 0.66eV. Let us notice, that
the two independant evaluations are again in good
agreement.

3.2-e Filling analysis

As mentioned above, the large orbital energy
variations induce a localization of the spins (holes)
along the chain. The above model can be used to
determine the spins arrangement over a region of
the chain. Figure I1.46 shows the spins localiza-
tion over 41 consecutive sites. All the holes have
been supposed to be localized on the chains since
it has been shown in reference [217] that this filling
agrees with the experimental data. Indeed, one sees
that the following experimentally-observed proper-
ties are correctly reproduced : i) the presence of a
small proportion of free spins, as seen in magnetic
succeptibility measurements, and ii) the formation
of second-neighbor dimers separated by two Zhang-
Rice singlets, as seen in neutron scattering experi-
ments. Nevertheless, the above fragment represent

R e N T N
.f.;..f.*..f.*..f.;..f..*.f..*.f..*.f..;.
A S e S U

Figure I1.46: Localization of the spins (holes) on 41 con-
secutive sites along the chain.

only a small fraction of the chain and, due to the
incommensurate character of the crystallographic
structure, there is no warranty that the properties
observed on figure I1.46 are characteristic of the
whole chain. In order to validate the present elec-
tron localization model, we need to make a study
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of the filling using the four-dimensional crystallo-
graphic representation.

The aim of the four-dimensional analysis is to
partition the whole system (here the chains) into
physically pertinents blocks and to detemine (i) the
number of different type of blocks, (ii) their rela-
tive arrangement and (iii) their rate of existence
in the incommensurate structure. For this purpose
it is usefull to start with a chosen type of block,
expected to be largely represented in the system.
In the present case it could be the dimeric units.
Then, the model hamiltonian is used to determine
the apparition of this type of blocks as a function
of the fourth component. The analysis of the re-
maining sites allows to determine the other types
of significant blocks present in the system. Finally,
the relative arrangement of the types of blocks can
be studied.

As mentioned, we will chose in the present sys-
tem the dimeric units as starting blocks. These
units are composed of five sites, the three sites of
the dimer plus the two ZR singlets of the neighbor-
ing sites (see figure I1.47). Let us use the fourth

B RSB RSB

1 2 3 45

B N

1 2 3

dimer blocks (85 %)

free spin blocks (15 %)

Figure I1.47: The different types of spin blocks appear-
ing in the chains. Values in paraentheses refer to the
percentage of the chain corresponding to the different
types of blocks.

coordinate of the first site (71) as the block refer-
ence. If one plots the energy of five consecutive
sites as a function of 77, a dimeric unit will thus
be obtained when the energy of the second and
fourth sites are below the Fermi level, while the
energy of the first, third and fifth sites are above
the Fermi level. Figure I1.48 shows the orbital en-
ergy curves of five consecutive sites as a function
of 7. Let us notice that, since five sites are rep-
resented by a unique value of 7, only one fifth of
the [0, 1] range is necessary to represent the whole
chain. The values of 71 for which the five consec-
utive sites form a dimer are represented in gray.
It spans a range of twice 0.085. The proportion
of the chain occupied by dimers thus corresponds
to five time the above ranges, that is 85%. Fi-
nally the number of dimers can be evaluated to
1.70 per f.u., to be compared to 1.47 dimer per
f.u. deduced from magnetic succeptibility measure-
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Figure 11.48: Orbital energies of five consecutive sites as
a function of the fourth coordinate T of the first one.
The horizontal line represent the Fermi level.

ments [170]. Let us now analyse the composition of
the remaining 15% of the chain. For this purpose
we will determine the number of sites separating
two consecutive dimers. If 7y is referencing the first
dimer (that is 7 € [0.068; 0.153] U [0.568; 0.653])
than the reference of the second dimer is given by
71 = 11 + n(m1)ce/cr, where n(m) is the smaller in-
teger such that ;1 € [0.068; 0.153] U [0.568 ; 0.653].
At this stage three cases can occur.

1. case. n(m) < 5. In this case, the two succes-
sive dimers overlap, in other words there exist
physical entities larger than the dimers.

2. case. n(m) = 5. In this case, the two dimers
are strictly consecutive along the chain.

3. case. n(r) > 5. In this case, the two suc-
cessive dimers are separated by one or several
other type of blocks of total length : n(r1)—5.

In the present system, only n = 5 and n = 8 oc-
curs. As stated above the former corresponds to
consecutive dimers and the latter to dimers sepa-
rated by three sites blocks. As for the dimers, we
will reference these blocks by the fourth coordinate
of their first site, that is 7 + 5c./¢;. The three
sites blocks thus span two ranges : [0.042; 0.068]
and [0.542; 0.568]. Figure I1.49 represents the three
sites blocks and the dimer ranges for 4 < 0.5. In
each region, the orbital energy of each site of the
block has been represented. One sees immediately
that the three sites blocks are formed by one spin
surrounded by two ZR singlets. Such a configu-
ration can be assossiated with free spins since the
nearest neighbor spin is two ZR singlets afar. Let us
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Figure I1.49: Orbital energy of block sites for the two
different type of blocks given as a function of the fourth
coordinate T of the first site of each block. The hori-
zontal line represent the Fermsi level.

notice that three times the free spins ranges yields
0.15, that is the total missing part of the chain. The
number of free spins can be now easily evaluated to
0.5 per f.u., to be compared to 0.55 free spins per
f.u. obtained from the magnetic succeptibility ex-
periments.

A further analysis of the figure I1.48 shows that
the dimers are arranged in clusters of three or four
dimers separated by a free spin. It can be evaluated
that 54% of the dimers form three-dimers clusters
while 46% form four-dimers clusters.

3.2-f Conclusion

To summarize the present results, we have deter-
mined a second neighbor ¢ — J + V model for the in-
commensurate chain subsystem of the Sr14Cu24041
compound. The model parameters have been de-
termined using accurate ab initio calculations on
a series of embedded clusters along the chain. In
order to obtain a complete model as a function of
the incommensurate modulation, the ab initio re-
sults have been extrapolated using a Fourier anal-
ysis. The resulting model is thus independant of
any periodic approximation since it is given as a
continuous function of the fourth crystallographic
coordinate 7, which describes the incommensurate
modulations along the chain.

It is noticeable that, unlike what is currently as-
sumed in the litterature, the various parameters of
the model, except for the first neighbor bi-electronic
repulsion, strongly vary as a function of the struc-
tural incommensurate modulations. In fact, these

variations are so large that they determine the
physics of the system. In particular, the orbital en-
ergies vary over a surprisingly large range, and thus
dominate the low energy physics through a strong
localization of the electron (resp. holes) over the
low (resp. high) energy sites. It has been identified
that the orbital energy modulation originates in the
Madelung potential modulation associated with the
chain distorsions. Indeed, the orbital energies are
shown to be proportional to the electrostatic poten-
tial on the copper centers, all other effects being at
least an order of magnitude weaker. Another no-
ticeable point is the weak contribution of the lad-
der subsystem to the electrostatic potential mod-
ulations, despite of its incommensurate translation
vector with the chain subsystem.

The analysis of the model as a function of the
fourth crystallographic coordinate 7 allowed us to
show that the chain ground state can be entirely
described only by second-neighbor dimers and free
spins. The dimers are arranged in clusters of three
or four units separated by a free spin. We retrieve
in our calculation the proportion of free spins ob-
tained from magnetic succeptibility measurements.
We have also been able to show that the holes do
not localize on the copper atoms but rather on the
surrounding oxygen p orbitals, thus confirming the
hypothesis of the presence of Zhang-Rice singlets.
Three types of Zhang-Rice singlets can be identified
in our calculations, namely the intra-dimer ones,
and two types of inter-dimer ones : those neighbor-
ing dimers and those neighboring free spins. This
result is to be put in perspective with the copper
RMN experiments [177] that sees a splitting of the
inter-dimer Zhang-Rice singlets signal at low tem-
peratures. It would be interresting to quantify the
relative weight of the two signals in order to check
our predicted ratio of 3.4.
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références reportées a la fin de cet ouvrage.)
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3.3 Etude du modéle pour le composé dopé (z = 13.6)

Dans cette section, nous présentons un modéle complet pour les chaines de spins dans le composé fortement

dopé.

Le texte qui suit a été soumis a la revue “ The European Physical Journal B - Condensed Matter”. 1l est
disponible sur support électronique [209] sous la référence arXiv :Cond-Mat/0410204.

Titre original :
“Electronic structure of the Sry.4Cai13.6Cu24041 incommensurate compound”

Alain Gellé ', Marie-Bernadette Lepetit

! Laboratoire de Physique Quantique, IRSAMC / UMR 5626, Université Paul Sabatier, 118 route de Narbonne,
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Abstract : We extracted, from strongly-correlated ab-initio calculations, a complete model for the
chain subsystem of the Srg.4Ca13.6Cu24041 incommensurate compound. A second neighbor t —J+V
model has been determined as a function of the fourth crystallographic parameter 7, for both low
and room temperature crystallographic structures. The analysis of the obtained model shows the
crucial importance of the structural modulations on the electronic structure through the on-site
energies and the magnetic interactions. The structural distortions are characterized by their long
range effect on the cited parameters that hinder the reliability of analyses such as BVS. One of the
most striking results is the existence of antiferromagnetic nearest-neighbor interactions for metal-
ligand-metal angles of 90°. A detailed analysis of the electron localization and spin arrangement is
presented as a function of the chain to ladder hole transfer and of the temperature. The obtained
spin arrangement is in agreement with antiferromagnetic correlations in the chain direction at low

temperature.

3.3-a

Introduction

One dimensional systems have attracted a lot of
attention in the last decade. Indeed, they present
specific properties due to the constrain imposed to
electronic motion in two of the dimensions. One
of their main characteristic is the nature of their
low energy excitations that cannot be described in
term of quasi particle as in the Fermi liquid theory.
On one hand, a great deal of theoretical work have
been done in order to predict the low energy physics
of such systems [219], in particular on chain and
ladder systems [220]. On the other hand, solid state
chemists have synthesized new compounds in order
to test the theoretical predictions.

The so-called telephone number compounds,
Sr14_5Ca,Cuss Oy, are of special interest in this
context since they present both chain and ladder

subsystems [123]. For instance the z = 13.6 com-
pound presents under pressure a superconductive
phase [7,171] believed to be a possible realization
of the theoretically predicted superconductivity in
ladder systems [4-6]. This compound, however, is
quite intriguing since it does not present the ex-
pected properties, specific either of its chain or lad-
der subsystems. In particular, the isovalent substi-
tution of strontium by calcium counter-ions totally
modify the magnetic low temperature properties.
Indeed, while the 2 = 0 compound exhibits forma-
tion of second-neighbors spin dimers in the chain
subsystem, these dimers disappear with increasing
Ca content and an antiferromagnetic phase appears
for highly doped systems.

The Sr14_,Ca,;Cusq0O41 compounds are layered
systems composed of alternated slabs of spin chains
and spin ladders. The chains and ladders run in the
same direction, namely &, however their respective
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unit cell parameter in this direction are incommen-
surate. The consequence of this “misfit” is a recip-
rocal distortion of the two subsystems under the
influence of electrostatic and steric effects of the
other. Indeed, each subsystems presents a struc-
tural incommensurate modulation with the period-
icity of the other subsystem. This effect is specially
important in the chain subsystem where the Cu—O—
Cu angular distortion can reach 10° from the nomi-
nal value of 90° (from 88° to 99°), and the copper-
copper distances varies from 2.48 Aup to 2.98 A.

Unlike what was currently assumed, we recently
showed — from ab-initio calculations — that these
modulations are crucial in order to understand the
low energy physics of these compounds [217]. The
detailed study of the undoped compound [221] re-
vealed that its specific modulations are responsible
for the electron localization observed in the chain
subsystem, the formation of second-neighbor dimers
and the existence of Zhang-Rice singlets. It has also
been possible to explain the relative occurrence of
free spins and dimers observed in the magnetic sus-
ceptibility measurements [170].

The present paper will present an extensive
ab-initio study of a highly calcium-doped phase,
namely the Srg4Cai13.6Cu24041 compound and a
model of its chain subsystem taking explicitly into
account the incommensurate modulations. Let us
remind that the Sr14_,Ca,Ouzq 041 Systems have an
intrinsic doping of 6 holes per formula unit (f.u.).
The relative repartition of these holes between the
chain and ladder subsystems is an opened ques-
tion, that is believed to be of importance for the
superconducting properties. The experimental re-
sults agree on the fact that an increasing part of
the holes are located on the ladder subsystem as
the calcium content increases. However, they dis-
agree on the actual number of transferred holes. In
the highly-doped compounds, the evaluations of the
number of holes per f.u. on the ladders go from 1.1
hole in the X-ray experiments [178] up to 2.8 holes
in optical conductivity experiments [175]. In ad-
dition, NMR, [179] experiments show an important
variation of the number of transferred holes as a
function of the temperature. We will thus attach a
special interest to this question in the present work.

The next section will be devoted to computa-
tional method, in section III we will present and
analyze a second neighbor ¢ — J + V model Hamil-
tonian for the chain subsystem, extracted from the
ab-initio calculations. This model has been deter-
mined using the crystallographic structures both

at room temperature [222] and at low temperature
(5 K) [208]. Section IV will discuss the chain filling
and hole transfer to the ladders as well as the mag-
netic order. Finally the last section will be devoted
to the conclusion.

3.3-b The ab-initio method

In strongly correlated systems, the magnetic and
transfer interactions are essentially local. They can
thus be evaluated using local but precise methods,
able to treat strong correlation effects. This can
be done, for instance, using embedded-fragment ab-
initio spectroscopy methods [15], that allow to take
advantage of the quantum chemical multi-reference
correlated codes. Indeed, we used in the present
work the Difference-Dedicated Configuration Inter-
action method [211] that is able to treat properly
— within a finite system — (i) the open-shell char-
acter of the magnetic/hole orbitals, (ii) the strong
electronic correlation of these orbitals, (iii) as well
as the screening effects. The effects of the rest
of the crystal on the selected fragment are treated
through an appropriate bath of charges (Madelung
potential) and total ion pseudo-potentials [32] (ex-
clusion effect). Such approaches have been success-
fully used to study systems such as the high T,
copper oxides [24] or the famous o' NaV>Os com-
pound [26].

The quantum fragments are defined so that to
include (i) the magnetic centers, (ii) the bridg-
ing oxygens mediating the interactions, and (iii)
the first coordination shell of the preceding atoms
which is responsible for the essential part of the
screening effects [15]. First neighbor interactions
are thus determined using CusOg fragments (see
figure I1.50a), while second-neighbor ones are com-
puted using OuzOg fragments (see figure II.50Db).
The different parameters of the ¢t — J + V model
Hamiltonian are extracted from the ab initio calcu-
lations so that to reproduce both the computed ex-
citation energies and the associated wave-functions,
projected onto the magnetic orbitals. NN exchange,
J1, is directly given by the singlet-triplet excita-
tion energy when two magnetic electrons are con-
sidered in the small fragment. NN hopping, t1,
and magnetic orbital energy differences between ad-
jacent sites, de, are extracted from the first two
doublet states of the same fragment with one elec-
tron less. NNN exchange interactions, J2, are ex-
tracted from the doublet-quartet excitations ener-
gies of the three-centers fragments with 3 mag-
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netic electrons. NNN hopping and first neighbor
bi-electronic Coulomb repulsion are obtained from
the 3 singlets and 3 triplets of same fragment with
one magnetic electron less. Let us point out that
the 3 centers calculations also yield the NN interac-
tions. The comparison between the evaluations of
the first-neighbor integrals obtained from the 2 cen-
ters and 3 centers fragments allows us to verify the
relevance of the chosen model and the fragment size
dependence of our calculations. Some deviations
can however occur since for the three centers frag-
ments, the calculations where too large and we have
been forced to restrain the set of treated screening
excitations by deleting the most energetic ones. In
practice, we have excluded from the calculations all
excitations going from the deepest occupied atomic
orbitals (¢ < —80eV) and toward the most ener-
getic unoccupied orbitals (¢ > 80eV).

t, Ji, V

o)

t, Ji, V

o\

w7 =

t2, J2
a) Two coppers fragment b) Three coppers fragment
Cu20¢ Cus0s

Figure I1.50: o) Schematic representation of the com-
puted fragments. a) two centers b) three centers. The
gray circles represent ozygen atoms, while the black cir-
cles represent the copper atoms.

A least-square fit method is finally used in or-
der to extract the effective parameters from the ab-
initio calculations.

Calculations [214] were done on 11 equivalent
fragments located at 11 successive positions in the
chain direction. These 11 fragments give a quite
good representation of the different distortions oc-
curring on the chain subsystem. In order to fully
represent the whole chain subsystem, these 11 sets
of results were extrapolated, using Fourier’s series
analysis, as a function of the crystallographic fourth
coordinate 7, associated with the system incom-
mensurate modulations.

Let us notice that in a complete crystallographic
description [202], each chain atom possesses a fourth
fractional coordinate 7; = 7; - k = z; c. /i, where 7
is the atom position, ¢, and ¢; the unit cell param-
eters of the chain and ladder subsystem in the ¢ di-
rection, k = €% ¢./¢ is the chain modulation vector,

z; is the fractional coordinate of the atom in the &
direction. In the model Hamiltonian used in present
work, 7 corresponds to the fourth coordinate of the
chain unit-cell copper atom. It is defined except for
a constant.

3.3-c A second neighbor ¢t — J + V model

In the chain subsystem the spins are supported
by the 3d,. orbitals of the copper atoms (the z and
z axes being taken respectively parallel to the @ and
¢ crystallographic translation vectors). The model
Hamiltonian is thus supported by these copper or-
bitals and taken as a second neighbor t — J + V
model. Indeed, the strongly correlated character of
the 3d orbitals exclude the possibility for the 3d,,
orbitals to be doubly-occupied and thus suggest a
t — J + V model. At the same time, the nearly 90°
Cu—O—Cu angle is responsible for a strong hinder-
ing of the super-exchange mechanism and thus of
weak first neighbor interactions. Second neighbor
interactions are thus competitive with the NN ones
and must be taken explicitly into account.

The Zhang-Rice singlets

The first question we would like to address is
the nature of the orbitals supporting the holes. In-
deed, it has been suggested [178] that the holes and
the spins could be supported by different orbitals
and form Zhang-Rice singlets [8]. On the undoped
compound (z = 0) we have been able to check this
hypothesis and show that while the spins where
essentially supported by the copper 3d,. orbitals,
the holes where essentially supported by a copper-
centered oxygen 2p orbital with the same local sym-
metry [221].

In the present compound we performed the same
analysis for all the computed two-centers fragments
and the results appear to be very similar. Indeed,
while the magnetic orbitals supporting the spins
have an average 71 % copper 3d,, content and 29 %
oxygen 2p content, the orbitals supporting the holes
have an average 12 % copper 3d, . content and 88%
oxygen 2p content. The variations around these val-
ues are weak with standard deviations of at most

3 %.

It is noticeable that the composition of the
spin/hole orbitals is very stable, as a function of

e the structural modulation,
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e the temperature,
e the calcium content.

This result is somewhat surprising, since one could
have expected an influence, on the composition of
the hole orbitals, of the variations of the Cu—O dis-
tances and of the rotation of the O—Cu—O planes
around the ¢ axis. Indeed, on one hand, the Cu—O
distances present a relative variation range of 16 %
in the room temperature structure and of 19 % in
the low temperature structure. On the other hand,
the orientations of the O—Cu—O planes around the
¢ axis vary with a maximal amplitude of 30°. Both
parameters are expected to strongly affect the over-
lap between the copper d,. orbital and the oxygen
2p orbitals, however it seems that they do not af-
fect the composition of both the spin- and hole-
supporting orbitals.

The fourth coordinate fit

The eleven sets of computed results were fitted
as a function of the fourth crystallographic coor-
dinate 7, using a Fourier series, according to the
following expression

ao + Z an cos [2mn(T — p,)]

n

(11.2)

Only terms with a non negligible contribution to
the series were retained.

The results are summarized in tables I1.5a for
the 5 K structure and II.5b for the 300 K calcu-
lations. Let us notice that the parameters of the
present compound necessitate more harmonics to
be fitted than for the z = 0 compound. This can
be attributed to the larger structural modulations
caused by the chemical pressure induced by the Ca
doping.

The orbital energy

The orbital energy differences between NN sites
for both low and room temperature structures are
reported in figures I1.51a and II.51b. The deduced
orbital energies (¢) are reported in figures II.51c
and IL.51le. The variations of the orbital energies
are very large and span a range of more than 2eV
(respectively 2.4 and 2.8 eV for the two structures).
As previously mentioned, these variations are larger
than any other interactions, and are thus responsi-
ble for the electron localization. The electron lo-
calization can be clearly seen on the orbital energy
curves since the latter present a large potential well
near 7 = 0.75. The widths of these well are respec-
tively 0.45 and 0.4 for the 5 K and 300 K curves.
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Figure II.51: a),b) Energy differences (d¢) between two
NN orbitals, respectively at 5 K and 300 K, open circles
correspond to computed values and solid line to the fit
presented in table IL5. b),c) resulting orbital energies
(€) respectively at 5 K and 300 K.

One can thus think that about 4 electrons per f.u.
will be strongly localized. Let us point out that
these 4 electrons correspond to the nominal chain
occupation if all the holes are located on them. Un-
der the hypothesis that part of the holes are trans-
ferred to the ladders, the corresponding electrons
transferred to the chains will be somewhat less lo-
calized due to low on-site orbital energies. Indeed,
the rest of the potential curve is comparatively flat
with an orbital energy variation of at most 0.5eV,
that is only twice as large as the hopping parame-
ters.

Figure I1.52 reports the orbital energy differ-
ences between neighboring copper atoms as a func-
tion of the related Madelung potential differences.
One see immediately, as was observed in the un-
doped compound, the nearly perfect proportionality
relation (with a 0.41 slope) between the two. This
relation shows the electrostatic origin of the orbital
energy variations and the comparatively very weak
influence of the other parameters. Let us however
note that the most commonly-used tool to evalu-
ate the oxidation state of the atoms and thus the
site occupancy is not the Madelung potential eval-
uation but rather the Bond Valence Sum (BVS)
method [208,223]. This empirical technique eval-
uates the oxidation state of a metal atom as a func-
tion of the distances (r;;) of the metal atom with
its first coordination shell, that is

BVS; = Zexp ((ro —rij)/B)

J
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(a) 5K £ Vv t1 to J1 J2
aop 0 578 69.1 167.9 8.99 -4.80
a; | 1001 -132.3 -61.6 -1.38 2.51
as 574 -25.9 24.7 13.70 0.87
as 31.7 -37.5 0.72 3.07
a4 9.8 -4.41  -0.80
as -2.31
p1 | 0.251 0.899 0.047 0.933 0.039
w2 | 0.499 0.147 0.797 0.148 0.041
P3 0.396 0.213 0.175 0.551
P4 0.141 0.145 0.126
05 0.998

(b) 300 K 3 Vv t1 to J1 JQ

ao 0 561 69.4 146.8 16.16 -3.73
ay | -1075 86.3 615 -6.94 2.78
az | -560 -72.9 18.8 1.70 -1.18
as 330 6.7 186 -4.96 1.71
a4 13.5 12.8 -4.02 0.76
as -2.28

p1 | 0.761 0.406 0.589 0.382 0.100
wa | 0.246 0.648 0.760 0.684 0.255
w3 | 0.584 0.406 0.066 0.399 0.556
P4 0.164 0.462 0.136 0.072
Vs 0.413

Table I1.5: Analytic fit of thet —J +V second neighbor model, a) for structure at 5 K, b) for structure at 300 K.

All energies are given in meV.

% 1 o0 1 2
NN Potential Diff. (eV)

Figure I1.52: Orbital energy differences between neigh-
bor copper sites as a function of the related Madelung
potential differences.

where ro and B are parameters of the model. Fig-
ure I1.53 shows the Madelung potential and the
BVS evaluations for the copper sites as a function
of 7. One sees immediately that while the large well
present around 7 = 0.75 in the Madelung potential
and on-site energy curves is correctly seen by the
BVS approximation, the energetic plateau seen for
7 < 0.5 is not seen in the BVS curves. In fact,

the BVS calculations exhibit another well around
7 = 0.25. In the low temperature curve, the BVS
thus sees a quasi-doubling of the modulation vector
as in the £ = 0 compound. The use of these BVS
results in order to predict the site filling leads to
the existence of second neighbor dimeric units as
in the undoped compound. Let us remind that the
experimental results do not see any dimers but an
antiferromagnetic order in this system. The failure
of the BVS method to correctly predict the electron
localization in this system can be further analyze
by detailing the contribution to the Madelung po-
tential of a reference copper site, of the positions
modulations of the other atoms up to a given dis-
tance. Figure I1.54 reports such an analysis for two
adjacent sites (1 and 2), seen with opposite relative
oxidations according whether it is computed with
the BVS method or using the Madelung potential.
One can make the following remarks.

e The potential difference between the two ref-
erence sites converge slowly. Indeed, in or-
der to reach values that fluctuate around the
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Figure I1.58: Copper BVS wvalues as a function of 7 :
a) T=5K,b) T =300 K. Madelung potential on the
copper sites : ¢) T =5 K, d) T = 300 K. The BVS
model parameters as been taken as in reference [223],
that is To(Cu — O) = 1.679 A, B = 0.37.

correct asymptotic limit, one needs to include
structural modulations up to at least 10 A.

e When only the first coordination shells are
considered (the four first neighbor oxygen
atoms to each copper), the potential differ-
ence between the two copper 1 and 2 has the
reverse sign compared to its asymptotic value,
but the same one as the BVS. Let us remind
that the BVS only take into account this first
coordination shell. In fact, when the modula-
tion is applied only on the first coordination
shell, the Madelung potential and BVS meth-
ods yield similar results.

One can thus conclude that the origin the the BVS
failure in the present system is due to the long range
effect of the structural modulations on the electro-
static potential and thus on the on-site orbital en-
ergies.

The first-neighbor interactions

Figure I1.55 reports the NN hopping integrals
as a function of the fourth crystallographic coor-
dinate 7. One sees immediately that, both in the
low and room temperature phases, the hopping inte-
grals present very large variations along the chain.
Indeed, it ranges from —60 meV to 270 meV in
the low temperature phase and over a somewhat
smaller range in the room temperature phase. Both
phases present a large peak around 7 = 0.4, how-
ever for 7 ~ 0.9 they exhibit quite different behav-
iors. Indeed, in the 5 K phase, the hopping integral

4 T T
<
— 2r b
=~ — 3V,-8V,
)
E 0
©
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Figure I1.54: Contribution of the structural modulation
(modulated structure minus average structure) to the
Madelung potential energy difference between adjacent
sites, labeled as 1 and 2. The contribution is given as a
function of the distances (to sites 1 and 2) up to which
the modulations are taken into account. The dashed line
represent the asymptotic limit.

presents a surprising behavior since it changes sign.

O Cu,04
+ Cu,0, |

t, (meV)

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
T T

Figure I1.55: NN hopping integrals as a function of
7. a) 5 K, b) 300 K. The circles represent the com-
puted values from the two copper fragments while the
crosses represent the values computed from the three
copper fragments. The solid line is the fit presented in
table I1.5.

In order to explain these features, let us analyze
the variation of the hopping integral as a function
of different geometric parameters (see figure I1.56).
The effective hopping between two magnetic or-
bitals can be expressed as the sum of a direct con-
tribution or through-space contribution (¢4) and a
through-bridge contribution that goes via the bridg-
ing oxygens,

th=ta+ Y tity/A; (IL.3)
2

where the sum runs over the different valence or-

bitals of the bridging atoms and A; is the ligand-to-

metal charge-transfer screened excitation energy. In

the case of edge-sharing CuO, chains, the through-

bridge contributions are in general negligible and
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the only important term is the through-space one.
Indeed, the 90° Cu—O-Cu angles are responsible for
destructive quantum interferences as far as the in-
plane oxygen 2p orbitals are concerned (further re-
ferred as 2p,). The other 2p orbitals (referred as
2p.), perpendicular to the chain plane, are orthog-
onal to the magnetic orbitals and thus the associ-
ated Cu—O hopping terms (see figure I1.57b), ¢, are
strictly zero. Finally, the 2s orbitals are responsible
for a contribution which is usually very small, due
to the weakness of their overlap with the magnetic
orbitals at the typical Cu—O distances.

Taking now into account distortions from the
ideal geometry, one generally considers that the
leading perturbative term arises from the through-
bridge contribution of the in-plane oxygen 2p, or-
bitals. Indeed, this contribution is known to scale
as cos (a) ~ a — 7/2, where a is the Cu—O-Cu an-
gle as defined in figure I1.57a. Figure II.56a and
I1.56b reports the variations of the Cu-O—-Cu angle
for the presently studied compound. One sees im-
mediately that the ¢; peak around 7 = 0.4 is totally
correlated with the strong increase of the Cu—O—Cu
angle at both temperatures. Figure I1.57a shows
the mechanism responsible for the increase of the
effective hopping, t;, through the increase of the
t!. hopping term. For angles larger than 90°, as in
the present case, t, and ¢ have the same sign and
thus contribute positively to ¢;. This mechanism
explains the ¢; peak around 7 = 0.4, however it
cannot account for the negative peak observed in
the low temperature phases around 7 = 0.9.
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Figure I1.56: a) and b) Cu—-O-Cu angles . ¢) and d)

Rotation angle of the magnetic orbital around the & axis,
the reference being taken as the Cu—O2 plane e) and f)
average distance between two NN Cu atoms and their
two bridging-ozygen ligands.

The second effect one can think of, is the set in

of the 2p, orbital contribution. Indeed, the torsion
of the Cu—0, local planes compared to the reference
average chain plane is responsible for a non zero ¢,
term. More precisely, if « is the angle between the
magnetic orbital and the Cu—O, plane, t, scales as
sin (). Figures I1.56b and IL.56¢ report the vari-
ations of such a and associated § torsion angles
(see figure I1.57b for the definitions) for the stud-
ied compound. One sees immediately that unlike
what was expected, there is not any correlation be-
tween the a and 8 angles modulations and the low
temperature peak around 7 = 0.9. First, both low
and room temperature structure exhibit very simi-
lar variations of a and f. Second, a and f are of
opposite signs in the 7 = 0.9 region and thus induce
a positive (and not the wanted negative) contribu-
tion to %;.

The left over possible contribution is the 2s one.
This contribution, always active and of negative
sign, is usually weak in amplitude due to the too
large Cu—O distances. Indeed, it scales exponen-
tially with the Cu—O distances. In the present case,
it can be seen in figure I1.56e that the Cu—O dis-
tances are very short around 7 = 0.9. Let us notice
that this distortion is much weaker in the room tem-
perature phase and its effect is compensated by the
Cu—0O—Cu angle distortion that acts on ¢; with the
opposite sign. In the low temperature structure the
Cu—O0—Cu angle stays close to 90° (around 7 = 0.9),
thus the through-bridge contribution is essentially
due to the 2s orbitals which act negatively on ¢; and
are thus responsible for the change in the hopping
sign.

Figure II1.58 shows the variations of the NN ex-
change integral at both temperatures. One can ob-
serve that, as for the hopping, the exchange varia-
tions are very large compared to its average value.
Indeed, the interaction even goes from ferromag-
netic to antiferromagnetic both in the low and room
temperature cases. As for the hopping, the ef-
fective exchange J; can be expressed as the sum
of a direct or through-space contribution J; (al-
ways ferromagnetic in nature), an Anderson super-
exchange term involving the direct hopping inter-
actions, and through-bridge super exchange terms
associated with the three oxygen orbital types,

2412

t
Ji _Jd—45—4zijW (IL.4)

where U is the screened one-site coulombic repul-
sion on the magnetic orbital. As expected from
equation II.4, a strong correlation between the t;
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Figure I1.57: Schematic contribution of the different
through-bridge mechanism. a) through the ozygen po
orbitals, b) through the ozygen 2p. orbitals, ¢) through
the oxygen 2s orbitals.

variations and the J; variations is observed in fig-
ure I1.58. Indeed, when the geometric distortions
set in, the effective exchange integral starts to
be dominated by the through-bridge mechanisms
terms and becomes antiferromagnetic. This is the
case around 7 = 0.4 at both temperatures — due
to the through-bridge super-exchange mediated by
the 2p, oxygen orbitals — and for 7 = 0.9 in the
low temperature case — due to the contribution of
the oxygen 2s orbitals.

This existence of chain regions for which the NN
exchange is antiferromagnetic is, by itself, quite re-
markable since it is always assumed that NN ex-
change is ferromagnetic in nature in such chain
systems. In the low temperature case it cor-
responds to a non negligible part of the chain,
namely 27%. Let us also remind that such a phe-
nomenon has not been observed in the undoped
compound [221] and should thus be put into per-
spective with the observation of antiferromagnetic
correlations [184,191,192] at low temperature in the
calcium highly doped phases. This question will
be discussed in somewhat more details in the next
section.

Another important remark is the existence of
antiferromagnetic NN exchange for Cu—-O—-Cu angle
values very close to 90° (in the 7 ~ 0.9 range). This
goes against all assumed models of the magnetic in-

teractions through 90° angles [224]. Indeed, the role
of the 2s orbitals is usually ignored and this is the
first case to our knowledge that their effect is not
only non-negligible but dominating the interactions.

30 T T T T T
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Figure I1.58: NN exchange integrals as a function of
7. a) 5 K, b) 300 K. The circles represent the com-
puted values from the two copper fragments while the
crosses represent the values computed from the three
copper fragments. The solid line is the fit presented in
table I1.5.

The second-neighbor interactions

Figure I1.59 displays the effective hopping be-
tween second neighbor magnetic orbitals. As for
the Sr14Cu24041 undoped compound, the ¢ hop-
ping integral is very large with an average value of
167 meV at 5 K and 147 meV at 300 K. The vari-
ations are large, but unlike the NN hopping ¢, does
not change sign. Indeed, in this case the dominating
process is clearly the through-bridge process medi-
ated by the 2p, orbitals of the four bridging oxygen

atoms. Figure II.60 reports the second neighbor
300 e R 300
< 200 1t 1 2005
[) [)
E E
100 f - 100,
a)5K b) 300 K

0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
T T

Figure I1.59: Second neighbor hopping integrals as a
function of . a) 5 K, b) 300 K. The crosses repre-
sent the computed values, the solid line represent the

fit.

exchange integrals between the magnetic orbitals.
As expected they are antiferromagnetic, the super-
exchange mechanism being mediated by the same
2p, orbitals as for the hopping. Consequently, the
maximal amplitude of J> is obtained for the largest
values of t2, as can be seen on figure I1.60.
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Figure II.60: Second neighbor exchange integrals as a
function of 7. a) 5 K, b) 300 K. The crosses represent
the computed values, the solid line represent the fit.

3.3-d Filling analysis

Let us now consider the possible fillings and as-
sociated electron localization in the chain subsys-
tem. Figure I1.61a displays the localization of the
electrons over 77 consecutive sites along the chain,
in the 5 K structure. The electrons are localized
according to an energetic criterion taking into ac-
count both the on-site orbital energies and the NN
bi-electronic repulsion. In order to see more clearly
the effect of the bi-electronic repulsion we have re-
produced the filling obtained without the NN repul-
sion as published in reference [217] (figure). Spins
are arranged according to NN and NNN exchange
interactions. Three types of filling are considered in
the range proposed in the literature, namely with
one, two and three holes per f.u. transferred to the
ladders.

One sees immediately that there is not any
dimers for either of the fillings. The second im-
portant remark, is the presence at 5 K and for all
fillings, of NN occupied sites with antiferromagnetic
(AF) exchange. Indeed, the AF interactions allows
the formation of clusters with no spin frustration.
The 27% of J; antiferromagnetic values are thus
directly related with the possibility to transfer elec-
trons to the chain subsystem without increasing the
magnetic energy. As can be seen from the compar-
ison between figures I1.61b and IL.61c. the effects
of the NN repulsions are (i) to increase the typical
size of the spin clusters, (ii) to prevent the appear-
ance of spin frustration in the clusters, while some
can be observed when repulsions are not taken into
account, (iii) to favor the disappearance of the free
spins. Indeed, the latter disappear for n < 2, while
n < 3 is necessary if the repulsion is not considered.
Let us notice that free spins are not experimentally
observed in this highly doped compound [191], un-
like the undoped one [170].

In the room temperature phase, the formation
of high spin cluster, partially frustrated is observed.
Indeed, the small range of 7 where the NN exchange
integral is antiferromagnetic is associated with con-
secutive sites supporting at least one hole. The con-
sequence is that unlike what happens at 5 K, the
AF exchange parameter region is in this case non
relevant for the physics.

3.3-e

Conclusion

The present paper proposes a second neighbor
t — J + V model for the Srg 4Cai13.6Cu24041 com-
pound, as a function of the fourth crystallographic
coordinate 7. The model Hamiltonian has been ex-
tracted from a series of ab-initio calculations and is
given both for the 5 K and 300 K structures.

The present study shows the crucial importance
of the structural modulations on the low energy
properties of the compound. Indeed, the on-site en-
ergy of the magnetic orbitals is strongly modulated
by the atomic displacements and is affected by geo-
metric variations occurring at distances up to ~ 16
A. The consequence of such long range dependence
of the on-site energies is the non pertinence of meth-
ods such as BVS for the evaluation of the copper ox-
idation state and thus of the electron localization.
The other important effect of the structural mod-
ulations is the appearance of large ranges of 7 for
which the NN exchange become antiferromagnetic
despite the nearly 90° Cu—O—-Cu angles. In particu-
lar, it has been observed for the first time dominant
through-bridge exchange mechanism going via the
oxygen 2s orbital.

The consequence of these particularities on the
low energy properties of this compound is a strong
electron localization for a large part of the sites,
and the disappearance of spin frustration in the low
temperature phase. Another consequence is the in-
credible sensibility of the electronic structure and
more specifically of the localization of the electrons
to the specific distortions of the geometric structure.

One of the main remaining question in this fam-
ily of systems and in particular in the calcium doped
phases is the position of the Fermi level or in other
words the relative chemical potential of the chains
and ladders subsystems that drive the hole transfer
between the latter. In order to answer such a ques-
tion it is necessary to study the ladder-chain inter-
actions, the relative positions of the on-site energies
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Figure I1.61: Tentative electron localization as a function of the filling (n = 1, 2, 3 where n is the number of holes
per f.u. transferred to the ladders). a) and b) at 5 K, c) at 300 K. In the a) diagrams the localization is computed
using the magnetic orbitals on-site energies only, in the b) and c) diagrams the electron localization is computed
taking into account the NN coulombic repulsion in addition to the on-site energies.

of both subsystems, the hopping between the two
as well as the chain-ladder magnetic interactions
that could be responsible for a three dimensional
spin ordering. In particular, it would be interesting
to know whether there exist large hopping terms
between ladder and chain copper sites with on-site
energies both near the Fermi level. The underlying
question is to which extend these systems should be
considered as quasi one-dimensional.
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4 Etude de la structure électronique des échelles

Dans cette section, nous présentons la variation des interactions effectives le long des échelles, ainsi que les
interactions inter-chaines-échelles. I’étude des fragments mixtes chaines-échelles nous permet par ailleurs
d’évaluer la différence d’énergie moyenne entre les orbitales magnétiques des chaines et les orbitales

magnétiques des échelles.

Le texte qui suit a été soumis & la revue “ The European Physical Journal B - Condensed Matter”. 1l est
disponible sur support électronique [209] sous la référence arXiv :Cond-Mat/0411135.

Titre original :
“Influence of the structural modulations and the Chain-ladder interaction in the
Sr14_5Ca,Cuz4041 compounds.”
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Abstract :

We studied the effects of the incommensurate structural modulations on the ladder

subsystem of the Sr14—;Ca;Cu24041 family of compounds using ab-initio explicitly-correlated cal-
culations. From these calculations we derived ¢t —J model as a function of the fourth crystallographic
coordinate 7 describing the incommensurate modulations. It was found that in the highly calcium-
doped system, the on-site orbital energies are strongly modulated along the ladder legs. On the
contrary the two sites of the ladder rungs are iso-energetic and the holes are thus expected to be
delocalized on the rungs. Chain-ladder interactions were also evaluated and found to be very negli-
gible. The ladder superconductivity model for these systems is discussed in the light of the present

results.

4.1

Introduction

The Sri4—Ca;CuzsOy1 family of compounds
have attracted a lot of attention in the last years
due to the discovery of a superconducting phase |7,
171] in these quasi-unidimensional systems. The
Sr14—5Ca,CuzqOyg1 are layered materials with alter-
nated planes of two-legs spin ladders and planes of
spin chains [123]. The superconducting phase, ob-
served in the highly calcium-doped systems, at low
temperature and under pressure, is believed to be
the realization of the predicted superconductivity
in two-legs ladders systems [4-6]. Indeed, it is cur-
rently assumed that the Sri4,Ca,;Cus4Oy4y ladder
subsystem can be represented by a two-leg ladder
isotropic t — J model with J/t ~ 0.4 and a hole
doping ranging between 1 [178] and 2.8 [175] holes
per formula unit (f.u.), that is between 0.07 and 0.2

hole per ladder site. Numerical as well as slave-
bosons analytical calculations [161], showed that in
this parameter range, the superconducting pairing
fluctuations are dominant. Hole-pairs are predicted
to be bounded on the rungs and the superconduc-
tivity to be supported by pairs collective modes.

The Sr14_,Ca,Cuz4041 compounds present
structural incommensurate modulations of both the
chains and ladder subsystems. It was shown [217]
using ab-initio calculations, that, unlike what
was usually assumed, the chain subsystem can-
not be considered as a quasi-homogeneous system
for which the structural modulations induce only
small perturbative effects. In fact, the modulations
caused by the influence of the ladders on the chain
subsystem are responsible for the low energy physics
of the latter, that is charge localization and spin
arrangement. These ab initio calculations showed
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that the parameters of the second neighbor t—J+V
model are strongly modulated. The major effects
are (i) on the on-site magnetic orbital energies that
fluctuate within a few electron-Volt range, (ii) on
the first neighbor effective exchange integrals that
range from ferromagnetic (as expected for such 90°
oxygen-bridged copper sites) to antiferromagnetic
(in the calcium highly-doped compounds). More-
over the calcium iso-electronic substitution, that
acts as a chemical pressure, is responsible for large
variations of the ¢t — J model parameters. It results
a quite different chain ground-state for the undoped
and highly-doped systems. The undoped compound
exhibits the formation of second-neighbor dimers
caused by the electron-localization on the low or-
bital energy sites, while the large x compounds ex-
hibit the formation of low spin clusters with anti-
ferromagnetic local ordering.

One can thus wonder whether the structural
modulations induce as important effects on the lad-
der electronic structure, as observed on the chain
one. This point is of crucial importance since the
existence of such an effect would strongly ques-
tioned the interpretation of the observed supercon-
ductivity. Another point, often addressed in the lit-
erature, is the importance of possible chain-ladder
coupling. Indeed, in the highly calcium-doped com-
pound, some of the chain oxygen atoms come close
to the ladder coppers as apical atoms. The aim of
the present work is to provide answers to these ques-
tions, by the means of ab-initio calculations. The
method used is an embedded fragment spectroscopy
method that explicitly computes both the correla-
tion effects and the screening effects. A t—J model,
explicitly dependent on the structural modulations,
is derived for the ladders, from the ab-initio re-
sults. The calculations are done on both ladders
and mixed, chain and ladder, fragments, in the low
temperature phases of both the undoped [207] and
z = 13.6 calcium-doped [208] compounds. It would
have been of great interest to also run calculations
in the superconducting phase, unfortunately struc-
tural data are not available under pressure. Never-
theless we will discuss possible extrapolation of the
ambient pressure results.

The next section will be devoted to the com-
putational details. Section 3 will discuss the ¢t — J
model, section 4 will discuss the chain-ladder inter-
actions and finally the last section will be devoted
to discussions and conclusions.

4.2 Computational details

It is well known that, in strongly correlated sys-
tems, the magnetic and transfer interactions are es-
sentially local and can be evaluated using embedded
fragment spectroscopy calculations. The use of such
technically finite systems allow to take advantage of
ab-initio multi-reference, correlated, spectroscopic
methods [15] that are able to treat explicitly the
strongly correlated character of these systems. In
the present work we used the Difference-Dedicated
Configuration Interaction method [211]. This tech-
nique is able to treat properly the open-shell char-
acter of the magnetic/hole orbitals, the strong elec-
tronic correlation of these orbitals, as well as the
screening effects.

The effects of the rest of the crystal on the
computed fragments are essentially the Madelung
potential and the exclusion effects. They are re-
spectively treated by an appropriate bath of point
charges, and, on the fragment first-neighbor shells,
by total-ion pseudo-potentials [32] (TIPs). Such ap-
proaches have been successfully used to study sys-
tems such as the high T copper oxides [24] or the
famous o' NaV20s compound [26].

The fragments are defined under the following
criteria : they must include the magnetic centers,
the bridging oxygens mediating the interactions,
and the first coordination shell of the preceding
atoms which is responsible for the essential part of
the screening effects [15]. Two types of fragments
are used in the present work :

o OusO7 fragments for the ladder legs and the
ladder rungs interactions (see figures I1.62a
and TL.62b),

o CusOg for the chain-ladder interactions (see
figure I1.62c).

On-site orbital energies (g) and hopping (t) pa-
rameters of the ¢ — J model are extracted from the
first doublet-doublet excitation energies, and asso-
ciated wave-functions, of the above fragments with
one magnetic electron. Exchange integrals (J) are
deduced from the singlet-triplet first excitation en-
ergies on the same fragments with two magnetic
electrons. A least-square fit method is used in or-
der to fit the effective parameters to the ab-initio
results.

The calculations were done using the CASDI set
of programs and the basis sets used can be found
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Figure I1.62: Schematic representation of the computed
fragments. a) for the ladder legs interactions, b) for the
ladder Tungs interactions and c) for the chain-ladder in-
teractions. Clircles represent the fragment atoms ; the
gray circles represent orygen atoms, while the black cir-
cles represent the copper atoms.

in reference [214]. The ¢ — J model parameters
were computed at 11 different positions along the
ladders in order to get a good representation of
their response to the incommensurate distortions.
The computed value were then extrapolated to the
whole system using the crystallographic description
of incommensurate systems. It was done using a
Fourier’s series analysis, as a function of the fourth
coordinate 7, associated with these systems incom-
mensurate modulations [202]. All results of this
work are given as a function of the 7 coordinate
of the copper atom (on-site parameters) and of the
copper atom of lowest z and z coordinate for the
interaction terms.

4.3 Influence of the structural mod-
ulations on the ladder subsystem

4.3-a t— J+ YV model

Figure I1.63 displays the hopping and exchange
parameters for the undoped and calcium-doped
compounds. One first notices that, as was observed
on the chains subsystem [221,225], the variations of
the parameters are quite large. For instance, on the
x = 13.6 ladder legs, the hoping modulations reach
up to 160meV. One should however point out that
the nominal values of both the hoping and exchange
integrals are much larger for the ladder subsystem
than for the chain one due to the nearly 180° Cu—
O—CQu angles. The consequence is that the relative
variations of the parameters are much smaller on
the ladder subsystems. Indeed, even for the hop-
ing on the ladder legs of the Ca13.6 compound, the

relative variation reaches only 22% of the nominal
value, while it was 100%_for the chains nearest-
neighbor (NN) hopings. It can thus be expected
that despite their large absolute values, hoping and
exchange fluctuations will not be as crucial for the
ladders electronic structure, as for the chains sub-
systems one. One should even-though remember
that these modulations are not small enough for
their effect to be negligible.
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Figure I1.63: Effective hopping (a and b) and exchange
(¢ and d) parameters as a function of the modulation
crystallographic coordinate 7. Figures a and c corre-
spond to the undoped compound and figures b and d to
the calcium-doped compound (r = 13.6). The circles
and squares are the computed points for the legs and
rungs, the solid line are the fitted Fourier series.

Eccleston et al [188] reported exchange values
extracted from neutron scattering experiments, for
the undoped compound. This values of 130 meV
for the ladder legs and 72meV for the ladder rungs
are to be compared with our computed mean val-
ues of respectively 143 meV and 111meV. While
the order of magnitude are in good agreement the
ratio between the average rungs and legs exchange
is larger in our calculations (J./Jj = 0.77) than
in the experimental evaluation (0.55). One should
however notice that the J, /J, I evaluation from neu-
tron scattering does not take into account the pa-
rameters modulations along the ladders. Let us
note that the J,/J) ratio for the parent ladder
compound, SrCusQ3, was found to be larger with
JJ_/J” =0.89 [36].

One can point out that both hoping and ex-
change absolute values increase with the calcium
content. This is specially true for the ladder rung
exchange that goes from a mean value of 112 meV
for the = 0 compound to 136 meV for the z = 13.6
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Figure I1.64: On-site orbital energies differences be-
tween NN sites (a for x =0 and b for x = 13.6). The
circles correspond to the computed values on the legs
fragments and the squares to the rungs ones. The lines
are the fitted Fourier series. Deduced on-site energies
are presented on figures ¢ for © =0 and d for x = 13.6.
The solid and dashed curves correspond to the two legs
of a ladder.

Figure I1.64 reports the on-site orbital energies,
e(7), for the z = 0 (c) and z = 13.6 (d) compounds.
One sees immediately that the variations of these
on-site energies are large, however much weaker in
amplitude than for the chain subsystems. Indeed,
for the undoped compound, ¢ varies in a 0.3 eV
range while it is 1.2 eV [221] for the chain sub-
system. Similarly for the z = 13.6 compound the
variations range is 1.6 eV for the ladders while it is
2.4 eV [225] for the chains. This results are in agree-
ment with the hoping and exchange results and are
due to the facts that (i) the structural modulations
are of weaker amplitude on the ladder subsystem
than on the chain one, (ii) the parameters modula-
tion of one subsystem, and specifically the on-site
orbital energies, are essentially due to the structural
modulations of the concerned subsystem itself [221].
It is remarkable that these on-site energies modula-
tions are totally correlated with the Madelung po-
tential modulation, both for the chain and ladder
subsystems and both for the undoped and highly
calcium doped compounds (see figure I1.65). In-
deed, despite the fact that the local environments
of the ladders and chain magnetic centers are very
different the computed on-site orbital energies ex-
hibit the same dependence to the Madelung poten-
tial : Ae = 0.42AVrr44.pot. (Where Virad. pot. is the
Madelung potential on the copper sites and delta
refers to the NN differences).

3 r r
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Figure II1.65: Computed NN-difference of the on-site
orbital energies as a function of the corresponding
Madelung potential differences.

Comparing the € values as a function of the cal-
cium doping, one sees that as for the chain subsys-
tem the calcium-doped compound presents much
larger on site orbital energy fluctuations than the
undoped system. This difference is in fact much
larger than for the chain subsystem since the z =
13.6 versus x = 0 average orbital energy ratio is
5.3 for the ladders while it is only 2 for the chains.
Another important point, that will be discussed in
more details later on, is the fact that the ¢ varia-
tion range is weaker than the hoping integral in the
z = 0 system (0.3 eV versus 0.660 eV), while it is
much larger in the z = 13.6 compound (1.6 eV ver-
sus 0.670 eV) and can be expected to induce in this
case a hole localization on the ladders.

Another important remark concern the orbital
energy difference between two sites belonging to the
same rung. Indeed, for the undoped system this
difference is strongly modulated, with a NN energy
difference larger than between NN leg atoms (see
figure I1.64a). For the highly doped compound how-
ever, the two copper sites of a same rung are iso-
energetic. Indeed, the maximum absolute value of
the computed orbital energy difference between two
sites on the same rung is smaller than 1 meV. This
energy degeneracy witness a hidden extra symmetry
since the two copper sites of a rung respectively cor-
respond to 7 and —7. One retrieve this symmetry
on figure I1.64d where the €(7) function is symmet-
ric around 7 = 0.5. The expected consequence of
such a symmetry is the fact that the holes present in
the ladder subsystem should be delocalized between
the two sites of the ladder rungs, while localized in
the ¢ direction.
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4.4 Chain-ladder interactions

In this section we will address the possibility
of a chain-ladder coupling due to the structural
modulations. Indeed, as mentioned in the intro-
duction, in the highly calcium-doped compounds,
the chains can be distorted in such a way that their
oxygen atoms come into an apical position of the
ladder copper atoms with a small Cuagder—Ochain
distance (2.7 A). In the undoped compound how-
ever, the Cujgdger—Ochain distances always remain
larger than 3.1 A.
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Figure II1.66: Effective hoping between the chain and
ladder closest copper sites as a function of the differ-
ence between the two copper coordinates along the & axis
(Az(Cu)). Circles represent the computed points and
the dashed lines are a guide for the eyes.

Figure I1.66 displays the effective hoping inte-
grals between chain and ladder closest copper sites.
One sees immediately that unlike what has been
supposed in the literature, the chain-ladder hoping
terms remain weak whatever the Qujadder—Ochain
distances. Indeed, both the nominal values and the
variation ranges (in meV units : [-11.7,1.5] for the
z = 0 system and [—18.5,5.5] for the z = 13.6 com-
pound) are of the same order of magnitude for the
undoped and calcium-doped compounds.

We also computed the chain-ladder magnetic
couplings and the on-site orbital energy differences
between the chain and ladder systems. The ef-
fective exchange were always found weaker than
1 meV, that is negligible. As far as the chain-
ladder orbital energy differences are concerned, the
results obtained from the present chain-ladder frag-
ments are in full agreement with the results pre-
sented on the ladder subsystems and those from
references [221,225] on the chain subsystems. One
should point out that the present calculations allow
us to set the chain-ladders relative energy levels, as
will be discussed further. Let us also notice that the
orbital energy differences between chain and ladder
sites are not proportional to the Madelung potential

differences on the related sites, unlike what was ob-
served for the intra-subsystems orbital energy mod-
ulations (see figure I1.65).

As a conclusion on can say that both hoping and
exchange values between the chains and ladders are
found more than one order of magnitude weaker
than the intra-chain and intra-ladder interactions,
for both compounds. The chain and ladder layers
can thus be safely considered as non-interacting.

4.5 Discussion and conclusion

One of the most controversial subject about
the Sr14,Ca,Cuz404; family of compounds is the
chain to ladder hole transfer as a function of the cal-
cium content. While it is clearly established that
the hole transfer increases both with the calcium
content and the applied pressure, the actual amount
of transferred holes does not reach a consensus, even
for the x = 0 system. This subject is of importance
for the understanding of the system properties since
(i) it is supposed to be crucial for the superconduct-
ing phase [4-6] and (ii) it is more generally directly
related to the systems conduction properties since
the conduction is supposed to occur in the ladder
subsystem.

We evaluated the relative energy of the chain
and ladder subsystems, responsible for the possible
hole transfer, from the following parameters :

e the on-site orbital energies,

e the NN bi-electronic repulsion in both subsys-
tems.

In references [221,225], the NN bi-electronic repul-
sion V' was computed for the chain subsystem using
three centers fragment calculations. It was found
to be almost independent of the structural modula-
tions, temperature and calcium content. This can
be understood by the fact that the NN repulsions
are essentially dependent on the Cu—Ou distances
and not on the Cu—O—Cu angles that dominate the
modulations of the other effective interactions. We
thus evaluated the NN repulsions on the ladders
subsystem using the average computed chain value
of 0.6 eV and the standard Ohno formula [226] for
the distance dependence

Vo

V(R) = 1+ R/ag
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Figure 11.67: Chain and ladder energies as a function of Tchains- The site energies were evaluated as the sum of
the orbital energies and the repulsion terms with neighboring atoms when the latters have lower orbital energies

and are thus occupied prior to the considered one.

The ladder fourth coordinate Tigdder has been rescaled to

2Cchain [Cladder, $O that the relative T variation range of the two subsystems is proportional to the number of sites
per f.u. in each sub-system. The horizontal line represents the Fermi level.

where R is the inter-site distance, ag is the Bohr ra-
dius and Vj a R = 0 effective constant. Extracting
Vo from the chain repulsions we get Vo = 3.7 eV.
We thus find

e for the intra-ladder repulsions Vieg =
Viung = 0.44 eV, and Vg ~ 0.32 eV (di-
agonal repulsion on a plaquette),

e for the inter-ladder repulsions :
0.6 eV.

Weg—leg =~

Using these approximations and the computed or-
bital energies we determined the relative energies
of the chains and ladders as a function of 7 (see
figure I1.67). Since the ladder hole-doping remains
small we considered that the repulsions where act-
ing on all ladder sites.

One sees immediately that while for the z = 0
compound the ladder energy curve is always about
0.65 eV lower than the first empty sites of the
chains, for the z = 13.6 compound, the most en-
ergetic ladder sites are at the Fermi level. These
results are coherent with a complete hole localiza-
tion on the chain sub-system for the undoped com-
pound and a small hole transfer to the ladders for
highly doped systems. It seems however difficult
to extract a precise value of the chain to ladder
hole transfer (for the x = 13.6 compound). Indeed
the hole transfer can be expected to be sensitive to
very small energetic variations, since the Fermi level
is located in a region with large density of states,
both for the chain and ladder subsystems. For the
ladders subsystem, Er is located on an energetic
plateau. For the chain subsystem, Er crosses the

energy curve, unlike what happens in the undoped
system where the Fermi level is located in an ener-
getic gap. This may explain the large experimental
range of values obtained for this hole transfer.

Another consequence of the Fermi level local-
ization on a ladders energetic plateau, is that the
holes are localized on (quasi) iso-energetic rungs —
while they are localized on very energetically dif-
ferent sites in the chain subsystem. These rungs
are not first neighbors, but in most cases second
and in some cases third neighbors. The holes can
thus be considered as evolving on a subset of the
ladders with (quasi) iso-energetic sites. In such a
model, the rungs belonging to the the real ladder
located in between two hole-supporting rungs can
be considered as bridging ligands. The resulting ef-
fective hoping and exchange integrals between the
hole-supporting rungs are thus modulated accord-
ing to the number and the characteristics of these
in-between rungs. In such a model, these effective
interactions between hole-supporting rungs can be
expected to be rescaled to much lower values than
the NN ones on the real ladder, and thus much lower
values than the on-rung ones (|tf| < |trung| and

[T | < | Jeung])-

leg

We would like to conclude this work on a few
opened questions on the super-conducting phase.
First, the on-site energy variations are quite-
large on the calcium-doped system, both for the
chains and ladders subsystems. These modula-
tions strongly increase as a function of the chem-
ical pressure. Whether the applied pressure would
act along the same line, it would induce an even
larger distortion of the chains and ladders subsys-
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a)
z=0 €1 Ag, i tr Jp Jr
ap 0.0 0.0 -659.2 -572.2 -143.9 -111.6
a; |-153.0 204.3 28.3 124 -13.7 2.5
as 8.9 3.4 2.0 -5.1 -1.0 -2.5
@1 | 0.819 0.875 0.655 0.750 0.904 0.750
@o | 0.786 0.688 0.089 0.500 0.982 0.500
b)
r=13.6 ] Ag, 17 tr Jp Jr
ao 0.0 0.0 -672.5 -624.7 -159.3 -136.4
a; |-811.4 73.9 11.5 -0.2 8.0
as |-209.5 -11.1 4.0 -10.5 4.5
as 4.4
@1 | 0.500 0.000 0.284 0.001 0.284 0.995
@2 | 0.004 0.000 0.529 1.000 0.537  0.997

Table I1.6: Analytic fit of the t — J model, a) for the x = 0 undoped compound, b) for the x = 13.6 calcium-doped

compound. All energies are given in meV.

tems. Such a phenomenon would be quite incom-
patible with the usual super-conductivity theory in
the ladder systems since it would induce an even
larger modulation of the ladder on-site orbital en-
ergies. Another discrepancy between the present re-
sults and the super-conductivity predictions is that
the super-conductive pairing is supposed to occur
for (i) low ladder hole doping, (ii) 2|Jrung| > |Jieq|
(both are verified in the present case) and (iii)
|Jrungl > |trung| With is far from being verified
since |trung| > 4|Jrungl- One thus wonder either
what type of structural distortions under applied
pressure could correct these features hindering the
super-conductivity or whether the origin of the ob-
served super-conductivity arise from another origin
that the usually accepted homogeneous ladder ¢ — J
model.
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Appendix

The computed results were fitted as a function
of the fourth crystallographic coordinate 7, using a

Fourier series, according to the following expression

ag + Z an cos [2mn(T — ¢,)]  (IL5)

n

Only terms with a non negligible contribution to the
series were retained. The results are summarized in
tables II.6a for the z = 0 and I1.6b for x = 13.6.

(Les références du texte sont incluses dans les
références reportées a la fin de cet ouvrage.)
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5. CONCLUSION DU CHAPITRE

9 Conclusion du chapitre

Nous avons présenté dans ce chapitre, I’étude ab initio des composés incommensurables Sr14Cug4O41
et Srg.4Ca13.6Cu24041. Plus précisément nous avons déterminé, par une méthode de calcul ab initio
multi-références, un modeéle ¢t — J + V effectif, pour les sous-systémes des chaines et des échelles, le
modéle calculé pour les chaines comprenant & la fois les interactions premiers et seconds voisins. Nous
nous sommes appliqués & déterminer les variations des paramétres de ces modéles, dues aux modulations
incommensurables le long des deux sous-systémes.

Les résultats obtenus montrent que les modulations structurales sont responsables d’une trés large
variation des paramétres effectifs des modéles. Ces variations ne peuvent étre considérées comme une
perturbation d’un modéle homoggéne, et sont véritablement responsables des propriétés particuliéres de
basse énergie de ces composés. Le point le plus important, concerne les modulations des énergies orbita-
laires, dont I’amplitude est de 'ordre de grandeur de I’électron-Volt. Ces variations sont beaucoup plus
grandes que toutes les interactions effectives. Elles vont donc dominer la physique de basse énergie de ces
composés, et en particulier introduire une forte localisation des électrons (ou des trous).

Les paramétres effectifs des modéles étant trés sensibles aux modulations structurales, ils présentent
des variations sensiblement différentes pour les deux composés. En particulier, la localisation des électrons
sur les sites de basse énergie, conduit & des arrangements différents des électrons le long des chaines.
Dans le cas du composé pur, cette localisation permet d’expliquer la formation de diméres de spins.
Nous avons montré que l'intégralité des chaines était constituée de dimeéres, parfois espacés par un spin
libre. L’occurrence obtenue de ces deux entités magnétiques est en trés bon accord avec les études de la
susceptibilité magnétique effectuées sur ce composé. Dans le cas du composé fortement dopé, les chaines
ne présentent pas de dimeéres de spins. Nous avons montré que, méme pour un faible dopage en trous,
les spins sont ordonnés de maniére anti-ferromagnétique le long des chaines. Ceci différe du modéle
généralement considéré pour ce composé, de chaines ferromagnétiques, couplées entre elles de maniére
anti-ferromagnétique. Cet ordre est cependant en accord avec l’observation expérimentale d’un ordre
anti-ferromagnétique a basse température.

Les résultats que nous avons obtenus montrent par ailleurs que les interactions effectives le long des
chaines de plaquettes CuO4 connectées par les sommets, sont trés sensibles aux distorsions géométriques.
En particulier, ’interaction d’échange premiers voisins, est trés sensible aux variations de ’angle Cu—
O—Clu. Dans le cas du composé fortement dopé, cette interaction devient méme anti-ferromagnétique
pour des angles supérieurs & 97°. Ce résultat est en bon accord avec ’observation de couplages anti-
ferromagnétiques dans le composé CuGeO, qui présente des angles Cu—O—Cu de 98°. Nous avons aussi
montré que les orbitales s des oxygénes pouvaient intervenir dans 'interaction effective d’échange. Dans
le cas ot les distances Cu—O sont faibles, 1’effet de ces orbitales peut étre suffisant pour inverser le signe
de l'intégrale d’échange, et la rendre anti-ferromagnétique alors que les angles Cu—O—Cu sont trés proches
de 90°
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Conclusion générale

Les composés fortement corrélés présentent de nombreuses propriétés différentes, et souvent inusuelles.
Ces systémes ont cependant en commun, que les électrons responsables de leurs propriétés physiques sont
peu nombreux, et localisés & la fois spatialement et énergétiquement. Les propriétés des ces composés
sont donc déterminées par la nature de ces électrons et les interactions effectives entre ces électrons. Il
importe donc, pour comprendre la physique de ces matériaux, de déterminer, pour chacun d’eux, quels
sont les électrons et les interactions pertinentes, et ensuite de quantifier ces interactions effectives. Les
méthodes ab initio apparaissent comme un moyen privilégié pour déterminer chacun de ces paramétres.
Les interactions étant essentiellement locales, il est possible d’étudier ces systémes par des méthodes de
spectroscopie de fragments. Ces méthodes autorisent I'utilisation de calcul ab initio multi-références qui
permettent de traiter correctement le caractére fortement corrélé de ces systémes.

Dans ce travail de thése, nous avons apporté un certain nombre de développements méthodologiques
nouveaux. En particulier, il est trés important pour ces méthodes, de bien reproduire les principaux effets
du reste du cristal sur le fragment étudié. En effet, si les effets d’écrantage des interactions ont un caractére
fortement local (décroissance en minimum comme 1/R), au contraire, le potentiel électrostatique créé par
la distribution moyenne des charges dans le cristal a un effet 4 longue distance. Ce potentiel électrostatique
a un effet déterminant sur ’énergie des orbitales magnétiques, mais aussi un effet non négligeable sur les
interactions effectives. Le potentiel électrostatique est généralement calculé par une méthode de calcul
direct, qui consiste & évaluer le potentiel créé par les charges contenues dans un ensemble fini de cellules
entourant le fragment.

Nous avons proposé une étude détaillée de la convergence de ce type de méthodes. Cette analyse
nous a permis de proposer, dans le cas de composés cristallins, une méthode simple d’utilisation, qui
converge exponentiellement en fonction du nombre de charges. Cette méthode est basée sur 'utilisation
de charges partielles permettant d’annuler les moments multi-polaires des cellules utilisées pour construire
Penvironnement. Pour la spectroscopie de fragment, 1’utilisation de cette méthode permet de rendre
Perreur effectuée sur le calcul du potentiel parfaitement négligeable. Dans le cas de matériaux composites,
le calcul du potentiel est quelque peu plus compliqué. Ces matériaux sont en effet constitués de deux sous-
systémes, a priori de charges globales non nulles, et sont incommensurables dans au moins une direction.
Nous avons élaboré une méthode, qui permet d’assurer la convergence du calcul du potentiel dans ces
composeés. Si cette méthode converge plus lentement que celle proposée pour les matériaux cristallins, la
précision obtenue dans la pratique est trés satisfaisante pour le calcul ab initio.

Dans ce travail de thése, nous avons appliqué la méthode de spectroscopie de fragment & I’étude de la
famille des matériaux fortement corrélés Sri4_,Ca,CussO41. Ces matériaux composites font partie de la
famille des oxydes de cuivre quasi-unidimensionnels. Ils ont pour particularité d’étre constitués, a la fois,
de plans de chaines de spins, et de plans d’échelles de spins, ces deux sous-systémes ayant un paramétre
de maille incompatible. Ils présentent plusieurs propriétés singuliéres, notamment une phase présentant
des diméres de spins sur le sous-systéme des chaines, ou une phase supraconductrice sous forte pression.
On considére généralement que ces composés sont formés de deux sous-systémes sans interaction, un sous-
systéme de chaines homogénes de spins, et un sous-systéme d’échelles homogénes de spins. Cependant, les
propriétés de ces matériaux ne semblent pas trés compatibles avec la physique connue des chaines et des
échelles de spins homogénes. Le but de notre travail était de déterminer dans quelle mesure, le caractére
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composite, ainsi que les modulations structurales pouvaient perturber le modéle homogéne, et permettre
d’expliquer les propriétés observées expérimentalement. Le calcul ab initio apparait trés performant pour
ce type d’étude. Il permet de calculer précisément les interactions effectives locales en un point donné, alors
que les techniques expérimentales n’ont, généralement accés qu’a des valeurs moyennes de ces interactions.
L’étude que nous avons effectuée, a permis d’évaluer les variations des paramétres des modéles effectifs
décrivant les deux sous-systémes, le long de chacun d’entre eux.

Il s’avére que ces deux sous-systémes ne sont absolument pas homogénes. Au contraire, les para-
métres des modéles effectifs les décrivant, présentent de trés fortes modulations incommensurables. Ces
modulations ne sont pas dues directement & la présence d’un second sous-systéme ionique de périodicité
incompatible, mais sont induites via les modulations structurales de chacun des deux sous-systémes. L’ef-
fet le plus important de ces modulations concerne les variations des énergies des orbitales magnétiques.
Ces modulations impliquent une forte localisation des électrons sur les sites de basse énergie. Cette loca-
lisation des électrons est notamment a l’origine de la dimérisation de spin observée pour le composé pur
en strontium.

Les matériaux composites ne peuvent donc étre considérés simplement comme constitués de deux
sous-systémes homogénes, pour lesquels les modulations structurales auraient un effet perturbatif. Ces
derniéres sont en effet directement responsables de la physique de basse énergie de ces matériaux. On
savait déja que les quasi-cristaux avaient des propriétés trés différentes des composés périodiques, on les
considére en général comme une classe de matériaux & part. Il apparait que les matériaux composites
peuvent, eux aussi, aussi étre considérés comme une classe & part. Ils peuvent en effet présenter des

propriétés physiques particuliéres, différentes, par nature, des propriétés des composés périodiques.

Il reste donc & déterminer quelles peuvent étre ces propriétés particuliéres pour d’autre matériaux
composites. En ce qui concerne les composés Sr14_,Ca,Cuz4041, un point important reste encore a élu-
cider, celui qui concerne I’évolution des modulations structurales et de la structure électronique, lorsque
I’on applique une pression physique. Certains de ces composés présentent en effet une phase supracon-
ductrice sous pression, qui est supposée étre une réalisation de la supraconductivité prédite dans les
échelles de spins 1/2 & deux montants. On peut en effet se demander quel role jouent les modulations
dans l'apparition de la supraconductivité. La forte variation des énergies des orbitales magnétiques, si elle
perdure sous pression, ne semble pas & premiére vue trés compatible avec le modéle théorique prédisant
la supraconductivité dans les échelles de spins homogeénes.

Nous avons proposé, pour la premiére fois, une étude ab initio de la structure électronique de sys-
témes composites, qui tient explicitement compte de la géométrie incommensurable de ces matériaux. Ce
travail montre & la fois la possibilité, 'intérét d’une telle étude. Il ouvre la voie & I’étude de la structure
électronique des nombreux autres systémes modulés ou composites.
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Annexe

Majoration des dérivées partielles d’ordre k de 1/r

Cette annexe propose une majoration de la dérivée k'®™¢ de 1/r évaluée en R par une expression ne
dépendant que de la norme de R et de l'ordre k de la dérivée.

Afin de majorer la dérivée ki®™° de 1/r, on montre tout d’abord que cette dérivée est égale & :

0 01 P(wk---m)
= 22} = @) 1L
<5$k o, r>ﬁ R2k+1 (I1.6)

ol Pg,...z;) est un polynome d’ordre k des coordonnées z,y et z dont les coefficients dépendent du jeu
de coordonnées zy - - -z choisi. On peut noter que pour chaque terme de ce polynoéme, la somme des
puissances de x,y et z est égale & k afin d’assurer I’homogénéité de ’équation. On démontre cette relation
par récurrence. On suppose la relation I1.6 vraie pour une des dérivées k'*™¢ de 1/r, k étant fixé. En
dérivant partiellement par une coordonnée z; = z,y ou z on obtient la dérivée (k + 1)*™¢ suivante :

_0 6 91y _ 0 Plap-ar)
Oyt Oz, Omir ) \Owppr R )
_ 1 6P(Zk:1}1) Tk+1 (Zk + 1)P(zkz1)
= Rt O g1 5 - R2k+3
= [R2 ( 8:(:—2+1 )ﬁ — Tr41(2k + 1) Py, .0) R2n+s

Le lecteur pourra aisément vérifié que ’expression entre crochets est un polynéome d’ordre k + 1 en z,y
et z. En choisissant Pz, ,...z;) égal & ce polynome :

aPm...zl))

- 2 P, .. II.
6.Z’k+1 xk-i-l( k+ ) (1) ( 7)

.

Plowgaoe) = R ( R

on démontre la relation I1.6 pour une dérivée (k + 1)1*™m¢ de 1/r. Il reste & démontrer que la relation I1.6
est vrai pour k = 0, ce qui est immédiat, le polynéme correspondant étant égal a 1.

La relation I1.6 étant établie, il convient & présent de majorer le polyndéme P, ...,,) par une expression
ne dépendant que de R et du degré du polynéme. On note a(n, n,) les (k +1)(k +2)/2 coefficients de ce

polynéme :
k—ng

k
Phpoa) = D D Qnany) @y 2"

Ne=0 ny=0

Etant donné que les valeurs absolues de z,y et z sont majorées par R, les termes z"=y™ zF~"=~"v sont
inférieurs & R*. Ce qui conduit & la majoration suivante de Py,

kE+1)(k+2
Piyozy) < % cr RF (11.8)

ay)
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ol ¢, est un parameétre supérieur a la valeur absolue maximale des coefficients a(,, 5,)- Une expression de
¢, peut étre obtenue par récurrence & partir de la relation I1.7. Pour ce faire, on commence par majorer
la dérivée partielle de Py, ...4,) :

k  k—ng
6P(zkz'1) — Z Zn n.a xnm—lynyzk—nm—ny
6$k+1 - T (nzvny)

R ne=1 ny=0

ol Tp41 a été choisi égal & x a titre d’exemple. En remarquant que n, est inférieur a k, que a(n, n,) €st
inférieur & cj, et que ™= ~ly™ zkF~"e ~Myegst inférieur & R¥~! on obtient la majoration suivante :

(819(“...,,.1)) PRCES)

0rrt1 Jj 2

cx RF1 (I1.9)

En utilisant la relation I1.7 et les deux majorations précédentes, I1.8 et I1.9, on obtient :

2
1
@ cr R*1 + R(2k +1)

(k+ 1)k +2)
2

(k+1)(k+2) c
2

P(zk+1---$1) < R? kRk

(3k + 1) ¢, RFH

Cette relation implique la majoration suivante, moins stricte, mais qui sera plus pratique par la suite :

(k+2)(k+3)

5 (k+1) ¢ RFFL

P($k+1...$1) <
Ainsi, si ¢; majore les coefficients du polynome P, ...,), alors 3(k + 1) ¢y majore les coefficients du
polynoéme Pz, ., ,...z,)- En tenant compte du fait que co = 1, on obtient ainsi une expression des coefficients
Cp -

k
cr = [[3G+1) = (k+1)3* (IL.10)

En reportant la valeur de ¢ dans ’équation I1.8, et en utilisant la relation II1.6 on obtient la majoration
recherchée de la dérivée k™€ de 1/ :

0 a1 (k+1)%(k +2) 1
( )ﬁ < 5 k! 3k F (I1.11)
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