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��t	�ux{��~�	�t�u~wx����	����~{w	~~	�	��w�~�
t����w		�xαpol
����≈ 402± 8.1a3

0/e
2��	���w�w�~	

��u�t�	��vut		�x
~̃µ ≈ qe��tv�~|u	�	����wv	����~�t�	��vut	�������	�w�~	��~�	��vut	�	t�	�	x�		v�~��~�t���u�	����	x��~�t	x	�x	�	�x	�u��{��µB < 0
�{��

qe < 0
���t	�uxtw�	

∆Ev = −MfgfµBBZ

���t�~�u	u����~�	�	t���w	D1
	�x	�u��	��~�t���u�	����{�	�x{	tt	�	t���w	D2 �
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��t	�ux�� �ux	��	����	~x�!�	���~�t�	��vut	��"#�$wt	�uxtw�	−(J+L− + J−L+) 	x−(J+S− +
J−S+)�

��	������	�t�twvwx	��u���x	~w�t�	��vut	��%&	�x	~	�wx
 lim
M 7−→+∞

sin(Mx)

x
= πδ(x)

��t��uwx	�	t�	��vut	��%#wt	�uxtw�	�'�w~�w|u��u{�����	t���t	u��uv�v	~x�w��t�w�	�t	{x��(
~w|u	���utw	u�	�'�w~�w|u��t���t	u��uv�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	��
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��	�	��{	��	��~��~��~x��w�	vv	~xt	�	��{	��	�w��	��w�~	x~�~��w~�u{xw�~{�vv	�{�wx�
��u���ux�	t��	{xw�~��"���t	~�v��	�|u�~xw|u	�	~{�������~xΛ,Ω 	xS�
��t~�����w�	vv	~x����	1/R3 ��~�t����~wxw�~�	C3

���t�	��vut	��*�����u�+x�	{����	~xwtv�~|u	u~	�{x	u����~�t�	��vut	�	HSO��	����w	����~wxw�~���~xHSO =
ASO(R)

2 (~L.~S) = ASO(R)
l+1 s

−
1 +l−1 s

+
1

2 + l1zs1z + 1↔ 2��	�	�x	�u{�t{ut~�	�x�����	{x��
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���x��~�wxw�~�	���x�����{w�xw�~��~�t�������!~		�x�u~���x�~�	x~�~���
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�����t	�~Erad

��w�	~x+x�	�	v�t�{	����~Erad/2�
�	t��w	~x�	t�������wv�xw�~�u{��v�x�u�~�~x

��	{(eiωt + e−iωt)/2 = cos(ωt)���	x�u����vw��w�~�xwvut�	�	��vut	#�"��~�	�x��~{�tu���w���	~x��u~	�{x	u�"�u���{��	~x�v�w�
���t���t	�ux��~{{��~�	�t	���t	u��~uv��w|u	��u~	�{x	u�"�t�	��|u	~{	�	���w�x�~x�	u�	�w��tu�
	�w�t	��w~�wt���t	u��	t�	��vut	#�&�	�x5 × 103 s−1 	xΓstim = 1, 8 × 107s−1�RPA ≈ 0, 08 s−1 	x

~Γstim = ~3× 1010z�
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��t����wx�	t��x�x11Σ+
g
��~�t�	��vut	��#	x~�~t	x�w�t	x�

��tv�~|u	u~{������~�t�	��vut	���tw�~	v	~x�	�v�t�{ut	����{��v�t��	����	��vut	��	tt		�x

−~d. ~E − 1

2q
2
eE2
Z(α‖ cos2 θ~R,~eZ

+ α⊥ sin2 θ~R,~eZ
)
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��	s��~�x�~�	}���µB 	�x~���x
w	��~�t	x��t	�u�	�{�~�x�~x	�����w|u	�����
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���~�t�~�x	�	����	���	�uw��~xt�	��vut	�����wt	�uxtw�	µ = q2eα
polEZ �u

tw	u�	µ = αpolEZ

�
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��t	�ux�w�w�	�µB ���
~ ��~�
t	����~wxw�~��	��w��t	��	t��	{xw�~����*����	��vut	��*�	�x{	tt	�	−gJ �u
tw	u�	gJ �
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���~�t�	��vut	z���wt	�uxtw�	gb �u
tw	u�	gu���t~�������		�{x	u�1/3 ��~�t�	��vut	�u	�{x	u��	�	~t(��~��~z����
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��t	�ux��w�	vv	~xtw�	x �utw	u�	z ��~�t�	��vut	��&�
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��t	�ux��w�	vv	~xtw�	�'~�u����~�αi � 1��	x~�~�'~�u����~�αi � 0����~�t��	{xw�~s�����
��t��|u	t|u	�	��	u��v�x��v�xw|u	�{���w��	���~�u~��xw{t	�{{	�x��z���	v���������~���ux	
�	{������
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�	x����wt�	x�!�	��x����tw���ut�����x�w�	�wv���xx�~	x 	xw	~���	v	�{w	�����ttw	���~�w�	{x	u�
��u�v�����w��{{u	wttw	x�	v����w��	�vw����x����wtt	���~�t	�v	wtt	u�	�{�~�wxw�~��
z	xw	~�x�ux���������	v	�{w	�v	������{	��	u���������uv���}t	x�~���s�u��{���	x{����~�|uw 	~��u��w�����u���w�t�{��~{	�	x����wtt	��u�u~		����w	~{	�	�	��v�~x	�
z	xw	~��u��w�	���wv	�v����	�~�	���xwxu�	�v�~�w�	{x	u��	x�!�	���wtt	x|uwv�t���v�	��v�xw�~
	�{tu�w�	v	~xx����w|u		xv	��	u��~~�	������	�t�w~�	t�����w|u	v��	�wx{�~��~{	|u�~x�t�{�~�uwx	
�	�	{�	�{�	�	����wv	~x�t	��z	xw	~��u��w�t	�	v	�{w	���u���~{�tv		x��{�v��x	~{	��~�t��w�	{xw�~
{�~{wtw�~x	��u~	�|uw�	{��t	u�	u�	v�w��$t	��w�{u��w�~��x�w	~x���	�w��{���~�	��
z	xw	~��u��w��	v	�{w	����	��v��w	x��w~{w��t	v	~x���w��	xxw��	{|uw ��w�������!��	�	u�
�~~�	���t��~xx�!�t���	v	~x{�~x�w�u��{�v�t	�v	�t�{u~	���~�t	��v�w~	�	�x	{�~w|u	�	����wv	~(
x�t	��t	u�{�~~�w���~{	�����	�~�w	�	�x����w	��	�		��w�w��	v	~x���x�v	����t��	��v��~x�u��w�x�x�!�
����x��t	��
z	�uw��u��wx�!��	{�~~�w���~x�����u���x	x������tt���	���u�v����w�	�wx���x��	�t	u������{�	
�	t�����w|u	�	��x�v	�	��w����u	z���tw����	xz�
w�u�x��u�	~xw{wx�ux	v��	{�~~�w���~{	��u����w��{{	�x�t	��t	�w�{wt		x
	�w�	�~x�	������x	u��z�	���wv	�u��wx�ux	v����xwxu�	����vw�x	xz�}�u��~��u�t�w~x��+x|u�wt��~x
���x��v�~x����wt	~�{{	�x�~x�		�w�	���xw	�u u���
s	�{w���t	v	~x����vw�x�����u�	ttw	�����utw	u	x��s��~�u��u�t��w�	���{w	u�	|u�wt�v�~
�����x�	x�ux�ut�~��	{	xx	x�!�		t��w���	~{	��u~�u�	u��x��	�~�� �v�w��x�u~���x�{t	�u�
�w�{u��w�~���~��|u	�	~x�		����wv	~x�x	u��	xx����w{w	~��
z	�	v	�{w	�u��wx�uxt	�	���~~	t�	t�u~w�	��wx��	s��~	t�
�tt�	��u�v����w���~~�t������xu~wx�
��	~�	w�~	��u{�u���	{	xx	x�!�	�

���x	tw	��	v�{�~w|u	�t	�	��w{	�t	{x��~w|u		xt��tu���x�u�	���~~	t�ut�����x�w�	�wv���xx�~
v��~xx�u �u���{{u	wttw{��t	u�	u�	v	~x	x�~xx�u �u���{{�v�twv	��	v�~�	���~�t	��tu���		���t�w��
s	�{w�x�u���	��	v	�{w	v	~x�~	�	��w	~x���{�v�t	x���~�|u	 �	���wv	v����	�~�	���xwxu�	�x�u�{	u�����vw�x�����u�	ttw	���������}����u�x�	�������w~	x{��|uw�~x�w	~��utu�	tw�	v�~v�~u�{�wx��u��
x��|u	�t	�wv���{w�w�~�	xt	�	�ux	�����x�������	��
v	�{�tt!�u	�	x�vw�|uw�~x���x���t�	��tx�xw�~�	���{�u�	�x	��{w	~xw�|u	�
�	��w~�~����~��������wt�}�u~����vu	t�	x{�� 	t	u��w��x�u�
�v	�{w	x��~~	{�~xw~u�xw�~��
z	xw	~��~�t	v	~x��	v	�{w	�x�ux	v�	�vwtt	�v	��vw�	��	xx�ux���xw{utw!�	v	~x�	t��w~	|uwv��~x
��ux	~u	x�u����x�x�ux�ut�~��	{	�x��w��~~�	��
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�	��v�w~	�u�		��w�w��	v	~x	x�	t�v�~w�ut�xw�~���x�v	����t��	���	�x{�~�w�����t	v	~x���	t����
�	�uw�u~	�w��w~	���~~�	��	x	�x�	�	~uu~x�!v	�	�	{�	�{�	v� 	u�	~����w|u	�x�vw|u	��	��w����	t
�	����w|u	���&�xx�w�u���x	�	~��u��t�u�	�����	~(��~~�u� w	x�wttw�v����wttw����{�v�	~��{	�
�~~�	��	�	{�	�{�	x�~x��u�t�v��x�w�	�	�x	{�~w|u	�	����wv	~x�t	�|u	��u�t�{�v����	~�w�~x����w|u	
�	�v�{�~w�v	���w~x	��{xw�~��	�uw�t	���	vw!�	�	����w	~{	��	��t	~xw��	v	~x�	 	x�x�vw|u	��~�t	�
�~~�	���#���	vutxw�t	����~{�	�	����wv	~x�t	���~x�u��	~u	���~�	ux{wx	��	~x�	�ux�	��t	�v�t���	�
��xw|u	��t	�w��	��	���x�v	�~	ux�	���~��	��w!�	��v��~�x�(���xw|u	�v��~�xw|u	�u��~��	����	�u�
��xw|u	��t��v�tw���xw�~�	����t��	��x�vw|u	���ut����	���xw�~	~���%�	t�{�~�	~��xw�~�	}��	(�w~�x	w~�����tt!t	v	~x�{	�	����w	~{	���	�v��!t	�x����w|u	��	�tu�	~�tu����{w�	u�	~x����������t���~x������u�t�{�v����	~�w�~�	���{	��u��u��w	�~��v	~x�u�|u	t�w~x	��{xw�~��u~�x�v	��	u�~w�	�u�
���~	��w	�t	~w�	�u	�~��v	~x�t	xt	��	vw	�~w�	�u	�{wx����	{u~{��v�t��	������w�		~{�v�x	�	t�
����~��	�{	~{	�	�~w�	�u���	�vw��	���{w�	�t	�v�{�~w�v	��	�		��w�w��	v	~x{�vv	t	�		��w�w��	v	~x
�u�(����t	��w����	���	��v	~�u{�v���x	v	~x��u~������x�v	�	��w�����x	�u �u����uw�����~x��	
�u�t��xu�	�	�v�{�~w�v	�vw�	~ 	ut����	�{�ttw�w�~�	x�	�w~x	��{xw�~�	~x�	�	u��u�tu�w	u���x�v	�
utx��(	��w����	���	t���	v	~x���wx��u���w~x�	�����xt�{�v����	~�w�~�	����~�v!~	�{�ttw�w�~~	t�
	~�	~���~x�	��	�x	���~�t	��w!�	����x�v	�	��w����	�x	v����xu�	�	�x�+v	��xx	w~x	��x��w|u	v	~x
|u	t|u	�vw{��(�	t�w~��ux��w�	~x�	�x	v���	{�ttw�w�~�	~x�	�	u��x�v	�utx��(t	~x��������~xt���	v	~x
t	�x	v�����	����t����	�{�ttw�w�~����w~�w�	��w~�w|u	t��u��	�	�w	�	��x�x�	�{wx����t�	�w	~x�t���
����w�t	����w�	~x	v����	t�u�t�{�ttw�w�~	x�	t�v��w�	��
�u	�wx�u{���{x!�	�t�~�u	���x�	�	t�w~x	��{xw�~�w��t�w�		~x�	�	u��x�v	��t�{�v����	~�w�~�	{	�

���{	��u�{�ttw�w�~~	t�	�x�t�	��~xw!�		~x�	t�����w|u	�x�vw|u		xt�����w|u	v�t�{ut�w�	����~	��w	vw�	
	~ 	ut����	t�{�ttw�w�~�	�	u��x�v	�	��w��	�xx	tt	v	~x	�w�t	|u�	tt	�	�w	~x{�v�����t	�u�x	�v	�
�u��vwtx�~w	~���wxu	tt	v	~x~��tw���{�vv	t	�x	�v	����	��~���u	{	��wxt����	t�v���tw��xw�~�	�
{�ttw�w�~�	~x�	�	u��x�v	��u�	t��xu�	�	�v�t�{ut	��w�x�vw|u	��wt	�x��~{{�u{w�t�	{�~~��x�	���	�wx	(
v	~xt�w~x	��{xw�~	~x�	t	��	u��x�v	����w~x	��{xw�~�{�u�x	�w�x�~{	�	ux+x�	��x	�vw~�	����	�x����u�
�	��	{x���{��w	v�t�{ut�w�	��	t�	�xt�w~��+x�	t	{����u�t�w~x	��{xw�~	~x�	�	u��x�v	��t�w�~��|uw	�x
�w�{wt	���x	�vw~	�	����wv	~x�t	v	~x���uxwtw��xw�~���x�v	�	��w���	~�����w�t	t��xu�	��w~x	��{xw�~��	
x��	��~�	����t�	w�	��w��t	�w~�uwx�(�w��t	�w~�uwx�	{��t�x�!�	�w�t	�wx	��	�	{�ttw�w�~�	�v	xu~	
�xu�	��	{x���{��w|u	���ux	����tuxw�~��~	~�u�	tt	��	{x���{��w	��	�x�w~�w���	t����	�	�uw�����
t�
��	{x���{��w	�	���x�����{w�xw�~���w��	�	���	�	{	xx	��	{x���{��w	�	���x�����{w�xw�~	ux�u�����	���
����������	wv�z��	w~	�	x��zutw	~~	�!���#&���u����tw�	�t���	{x���{��w	�	���x�����{w�xw�~�wt
�u�x��wttuvw~	�u~�{��~xwtt�~���x�v	�	��w����	{u~	�w�{	�ut��	�	~����~�~{	�u�u~	x��~�wxw�~
�	u�
�x�v	����{�	���~�t	u�~w�	�u	�~��v	~x�t�	��u~~w�	�u���(�w���xw�~~	t��u~	v�t�{ut	�t	{x��~w|u	(
v	~x	�{wx�	��	��	~�wx���	t�xw�	v	~x	�w�t	���~�t	��w!�	�v��~�x���xw|u	�ttw�	��u	�wx|u	t	~�v��	
�	��w�	����x�v	����������u~	�w�x�~{	R ���w		~4πR2 	�~x|u	t	���{	��u��	���x�����{w�xw�~~�	�x
	�{�{	|u	t���|u	|u	t	��	u��x�v	���~x�	t�xw�	v	~x�t�w�~��t�u~�	t��ux�	���	�{wx�xw�~	�x��~{�tu�
������t	�t�~�u	�w�x�~{	w~x	��x�vw|u	�t����x�����{w�xw�~�	�v	x�w~�w���xu�w	��	�v�t�{ut	��t
{�	��
�	���~�	�t�~��xw�~	x��~{t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u		~Cn/Rn

�
n = 3
t	�tu���u�	~x��u��	��w(

v!�	��t{�tw~���	��uwx��	��x	~xw	t���x�!�	�w�t	�w��	��w�~	~�wx	��	�	��x�v	����x�����{w����	�vw�
�	�v	�u�	���	{x���{��w|u	��	x�!����~�	���{w�w�~w~{tu�~xt���	vw!�	���	���xw�~����t��|uw�	�	��
�	xx���	�	x��	tw���t��wx	��	�~w	�u���x�~	~x�	�x�v	�w~�w�w�u	t�
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t	xx�	vw~u�{ut	
��u�t	��t	{x��~�w~�w�w�u	t�i ����	�	v�t	li �usi

�	xt	xx�	v� u�{ut	��u�t	���vv	�	xt	�x	�v	�
v�t�{ut�w�	�����	�	v�t	F, J �uL��~~�x	��	{∗ t	�~�x�xw�~�~�~u~w�	��	tt	v	~xuxwtw��	�	��~�{	{��
�~��~~	t	��ux�	�~�x�xw�~�t	��tu�uxwtw��	������|u	2S + 1 ��ux��~���t	�	�w~�ut	x���	��u�t	x�
��	x�w�t	x	x{�{��wt���~x��u�	~x����~����	~2S + 1 ��t	u���	mS��	��v

��t	def
= �
w�~w��~x����t���

���~wxw�~��	�v	x�	���~w�t�~�x�xw�~uxwtw��	�
������	����	�
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��� ~A

�
����������
~n = ~R/ ‖ R ‖��
�����	

~

mA

��� �����
 	�������mA


��������	�
� ~I
def
= ~IA + ~IB

∗
��~ı = ~ıA +~ıB�����
�������
���	����������
��i ~̀
i λi

∗ σ, π, δ . . .
���
|λi| = 0, 1, 2 . . .
������������
��i ~si σi���	������
���������������
��i ~ji

def
= ~̀

i + ~si ωi = λi + σi

���	������
�������
���	� ~L
def
=
∑

i
~̀
i Λ ∗ � Σ, Π, ∆ . . .

���
|Λ| = 0, 1, 2 . . .
������	������
������ ~S
def
=
∑

i ~si Σ����	������
������ ~j
def
= ~L+ ~S ∗ ��~Jat

��~Ja

���	�	������� ~f = ~fA + ~fB
∗

��~F
def
= ~FA + ~FB

���	�������	�������� ~̀ ∗ ��~R ����	� ~F
def
= ~L+ ~S + ~I + ~̀ ∗

������
���	�
���	��	�����������	�
� ~J

def
= ~L+ ~S + ~̀ Ω = Λ + Σ

0, 1, 2 . . .
���
|Ω| = 0, 1, 2 . . .

���	��	������ ~N
def
= ~L+ ~̀ ∗ mN = mL = Λ

Σ, Π, ∆ . . .
���
|Λ| = 0, 1, 2 . . .

��~K �
������������Λ̃ = mL

��Λ = |mL| = |Λ̃|����������
λi�Ω ���  

����	��������
�	
���	���	����Σ ��
����Λ = 0

�
���	����	�����	���	�������������
����~K = ~Λ + ~̀ def
= Lz~n+ ~̀���������	���
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�w��	��		x�	v�~w�ut�xw�~���x�v	�	��w���

���t	��tw|u	��{�vv	~xwt	�x����w�t	�	�	��v	~	��~	x��wx	�|u	t��t	{x��~�	��t	~{	�v�w�|u	
{	t�~�{	��wx	�	v��w�	�t	������x	u���u~�t	{x��~���x����w	~	�	��|u�	�|uw���	�v�w�wt~�u��
�	v�t�uxwt	�	t�����	~x	�w{w��	xx	�wv�tw�{�xw�~�	���	~	�	x�x�!�uxwt	�u{���wx�	���u���{�w�	
�wv�t	v	~xt	�	��{	�|uw��w��	~x	~x�	�	u��x�v	��	{��wuv�t�w�~���

����� C���><�;�=�<�>?�;���>�>���=��

���x�v	�	{��wuv�
55
133

���	ux��{�u�	�x��	{x���{��w|u	v	~x	~�#*����}u~�	~�t�w~�	~x	u��u�	{
}u~�	~�	x�w�{����{	��~xt	���{�u��	u���	���w	����vw��w�~��x�vw|u	����~��	t�	�uvw~���t	�	�u�(��	wv���	�xu~v�x�t�t{�tw~�w�	�|uw~��|u�u~�t	{x��~�	��t	~{	���	vw!�	{�t�~~	�ux��t	�u���w��w|u	
�	s	~�	t	!	����w���������������	x�	��	v�t	��~{�t�������!~	��t	�x{���{x��w������	u���w	�
���vw��w�~��wtt�~x	���~�t	�t	u�t	���w	�7p− 6s�	��"*�~v�{	|uwtuw���tu��~x~�v�{�	�wu����t	u�
	~t�xw~��{�	�x��u�|u�w{��wuv	�x	~{��	���	�w��{�wx{�	�wuv��t	�xt�u~�	����	�v�x�u����	{t	v	�{u�	
	xt	��ttwuv��+x�	tw|uw�	�x	v����xu�	�v�w�~x	��#◦ ����t����wx	��t��w�	v	~x��	{t�	�u	��w�		x�
�	x�!�~�v��	u�	������w�x��{�wvw|u	���t	{x�����wxw�wx��~��v	����~�	��~wx���	{t�����!~	���	{��wuv
	�xuxwtw����~�t	�{	ttut	����x��t	{x�w|u	��v�w���~w~x��+x�w~�u�x�w	t�t	�tu����{�	�	~���	{�	�{�	�	�~��v	~x�t	����w�	��~���~uxwtw��xw�~��~�t	����t��	��x�vw|u	����	�x�	�tu�t��t�v	~x|uw�t	�tu�
��w��x��	���������!���x�t�	~�	��	x�t���������v�w�wt	�x�t��x�x~�xu�	t|u��wv	~x�����	��v��	
55
133

�����~��w�	�x��	~�w��~���t	���vv	��

����)B��=�;�=�<>��?;<���
;�=��>
�	{���wx�		�x{�~��{���t��xu�	���w�	�	�	�~{xw�~����~�		x�	��~	��w	��	t��x�v	�	{��wuv���

���{w�w�~�	|uw�	���t	�	����w	~{	���	{�	��x�v	�	��w���	v�~�		~	�	xu~	{�v����	~�w�~���	�~�	�	
t��x�u{xu�	�	t��x�v	��	�	����w	~{	��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��	��2 ����

��x�����{w�xw�~��	{
�	��x�v	�	��w���	|uw!�	~x�|u�~x�	tt	��u~	{�v����	~�w�~x�!��w�u��	t�v�t�{ut	�	��2�~�x�vv	~x
�	�	��{	��	
�~�	����t�	~x�	�	u��x�v	��	{��wuv�t�w�~��t�u~�	t��ux�	��~{�~��|u	~{	{	{���wx�	
{�~��{���t��xu�	�	t��x�v	�	{��wuv�	���uw�����t���t�~x���u~		uxu�		�x	~�w�~�	����utx�x��t�

�����������
�����

��	��	������������	�

��	������������������������
�����
	���������
	��
�������������������� ������ �!"�� #�!"�$�% !�� �&�$"!$���'(�")�"#��)!�!$*!'+�#,�!$� �*+��"�")�"#�-
.���
�������������������
�����	�����/�
�0����	�1��/0����������1 
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�� ������
�������������
�����

v�t�{ut	�	{��wuv���u�{�vv	~{	��~�����~w�t	��vwtx�~w	~�	t��x�v	�	{��wuv�w~�w|u	t�	�~{xw�~
���~�	��{�w��~xt	�~w�	�u��u{��wuv���u�v�~x�	��~�	~�uwx	|u	��u�t��~�	ux�	��v	~	��t��xu�	
�	t��	ut		�~{xw�~���~�	�	t��t	{x��~�	��t	~{	���u�{	t��wt�	��~�{	���w�	��	�	{xu	��	�{���	{xw�~�
�u	��u�	�	x��u{�u���	�{���	{xw�~���~xx�!�wv���x�~x	���u�t��xu�	�	�	��{	���	�	���~x	~x�	
�x�v	��	{��wuv�t�w�~����	utu~���utx�xw~x���u{xw	�	������	~x�w{w	xt���v�~�x��xw�~�	��	�wx	��~�
t	{�v�t�v	~x����u�x��wx	��~�	~�uwx	t	��	�xu���xw�~���	t�xw�w�x	��u�u	��u~{��v�	�x��w	u��
�	�v	xx�~xu~	��x	�vw~�xw�~�tu����{w�	�	t�	�~{xw�~���~�	�	t��t	{x��~�	��t	~{	�w~�w|u	{	tt	��	�
~w�	�u����~	��w	�	t��x�v	��~x��t	�u��{��wxut�xw	���u�	�����	��~	��w	��	t��x�x	�~��v	~x�t	x�	�
��	vw	���x�x�	�{wx����	{t	u����u��x�u{xu�	��~		x���	��~	��w	~���{�~{tu�	{	xx	����	~x�xw�~��	�
���utx�x��	{	{���wx�	�	��~x	~���~�	���xw	uxwtw���t����	t��xu�	�	t�v�t�{ut	�	��

2�
���xu�	�	��x�x���	{u~���~�~�v��	|u�~xw|u	��w~{w��tn� 1����	t���x�x��	����	���	�x	�	{xu�	
�u{���wx�	���

�
�
	 
��������
�������	���	��
��������������
�

��u��tt�~�����	t	�w{w��w!�	v	~xt�x����w	�x�vw|u	u�u	tt	���u�~�u����	��~���w~{w��t	v	~x�u�t�	�{	tt	~xtw��	�	�}��~��	~�~�z��{��w~���#*���~��u����u��w{�~�utx	�t	�tw��	���tu�{�v�t	x�v�w�
�tu��~{w	~���	��t�x	����*����~��~�~�����xt	����*&��

�	��x�v	��t{�tw~�~����~x|u�u~�t	{x��~���w����w|u	�wt��	��	v�t	~x�t��x�v	��������!~	����t	{x��~
�	��t	~{	�	���x�ux		�w�t�{����	Z �u~���u�{��~x�	���t	��t	{x��~��u{�u��wt�	�����~{u~	{����	
Zeff < Z�

�����D���>
������<���>
���wx�~�x�ux��������u����t!v	��u~~���u��	{����	Zeff 	x�	v���	m

�	x��u~�t	{x��~��	xx	�w�w�~�u~�	ut �t	{x��~	�x 	~{��	���	t�	�t��x�v	�������~�!�	���('(&$µe = mem
me+m ≈

me
d9i9$$%"#f)+'%� %' e2 def

= q2e
4πε0
��	x��wx	v	~x�	t��x�v	��������!~	�	��~���tw�		�{wt	v	~x���w� ����	~(��~~�u� w	x�t�����*��VII
��u��x	~xw	t {�ut�v�w	~V (r) = −Zeffe2/r�

�t �u�x�	{��~(
�	�e2 	~Zeffe2 ��~�x�ux	�

t	�	��vut	���~		�w�t	v�u�	v	~x�u{	~x�	�	v���	�������uv�u�	v	~x
�	t�xw	~�u���x	~�~���u�t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	��w~���	~��~x	�ux	v���


[
− ~2

2µe
~∇2
~r −

Zeffe2

r

]
ψ(~r) = Eψ(~r) ��	{ �����

ψ(~r) = ψhydr(~r) = ψhydr
n,l,m(r, θ, ϕ) = Rhydr

n,l (r)Ylm(θ, ϕ)
�����

��u�~	~�u�w~x��	��	��~�	~	�	x|u��u��x�x�tw���{�	�x��u�|u�w~�u����~�~�x�ψhydr
n,l,m
�utw	u�	ψhydr

E,l,m
�

���~	��w		�x�t�����~~�	���


Ehydr
n =

−e2
a0

µe
me

Zeff2

2n2
=
−e2
aµe

Zeff2

2n2

�����

�$aµe

def
= a0me/µe ≈ a0

	�xt	����~�	}���v��w���w�	�x	~�~x{�v�x	�	t�v���	�~w	�u~���u���~
���	��u�	~xuhydr

n,l (r) = rRhydr
n,l (r)����|u�xw�~���~�	���w�t	�	�w	~x�t���


[
− ~2

2µe

d2

dr2
+
l(l + 1)~2

2µer2
+ V (r)

]
un,l(r) = Enun,l(r)

���"�

��u����~����~��~~�t�	�����~xhydr {��{	xx	�|u�xw�~	�x��t��t	��u�x�ux��x	~xw	t{	~x��tV (r)�
�	���tuxw�~��������~�!�	���~x��~~�	���~�t	{�v�t�v	~x����
�
������	�����������������e

	�����	����
�����
�����	
����	�	���
������������	�����	����������	���������
2 
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������ ��

����� D���>��?��=>����?>����<��C��><�=>?>�>��=���<�?>����<
��u��xu�w�~���w~{w��t	v	~xw{wt��x�v	�	{��wuv|uw{�v���x	u~~���u�	{����	Z = 55��	v���	

m 	xN = 55
�t	{x��~�������	����{xw�~�{�wvw|u	���	utt��t	{x��~���w����w|u	 �u	u~��t	��	�ux�	{	

{���wx�		�x���x��tw�{�vv	~xwt	�x����w�t	�	�	��v	~	��u{���u�	ut�t	{x��~�	��t	~{	��u�x�u�t	�
����t!v	�|u	~�u��	~{�~x�	��~���	xx	v�x���	��u����	��~���tw�	��t�v�t�{ut	�	��2 	{

�	�x��u�|u�w
	tt		�x����	~x�	w{w	~��x�wt�

8�#�������2��-���-2-��		-
��~�t	��	��	~xw	t��	R0 �ut�����x�w�	�~�x�~�~R0 t	�{�����~~�	��u~���u	x~r0i

{	tt	��	��t	{x��~��
����vwtx�~w	~���{�wx�t���


H(R0) = − ~2

2m
~∇2
~R0

︸ ︷︷ ︸
Tnoyau

− ~2

2me

N∑

i=1

~∇2
~r0i

︸ ︷︷ ︸
T elec

−
N∑

i=1

( e2Z

|~R0
A − ~r0i |

)

︸ ︷︷ ︸
V eN

+
∑

1≤i<j≤N

e2

|~r0i − ~r0j |
︸ ︷︷ ︸

V ee

�$T noyau 	�xt��~	��w	{w~�xw|u	�u~���u� T elec {	tt	�	��t	{x��~�� V eN t	��x	~xw	t��w~x	��{xw�~�	�
�t	{x��~���	{t	~���u�	xV ee t	��x	~xw	t��w~x	��{xw�~�	��t	{x��~�	~x�		u���~�	�t���~x��~�t	
�	�!�	�u{	~x�	�	v���		x	~����~x~ri = ~r0i − ~R0��~��xw	~xu~~�u�	t��vwtx�~w	~�~�u�	�	{(
xu	��~�t	v+v	�	~�	�	{�t{utt����	t��xu�	�	�v�t�{ut	��w�x�vw|u	���~��u���~��~v�w~�{�~�ut(
x	��}��~��	~�~�z��{��w~���#*����	~�w{	#���~		�w��������uv�u�	v	~x�	{xwtw�~	u~w	��v	�u{	~x�	
�	v���	�{	x��vwtx�~w	~���{�wx





N∑

i=1

(
− ~2

2µe
~∇2
~ri
− e2Z

ri

)
− ~2

m

∑

1≤i<j≤N

~∇~ri .~∇~rj +
∑

1≤i<j≤N

e2

rij


Ψ(qi) = EΨ(qi)

���%�

�$qi
{�~xw	~xt	�{�����~~�	����xw�t	�~ri 	x�	��

w~�	t��t	{x��~i�
�~	�{x��w�	�w~�wΨ(q1, . . . , qN )

def
=

ψ(~r1, . . . ~rN )χ(1, . . . , N) 	~u~	���xw	���wx�t		xu~	���xw	�	��w~�{	|uw�	��uxwt	��u��~xw��v�x�w�	�
{���	{x	v	~xt	�	�~{xw�~����~�	�

�	x	�v	−~2

m

∑
i<j

~∇~ri .~∇~rj ��
wx�	��t��w��xw�~�	v���	�	�xx�!���u�	~x~��tw��{��m � µe

	x	�x
x��wx����t�x����w	�	��	�xu���xw�~������xw{t	�	�	�u	�	��w~���������~~	���	�	v�t	u~	{���	{xw�~
�u	�ux	�v	�	��t��w��xw�~�	v���	��	~�w��~2.5 10−5e2/a0 ≈ 5, 5{v−1 �t��~	��w	�	t��x�x	�~��v	~x�t
�utwx�wuv7�w|uw�	�wxu		~�w��~43 000{v−1 ��u�t	�	uwt��w�~w��xw�~�v�w�200	


≈ 1 610 000{v−1 ��u�t	
�	uwt�	���t	{x��~�tw��	���t���|u	µe/m ≈ 8 10−5 |uw	�x�w	~�uv+v	����	�	���~�	u�|u	5, 5/43 000�

�

����,����-�-��##����������2�����#�-����,

������tuxw�~{�v�t!x	�	t��|u�xw�~��%	�xx�!��w�{wt	��u�x�ux��u�Z ���~���wt	�ux��~{t�x��wx	�����	�v�x���	������{��	�����|u�xw�~�	�{��	�w~�	��	��wx�wv�t	�x��wx	��wt���vv		~e2/rij �x�
wx

~��tw�	��t	�	~~��tw�	�~x�u��wt	x	�v	�	��t��w��xw�~�	v���	��{��t	��w���	~x��t	{x��~��	��w	~x�t���w~���	~��~x���	~�	�x���t	{��v�w��~�	ux�����v	~	���
{	�t�w��	��u	����x�			x�t�x	����w~x	����x	�t	��x	~xw	t�u���t��t	{x��~�	��t	~{	�t	N ème
��{�vv	u~��x	~xw	tv��	~�	�u��ux�	��t	{x��~�	x

�u~���u���	�x���	����{�	�	t�������wv�xw�~�u{��v�{	~x��t��~{��~�	�~xV (r) = −Ze2/r����u~
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��x	~xw	t	�	{xw	Vpot.eff.(r) = −(Z−S(r))e2/r ��	{S(r)
�w	~{��w�w��u�t	N ème �t	{x��~�~	�x��v	~��


H(N) def
= H = H(N−1)

h(~rN )︷ ︸︸ ︷
− ~2

2µe
~∇2
~rN

+ Vpot.eff.(rN )

︸ ︷︷ ︸
H0

−~2

m

N−1∑

i=1

~∇~ri .~∇~rN +
N−1∑

i=1

e2

riN
− S(rN )e2

rN
︸ ︷︷ ︸

Hper

���*�

�$H(N−1) 	�xt	v+v	��vwtx�~w	~|u	{	tuw��~~����t�	��vut	��%v�w���	{N −1
�t	{x��~��	xHper 	�x

u~	�	xwx	�	�xu���xw�~��~{	t��~�v�tw��	t�������wv�xw�~�������~�!�	|uw	�x���~w	��
{	�S {�~�x�~x
	xZeff = Z − S�

5����2�#��-���-,-�-����

�	 {��w��u��x	~xw	t 	�	{xw	 Vpot.eff.
	�x �w�{wt	 	x �	ux �	 	�w�	 �	 �tu�w	u�� 	���~�� �~

�	ux ���tw|u	� t�x����w	 �	vw({t���w|u	�	���v��(�	�vw ����&� ���w� t��	�u	�	 ����u{�������
�u���~��u�~��w	{�wx����##�{���wx�	&��u�s	��w�����*"���
(�����ut�v�x���	���w�xw�~	tt	�����x�		(
��{��(�w��{����w� �s	��w�����*"��
���(&�u�}��~��	~�~�z��{��w~���#*� �&���#����t 	�x	~{��	���(
�w�t	�	��	~��	u~		�~{xw�~��u�������	x�	���w�	�|u�	tt	��~~	t	���~~	��~	��w	��	x	�~{xw�~
���~�	�	����wv	~x�t	����x�~��u��w t	{��w��wv�t	�	����~�{�~��	���(�	���ut����&%� {�������
�	�v	xx�~x��	�	{xu	��	�{�t{ut��~�t�xw|u	�|u�twx�xw	���~��~���uv��	��w���	~x	�v�x���	�	�x
��~~���� ���w	��w{�����#�������x����w	�u��x	~xw	t 	�	{xw		�x���	t����	��~�t���xw{t	�	�	�u	
�	���u��tw~�~�
w{x�����##��
��~�t	{���	��x�v	��t{�tw~�~	ux�	�~�u���u��~�uxwtw�	����	�	v�t	�	~u~wx���x�vw|u	��


Vpot.eff.(r) = −1 + (Z − 1)e−α1r − r(α3 + α4r)e
−α2r

r
− αc

2r4

[
1− e−(r/rc)6

]
r→+∞−→ −1

r

���&�

��~xt	�{�	�{w	~x���~x� u�x����u��	����uw�	t	�	����w	~{	�	x|uw	�xt�v��w�{�xw�~�u��x	~xw	t
w~x���uwx��u�t���	vw!�		�w����s��t��w�{���~���x�!�	�	��*����	�{�	�{w	~x����{w��	u�	~x+x�	x��u�����~��s��w~	�{u	x�t�����"�����u�t	{��wuv
�	~u~wx���x�vw|u	��α1 ≈ 4, α2 ≈ 1.5, α3 ≈
−10, α4 ≈ 0, αc ≈ 15.644, rc ≈ 2�

�~	�wx{	�{�	�{w	~x��	u�	~x+x�	��w����	~��~x�	l ��u��tu��	
���{w�w�~���u��	���~��u{���wx�	�|u	t	x	�v		~1/r4 ����w	~x�	t�w~x	��{xw�~��u�	{�~�����	��	
t��t	{x��~��	{t	�w��t	w~�uwx�	t��x�v	~	ux�	��t��w���t	�

��������2���2-#������,-�����
��x�~�ψnlMl

t	�	�~{xw�~����~�	��tuxw�~��	t���vwtx�~w	~w~�w�w�u	th ����~wx���t��|u�xw�~��*���~xt����xw	���w�t		�x��~~�	���t��|u�xw�~��"

(
− ~2

2µe
~∇2
~r + Vpot.eff.(r)

)
ψnlMl

(~r) = EnlψnlMl
(~r)

���#�

�u�u�u{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�u��x	~xw	t	�	{xw	�{	�	�~{xw�~��	��~x���{�	��	�	�~{xw�~����~�	�������~�!�	����	{Zeff = 1
�
ψhydr
nlMl

��u�r ���~���	��x	~xw	t	�	{xw	~����~x���t	�v+v	��v�x�w	�|u	t	{��v�{�ut�v�w	~�t�����~��	�{	~{		~�~	��w	�	t�~t���t	u��	l 	�x	~��~���tt	��	������twx����
�	�w	~x


Enl =
−e2
aµe

1

2(n − δnl)2
�����

��������������������������	������/�����������������1��/�����������������1 
	����
�������
���������������	�����

������	�������������������	
���
������
������������������������������������������	������������� ���������
�
���
�	��	������������
	������	������
������
�������������
������	������������������������
	������������
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������ ��

�$δnl �
����	tt	t	��	�ux|u�~xw|u	��u{���	{xw�~�	����	�����~~�x	���	�w�n∗ = n− δnl

t	~�v��	
|u�~xw|u	��w~{w��t	�	{xw	�

�	��x	~xw	t	�	{xw		�x� u�x��u�t	��~	��w	�	����wv	~x�t	��wt~	�	ux+x�	��t��t	��u�x�uxn�v�w�
~�u�x����wtt	��~���w~{w��t	v	~x��	{n = n0 = 6�

��u�t	��x�x��	n x�!����~����~�	uxuxwtw�	����ux�	�x	{�~w|u	�|u	t��~��x�wtt	��	~�	{xw�~���

��������2���2-"����
-,�
��u��tt�~���~�u~��	vw	�x	v��~��tw�	�Hper��~�t	��vwtx�~w	~H(N)��~~����t��|u�xw�~��*��w~�w
|u�~���~�x�u�t	���vwtx�~w	~�H(N−1)�H(N−2) 	x{���w~�wH ≈∑N

i=1 h(~ri)
	�xt���vv	�	���vwtx�~w	~�

��u�u~�t	{x��~w~�w�w�u	t�|u	~�u��	~�~����xu�w	����u��tt�~�x��wx	�	��tw{wx	v	~x��~�t	{���	�	
{	xx	������wv�xw�~���u�t	x��wx	��uv�w~�u~		�w��t��~xw��v�x�w	�	��t	{x��~��

��	�~{xw�~���~�	������	�����	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���wx+x�	�~xw��v�x�w��	�t	��t	{x��~��x�~x
�	�		�vw�~����tt	���{�wx��~{


Ψ(q1, . . . , qN ) =
√
N !Aorb+spinΨα(q1)Ψβ(q2) · · ·Ψγ(qN )

��u�u~	�~	��w	E =
∑

iEnili
��$t	�w~�w{	�α, β, γ ��{�w�	~x{��{u~t��x�x��u~�t	{x��~
α = {n, l,Ml,Ms}�

β = {n′, l′,M ′
l ,M

′
s}�	
x{��������x	u����~xw��v�x�w	�	��t	{x��~�Aorb+spin = 1

N !

∑
σ ε(σ)Pσ

��wx�u�t	�
{�����~~�	����wx�t	�	x�	��w~qi� �()$)'

+d+$(&$d9&('9'+(&9o%p)&%i9e)$p)d%Ml
9)d+%)f%ml

!()"
+&f+
)%"
)%dq9r%f%
)9&'+�p9'+(&%$')&9r%�r%��%d99)"9)&%�"9&f%+i!("'9&p%d("$f%dq#')f%f%d9
i(d#p)d%f%�$2�

�%$&('9'+(&$$!%p'"($p(!+
)%$!()"dq9'(i%f%p#$+)i%'d9i(d#p)d%f%�$2 
)%
eq)'+d+$%

$(&'"9!!%d#%$f9&$d9'9*d%j!9�%g��
��	~�	v�t	�	�n 	�~{xw�~�ψnlm

����	t�	����wx�t	���|uw����!�	~xt�v+v	�~	��w	Enl
��u�tux�xt	�

v+v	~�v��	�|u�~xw|u	�n 	xl��{�~�xwxu	u~	��u�({�u{�	�t	{x��~w|u	��	~�v��	l 	�x{�~�	~xw�~~	tt	(
v	~x�	v�t�{����u~	t	xx�	�	~�uw��~xt	{��	s ��u�l = 0�p ��u�l = 1�d ��u�l = 2�f ��u�l = 3�
g ��u�l = 4 	x{��

��~�x�ux	t��uwx	~�u�uxwtw�	��~�t	��	u�~�x�xw�~���~	��u�{�u{�	�	v�tw	�	~�x	
��~{nl2(2l+1)�{��(2s + 1)(2l + 1) = 2(2l + 1) 	�x������~��	�{	~{	��	�{�u{�	���~x	��v�	��uv+v	n
	x~�x�	�K,L,M,N, · · · ��u�n = 0, 1, 2, 3, · · ·�

������	�	��~	��w	�Enl 	�x��	u��!�
w~���	~��~x�u��x	~xw	t	�	{xw	�	x��~{�	t��t�v	~x���t	�x

�t���x�!�	�{wt	�	x��u�	�t��x�x	�~��v	~x�t�	t��x�v	�wt�u�x�	�	v�tw�t	���u�({�u{�	��	�tu�����	
�~	��w		~�	��	{x�~xt	��w~{w�	�	��utw�

5�	2���	���
��u�t	{��wuv�~��xw	~xt�{�~��u��xw�~�uw��~x	


��: 1s2 2s22p6 3s23p6 4s23d104p6 5s24d105p6

︸ ︷︷ ︸
[Xe]

6s

�	{�u�	�x��~{	��v��	�v+v	���u�{�u{�	��	v�tw	�|u	t	��~�~�	��~�	�����~xt	��~	��w	�Enl��~�	v��|u	|u	t	���	vw	���x�x�	�{wx���u����~x��	�nl ��	{n ≥ n0 = 6�
�����!��s���	���&���wt	�ux

	~�w��~100 000{v−1 ��u�	�{wx	�u~�t	{x��~�u{�u��{	|uw	�x�w	~�u���w	u��u��~	��w	��~�x�vv	~x
�	����x�~��uxwtw��	���~�~��	����w	~{	���~{�~��|u	~{	�~�u�~��tt�~�~�u�w~x��	��	�|u��u���	vw	��
�x�x�	�{wx��~�x��|γ0

c ;nlMlMs〉 {���	���~��~x�
t�	�~{xw�~���~�	


Ψγ0
c ;nlMlMs

(q1, . . . , qN ) =
√
N !Aorb+spinΨγ0

c
(q1, . . . , qN−1)ΨnlMlMs(qN )

������

�$Ψγ0
c
(q1, . . . , qN−1) = Ψ1s0+(q1)Ψ1s0−(q2) · · ·Ψ5p1+(qN−1)

	± ���w�~�~xt���t	u������	{���	���~��~x�t��x�x�	��w~±~/2�
�~uxwtw��~xt��	t�xw�~Ylm(π−θ, ϕ+π) = (−1)lYlm(θ, π)��~{�~�x�x	|u	��u�

w~�	��w�~
���xw�t	~ri → −~ri�Ψγ0

c ;nlMlMs

	�xvutxw�tw�	���(−1)l
�t	����uwx�	�(−1)li �	~�~x�	���u�{�u{�	��t	w~	�

�u{�u�	�x���t�����~�wx|u	 d9!9"+'#f%dq#'9'|γ0
c ;nlMlMs〉 %$

'
(−1)l�
�	����utx�x��	�x	~x��t��t	�

��u�x�u�t	��t{�tw~��



�" ������
�������������
�����

/����2������2-,�#�,���	���,��������	�-
��~xw~u�~���~�~�x�	�w�w�~��{�u��	t��	xv�~x��~�|u	t��~�	ux�	��v	~	��t�	�~{xw�~���~�	�	
t��t	{x��~	�x	�~	�v�w�|u�wt	�uxx�ux�	v+v	��	~��		~{�v�x	t	�	�	x��u{�u�	x{	v�t���t�����x�!�	
�	~�~(	�{wx�xw�~�	��t	{x��~��u{�u��

��w~x	��{xw�~	~x�	�	u��x�v	��	{��wuv�	�����w	����	�	��{	��w��t�w�	�	~x�	t	��w��t	�~µ =∑N
i=1 qe~ri
�	��	u��x�v	�����	�	v�t	�{�vv	wt	�x��v�~x���u{�v�t�v	~x������w�t�	��vut	��#��t	

{��~�	v	~x���~	��w	∆E ���utx�~x�	t��{xw�~�u��x	~xw	t�w��t�w�	−~µ.~E �$~E 	�xu~{��v�v��~�xw|u	
	�x��w	u����{�wx�u��	vw	�����	


∆E(1) = 〈γ0
c ;nlMlMs| − µZEZ |γ0

c ;n′l′M ′
lM

′
s〉 = −δMsM ′

s
qeEZ

∫
d3~rψ∗

nlMl
(~r)Zψn′l′M ′

l
(~r)

������

�$�~��u�����|u	t	{��v�~E 	�x�w�w���	t�~t���	�	�Z� �(ii%9&&(&p#�&()$&()$$(ii%$f(&p
"9i%&#$ldq#')f%f%d9$%)d%�(&p'+(&fq(&f%f%dq#'9'f%o9d%&p%����{�~x�	��u�t	�	{�~�����	�	t�
x����w	�	��	�xu���xw�~��~�u��	��~�uxwtw�	�x�u�t	��x�x�����w�t	��	t��x�v	�	~���xw{utw	�t	��x�x�
γc 6= γ0

c �
�w~�w���w�t�	��vut	������t	{��~�	v	~x���~	��w	���{�wx�u�	{�~�����	


∆E(2) = −1

2
q2eα

pol ������

�	{�t{ut 	�wxw~x	��	~w�{	|u��~���	tt	t���t��w���wtwx���w��t�w�	��	t��x�v		��u�t	{��wuv��~�
αpol

����≈ 402 ± 8.1a3
0/e

2
������!��s��w~	�{u	x�t�����"������x�~�|u	t	{�	�{w	~xαc ≈ 15.644 ��(����w���~x��~�t	��x	~xw	t	�	{xw	��&	�xt���t��w���wtwx��	��+�

�
�
� ��������������������������������
���

���	
��
������������

��)�� 	�<��=�<���<�>>����><�=>?>�>��=�
��u��tt�~��	��	~��	t	��vwtx�~w	~	��{xH(N) = H0 +Hper ��~~����t�	��vut	��*�	~x��wx�~xt	
x	�v	Hper ���t�x����w	�	��	�xu���xw�~����vv	H0 = H(N−1)(~r1, . . . , ~rN−1) + h(~rN )�

t�	�~{xw�~���~�	������	��w�	�{	tt	�	H0
��		�{x��w�	

��~{	~u~	���xw	�	{�u�	xu~	���xw	�	��t	~{	{�vv	��~�t��|u�xw�~�����	~�u�����~x�	~�u�	�ut��t	{x��~��	��t	~{	{�vv	�w�{	�~��t	���������x�u��t	{x��~��	{�u��


Ψγ0
c ;nlMlMs

(q1, . . . , qN )(0) = Ψγ0
c
(q1, . . . , qN−1)ΨnlMlMs(qN )

t�	�����~x(0) w~�w|u	|u	t�	�~{xw�~���~�		�x������	�������w�	vv	~xw{wΨγ0
c

~�	�x�tu�	�{x��w��	���
u~����uwx�

�	�ux�	{	xx	���xw		�x�	v�~x�	�|u	t��~�	ux{�t{ut	�x�ux	�t	�w~x	��{xw�~���utu	��	~uxwtw��~xt	��	ut	�	�~{xw�~�ΨnlMlMs(qN )�|u
w~�u���~x{�~~u	����t�����tuxw�~�	t��|u�xw�~��#���u�~��tt�~�

x��wx	�w{w|u	t	{���uv�v	~x�w��t�w�	���~���v�~�x��xw�~�

��)�� @���>��=�<;����><��=��?;=�>

��w~x	��{xw�~	~x�	�	u��x�v	��	{��wuv	�x���w	���t�w~x	��{xw�~	~x�	t	��w��t	�~µ =
∑N

i=1 qe~ri
�	�

�	u��x�v	�	~�u��	��~���~{�v	~���u{�u���	{	v�~u�{�wx�{�t{ut	�〈γ0
c ;nlMlMs|~µ|γ0

c ;n′l′M ′
lM

′
s〉 �

$
|γ0

c ;nlMlMs〉 �
��w�~	t�	�~{xw�~���~�		��{x	


Ψγ0
c ;nlMlMs

(q1, . . . , qN ) = Ψγ0
c ;nlMlMs

(q1, . . . , qN )(0) + ∆Ψ

�~�	ux{�t{ut	�∆Ψ ���t�x����w	�	��	�xu���xw�~�	t	{�t{ut�u��	vw	�����	�	������{�	�	{	|uw�
�x�	�wx��u�t	{�u��	t���u�t���x	~xw�~�	t��|u�xw�~�������u�{�t{ut�	�w���~x��u�	���w�t	���	��	~{	���~��}�xx{�	��~���t���~����&"�
�tw��~	x�t����&��
��u��tw~�~�
w{x�����##��|u	

〈γ0
c ;nlMlMs|~µ|γ0

c ;n′l′M ′
lM

′
s〉 = 〈N : nlMlMs|~̃µ|N : n′l′M ′

lM
′
s〉

������
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������� �%

~�u����~��w~�w ���tw��~�x�	�ux� {�t{ut	�t�w~x	��{xw�~	~uxwtw��~xt	��	ut	�	�~{xw�~�ΨnlMlMs(qN )��~uxwtw��~xt	��	vw	�����	�	t�x����w	�	��	�xu���xw�~���u�{�t{ut	�∆Ψ� �~x��u�	���w����
	�	v�t	�s��w~	�{u	x�t�����"�������t�	��vut	


~̃µ ≈ qe~rN [1− αc
r3N

(1− e(rN /r′c)3)]

��	{r′c ≈ 4.92 a0�y&p(&pd)$+(&�'()'$%!9$$%f(&pp(ii%$++d&qn9o9+'
)q)&$%)d#d%p'"(&$()i+$l)&!('%&'+%d%�%p'+��
�9!"+$%%&p(i!'%f%$%�%'$f)p�)"$q%�%p')%%&i(f+�9&')&!%)d%$(!#"9'%)"$p9"9p'#"+$9&'dq9'(i%%&
)&(!#"9'%)"&q9�+$$9&'
)%$)"dq#d%p'"(&f%o9d%&p%�

�
�
� ����
��������

���t	{x��~���~x u~	 �wx	��	 x�!� ���~�	� wt 	�ux x	~w� {�v�x	 �	� {���	{xw�~� �	t�xw�w�x	�� �t	�ux��u� {	t�uxwtw�	� t��|u�xw�~�	�w��{	��~x u~	����	~x�xw�~�wv�t	 	x {t�w�	 	�x ��~~�	
����}��~��	~�~�z��{��w~���#*����	~�w{	&	��u���x	~w�{	|uw�����	tt	t	��vwtx�~w	~�	}�	wx��t�u�x	~�uwx	��	~��	~��	t�������wv�xw�~	�w�t	v	~x�	t�xw�w�x	��wx	�	��utw���	��w���	~x�x	�v	���~x
	��������~�t	{�v�t�v	~x����w~�w|u	t	{�t{ut�	{	�x�w~���	~x�	�	u��z	~	����	tt	w{w|u	t	�x	�v	�t	��tu�wv���x�~x��t	��vwtx�~w	~�wx�	��w~(���wx	HSO �v	~�~x�t��x�u{xu�	�~		xt	��vwtx�~w	~
���	��~�v	~�~x�t��x�u{xu�	���	��~	���~�t	{�v�t�v	~x����wt	�x��v�~x��|u	t	��vwtx�~w	~�wx�	��w~(���wx	HSO �	ux+x�	�	v�t�{�
���u~��vwtx�~w	~	�	{xw	


HSO = ASO
nl
~l.~s

����"�

|uw	�x��t��t	��~�t�	���{	�	��x�x��	v+v	n 	xl������	|nlMlMs〉 	�
xv�t����x�	�{	����t!v	

{��{	��vwtx�~w	~~��	�x����w���~�t	wt	�x��~{���	����t	�	���~w�t������x	u�v�v	~x{w~�xw|u	x�x�t
~j

def
= ~l + ~s�	x�	{�~�x�u

w�	�t��w�	�	�{�	�{w	~x��	�t	��{�(�����~�t����	�uw��~x	


|nljMj〉 =
∑

MlMs

〈l s =
1

2
MlMs|jMl〉 |nlMlMs〉

���|u�xw�~
~l.~s =

1

2
[~j2 −~l2 − ~s2] ����*�

�	�v	x�t��������tu	�t	��~	��w	��	�~�u�	�u��x�x�~�x��nlj ���
t�	��vut	


〈nljMj |HSO|nljMj〉 = ASO
nl

~2[j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4]

2

����&�

�~�	v��|u	|u	t�����~��	�{	~{	���{��	~x	���u�t	��w���	~x	���t	u���	ml

�	�x���xw	tt	v	~xt	(
��	����	�	v�t	�t�w~x	���tt	�	�x�u{xu�	�~	�	t��x�x2p �	t�������!~	�w�	�E(2p3/2) − E(2p1/2)�

	�x�	

3~2ASO
2p (H)/2 ≈ 0.365{v−1���u�t	{��wuv��~�3~2ASO

6p (Cs)/2 = 554.040 60(42) {v−1
���w�t���u�	���

���	�&���~�	ux�	v��|u	�|u�wt�u���wx�	��	~��	Zeff ≈ 14 ��u��	x��u�	�{	���utx�x��~�u~	����(x�!�	�������~�!�	�{	|uw	�x~�xu�	t{��t	��x�x�x�!�tw���~xu~		�x	~�w�~���xw�t	�	xwx		x~	��w	~x|u	t����xw	w~x	�~	�	Vpot.eff.
|uw���{�	��u~{�u�w�~w|u	�	u�{��~x��

��~�t	{�����x�v	���tu�w	u���t	{x��~��	��t	~{	�x�ux	t�x����w	���{��	~x		�	{xu�	��u��	��v	~	�
�u��t	{x��~��	��t	~{		�x���tw{��t		~�	v�t���~xl���L�s���S 	xj ���J {��t	��vwtx�~w	~{�vvux	
�t�����	{~L2, ~S2, ~J2 �$~L =

∑
i
~li
	x{����	�x��u�|u�w�~~�x		~��~���tt	�~w�	�u����2S+1LJ ��

��x�x
	�~��v	~x�t�u{��wuv	�x~�x����	�	v�t	2S1/2�

�~t	~�x	���	�w�6s 2S1/2
�u26s�~�u�ux

wtw�	��~���u�
~�x�	���xt�~�x�xw�~�wv�tw��	6s1/2 �u6s�
�
�����������
���������������
�	�Cjmj

j1m1,j2m2

���
����	�����	
�		
��	��
�����	� ������� ��
���� ���
��

C
jmj

j1m1,j2m2

def
= 〈j1, j2;m1,m2|j,mj〉 = (−1)j1−j2+mj

√
2j + 1

(
j1 j2 j
m1 m2 −mj

)
�� ���
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���x�u{xu�	���	��~	�x�vw|u	��x����	���	��u�t���	vw!�		�w������sw{�	t��~	~�#����tt	
����w	~x�u	�wx|u	t��t	{x��~x�u�~	�ux�u��u~���u	���x��~�	��v�xw�~�	���	~x��u{��v���~{�~�x�x	
|u	t��t	{x��~{��	u~{��v�v��~�xw|u	|uw��w~x	���w���	{t	v�v	~x{w~�xw|u	�	��w~�u~���u~I������!�t	{�t{ut	�	{xu���~��}��~��	~�~�z��{��w~���#*� �%��%*�	x�%��*%��|uw	�x�	��w�	x���	t������~�t	
{�v�t�v	~x������t	x	�v	��w~{w��t�u��vwtx�~w	~�	ux���{�w�	��u�t�	��v	��u~��vwtx�~w	~	�	{xw	


Heff,hyperfin
Inlj = Cmagn−dip

Inlj
~I.~j

����#�

��u�{�t{ut	���~	�	x�wt�u�xt��u��w�	{��~�	��	���		~���~w���~x~f = ~I +~j
t	v�v	~x{w~�xw|u	

x�x�t��~uxwtw��~x���	�	v�t	~I.~j = 1
2(~f2−~I2−~j2)��~��wx�������x�	t	x	�v	k = f(f+1)−I(I+1)−j(j+1)

��~�t	{�t{ut�u{��~�	v	~x���~	��w	


∆E(f)
def
= 〈nljIf |Heff,hyperfin|nljIf〉 = ~2Cmagn−dip

Inlj

k

2
��x�~��u��w|u�wt�	�x	u~	����~��	�{	~{		~Mf ���

	��vut	���{��	~x		�u�~wxu~�{��xf~2Cmagn−dip
Inlj	~x�	t	�~w�	�u�f 	xf − 1�

��	�xt��!�t	�	�w~x	���tt	��	��~��|uw	�xx�!��w	~���w��	��u�t	{��wuv
{�vv	{	t��	��wx��u�t	��x�x�6p3/2

�u�d9��)"%j�j
)+"#$)i%d%$f(&&#%$d%$!d)$"#p%&'%$$)"d%$
&+o%9)rfq#&%"�+%f%dq9'(i%f%p#$+)i���u�t	{��wuv�I = 7/2����x�x	�~��v	~x�t�u{��wuv	�x��~{
{�v�����	��x�x�6s1/2f = 4 	x6s1/2f = 3 |u

w��~x��������	

∆E(f = 4)−∆E(f = 3) = 9, 192 631 770GHz

|uw	�xt����	�	t����~wxw�~�	t��	{�~�	��~�t	���x!v	��u~wx��w~x	�~�xw�~�t	��
����-	-�-�	
��u�~	���t	��~����w{w��	�	x�	~{��	�tu��	xwx��	~1/c3 	x~�~	~1/c2 {�vv	t	��vwtx�~w	~�~���w�t�	��vut	���%��{�vv	t	�{���	{xw�~����w�xw�	�x	tt	�|u	t	����t�{	v	~x��	��v���	����{w�w�~���~x
��~~�	�����}	x�	�~���t�	x	����%&��w�{�	�����*���~�w|u�~�x�ux�	v+v	|u	�����!���w~�������{	t�
�����x	���u�t	twx�wuv�u~	{���	{xw�~�	t�����	�	−0.23{v−1 �t��~	��w	�	t��x�x	�~��v	~x�t��u�~x�u�	�	x�w��x��w|u	��t�	�	x��w~{w��t�u{��~�	v	~x��w��x��		�x�	v��w�	�t�v���	���uwx	
µe�
�	xx	{���	{xw�~	�xwvv��w�x	v	~x��w�		~{�v�x	���u~	��v�x��xw	�u�x�u�t	����utx�x�����ux�	�
	�	x��tu��~��w	~~	~x���	�w��	�xu��	�{	tuw(t��{�vv	t	x	�v	�	��t��w��xw�~�	v���	�ut	x	�v	���	��~|uw���	~��	t�x�wtt	�u~���u�	�	x�	���w	x�	t�����~��~���t�~�	{�~x	~x	�	{��~�	�µe�
1�-��--���

�('(&$%&�&
)%dq+&'%"9p'+(&fq)&%!9"'+p)d%�9'(i%()i(d#p)d%f9&$&('"%p9$�9o%p)&p�9i!#d%p�
'"(i9�&#'+
)%%$'f#'9+dd#%f9&$dq9!!%&f+p%��
s	~xw�~~�~��	ut	v	~xw{wt�	�	x�		v�~|uw�	�v	x�	{��~�	�t��~	��w	E �	�~w�	�u����u~{��v�
v��~�xw|u	B�

�	x	�	x�	��uxwtw�����w�t	{���wx�	"���u��w��	�t	��x�v	���~�u~	��~	�	{��v�
~ut���u�~	��x�wtt	��~����t�x����w	���w�{	�	~��~xt	��	{xw�~�����*	x�������~�u��	~����~��t���xw{t	��		v�~��	t��~{�{t��	�w��~w�	���tw���u�u~	����	~x�xw�~��~���t	�w~�w |u��u���xw{t	�
�	���~��u�~��w	{�wx����##�{������	x�	����	~(��~~�u� w	x�t�����*�������~�w|u�~��	ut	v	~xt�	��vut	��xx	~xw�~µB < 0

w{w���u�u~{��v��x�xw|u	�	t�~t���	Z 


∆E = −MfgfµBBZ
�$gf �
����	tt	t		�{x	u��	��~��	x	�x��~~����t�	��vut	

gf = gJ
f(f + 1) + j(j + 1)− I(I + 1)

2f(f + 1)
+ gI

me

mp

f(f + 1) + I(I + 1)− j(j + 1)

2f(f + 1)

������

��	{
gJ = 1 +

ge − 1

2

j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)

j(j + 1)

������

	xgI ≈ 0, 7369 ��u�t	{��wuv�����!�t�x��t	%���	�}��~��	~�~�z��{��w~���#*��
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2
�3
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�	�
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�+�����
�����
���45��
��	�
����	�����
�	�
��
�	����'��	�����ge = 2 
�gI = 0�
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�	{�t{ut|u�~xw|u	�	�~w�	�u����~	��w		x�	�	�~{xw�~����~�	�	t��x�v	�	{��wuv	�x���u{��{	tuw(
{w{�v���x	55 �t	{x��~���tu�w	u��������wv�xw�~�~�u��~x�	�vw��	x��wx	��tu��wv�t	v	~xt	����t!v	�
����	vw!�		�x{	tt	�	t�������xw�~�u{	~x�	�	v���	�t��	{�~�	{�~�w�x	�~��xu�w	�|u	t	��x�x��	�tu�����	�~	��w	�	��	~xw	tt	v	~xt��x�x6s 	x

t��x�x6p�
��u����~��w~�w�u~�u���v	~	��~	x��wx	�|u	t	�	ut

�t	{x��~�	��t	~{	�	���t���~x��u�t�	�	x��u~��x	~xw	t	�	{xw	���x	~xw	tv��!t	�u��	u��(��x	~xw	t����~�	{�~�	��	�{	xx	�w�w�~�wv�t	�u~�t	{x��~�t����ux��wx	v	~x����	�xu���xw�~�wt	�x~�{	���w�	
�	v��w�	�t��!�	v	~xt	������x	u���	~���xw{utw	�t������x	u��w��t�w�	���w���~x�u�{	xu~w|u	�t	{x��~
��u���	~��		~{�v�x	t	�{���	{xw�~��u	��u{�u���	�	�	x��	t�xw�w�x	�����	~�~x�	t����~�	�wx	��	
�	��x�xw�~�	t��t	{x��~�	u�	~x�u��w+x�	��w�	~{�v�x	����	���vwtx�~w	~�	�	{xw	����uxwtw��xw�~�	���vwtx�~w	~��~��	��w~(���wx	�	x���	��~�	�v	x�� �u~	��~~	{�v����	~�w�~	x�	�v	x�	�	����uw�	
{�~�	~��t	v	~xt	��~	��w	��	�~w�	�u�	����wv	~x�u����u��tt�~�{�~xw~u	��uxwtw�	�t	�tu�����w�t	{	xx	�w�w�~�u~�t	{x��~t����	t��xu�	�	t�v�t�{ut	
�	��

2
|uw�uwx�
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�����x�����{w�xw�~���x�v	�	��w��~�u���	�vw��	{��	��{	��u�t���	vw!�		�w��uv�~�	��	�
v�t�{ut	�	��w�	��	��

2���x�!�
	�w�t	x	v����xu�	�	��x�v	�	x�	�v�t�{ut	��	�v	x�t�����	�	{xu	�

�	�v	�u�	���	{x���{��w|u	�x�!��~	��	�~w�	�u����~	��w	�	t�v�t�{ut	�	��
2�
��	�x��u�|u�wwt	�x

wv���x�~x�	{�~��{�	�u~{���wx�	�t���x	~xw�~�u��vwtx�~w	~�	�	u��x�v	�	~w~x	��{xw�~	x�t��xu�	
�	t�����tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�����{w�	�z	����	~x	w{wt	����utx�x���w~{w��u���w~�w|u	�	�
v�x���	��	����tuxw�~�	�tu�	~�tu����{w�	���	�{�t{ut���~x|u�~x�	u���x�wtt����~�t	{�v�t�v	~x��

�	�ux�u{���wx�		�x�tu����{w��v	~x��w~x���uw�	x�u�t	��uxwt�x����w|u	�~�{	���w�	���u���u��w�
w~x	����x	�t	�tu����{w��v	~x����w�t	�t	���	{x�	���x	~u�������x�����{w�xw�~~�x�vv	~x��u�t��xu�	�	t����xw	���v�x�xw|u	�	t�{�u��	�	t��x�x0−g (6s+6p3/2)

|uw	�x	�	{xu�	�u{���wx�	�uw��~x��	{���wx�	
x����w|u		�x���	����x	v�w�~�~	���u�xw	���x�	��w~x�	�u	~	�������	~x	����{�u���	����w|u	
v�t�{ut�w�	�v�w�	�x{	tuw�	����	v�t	��w���	~x��u 	x�uxwt	���u�t���	{x���{��w	�	���x�����{w�xw�~
	x���	�w�v�w~��w	~{�~~u�	�����w{w	~��x�vw�x	�|u	�	�����w{w	~�v�t�{ut�w�	��w~x	��{xw�~v�t�{ut	
����~~	v	~x��w���	~x�x	�v	���~���t	v	~x~��tw�����~�t	��vwtx�~w	~���v�x�w	��	�v	xx�~x�	{�~�x�uw�	t	��x�x�	~{�����	x�{��	�u~�	x{����	��w�	��	�������wv�xw�~��{�~�	~xw�~��	����	��~�x�xw�~�	x
��tw�wx���	���v�x�w	�	x�	�{���	�u~�����	�	v�t	����w	~x�	�u{�u���u~�ux	u��t��ux�	�	x��~x
���	�w�����	~x���	v�~w!�	�w�����x	��~�t	�tw��	��ut	���xw{t	�	wt~�u����~{�	v�t�uxwt	�	��x�wtt	�
t��w�w�~����x�	��~�{	x�u����		x�	t�{�v���	��{	tt	�{�u��vv	~xuxwtw��	��

�����B��=�;�=�<>��?;<���
;�=��>
�	xx	�xu�	{�vv	~{	���u~	����	~x�xw�~���w�	��	{xw�~�����$~�u�	�����~��		���~�wv�t	t	�
���utx�x�����w|u	�	��	~xw	t�
t�������wv�xw�~�	}��~(���	~�	wv	��t�	��v	�u��x	~xw	t�	t�v�t�{ut	�t	����~�v!~	��	�w���xw�~	x�	��x�xw�~�	�~���u�	xt	��w~{w�	�	���~{�(��~��~��~� �ux�~x�
{	xx	��	vw!�	����	~x�xw�~�t�w~x���u{xw�~�u{���wx�	�uw��~x��	{xw�~������w~�w|u	t���u�	����|uw�	��
����	~x�	���	���wt	�x����w�t	�	{�v��	~��	�t���t	v	~xt	�	����w	~{	���{�wx	���~�t	�x��w��	�~w!�	�
���xw	��	{	xx	x�!�	�
�~�u	��u~	{�v����	~�w�~�tu��~	~�u��x��tw��~�	~�uwx	��~�t��	{xw�~���t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�

��u�t	���x!v	v�t�{ut�w�	����	{xw�~��"����	~x	t	����{�����	{�t{ut�	��t�v	~x��	v�x�w{	�	�
�w���	~x������x	u��v�t�{ut�w�	�	~����	~{	���������xw�~�w~{�v�t!x	��uv�u�	v	~x�u{	~x�	�	v���	
	�x	~�uwx	x��wx�	��	{xw�~��%�����	{xw�~�uw��~x	��	{xw�~��*�	�x{�~��{��	�u~	����	~x�xw�~�	���~~	tt	
�	t�������wv�xw�~�	}��~(���	~�	wv	����u�����	~x�~�	~�uwx	��	{xw�~��&�t	���v�x�w	��u��vwtx�~w	~�
��~xt��xu�	�	�v	x�	�wv�tw�	�t�����tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	����������wv�xw�~�	}��~(���	~�	wv	��������~xw~�u���~x	�t��u	�	t����{w�w�~�	�	����w	~{	��	��	{x���{��w	���x�����{w�xw�	�

��
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wt	�x~�{	���w�	��w~x���uw�	�	~�	{xw�~��#�t�������wv�xw�~��w���xw|u	�	x�u(�	t��	{	xx	������wv�xw�~�t	��|u�xw�~�{�u�t�	���	{xw�~������	�~w�	�u����~	��w	��(�w���xw�~~	t���~x{�t{ut����~�t��	{xw�~�����
�	���w~�	xt	��	�xu���xw�~�|u�wt�	~�	~��	~x��~x����	~x��	~�	{xw�~�����	x�������u�����	��~�
�t���	~�	�u	��ux���	����u~	�w�w�~�	���~~	tt	��{�wx		~�	{xw�~�����t	�������wv�xw�~�{���	���~��~x
�u��w���	~x�{���	�u~��|uw�	�v	xx	~x�	��{�w�	t	�~�v��	u�	��wxu�xw�~�|u	t��~�	~{�~x�	t���|u	
t��~	��v	����{�ttw�w�~�	�	u��x�v	��u~	v�t�{ut	�	��2 	�{

wx�	�t�~�u	�w�x�~{	|uw�	���	�{wx	
	~�uwx		~u~	v�t�{ut	�x��t	��~�~����!����w���{�wx���w�	v	~xt	��x�x��u{�~xw~uuv��	{xw�~���"��
~�u����|u	��~�t	����~�v!~	��	����w���{w�xw�~��	{xw�~���%�����ux�w�~w��xw�~��	{xw�~���*��w~�w|u	t�w~x	��{xw�~�	t�v�t�{ut	��	{t	����~~	v	~x��	{xw�~���&��

	
�
	 ����������������	�

��utw�~�~�|u	~�u�~��xu�w�~���~�{	xx	x�!�	|u	�	�����wtu����w~�w���u	��~�t	{�����xw{utw	��	�
�x�v	��	����	����	ut	�t	�w~x	��{xw�~�	~x�	�	u��tu����{�	���w�w~�w~x	��w	~~	~x���u���u��~���~{
~�u��	�x�	w~��	�u�w~x	��{xw�~���	u�{�������~�t	{���	�v�t�{ut	��t	�w~x	��{xw�~�	~x�	v�t�{ut	��x�~x	�w�t	��t	�	��{	��	
�~�	����t���{��w��	~x���w�	v	~x��t	�w~	��v�xw�~���~x�	tw�	��u������w�x����u~	
v�t�{ut	w��t�	���u��tt�~��xu�w	�x�!����w�	v	~x{	xx	v�t�{ut	�w�x�vw|u	�}{�v����	�	�	u��x�v	��	x}	~w~x	��{xw�~��	�~�x�xw�~�uxwtw��	���~x����	~x�	�	~��u�	�����~~	{�~�w�!�	��~�{	xx	���xw	
|u	t�	�	v�t	�	�	u��t	{x��~���~�	ux�	~�	��u��t	{x��~��	��t	~{	��	xx	�	{xw�~w~x���u{xw�	���	�|u	
�ut���w��x�w{	���w~��w�	�	�x�!�	��	�����w~���#"���������"���w~�w|u	�	���xw{t	��	��	{x���{��w	�	t��~{�{t��	�w��~w�	���tw��

�����D�����=�;�=�<�>
��<A��><
>=�>��D
A�

�~		�w�|u	t��~�������t	v�u�	v	~x�u{	~x�	�	v���	�|uw�	�����wvwt��uvwtw	u�	�~���u���t�������wv�xw�~t��tu��wv�t	���u�x��wx	�t�	�~{xw�~���~�		xt��~	��w	��u~	v�t�{ut	�w�x�vw|u	�}�
	�x�	�����	�t	v�u�	v	~x�	��t	{x��~��	{	tuw�	�~���u��}��~	x���	~�	wv	��~x�u�����	~���&
t�����x�!�	�uw��~x	
{�vv	t	��t	{x��~���~x�	�u{�u��tu�t��	��|u	t	�~���u�v�w�|u�wt��u�w��	~x
�	�	��{	�{�ut�v�w	~~	��uv+v	����	�	���~�	u�|u	{	tt	��u�w	����t	�~���u��wt���~x	�	{xu	�u~
���~�~�v��	�	����tuxw�~��ux�u��	�~���u�|u��w(��	�����������t��w�x�~{	R��	�~���u�	u�(v+v	�
~	�	���~x|u	t�	�	x�u��x	~xw	tEel(R) = 〈Ψel|H|Ψel〉v��	~~��u�t�	�~{xw�~���~�	�t	{x��~w|u	Ψel��	
v�u�	v	~x�	��t	{x��~��	����~{��{�u�t��	{	tuw�	�~���u��

����� 	���>�����><�=>?Eel(R)�

��	��v	�	�{�u��	��	��x	~xw	tEel(R) �
�	��tw|u	|u�twx�xw�	v	~x	~{�~�w����~x|u	�	u��x�v	�

~	ux�	����xxw�	~x����	�	��{	��	
�~�	����t���t���|u	t	�~���u�~	�	u�	~x�������{�	�w~���~wv	~x
�u	�wx�	t����ut�w�~{�ut�v�w	~~	���u�R → ∞�t��~	��w	�	�}	�xt���vv	�	t��~	��w	�	�	x�	t��~	��w	�	}���u�R = 0��

w�~�	x��~{�	t����ut�w�~{�ut�v�w	~~	�	�~���u���~��wx�	x��u�	�t��~	��w	
�	t��x�v	u~w�w�	�	��v��	��	u�~���u�����	�	v�t	2

2

�	+ �w�= 1
1

�	x}= 1
1

�+�
��u���x	~�~��t���t	�{�u��	�Eel(R)

x��{�	��u�t���u�	�����	u�	��v	�	ux+x�	�	����	~x�	����	�	��vut	��wv�t	�{�~x	~�~x�	�����v!x�	�� u�x��t	�α, β ��~�t	��	u�	�	v�t	��uw��~x�


��x	~xw	t�	s���	������
 Eel(R) = De(1− e−β(R−Re))2;
��x	~xw	t�	�	~~���(z�~	���u��x	~xw	t�z*(���
 Eel(R) = −αR−6 + βR−12.

�~uxwtw�	t�~�x�xw�~���u�t��x�x	�~��v	~x�t�	~��~���t��	��w~x�x�tS = 0
���	�~�x�xw�~���}����~x

uxwtw��	�	��~�t�����	�	t���{�u�	�x	�w�x��w|u	�	��x�x�	��u�t	��x�x�	�{wx���	v+v	��w~|u	
t��x�x	�~��v	~x�t�{�vv	S = 0��~

t	����	tt	�x�x��w~�ut	x��u�w~�t	x����~~�x	����{��u�t	��x�x�
	�{wx���	��w~�w���	~x��S = 1 
�x�x�x�

w�t	x���
����	��
�	�������������������	

2
�3Σ+�	
��S = 1 ���	�2Π�	
��S = 1/2 
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w�w�~�{��v�xw|u	��u~	v�t�{ut	�w�x�vw|u	���~�t	{������	~x��u�wv!�	�	{��wuv�t	{	~x�	
�	����wx���u{	~x�	�	v���	�	�x�uvwtw	u�	��	u��x�v	���~v���tw�	t�w~x	��{xw�~���u~�	����x�	
��w�	u�k 	x�	

t�~�u	u���w�	Re�

��vv	~�u�t	�	���~�t����	t��xu�	�	���v�x�w	��	t�~t���	Oz tw�~xA �
B��~~�x	�tu����{w��v	~x

u~�x�x�	t�~t�	��vut	�{��v�xw|u	(n◦ )2S+1|Λ|±Ω;g,u
���ux	�t	�~�x�xw�~���~x���uv�	���~�t�x��t	�

���	�&��	~uv���n◦ 	�x{	tuw�	t��x�x���~	��w		xt�	�����~x2S + 1 ��~~	
t�vutxw�tw{wx���	t�~|u	

|Λ| = |mL| = 0, 1, 2, · · ·��~uxwtw�	t	�t	xx�	�Σ,Π,∆, · · ·���w~�w{	Ω	�x���t�mJ = mL+mS��
�w~�w{	g

��	���
u
�w~�w|u	|u	t�	�~{xw�~���~�	�t	{x��~w|u		�x��w�	��	���wv��w�	�t���|u	t��~�{��~�	t	��t	{x��~����
������x�u{	~x�	��u~	v�t�{ut	��v�~u{t��w�	�w�	���~xt	��	u�~���u�A 	xB ��~xw�	~xw|u	����~�~�t�	�����~x+

��	���−��w�~w�	|u	{	xx		�~{xw�~���~�		�x��w�	��	���wv��w�	���u�t����	�w�~�	��t	{x��~����������x�u~�t�~{�~x	~�~xt���	�	�~���u��
���	�	v�t	�(3)1Π+

0,g
���w�~	t	x��w�w!v	�x�x1Π+

0,g

�	~�~	��w	����	�����~x1 �	�!x	t�vutxw�tw{wx��w{w
S = 0���~{

t��x�x	�xu~�w~�ut	x��|mL| 	�
x���t�1�mJ

	�x���t�0 	x{����u�+x�	{�v�t	x��w�~�t�~�|u	t�~�x�xw�~(nb)2S+1|Λ|±Ω,g,u
	�x{	tt	�u{������	�u~�|uw��{�wxt	�

v�t�{ut	��~��v�t	�����u�t	�v�t�{ut	����~xu~		��x	{�~x�w�uxw�~��w~(���wx	�{�vv	��u�t	{���	��2t���|u	t	��x�v	���~x�t�w�~��t�u~�	t��ux�	���~���	!�	uxwtw�	�t�~�x�xw�~(nb)2S+1|Ω|±g,u �
wx	�u{���{�

�	�u~�����xu�	�	���v�x�w	�	x�	�{���	�u~�	�x���	���tw{�x		x�	�����{w��	�u{�u���	{	{���wx�	�

����) �=��;�=�<>����;�=�<�>�<��;��
�~x��	���~�(~�u�v�w~x	~�~x�uv�u�	v	~x�	t�xw	�	�~���u��	����	~x��{�vv	u~	���xw{ut	�{xw�	
�	v���	���uwx	µ��	���t���~x��~�t	��x	~xw	t{	~x��tEel(R)��~	��	vw!�	������wv�xw�~	�x{	tt	�	��	xwx	����w�xw�~��ux�u��	t����wxw�~���|uwtw��	Re �$
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2

t	��x	~xw	t	�x��	�|u	���v�~w|u	�t	v�u�	v	~x���w�t	�xu~v�u�	v	~x�	�w���xw�~�t�	��|u	~{	
νvib = 1

2π

√
k
µ
��~~uv���x	���v t	�~w�	�u����~	��w	|u�~xw����u�uwx����v�~w|u	Evib = hνvib(v+1/2)�

�	v�u�	v	~x�	��x�xw�~�	ux+x�	�xu�w�	~�u�����~xt�v�t�{ut	w~��	��v��t	�w�	�	~�u�����~xt�
�w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	���	�t���t	u�Re���|u�~x

w�{�xw�~���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��VI
��u

v�v	~x{w~�xw|u	��~�t�	���	��w�~�	t��~	��w	{t���w|u	Erot,class = 1
2Iω

2
rot =

L2
cin

2µR2
e

	�u�~wx�t���t��~	��w	
|u�~xw��	Erot = ~

2`(`+1)
2µR2

e
�

��u�+x�	�tu����{w��wt	�uxx	~w�{�v�x	�	t��~���v�~w{wx��	Eel(R)��	�u
	�wx|u	t�v�t�{ut		�x

��	��v��t	���t����~{�	�{���	{xw�~�{	~x�w	u�	���~x��u�	�t���


Etotale
v,` =

�~	��w	��x�
︷ ︸︸ ︷
Eel(R) +

�~	��w	{w~�
︷ ︸︸ ︷
hνvib(v + 1/2) +�~

���v�︸ ︷︷ ︸�~	��w	�w��
+

~2`(`+ 1)

2µR2
e

+{	~x�
w	�

︸ ︷︷ ︸�~	��w	��x

�����

Ψtotale = Ψel(R,~r1, ~r2)
1

R
χv,`(R)︸ ︷︷ ︸
ψvib(R)

Y m
` (θ, ϕ)︸ ︷︷ ︸
ψrot(θ,ϕ)

�����

�$~ri ���
w�~	t	�{�����~~�	��	��t	{x��~�	xθ, ϕ

t	��~�t	���t�w�	��	�v	xx�~x�	�	���	�t���	w~x	�v�t�(
{ut�w�	Oz �	

tw�~xA �
B��	��{��x����~	��w	��~x�w�u�tw����u�t���u�	����

�t	�u�����w�	vv	~x�u��wx	~w�{�v�x	�	���w~��t	{x��~w|u	���u�x�ux��u��w	~�~xw��v�x�w�	�t	�
	�~{xw�~����~�	��	x�	��	�xu���xw�~�|u	{	t�	~�	~��	�

����, E��?>��>������=>���;<�=�=�<��;�=;�=�>�>���=<�=�>�>	�;<���@�<��<

�	�x��~�wxw�~�t	��tu��wv�t	�{�~�uw��~x�t��vw��w�~�u�t�������xw�~��u~���x�~�			��~x���t�w~x	��{xw�~	~x�	t	�w��t	�t	{x��~w|u	~µ = −qe(~r1 + ~r2)
�	t�v�t�{ut		xt	{��v��t	{x��v��~�xw|u	

~Erad
tuvw~	u���u���w�xw	����������wtwx��	t�x��~�wxw�~	�x������xw�~~	tt	�uv��ut	�	t�v�x�w{	

��w~x	��{xw�~	x��~{�| ∫ Ψtotale,∗
fin (−~µ. ~Erad)Ψ

totale
ini dr1 dr2 dR|2�

�~	v�t�{ut	��v�~u{t��w�	�w�	����~x�	u�~���u�w�	~xw|u	��~����w�	v	~x����	�w��t	�	�v�~	~x������v�x�w	��w~�	��w�~���������x�u{	~x�	�	t�v�t�{ut	�	t	v+v	��w��~~	v	~xv�~x�	�����wtt	u���
|u	t	�x��~�wxw�~�	~x�	~w�	�u���x�xw�~~	t��u�	x��w���xw�~~	t��u~v+v	�x�x�t	{x��~w|u	��~xw~x	��wx	��
��u��	���~�|u	�{�vv	��~�t	{���x�vw|u	�wt	�w�x	���ux�	��!�t	��	��t	{xw�~�

�	�x��~�wxw�~��	�vw�	���~x��uvw�	��u��w~{w�	�	���~{�(��~��~
d%$'"9&$+'+(&$9)"(&'!"#�#"9�*d%i%&'d+%)dl(�dq#&%"�+%p+&#'+
)%f)i()o%i%&'&)pd#9+"%%$'d9i�i%f9&$d%$f%)r#'9'$��~	�	xt	�
x��~�wxw�~�����vw��w�~�u������xw�~�	���x�~���~x�w���w�	�|u	t	�~���u��	u�	~x+x�	{�~�w�����
{�vv	wvv��wt	��t	u��~	��w	{w~�xw|u	~	{��~�	����

�	�~���u�����	~xt	�tu�{t�w��	t	u�x	v���u���w~x��$t	u��wx	��	����w�t	�	�x~utt	�w�	��$t��~	��w	
��x	~xw	tt		�x���t	�t��~	��w	x�x�t	�t	�x��~�wxw�~��u��~x��~{	~{��	�tu����	����t	v	~xtw	u�u���w~x�
�	�	x�u�~	v	~x{t���w|u	��uv�u�	v	~x�w���xw�~	t��	t�	�x���uv��u�t���u�	����
�~	�ux�		���~�	vw({t���w|u	�	x���uw�	{	t�	�x�	�u����	�t	�w��t	{�~�x�~x���	{t��w�	�	t�	��vut	���	�~	�{x��w�	�t���|

∫
Ψtotale,∗

fin
~( − ~µ. ~Erad)Ψtotale

ini dr1 dr2 dR|2 |uw�	�w	~x�w~�w������xw�~~	t�
|
∫

Ψvib,∗finΨvib
ini dR|2���u�|u�wt��wxx��~�wxw�~�wt	�ux|u	{	xx	w~x����t	��wx~�~~utt	��	�	{�u��	v	~x

~�~~ut�	�	�~{xw�~����~�	����w�t	���u�w���xw�~~	tt	����w~x	���!x	�wv�t	v	~x���t�~�{	��wx������w�
u~	u~	������wtwx�wv���x�~x	�	x��u�	�t	�~���u�����~xt�v+v	�wx	��	�	t�xw�	��t�v+v	�t�{	�
��u��tt�~���~�t��uwx	�	{	{���wx�	��w~�w|u	��~�t	{�v�t�v	~x����x�wtt	�x�ux	�t	�~�xw�~�
���	t�������~�{	xx	w~x���u{xw�~�z	v	�uw�w~��w����w~{w��t	v	~x���u�t	���v�~�x��xw�~���	�tw��	�	x
��xw{t	��	�}	��w{�����"�����w�v�~���&��}u~�	����*#���t���~���t~w	�w{����*���	���	�����%���

.�	�����������������
��������Ox ��Oy ������	���	
�����
�� 	��	
���������������
����������
������ 
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��u��tt�~�	�	{xu	�	~��x�wt{	|u	~�u���w�~�	�|uw�����u�t���x	~xw�~�	t�	��vut	��%��~~�~x��vwtx�~w	~�x�vw|u	��	{���x�vw|u	�	ux	�{wt	v	~x����x	~w�	~��u�tw�~x�t	~���uB���wxu~	v�t�{ut	{�~�xwxu�	�	�	u�~���u��	x}�	v���	�MA
	xMB��	{

����	�ZA 	xZB�{�v���x�~xZ �t	{x��~��	v���	me
	x�	{����	qe = −q� m&f#�&+9d("$µ = MAMB

MA+MB

d9i9$$%"#f)+'%%'

M = MA +MB
d9i9$$%'('9d%f%$&(n9)r��

��)�� @
;<�>�><��>�>���>
�~��	vw!�	������wv�xw�~�~�	ux{�~�w���	�		~uxwtw��~xt		�wx|u	me �MA,MB

	|u	t	{	~x�	
�	v���	��s��u���x!v		�x{�~	�~�u��	{t	{	~x�	�	v���	�	�~���u���s����~{�~��|u	~{	��~��
�	���	�t	����xw{ut	����������x�u{	~x�	�	v���	�	�~���u���s����	�{�~��|u	~{	��	t�����x�!�	�s≈�s���~x�xu�w�	�	~��x�wt��~�t	{�v�t�v	~x������u�����	~x�~�w{wt	����utx�x�w��u��	{	xx	�xu�	�

�	��w���	~x	�~�x�xw�~�	x�	�!�	�uxwtw���
�	�!�	��	��	�!�	�u{	~x�	�	v���	�	�~���u�	x�	�!�	
v�t�{ut�w�	��w~�w|u	t	������	��u~�	�!�	�u~�ux�	��~x���uv�	�	~��u�	��"�

��)�� �;�=?��<=><��?���?;=�>
��~���xu�w	�t�v�t�{ut	�wt�	v�t	~�xu�	t��uxwtw�	�t	���v�x�w	�	x��~{�	{��w�w�{�vv	��	�	
|u�~xw�{�xw�~t���	w~x	�~u{t��w�	����	t����	�w�w~x	�v�t�{ut�w�	�|u	t��~��w	~x	�	A�	��B���t	�	{x	u�
~ez

def
= ~n

def
=

~R′

‖~R′‖
def
=

~R
‖~R‖
���~�{	~�u�	�u�	�!�	(Rmol)�

w�	�t	�	�!�	v�t�{ut�w�	x�u�~�~x��	{t	�~���u��
t�	�~{xw�~���~�	���{�wxΨtot(X0

CMN , Y
0
CMN , Z

0
CMN , R, ϕ, θ, {xi, yi, zi}, spins) 	x

t	��vwtx�~w	~�	�w	~x


H(Rmol) = − ~2

2M
~∇2
~RCMN︸ ︷︷ ︸

TCMN(~RCMN)

− ~2

2µ
~∇2
Rϕθ~ri

︸ ︷︷ ︸
TN (R,ϕ,θ,~ri)

− ~2

2me

Z∑

i=1

~∇2
~ri

︸ ︷︷ ︸
T e(~ri)

+
�����

e2ZAZB
R︸ ︷︷ ︸

V NN (R)

−
Z∑

i=1

(e2ZA
rAi

+
e2ZB
rBi

)

︸ ︷︷ ︸
V eN (~ri,R)

+
∑

1≤i<j≤Z

e2

rij
︸ ︷︷ ︸

V ee(~ri)

+

T couplage +Hrelativiste +Hchamp

�$~∇2
~ri

= ∂2

∂x2
i

+ ∂2

∂y2i
+ ∂2

∂z2i
�

�	�	~��	��w���	~x�x	�v	�	�x{t�w��	~���xw{utw	�t��~	��w	{w~�xw|u	�	t�xw�	TN �	�~���u�	�x	��v�	
��u~	�~	��w	�	t�xw�	�	x��~�t�xw�~	x��u~	�~	��w	�	��x�xw�~	x���{�wx


TN (R,ϕ, θ,~ri) = − ~2

2µR

∂2

∂R2
R

︸ ︷︷ ︸
T radial(R)

+
~̀2

2µR2
︸ ︷︷ ︸
Hrot

���"�

�$t������x	u�~̀	�x���	t������x	u��	{x��w	tv�v	~x{w~�xw|u	�	��x�xw�~�	�~���u�����~w���


~̀ def
= ~R′ ∧ ~

i
~∇~R′

���%�

�
���	��������
�	
���	�	���
������	�������µe = me/MA��

�	
����������~µ 

�������	��
����� �����
����~̀�����

	����
	���
��
��	����������	���������������=

�����������������
�	
����������

	��
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2

Hrelativiste {�~xw	~xt	�x	�v	��	��w~	x�	���u�	t	�w~x	��{xw�~��~	�	x���	��~	���t�	��t���vv	�	
x	�v	�x	t�|u	
���wx	(���wx	���w~(���wx	���w~(��w~���w~(��x�xw�~���w~�t	{x��~w|u	(��w~~u{t��w�		x{��
Hchamp �	���u�	t	�w~x	��{xw�~���	{t	�{��v���t	{x��v��~�xw|u	�	�x��w	u���
�9&$)&!"%i+%"'%i!$�e)$
)qld9$%p'+(&g�jj�(&&%'+%&f"9p(i!'%
)%f)�9i+d'(&+%&&(&
"%d9'+o+$'%%'$9&$p�9i!$%r'#"+%)"$Hnon rel. = TCMN + TN + T e + V NN + V eN + V ee�

�	�x	�v	��	{�u�t��	���{�w�	~x�t���


T couplage(~RCMN, ϕ, θ, ~ri) = T couplage eeN + T e,CMN ���*�

=
1

2M

(∑

i

~pi

)2

− 1

M
~P~RCMN

.
∑

i

~pi
���&�

	xv�~x�	~x��u�x�uxT e,CMN
�|u	t	v�u�	v	~x�u{	~x�	�	v���	�	�~���u�~	�		�{x��w�	������	�wx	(

v	~x��u�t	�	utx	�v	TCMN(~RCMN)�
�~	�	x�t	�s�~�	�x���t	{	~x�	�	v���	x�x�t�uv�u�	v	~x


wt��{wtt	��	�w�t	v	~x�{�u�	�	t�����	~{	�	��t	{x��~����	�x	�v	��	{�u�t��	��~x�	t�����	�	
me/M × T e 


wt��	��~x��~{~��tw�	��t	�	~��	vw!�	������wv�xw�~����	�	v�t	� �}u~�	����*#� �"��
v�~x�	|u	t	x	�v	�	��t��w��xw�~�	�v���	�
T couplage eeN = 1

2M

∑
i,j ~p

′
i.~p

′
j
��ux	~�w��~�#{v−1 ��u�

t��x�x	�~��v	~x�t�	H2
�	���	�~�	u��*���{v−1

������!��}��~��	~�~�z��{��w~���#*���������u�
�	���~�	~�	{xw�~�����|u	t���	{x���{��w	���x�����{w�xw�		�xx	tt	v	~x���{w�	|u�wt	�ux���	�w���	~��	
	~{�v�x	{	x	�v	��u�w~x	����x	�t	���	{x�	��

	
�
� 
�����������������	��������
��	�������
�

��,�� A���;�>����>���><���=<��=��>�

�������x	u��	{x��w	tv�v	~x{w~�xw|u	x�x�t�t	{x��~w|u	~L 	�x���~w�	v�~w!�	w�	~xw|u	�~̀ ���	{t	�
v+v	���	��	�����


~L
def
=
∑

i

~ri ∧
~

i
~∇~ri

���#�

�	�{�����~~�	���~xw{w�	����	����������x�u���	�x�u�~�~x����u�����~��� �������!�t����~wxw�~�	~̀�|u	~̀2 	x`Z {�vvux	~x	~x�		u��
�~�	v��|u�~x��	���t	

{��w�v+v	�	t���	Oz �u��
{	�t��|u�xw�~���*�|u	̀ z = 0 �~�
��uxwx�u���utx�x�u���	~�~x���v�~x��

��u�t���	vw!�		�w�����t	w~	~�����|u	~̀2, `Z 	x`z {�vvux	~x	~x�		u��
�	~�	�x��w�	vv	~x���t	

{����u�t	���	{x	u�����w~�w�	���w�	�|uw~	{�~xw	~~	~x���~̀�{�vv	~L��xu�w�~��tu����{w��v	~x{	�	�wx���w�~�t�~�|u	t�	���	��w�~��%�	~̀��~�t	�	�!�	��	{�	���	���	�	�x�wv�t	v�w�|u	��~�(Rmol)�
~̀��wx�u�t	�{�����~~�	��t	{x��~w|u	�~ri

�{	|uw	��tw|u	|u	~�u����~�	��tw{wx�~ri ��~�
t�	��vut	��"�

	x�u~		���	��w�~{�v�tw|u�	�

��,�� E>?;�=�<��>������;�=�<;<���;?>�
�t	�xwv���x�~x�	~�x	�|u	t	��	t�xw�~��	{�vvux�xw�~�	���� 	{xw�~��u�t	���	��	(Rmol)

�	�
�����x	u��~A w~{tu�~x~̀��~�t	u����~wxw�~���w�t�x��t	��	x	t�|u	~N = ~L+ ~̀�u~J = ~N + ~S	~��u��~x�����~�(Rmol)

t	��	t�xw�~�{�~�~w|u	�[Ai, Aj ] = i~
∑

k=x,y,z εijkAk�
v�w��	��	t�xw�~��	{�vvux�xw�~

�~��v�t	�[Ai, Aj ] = −i~∑k=x,y,z εijkAk�
��			���	(}�w�~�~��w	t����#*������*�v�~x�	����	�	v�t	|u	

[`x, `y] = −i~`z�
�~	v�x���	�wv�t	��u�{�v��	~��	t	����t!v		�x�	{�~�x�x	�|u	t��{xw�~�	̀

x
def
= ~ex.~̀
�u�̀

z
def
= ~ez.~̀		��w~x	��	~w�t	����w��	��u�	{x	u�x�u�~�~x~ez {��{	

tuw{w	�x���~w���t����wxw�~�	�~���u�A 	xB 	x
|u	`x
x���uwxt���x�xw�~�	�~���u��

�	����utx�x�|uw�	�v	xx��~x�	{�t{ut	���	�|u	x�u�t	��t�v	~x��	v�x�w{	��	��~x��~~��w{w��~�
��v�~�x��xw�~���w�x�ux�	v+v	t	{�v�t�v	~x�������
��������������
��
�������������	���������	���������
�M + δM ����������������
���
������	� ������ ����

���
	���
�������	
�	����
�������
��
�	����� 



���� ������	��������
���������� "%

��wx~Au~	���~�	u�����w|u	�~�ut�w�	�	{x��w	tt	���~~�	���t�x��t	��{���{x��w��~xt�v�t�{ut	��~
~�x	|AmAMA〉

t	�	{x	u������	��	

� ~A2 ��u�t���t	u������	~2A(A+ 1)�
�Az

��u�t���t	u������	
~mA��AZ

��u�t���t	u������	
~MA�m&&('%"9d9p(&o%&'+(&p�(+$+%%'
)+%$'"9!!%d#%f9&$d9'9*d%jHd%''"%i9e)$p)d%Z,MA, . . .

!()"d%$9r%$
�r%$�%'d%''"%$i+&)$p)d%$z,mA, . . .

!()"d%$9r%$i(d#p)d9+"%$�
�	���� 	{xw�~�A±

def
= AX ± iAY

�uAZ �	 ~A �u�u~�	�!�	
��	����w�	~x��w�	vv	~xt	��	t�xw�~�

�	{�vvux�xw�~�{t���w|u	��	�v�v	~x�{w~�xw|u	�����{�~x�	t	���� 	{xw�~��	~A ��~�t	�	�!�	(Rmol)��	u�	~x���w��	�{�v���x	v	~x��~��v�u���~�t	{���	x�	ut	v	~x��~�{	{����$~A = ~̀, ~N, ~J, ~F . . .�
w�	�t���|u	~A {�v���x	~̀��~��t���t	��	t�xw�~��uw��~x	�


〈A′m′
AM

′
A| ~A2|AmAMA〉 = ~2A(A+ 1) δA′Aδm′

AmA
δM ′

AMA

〈A′m′
AM

′
A|Az|AmAMA〉 = ~mA δA′Aδm′

AmA
δM ′

AMA

�����

〈A′m′
AM

′
A|A±|AmAMA〉 = ~

√
A(A+ 1)−mA(mA ∓ 1)δA′Aδm′

AmA∓1 δM ′
AMA

�q%$'�l�f+"%
)%dq(!#"9'%)"A+ def
= Ax + iAy

f+i+&)%fq)&%)&+'#mA
9)d+%)f%dq9)�i%&'%"�%'dq(!#"9'%)"

A− def
= Ax − iAy 9)�i%&

'%mA
fq)&%)&+'#9)d+%)f%d9f+i+&)%"��()"d%$9)'"%$(!#"9'%)"$~I, ~L, ~S . . . H

A+ = Ax + iAy
9)�i%&'%fq)&%)&+'#mA

%'A− = Ax − iAy
f+i+&)%fq)&%)&+'#mA�

	
�
� ���������	�����������	
���

�t~�u�	�uxv�w~x	~�~x����u��	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�w~���	~��~x	�ux	v����u�t	��vwtx�~w	~
v�t�{ut�w�	��~~����t�	��vut	������x�~�w{w|u	t	�v�x���	��	��|u	x���~�		x�ux�	�v�x���	�
v�t�{ut�w�	����	~��~x�ux	v����~x����	~x�	���~�t���xw{t	�	�	�u	��	uv	~�	x�t�����"��
��u�t�{t��x��	t�	������(&&#�d+�%"9f9&$'()'%d9$)+'%T e,CMN 	~t	x��wx�~x	~x	v��uxwt	���t�
x����w	�	��	�xu���xw�~���	v�u�	v	~x�u{	~x�	�	v���	�	�����	��~{	x�~�	ux�{�w�	


Ψtot(~RCMN, R, ϕ, θ, {~ri}) ≈ ei
~kCMN. ~RCMNΨ(R,ϕ, θ, {~ri})

������

�$~2k2
CMN

2M
	�xt��~	��w	{w~�xw|u	�	x��~�t�xw�~�u�s����t	u������	�	TCMN��t~�u��	�x	���x	�vw~	�

Ψ��()$&('%"(&$Etot dq#&%"�+%f%Ψ�
�9�o"9+%�#&%"�+%'('9d%�p%d9!%)'�'"%+i!("'9&'!()"dq%�%'�(!!d%"

�%$'�%&o+"(&�Etot +
~2k2

CMN
2M
�

z	��w�x��wx	��u{{	��w�	v	~xx��w�x��	���������wv�xw�~��	�tu�	~�tu��~	����u�����u��	t��|u�xw�~
�	�{��	�w~�	�
t�������wv�xw�~�	}��~(���	~�	wv	���}��|uw�u����	me/M = 0�

t�������wv�xw�~
��w���xw|u	|uw	�{x��w�	�x	~���w�	�t	v�u�	v	~x�	�~���u��	{	tuw�	��t	{x��~�	x	~�~t	��|u�xw�~�
{�u�t�	�|uw��~~	~xt���tuxw�~�	��{x	��

	
�
	 
��������������	�����������������
��	��

��������wv�xw�~�	}��~(���	~�	wv	���u�}�������uw	�u�t�������xw�~{�v�t!x	�	�v�u�	v	~x�
�t	{x��~w|u	�	x~u{t��w�	�������~wxw�~���w	�	t�~t	��ux	u���	tt		�x���	�w�{�~	�~�u	��	{t�������wv�xw�~
��w���xw|u	|u	~�u���x�wtt	��~���~�t��	{xw�~��#�
��
�����������������������	�������������������������
������
	���
������
�	��~̀ ���
���	��
��������mA

��

MA
�����������	���	����������������� 
�
���	��������
�	
���	���	����A(1)

±1 = ∓ 1√
2
A±1

������
	���
������
�����

���������� 
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����� �;�=?��<=><�?>����<=��>
����xw� �u��vwtx�~w	~��~~���� t�	��vut	���� �~���~wx t	��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u	}��~(
���	~�	wv	����


Hel,BO(R,~ri)
def
= T e(~ri) + V NN (R) + V eN (R,~ri) + V ee(~ri)︸ ︷︷ ︸

V el,BO(R,~ri)

������

�t~	{�v��	~���~{���t	����w��	��u�R, θ, ϕ {�~x	~u	��~�TN w�	�t	�{�u�t��	�	~x�	t	v�u�	v	~x
�	��t	{x��~�	x{	tuw�	�~���u��~wt	x	�v	T couplage eeN�
�~��xw	~x�t�����u�t	�~���u�	xt	��t	{x��~��t	��vwtx�~w	~


Hnon rel,BO(R,ϕ, θ,~ri)
def
= TN (R,ϕ, θ,~ri) +Hel,BO(R,~ri)

������

����� F�;=�>�><��>�����;�=��?�����>
><me/M
��u��xu�w�~�w{wt��}������	v	~x�wx	�

5���-#����2-,���4

��v���	��u~~���u�x�~x�tu��	�#�*	�w��u���w	u�	�{	tt	��u~�t	{x��~�}��~	x���	~�	wv	��~x
	uxt�w��	�	����u��	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	����t�x����w	�	��	�xu���xw�~��	~���	t����~xH ��~~����t�	��vut	�����	t�~t	��uw���~{	��	me/M�
�s	��w�����*"���
���(�*�����	tt	t�w��	��w�w~�t	�	}��~	x���	~�	wv	�|uw{�~�w�x	�	�	{xu	�t	
{��~�	v	~x�	���w��t	���w�t	R def

= R0 + me
M u

���	{R0
��	�	x����	t���	��t�	�w�H �	t�~t	��uw���~{	�

�	me/M
	xΨ �	
t�~t	��uw���~{	��	u�z	������	w{wu~	�w�w�~�w���	~x	�����	��~�u~��	vw	�x	v��

�u�t	�	ut����	0 �$me/M = 0�

7������,�	��	���2�-��-������-	2-#��-���-,��,���,���-
�����wtt�~��t�����	0��~�u����	��~{|u	t�v���	�	�~���u�M

��uµ�	�xw~�~w	������!�t�
���~wxw�~��"��~{�~�x�x	|u	{	t��	�w	~x�~��tw�	�TN ��~�t	��vwtx�~w	~�������ux�	����	{�vv	�wt	�~���u�~	��u�	�w	~x�����~���t	���|u�xw�~�~���u��t�|u���Hnon rel,BO �	���uwx�t����Hel,BO

�$R 	�xu~����v!x�	���
�
�����tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�	�u�~wx�t���t	�	�~{xw�~����~�	�u

v�u�	v	~x�t	{x��~w|u	Ψel,BO
α
�w~�w|u	dq%&$%i*d%�+&f+p#!9"α�

f%$p()"*%$Eel,BO
α (R) !9"9i#'"#%$!9"��
)+�("i%&'dq%&$%i*d%f%$p()"*%$f%!('%&'+%d�f9&$dq��m�i(d#p)d9+"%��

����) F�;=�>�><��>�<��;���>�>�@��=�?=�
���~x�	x��wx	�t	v�u�	v	~x�	�~���u�� 	��w�w~x���uw�	t	v�v	~x�~�ut�w�	x�x�t|uw	�xvw	u�
����x��u����t!v	|u	`�

6��,���2����-����
�,���-����,

���xu�	�	���v�x�w	�v�~x�	��|u	t��{�wxu�	��"�	TN (R,ϕ, θ,~ri)
	~	�~{xw�~�	~̀2��w	~|u�uxwt	�~�	�x

�����xw�	�w��~x	
wt	�x	~	�	x��w�	~x|u�u~	��x�xw�~�	��	ut�~���u��w�	�u~	�{xw�~�	~̀�~	{�~�	��	
���t	��vwtx�~w	~��t	�ux	�w�	x�u�~	��t�	�w�t	�~���u�	xt	��t	{x��~���	xx	��x�xw�~	�x	~�	~���	���
~N

def
= ~̀+ ~L�

�~�~xw{w��~xu~�	u�u�t	���v�x�w	���~�	ux�u����	�|u	x�u�t	��x�x�|u	~�u��xu�w�~�
�w���~x��~�t	���u�(	���{	�{���	���~��~x�u���t	u�������	�~2N(N + 1) �	~N2�

���������
������	���
�����VNN
������	��
������	���	�����	��������������
������ 
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1�#�-		���2-,����-�������2-5����,�	
�~���{�w��~x~̀2 = ( ~N − ~L)2 = ( ~N2 − ~N.~L− ~L. ~N + ~L2) 	x	~{�~�x�x�~x|u	~N.~L = ~L. ~N���~�

�xw	~x


TN (R,ϕ, θ,~ri) = − ~2

2µR

∂2

∂R2
R+

~N2

2µR2
+
~L2 − 2 ~N.~L

2µR2
︸ ︷︷ ︸
HCoriolis

������

�	~�v�	���w�tw�	�x��~~��ux	�v	�	{�u�t��	
����uwx��	{x��w	t	~v�{�~w|u	{t���w|u	��	t��wx	��	
�	t�xw�	�	��t	{x��~��	�w��~x���xw	�	~L����t	�	{x	u���x�xw�~~N �

�����2-2-,����������2-,����	����-

���uwx	�	t���v��{�	��	���~~	tt	�	�x��x�wtt�	��~�t	{�v�t�v	~x��������u�{�~x	~x	��~���w~�w|u	�t	���w~{w��t	��x��	�{��~�u�	��tw{wx	��~�{	tt	�({w��~�t����xw	��#�
�~{�vv	~{	���	�	{xu	�u~	���w�xw�~�	t�{�~�x�~x	R��~���uwx	~�uwx	u~��vwtx�~w	~~u{t��w�	
	�	{xw	Hnucl,eff,BO

Ψel,BO
α

��uw��~~��tw�	t	�x	�v	�{�u�t�~xt	v�u�	v	~x~u{t��w�	�uv�u�	v	~x�t	{x��~w|u	
{�vv	t	x	�v	HCoriolis���	�~{xw�~���~�	


ΨBO
α (~R,~ri)

def
= Ψel,BO

α (R,~ri)Ψ
′nucl,BO
α (~R)/R

def
= Ψel,BO

α (R,~ri)Ψ
rot
α (ϕ, θ)Ψvib,ad

α (R)/R

���w�	�t���t	��|u�xw�~��t	{x��~w|u	����"����x�xw�~~	tt	����%�	x�w���xw�~~	tt	����*��uw��~x	�


Hel,BO(R,~ri)Ψ
el,BO
α (R,~ri) = Eel,BO

α (R)Ψel,BO
α (R,~ri)

����"�
〈

Ψel,BO
α

∣∣∣∣∣
~N2

2µR2

∣∣∣∣∣Ψ
el,BO
α

〉

~ri

Ψrot
α =

~2N(N + 1)

2µR2
Ψrot
α

����%�

Hnucl,eff,BO

Ψel,BO
α

Ψvib,BO
α (~R) = Etot,BO

α Ψvib,BO
α (~R)

����*�

��	{ Hnucl,eff,BO

Ψel,BO
α

=

[
− ~2

2µ

∂2

∂R2
+

~2N(N + 1)

2µR2
+ Eel,BO

α (R)

] ����&�

��w~�w{	~ri ��~�〉~ri �
��w�~	t	����w��t	���w~x����xw�~�

�w�~�t�~�w{w�	~�uw��~xt��	v��|u	�u���ux�	t��	{xw�~����|u	~�u���u��~�x��wx	����t��}�t	
v�u�	v	~xx�!�t	~x�	t��t	{x��~	�x	�~	��u~�x�v		~{�v����w��~�uv�u�	v	~x���w�	�	��t	{x��~�
�	{�u���	{���x�vw|u	�	ux	�{wt	v	~x����x	~w�	~�	��	~�~xt	��|u�xw�~��v�w�	~{��~�	�~xt	~���u
B 	~u~�

t	{x��~	�x	�~	�	A��	xx	�w�w�~�	�v	x��w~x	����x	��wv�t	v	~xt	��x	~xw	t	�	{xw	���~~����t�	��vut	��&�{�vv	t	��x	~xw	tEel,BO
α (R)

t	��t	�	t��|u�xw�~���&�x�~x �u���~�t	{���x�vw|u	���t��|u�xw�~��#����~x�������	�t�������wv�xw�~��w���xw|u	�|uw���{w�	��t	�������wv�xw�~�	xt	�{�t{ut�	�wx�t����	t��}��~�u��tt�~�x��wx	����w�	v	~x��~�t��	{xw�~|uw�uwxt	���v�x�w	�v�t�{ut�w�	��

	
�
� 
����������������
������
��������������������������������������
������
��

���	{�	�{�	�	���v�x�w	��u��vwtx�~w	~	�xu~	��v��{�	wv���x�~x	
d%$#'9'$!"(!"%$f%H $%
"%�"()!%&'%&%�%'%&i)d'+!d%'$p(""%$!(&f9&'lf%$"%!"#$%&'9'+(&$+""#f)p'+*d%$f%$�"()!%$f%$ni#'"+%$
f%H�

�%$&('9'+(&$$!%p'"($p(!+
)%$f%$o9d%)"$!"(!"%$f%$(!#"9'%)"$f%$ni#'"+%'"()o#$$(&'"#$)i#%$
f9&$d9'9*d%j!9�%g��
����	����	������
��
������	
 ~N 	���
��	�������������	����	��
�	��� ����������
�
��������
��	�������	��

����
��
�	������� 
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������tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�~�	�x����w��	�	�	{xu	���t	�xw~�w��	~���t	�		�w�	���	t�t�x����w	�	��	�xu���xw�~�	~���x�~x���	�	v�t	�	ΨBO
��u�	Ψad ��x	�vw~�		~�	{xw�~��#���t	�u���

��~{��w����w�t	�x��u�	��	���v�x�w	���t��t	��u��w�w	~��u�Hel,BO
��u��u�Had,BO

�|u	��u�Hnon rel�
�%o(p9*)d9+"%�+&o%"$+(&�!9"+'#�"#�%r+(&�!%"i)'9'+(&�$ni#'"+%%'p��o9"+%*%9)p()!$%d(&d%$9)'%)"$�
�%i�i%�dq%�%'$)"d%$$!+&$%$'$()o%&'!9$$#$()$$+d%&p%���u�	����	��~���u�~�x�	���x�	~	���t	�
�	���wx�|u��u�	�����	�w~�	��w�~�	x~�~�	����	�w�~����x�~�	~�~|u�wt��tw	u�u��w�	�w�xw~�u	�t	�
��v�x�w	��u��vwtx�~w	~�	���v�x�w	��	t�	�~{xw�~���~�	�
��u�~��tw�	�~�x�u �u��t	���w~���~�{	xx	�	{xw�~�v�w���u���wx	�t	�{�~	u�w�~��~�u�~�x	��~����t��uwx		��tw{wx	v	~x���u~	�����~xorb t	������x	u��|uw~���w��	~x|u	�u�t	�{�����~~�	����wx�t	���
	x~�~�u�t	���w~����utw�~�~�|u	�	���v�x�w	����~w	���~�{	xx	�	{xw�~��	{t	���w~��t����	t�� �ux
�����w	��	���w~��~	�	��~x�	ux(+x�	�tu��	���v�x�w	�t���|u	~�u�� �ux	��~��� �ux��{xw	����	tt	v	~x
t	�x	�v	��	�xu���xw	�����	~�~x�	���w~���~�t	��vwtx�~w	~�

�	���v�x�w	�t	��tu�uxwt	���u�t�{t���w�{�xw�~�	�~w�	�u�v�t�{ut�w�	���~x����	~x�	�{w(�	���u��
�	���x�wt���~x��~~����~�t	{�v�t�v	~x��"�����	�w�x	~{	�	{	�x�w~	���v�x�w	����	~��u{���{x!�	��v�~u{t��w�	�u��x���~u{t��w�	�	t�v�t�{ut	�~�u����{w�	��~���~{��wt	�x~�{	���w�	�����w�MA = MB�u�	x�ZA = ZB�

��-�� ������=>���
;�=?��<=><���;?Hnon rel

�~�tu��	���v�x�w	�{�vv	t	�	~�	��	v	~x�ux	v���ut�x��~�t�xw�~�u{	~x�	�	v���	��s��t	�
��v�x�w	��u��vwtx�~w	~x�x�tHnon rel ��~x


���	�vux�xw�~�	�	u�~���u�w�	~xw|u	�
�����x	u�PN� �9&$d%p9$(�MA = MB
%'ZA = ZB�(&

!9"d%f%i(d#p)d%�(i(&)pd#9+"%�t������x	u�PN ���~w���


PN : f(~R0
A, spinA, spinB, ~R

0
B , ~r

0
i , spins el) 7−→ f(~R0

B , spinB, spinA, ~R
0
A, ~r

0
i , spins el)

t�w��	t	��vwtx�~w	~w~���w�~x��~��u�����	~{�~��w~{�		~�	�����~xt���u�	��"�u	~uxwtw��~xt�	��vut	������~w���~xHnon rel(R0)�
Ψtot 	�x��~{	�~{xw�~�����	�	PN ��u�t���t	u������	pN���	{pN = −1 �

wt	�~���u���~x�	�
		�vw�~��w�	�IA = IB

�	vw(	~xw	��	xpN = 1 �
wt	�~���u���~x�	�����~��w�	�IA = IB

	~xw	���
����x�xw�~�	t�	~�	v�t	�	t�v�t�{ut	�~���u���t	{x��~���ux�u�����	���	�
	tt		�x	~�	~���	���t������x	u�v�v	~x�~�ut�w�	x�x�t ~N = ~̀+ ~L�

�	�~�v��	�|u�~xw|u	�N 	xMN
�	��~x��~{{�~�	�����

�~	�	x�t	{��w��	t���w	~x�xw�~�	���	��	�����x	�x���wx��w�	�H ~�	~���	~�������utw�~�~�|u�u~
{��v�	�x��w	u���~~	u~	��w	~x�xw�~�t�	���{		x��~{��w�	{	xx	��v�x�w	��("$
)q(&9e()'%"9d%$
$!+&$#d%p'"(&+
)%$�(&)'+d+$%"9d%i(i%&'9&�)d9+"%'('9d ~J 9)d+%)f%~N�%'$+dq(&9e()'%d%$$!+&$
&)pd#9+"%$(&)'+d+$%"9d%i(i%&'9&�)d9+"%'('9d%~F �
��x�~��u��w|u	~N ~

�	�x���t	���w�����x	u��	v�v	~x{w~�xw|u	x�x�t���w�t�~�x	"�	t����	"���
~N {�~�w	~xt���|u��~~��tw�	�{�vv	~�u�t����~�	�wx�t	�x	�v	�	~Te,CMN�

��-�� ������=>��;<�?>�;��>�>?�D
A

��u�~��tt�~�x��wx	���~�{	{���wx�	|u	t	���v�x�w	���~�t	{���	�	t��}��t	���v�x�w	��	��ux�	�
������wv�xw�~��	��~xx��wx�	�t����	t�w~x���u{xw�~�	���w~��
��u��tt�~�x��wx	�x�ux��������	���v�x�w	�~	{�~{	�~�~x|u	t����xw	�t	{x��~w|u	�	xt�w���~x��~{
w~{��~��	t����xw	~u{t��w�	����u�~�u�w~x��	��	��~�	~�uwx	�t����xw	~u{t��w�	��	����~wxw�~����{w�	��|uw�	�v	xx	~x���{�w�	��w�~	u�	v	~xt	��x�x������	���w~�w|u	t	���v�~�x��xw�~���~x	�	{xu�	���~�
t	{�v�t�v	~x��"���z	~	����	~x	��ww{w|u	t	�w��	�����w|u	��wv�t	��
��
��������������	
�����
��� ����������
����
����	
������������
���������
���
	���
��
��
�� 
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8������-	2�����,����-��,-������	�-Hel,BO ����-,�����	�-
����x�xw�~���wx�t	�t	{x��~w|u	�ux�u��	Oz 
�����x	u�Rorb,el

Oz (η)�	~�	~������Lz��~uxwtw��~xt����~wxw�~�����	V el,BO(R,~ri)
	xt��|u�xw�~�����~{�~�x�x	|u	Hel,BO 	�xw~���w�~x

���t���v�x�w	{�tw~��w|u	�ux�u��	Oz�{���	ut	�t	��w�x�~{	��	��t	{x��~�	~x�	�	u��u�u~��w~x
�	t���	w~x	��w	~~	~x��w~�w�[Lz,Hel,BO] = 0�
�~�	ux��~{{��w�w�t	�	�~{xw�~����~�	��t	{x��~w|u	�Ψel,BO

α
	�� �	�~{xw�~������	��	Hel,BO

	{�vv		�~{xw�~������	��	Lz ��u�
t���t	u������	

~Λ
def
= ~mL�

�~t	�~�x	Ψel,BO
α,Λ
�u|α,Λ〉 	~

~�x�xw�~�	�w��{������u{w�	�wv�tw�{�xw�~��~�v	x�t���t�w~�w{	}��
�()$f#$+�&%"(&$!9"α d%$*(&$&(i*"%$
)9&'+
)%$9)'"%$
)%p%)rf#el!"#p+$#$9+&$+
)%d%$f#�#&#�
"%$p%&p%$��+&$+�(&+&f%r%+p+d%$�(&p'+(&$fq(&f%fq9*("f!9"α�!)+$)&%�(+$f#p()o%"'Λ !9"α,Λ�
�%p+!%)'!"�'%"lp(&�)$+(&i9+$!%"i%'fq9o(+")&%$%)d%&('9'+(&!()"d%$f+�#"%&'%$f#�#&#"%$p%&p%$�

�����	�w�~���wx�t	�t	{x��~w|u	���������x�u�t�~yOz 
�����x	u�σorb,el
v ��t�u�x��u~�	��w~��~��u�����w~��w�	��	t���u�	������	��%���u��	{�~��w~{�	�	{	xx	��v�x�w	�

�~�	v��|u	|u	(σorb,el
v )2 = Id�

t	���t	u�������	�~�x�	�σ′ �	σorb,el
v
�	��~x��~{σ′ = ±1�σ′ 	�x

���	t�	���wx��	��	~w��
�	�	~��~x


σorb,el
v Lz = −Lzσorb,el

v

����#�
�w~�wHel,BO, Lz

	xσorb,el
v
~	{�vvux	~x����	u���	u����u	�wLz = 0�

�~�	ux���{�~x�	{�~�x�uw�	
�	��x�x������	��	Hel,BO�σorb,el

v
���u�t���t	u������	σ′��w~�w|u	�	|Lz|

���u�t���t	u������	
|Λ|

��
�~{�~{tu�w�~��~~�x	�����	�	v�t	���w�t�x��t	��Σ+

��
�t	��x�x�|α,Λ = 0;σ′ = 1〉�Σ−�t	��x�x�

|α,Λ = 0;σ′ = −1〉�	xΠ t	��x�x�|α, |Λ| = 1〉����~����	~�	u��x�x��	v+v	�~	��w	|α,Λ = 1;σ′ =
1〉 	x|α,Λ = −1;σ′ = 1〉 ~�x��Π+ 	xΠ−�

���~�	��w�~���wx�t	����������x�u{	~x�	�	t�v�t�{ut	��t	{x��~w|u	��~�t	{���	~���u��	{����	��
ZA = ZB

�w�	~xw|u	�
�����x	u�Iorb,el�
��	�xt	{���	85��87���	x�	��

2
���~���t	���	�w��wv�����	v	~x��	v�t�{ut	��v�~u{t��w�	�

������~wxw�~�t	�w~�	��w�~���~���	{x	~x���t	���w~����w��s	��w�����*"���
(�����v�w���u��tu�
�	�	�	x�~�u����~�wv����t�	�����~xorb��~�uw��~x{	|uw���{!�	� (&9!!%dd%#'9'$!9+"$�&('#$

g�
��%"9f%�%&9dd%i9&f�p%)rf%o9d%)"!"(!"%ω′ def

= iorb,el = +1�%'
+i!9+"�&('#$u�

�)&�%"9f%�%&
9dd%i9&f�p%)rf%o9d%)"!"(!"%ω′ = −1�ω′ p9"9p'#"+$%d9!9"+'#("*+'9d%#d%p'"(&+
)%f%d9�(&p'+(&
fq(&f%�
�~	�wv�t	��u�	��~��u�����w~��w�	��	t���u�	������	��"��	�v	x�	��w�|u	Iorb,el {�vvux	
�u��w��	{Lz 	xσorb,el

v ��9&('9'+(&f%$p()"*%$f%!('%&'+%df%o+%&'�&9d%i%&'|α, |Λ|;σ′, ω′〉�|Λ|±1
g,u
�()|Λ|σ′ω′

�!()"d%$#'9'$
!"(!"%$f%p%$�$ni#'"+%$�m&&('%!9"%r%i!d%Σ+

u

d%$#'9'$|α,Λ = 0;σ′ = 1, ω′ = −1〉�%'∆g
d%$

#'9'$|α,Λ = ±2;ω′ = 1〉
8������-	����-�������		�,�#����-���,����-
��u��	~�~����{�	�	�t�����	~x�xw�~�	���v�x�w	�{�~{	�~�~xt��	ut	���xw	�t	{x��~w|u	�	t�	�~{xw�~
���~�	Ψel,BO

α,|Λ|;σ′,ω′�{
�	�x(�(�w�	{	tt	�~	x�u{��~x��� ~R 		tt	�t�w��	~x��~{w~{��~��	t�	�~{xw�~���~�	

~u{t��w�	��(�w���xw�~~	tt	����{xw�~�	{	���v�x�w	��u�ΨBO
α
	�xt�v+v	|u	�u�Ψel,BO

α �
��u��tt�~��

����	~x�xu�w	�t	���v�x�w	��	t�	�~{xw�~���~�	x�x�t	ΨBO
α ��~		�w����t��x�x�t	{x��~w|u	 |α, |Λ|;σ′, ω′〉� wt ~�u�	�ux�xu�w	�t	���v�x�w	�|uw {�~�	��	~x t	��vwtx�~w	~~u{t��w�		�	{xw	Hnucl,eff,BO

α,|Λ|;σ′,ω′
����~w���t��|u�xw�~���&�	xt�	�~{xw�~���~�	�t	{x��~w|u	

Ψel,BO
α,|Λ|;σ′,ω′(R,~ri)�

�	��~x


��
���	��������
�	
����Σ 
��	����SZ �.������	�����������
����

���
���	���������������	��������
������������
���
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���~�	��w�~���wx�t	����������x�u{	~x�	�	t�v�t�{ut	��	��	u�~���u��	{����	��ZA, ZB
�	x�	

v���	�MA = MB
w�	~xw|u	�
�����x	u�Iorb,N�

�	xx	��v�x�w		�xwttu�x��		~��u�	������	��&��� m&9!!%dd%$ni#'"+
)%$�#'9'$s��+d!%)'�'"%
!"#�#"9*d%f%!"#p+$%"�$ni#'"+
)%$!()"dq+&o%"$+(&f%$&(n9)r��d%$#'9'$Ψtot f(&'d9!9"'+%("*+'9d%
o#"+�%iorb,N = 1 %'9&'

+$ni#'"+
)%$�#'9'$a�d%$#'9'$Ψtot f(&'d9!9"'+%("*+'9d%o#"+�%iorb,N = −1���x�~�|u��~~	�	ux���t	��u{���{x!�	s �ua |u	��u�u~~w�	�u��x�xw�~~	t��u~{	�x�w~�x�x�t	{x��~w|u		x~�~��u�u~~w�	�u�t	{x��~w|u	�	ut�{��t���v�x�w	�	|uw	�xt�	�w�x	~{	�	Ψtot���utw�~�~��u��w|u�wt~		�ux���{�~	�~��	Iorb,N ��	{PN �{	�	�~w	���w���~x�u��w�u�t	���w~��
���~�	��w�~���wx�t	x�x�t	����������x�u{	~x�	�	t�v�t�{ut	���~�t	{���	�	u�~���u��	{����	��

ZA = ZB
�	x�	v���	�MA = MB

�w�	~xw|u	�
�����x	u�Iorb�
�%$#'9'$f+'$!($+'+�$p(""%$!(&f%&'ld9o9d%)"!"(!"%iorb = +1 %'p%)r

f+'$&#�9'+�$ld9o9d%)"!"(!"%

iorb = −1
��
��~�{�w��~xIorb def

= Iorb,NIorb,el��~{�~�x�x	|u�u~�x�x��v�x�w|u	�s�	�x��wx��w��g�
	x���wxw	���wxu 	x~���xw	�	xw~�	��	v	~x��u�u~�x�x�~xw��v�x�w|u	��~~�x	��v��tw|u	v	~x
iorb,N = iorbω′ ��u�t�	��v	


iorb,N = iorbω′ ⇐⇒
[
s
a

]
=

[
+
−

]
×
[
g
u

] ������

iorb %$'!9"
�(+$9!!%d#d9!9"+'#'('9d%f%dq#'9'%'%$'$()o%&'&('#Π���u�~�	v�t�w	��~����{	xx	

~�x�xw�~��~����wx	�t	�{�~	u�w�~���	{t�~�x�xw�~Π {���	���~��~x�|Λ| = 1�
��x�~�	~�~|u	t�x����w	��~���t	�	���v�x�w	������uw	�u�t�x����w	�	����u�	���~w��u�	�w	���	xx	x����w	~�	�x�t	w~	v	~xuxwt	|u	��u�t	�v�t�{ut	���t��x�vw|u	����u�~�x�	���x�{	��~xt	�
���u�	�C∞v

��u�t	�v�t�{ut	���x���~u{t��w�	�	xD∞h
��u�t	�v�t�{ut	���v�~u{t��w�	���	����u�	�

��~x���w�	v	~x����	~x����~�t	{�v�t�v	~x��"���

5���,�	���
�~���w��~x|u	x�ux	�t	���v�x�w	����{��	~x	�{�vvux	~x��	{~N2, NZ�Hel,BO 	xHnucl,eff,BO

α,|Λ|;σ′,ω′ ��~�	uxt	��	���u�	�	xf#$+�&%"d%$#'9'$f%dq��m!9"|α, |Λ|;MN , N ;σ′, ω′, iorb〉��u|u	twt	�u���	~{��	� �ux	�t	~�v��	v ~uv���x�~x
t	~w�	�u�w���xw�~~	t�

	
�
� �
�	���	�����������������������	�������
�

���}�~�	�x���{�v�t!x	v	~x��xw�	�w��~x	�	~	�	xt	��vwtx�~w	~Hel,BO���~w�������~	xw	~x{�v�x	
�	�v���	��	�~���u�|u��ux���	���	�x	�v	�rAi =‖ ~ri +MB

~R/M ‖ 	xrBi =‖ ~ri −MA
~R/M ‖�{�vv	

{	t�	�x�w�w�t	��	{t�	���	��w�~�����w~�w�t�	���	��w�~ ���"�x��tw	��~�t	{���	�	t��}�	�u�~wxt	�
v+v	{�u��	��	��x	~xw	t���u��	��wv!�	�w��x��w|u	v	~x�w���	~x�{�vv	H2

	xD2
�u85��

2
	x87��

2���	�	v�t	�{	|uw~�	�x�����xw�	�w��~x���u��tt�~���~{���	t���	�w{wu~	������wv�xw�~v	wtt	u�	|u	
t��}���	���v�~�x��xw�~���~xt��u��w	�	{xu�	���~�t	{�v�t�v	~x��%�

��/�� 	�<��=�<���<�>;�=;�;�=��>

��������wv�xw�~��w���xw|u	{�~�w�x	�x��u�	�t�v	wtt	u�	{�u��	�	��x	~xw	t����w�t	�	t�~t�	���	��w�~
�	�}u~�	����*#����w��u��w�����w�v�~���&������u�{	t�(&&%p(&$%"o%
)%dq�n!('��$%f%�9p'("+$9'+(&f%$�(&p'+(&$#d%p'"(&+
)%$%'&)pd#9+"%$�p%
)+p(&$'+')%%&$(+dq9!!"(r+i9'+(&9f+9*9'+
)%��~���~wx��~{t�	�~{xw�~���~�	��w���xw|u	���


Ψad
α (~R,~ri)

def
= Ψel,ad

α (R,~ri)
Ψ′nucl,ad
α (~R)

R

������

�����	���
���������������	
��Iorb,el ��	
��σorb,el
v �������������	�������Iorb,N ��
�	�	
��������
������������	�
�

����
�	�����������������	�� 
��̀eme ������������������	����
��������������
�������������� 
�
���
�����	��Σ����	��������
�	
���������������������������
���
�������������σ′ �	�	
������
���� 
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�$Ψ′nucl,ad
α (~R)

R
def
= Ψnucl,ad

α (~R)��	��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u		�x���~wx���


Hel,ad(R,~ri)
def
= Hel,BO(R,~ri)

���|u�xw�~�t	{x��~w|u		�x


Hel,ad(R,~ri)Ψ
el,ad
α (R,~ri) = Eel,ad

α (R)Ψel,ad
α (R,~ri)

������

�9!9"'+%#d%p'"(&+
)%f%dq9!!"(r+i9'+(&9f+9*9'+
)%%$'d9i�i%
)%p%dd%f%dq��m��~	�wx{	{w	�xu~
{��w���	���~~	t�wt�	ux���w	���	{t	��ux	u����~�u��u�w�~��u{��w�w���� �ux	�T couplage eeN �u��vwtx�~w	~
�t	{x��~w|u	�~�u�~	t����~����	�wx��~�	{�~�	��	�t	�v+v	��v�x�w	��t	{x��~w|u	�|u	{	tt	��	t��}����u�{�~�	���~�x�ux�	v+v	t�	�����~xel,ad ��u��	�|u	�xw�~��	{����	~{	�	~�x�xw�~	x�	tw�w�wtwx��

��/�� ���;�=�<�>��
���=<�>�>������>��>���><�=>?
��u��tt�~��xu�w	������	~xt	v�u�	v	~x�	�~���u���~�u~�x�x�t	{x��~w|u	��~~�|Ψel,ad

α,Λ 〉 =

|α,Λ〉 = |Ψel,BO
α,Λ 〉�
�t�u�x��w~���	�t�	�~{xw�~Ψad

α,Λ(~R,~ri)
��~�t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�{�v���x�~xt	

��vwtx�~w	~����~�~�	t�xw�w�x		x��~�{��v�	�x��w	u����u�x��u�	�t��|u�xw�~�	{�	�{��	��~t��wv�tw�	�
	~uxwtw��~xt���x����~�twx��	�	�~{xw�~����~�	�t	{x��~w|u	��	~t�vutxw�tw�~x���u{�	���Ψel,ad

α,Λ

∗
(R,~ri)

	x	~w~x����~x�u�t	�{�����~~�	��t	{x��~w|u	�~ri�
�~uxwtw��~xt�	~{��	t������x	u� ~N �ux���	���	t�

���~wxw�~������~��xw	~x	�{wt	v	~xt��|u�xw�~�	~�����	�~x���|〉 t��x�x�t	{x��~w|u	|α,Λ〉�


[
HCoriolis

α,Λ;α,Λ(R)
︷ ︸︸ ︷
〈~L2〉~ri − 2~2Λ2

2µR2

C
cin(2)
α,Λ;α,Λ(R)

︷ ︸︸ ︷
− ~2

2µ

〈
∂2

∂R2

〉

~ri

C
cin(1)
α,Λ;α,Λ(R)

︷ ︸︸ ︷
− ~2

µR

〈
∂

∂R

〉

~ri

+
〈
T couplage eeN

〉
~ri

+ Eel,BO
α,Λ (R)

︸ ︷︷ ︸
Ead

α,Λ(R)

������

+

T radiale(R)︷ ︸︸ ︷
− ~2

2µ

∂2

∂R2
+
〈 ~N2〉~ri(ϕ, θ)

2µR2

]
Ψ′nucl,ad
α,Λ (R,ϕ, θ) = EtotΨ′nucl,ad

α,Λ (R,ϕ, θ)

�~����	tt	|u	Etot,ad
α,Λ
~	{�~xw	~x���t��~	��w	{w~�xw|u	�	x��~�t�xw�~�u�s���%$p()"*%$Ead

α,Λ(R)
$(&'d%$p()"*%$f%!('%&'+%d9f+9*9'+
)%$�pq%$'�l�f+"%d%$�i%+dd%)"%$�!($$+*d%$�ydd%$'+%&&%&'p(i!'%f%d9
!%"')"*9'+(&!9"d%i()o%i%&'&)pd#9+"%f%$p()"*%$!)"%i%&'#d%p'"(&+
)%$f%dq��m��~	�ux�		��vut�xw�~�	t�v+v	�|u�xw�~	�x����	t�	�	x����v�~�x��xw�~	�x��x�wtt�	�	���	�(
�w�~�������~�t	{�v�t�v	~x����	���	��w�~�����t����~x��	��+x�	{�v��{x		x�	v�~x�	�{t�w�	v	~x�
���{�v����w��~��	{t�	��vut	���&�|u	t��}�{�~�w�x	�~��tw�	�x�u�t	�x	�v	�~u{t��w�	��	�xu���~xt	�
{�u��	��t	{x��~w|u	��	t��}�|u	��~xHCoriolis(R)�

t	�x	�v	��wx{w~�xw|u	�Ccin ��~x~�u��	���t	��~��
	xT couplage eeN�

��/�) ���;�;�=�<><�=��;�=�<>����;�=�<

�	x��wx	v	~x�	Ψ′nucl 	�x{	tuw��u~	���xw{ut	�	v���	µ��~�u~��x	~xw	t{	~x��t��	{u~��vwtx�~w	~


T nucl,ad(R,ϕ, θ) = Ead
α,Λ(R) + T radiale(R) +

〈 ~N2〉~ri(ϕ, θ)
2µR2

�	t��	x��wx	{�vv	�~x��wx	t��x�v	��������!~	��~�	ux���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��
����(���
��~{�����	�t	����w��t	��~�ut�w�	�ϕ 	xθ �	��x�xw�~�	xt����w��t	���w�t	R �	�w���xw�~��~~�x	


Ψ′nucl,ad
α,Λ (R,ϕ, θ) = Ψrot

α,Λ(ϕ, θ)Ψvib,ad
α,Λ (R)

������

�w~�w
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Ψad
α,Λ(R,ϕ, θ,~ri) = Ψel,ad

α,Λ (R,~ri)Ψ
rot
α,Λ(ϕ, θ)Ψvib,ad

α (R)/R
����"�

�~t�w~����~x��~�t��|u�xw�~������~{�~�x�x	|u	t����xw		~(ϕ, θ)
����	t�	���xw	��x�xw�~~	tt	��	

	�{x��w�	��~{�	�{�	��~{u~�x�x�����	�	 ~N2 {�~x	~�~xt��x�x�t	{x��~w|u	|α,mN = mL = Λ〉��~��
	~����x	���u�t	��	~��	�u��w�x�x�����	�	NZ ���

	��vut	���"�u{�v�t�v	~xv�~x�	|u	t���tuxw�~�~��v�tw��	�	�x��~~�		~	�~{xw�~�	�v�x�w{	��	�w�~	����


Ψrot,MN ,N
mN=Λ (ϕ, θ) =

√
2N+1

4π D∗N
MNΛ(ϕ, θ, 0)

����%�

�tt		�x���	�wx	v	~x��x	�vw~�		x~	���	~�~w�	α ~w�u	�wx|u��~x����wtt	��~�t�������wv�xw�~
��w���xw|u	�u��~�t��}��{�	�x��u�|u�w~�u����~��vw�t�	�����~xad��

��/�, ����>�>?;�=��;�=�<

�	v�u�	v	~x�w���xw�~~	t���w�	|u�~x�tuwt��|u�xw�~���w�t	�uw��~x	


(
− ~2

2µ
∂2

∂R2 +

barrière centrifuge︷ ︸︸ ︷
~2N(N + 1)

2µR2
+Ead

α,Λ(R)

︸ ︷︷ ︸
V eff,ad = pot effectif

−Etot

)
Ψvib,ad,N
α,Λ (R) = 0

����*�

c()d+�&(&$
)q+d�9)'9d("$9e()'%"dq�n!('��$%Ψvib,ad,N
α,Λ (R) = 0 �	~�~x�	t��w�w�w�~���R ��~�t�

���~wxw�~�	t����xw	~u{t��w�	���w����	�	v�t	����	~(��~~�u� w	x�t�����*�
������{����u�{��|u	
��t	u��	α,Λ 	x��u�N = 0��~

w~�w{	�����u~~�v��	v �w�	�vα,Λ
����	t�~�v��	�w���xw�~~	tt	���t	u��

�����	��uv�u�	v	~x�w���xw�~	t��w�~�t�~�|u	{	�x�w~	�{�u��	��	��x	~xw	t����	�	v�t	{	tt	��$Λ 6= 0�
~	�	u�	~x������w��	~�v��	�	��x�xw�~N = 0�{��mN = mL = Λ�

�	t�~	�	�xu��	���~�x�	~�x�xw�~
{��t�	��vut	���*�	�x	��	��v	tt	v	~x��t��t	��u�N = 0�

�~��u�����~{x�u �u�����~w�v���x�~�|u�wt	�x����w�t	���{�w�	�w���	vv	~x{	xx	�|u�xw�~��w�~�	���u�	���	�	v�t	t	x	�v		~
−2~2Λ2/(2µR2) �	

t��|u�xw�~������	{t	x	�v		~~2N(N + 1)/(2µR2) �u
tw	u�	t	��	~��		~{�v�x	

��~�t��~	��w	�	t�{�u��	�	��x	~xw	t��~�	ux���{�w�	t�����w!�	{	~x�w	u�	��u�t�	��v	


~2N(N + 1) − 2Λ2

2µR2

����&�

��/�. ������=>���<��;?>�><;�����=�;�=�<;�=;�;�=��>

���xu�	�	���v�x�w	��	{	�x	�v	�	�x����	~x�	��~�t	{�v�t�v	~x��%�"��w�~�t�~��wv�t	v	~x|u	t�
��v�x�w	g �uu|u

w����	~�wx�	Iorb,el�	�x��w��	��~�t	{��MA 6= MB
�{�u�	�	�{�u�t��	�{w~�xw|u	�~�~

��w���xw|u	����w���������*����		�%�����	��w~x�	�����|u�	~�	{xw�~z�������u��	x��u�	�t	{���{x!�	
g �uu
wt	�ux��~{|u	t	�~���u���wxw�	~xw|u	��ZA = ZB

	xMA = MB
��

	
�
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����� �=�=�>��>���;=�>�><���>
��<�A��><
>=�>�>�;�=;�;�=��>
�~	�xu�	|u�twx�xw�		�	{xu�	����s	��w�����*"���
���(�"�	x|uw�����uw	�u�t�wv���x�~xx����!v	
��w���xw|u	���w��s	��w�����*"���
��(����v�~x�	|u	t��}���	�x��t��t	�wt�{�~�wxw�~

(me

M

)Ecin rel noyaux

∆Eel
� 1

����#�

��������	�������������������	��	�	������	������������	 
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	�x���w��	��$∆Eel(R) = ∆Eel,BO(R) ���
w�~	t��{��x	~x�	�	u�{�u��	��	��x	~xw	t����w�w�~�	t�

��~�vw|u	v�t�{ut�w�	�	t�~u~	�	ut	{�u��	�	��x	~xw	t{	��	��~{��+x�	��t��t	t��${	�{�u��	��	
{��w�	~xw�	�t���|u	∆Eel = 0�

s�w�t��}�	�xx�!���~~	��~�t	��ux�	�{�����uxwtw��xw�~�	t�������wv�xw�~
��w���xw|u	~	�	�v	x����	����u��	{	����t!v	�

����� ���;�=�<�����?�>�
�%*)'%$'f%"#$()f"%dq#
)9'+(&f%cp�"�f+&�%"i(d#p)d9+"%f%�9�(&%r9p'%!()"Ψ(~R, {~ri})�

�~~��tw�	
x�u �u��T e,CMN �w~�w|u	t	���w~��
��u��u�����~����~���v�~�x��xw�~�|u	���u�{��|u	R�t	���tuxw�~�Ψel,BO

α′,Λ′ (R,~ri)
�	t��|u�xw�~���"	��v	~xu~	���	{�v�t!x	�u�t�|u	tt	�~�	ux���	t���	�x�ux		�~{xw�~���~�	���	~��~x�	�~ri�

�~��wx
�����!�t��xu�	�	���v�x�w	���	{xw�~��&���|u��~�	ux{��w�w�N 	xMN

{�vv	~�v��	�|u�~xw|u	��	t�
	�~{xw�~���~�		��{x	{�	�{��	��	tt	({w�	ux��~{���{�w�	


ΨMN ,N (R,ϕ, θ,~ri) =
∑

Λ′
Ψrot,MN,N
mN=Λ′ (ϕ, θ)

∑

α′
Ψcoupl,vib,MN,N
α′,Λ′ (R)Ψel,ad

α′,Λ′(R,~ri)/R
������

��u�����u��	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���~���{!�	{�vv	t����	t���v�~�x��xw�~�	t�	��vut	������~vutxw�tw	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	����Ψ∗el,ad
α,Λ (R,~ri)

	x�~w~x!��	�u�~ri�
�~uxwtw��~xt���x��~��v�tw��xw�~

�	�Ψel,ad��~x��u�		�{wt	v	~x�	~������~xt	�x	�v	���	{{α,Λ} = {α′,Λ′}�


[
−~2

2µ
∂2

∂R2 + ~2N(N+1)
2µR2 + Ead

α,Λ(R)− Etot
]
Ψcoupl,vib,MN ,N
α,Λ (R) = −

∑

{α′,Λ′}6={α,Λ}[
HCoriolis
α,Λ;α′,Λ′(R) + C

cin(1)
α,Λ;α′,Λ′(R) + C

cin(2)
α,Λ;α′,Λ′(R) + T eeN

α,Λ;α′,Λ′(R)
]
Ψcoupl,vib,MN,N
α′,Λ′ (R)

������

�$HCoriolis
α,Λ;α′,Λ′(R)

def
=
〈Ψel,ad

α,Λ |~L2 − 2 ~N.~L|Ψel,ad
α′,Λ′〉~ri

2µR2

������

C
cin(2)
α,Λ;α′,Λ′(R)

def
= − ~2

2µ

〈
Ψel,ad
α,Λ

∣∣∣∣∣
∂2Ψel,ad

α′,Λ′

∂R2

〉

~ri

�{�u�t��	{w~�xw|u	������	�� ������

C
cin(1)
α,Λ;α′,Λ′(R)

def
= − ~2

µR

〈
Ψel,ad
α,Λ

∣∣∣∣∣
∂Ψel,ad

α′,Λ′

∂R

〉

~ri

�{�u�t��	{w~�xw|u	������	�� ������

T eeN
α,Λ;α′,Λ′(R)

def
=

〈
Ψel,ad
α,Λ

∣∣∣T couplage eeN
∣∣∣Ψel,ad

α′,Λ′

〉
~ri

����"�

�~����	���wx|u	t	v�u�	v	~x�	�w���xw�~�	�~���u��	ux�x��tw�u~{�u�t��		~x�	�w���	~x	�{�u��	�
�	��x	~xw	t���������wv�xw�~��w���xw|u	{�~�w�x�wx�~��tw�	�{	�x	�v	�{α′,Λ′} 6= {α,Λ}��~���xx	~�
��~{����w�Ψcoupl,vib,MN ,N

α,Λ (R) ≈ Ψvib,MN ,N
α,Λ (R)��	��w���	~x�x	�v	��	{�u�t��	���~x���tu����~�t	

{�v�t�v	~x��*	x�	�v	xx	~x�����w�	��u���utx�x����u���t��xu�	~�!�	�	t�w~x���u{xw�~�����	x|uw
	�x
 d("$
)q)&%p()"*%%$'+$(d#%�(&!%)'&#�d+�%"d%$p()!d9�%$p+&#'+
)%$�m&(*'+%&'9d("$dq9!!"(r+i9'+(&
9f+9*9'+
)%H

Ψad,tot ,MN ,N
α,Λ,v (~RCMN, R, ϕ, θ, ~ri) = ei

~k. ~RCMNΨel,ad
α,Λ (R,~ri)Ψ

rot,MN ,N
Λ (ϕ, θ)Ψvib,MN ,N

α,Λ,v (R)/R
����%�

(�Ψel,ad %$'$(d)'+(&f%dq#
)9'+(&g�gj�Ψrot %$'f(&&#!9"g�g�%'Ψvib %$'$(d)'+(&f%dq#
)9'+(&g�g��
�t�	�x	�x��wx	�T e,CMN ����	�xu���xw�~�

���	{xw�~����x��wx	t	{���	�x�+v	v	~x	��|u	~x��	�	u�{�u��	��	��x	~xw	t|uw�	{��w�	~x�
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�
�� ����
�	����������

�	�	~�~������	~x�u{����u~	{�u��	w��t�	�
���
��:��>?���>�><������><�=>?;���=�=<;�>�>Re = Réquilibre

��u����w�t���tuxw�~�����{��	�	t��|u�xw�~�w���xw�~	tt	���wt	�x~�xu�	t�	���	t���	�t	��x	~xw	t
��w���xw|u		�	{xw	V eff,ad ���~w���t��|u�xw�~���*��!��	t����wxw�~���|uwtw��	Re�

�	���	t���	v	~x
���{�wx


Ead
α,Λ(R) = Ead

α,Λ(Re) +
1

2
k(R −Re)2 +

1

3!

∂3Eel,ad
αΛ

∂R3

∣∣
R=Re(R−Re)3 + . . .

����*�

	x ~2N(N + 1)

2µR2
=

~2N(N + 1)

2µR2
e

+ termes en (R−Re)n
����&�

��~�x�ux	{	xx	�	{xw�~��~�	ux��w�	vv	~x� �ux	�t	x	�v	−2Λ2 �N(N + 1) �
w�~t	��u��wx	���w�

t�	��vut	���&��
���
�� D�����=�;�=�<
;���<=��>>�����?=�>=<������;�?>

������tuxw�~�	t��|u�xw�~���w�t	���*	�x�~�t�xw|u		x�wv�t	�w�~�����+x	�t�����	����x	~xw	t
���v�~w|u	���~����*	x�t�����	���~����&
 pq%$'dq9!!"(r+i9'+(&�9"i(&+
)%%'f)$(d+f%+&f#�("i9*d%��~���t	�u��w�	��x�x	u��w�w�	���~�	v��|u	�t���|u	t�	�~{xw�~���~�	�w���xw�~~	tt	~	���	~����
�	t���x�xw�~�w�	�Ψvib;MN,N

α,Λ;v = Ψvib
α,Λ;v
��~~�x	��u��wv�tw�	�Etot,ad;MN,N

α,Λ;v = Ev,N
�$Ev,N 	�x��~~�	���


Ev,N ≈ Ead
α,Λ(Re) +

~2

2µR2
e︸ ︷︷ ︸

Be

N(N + 1) + ~ωe(v + 1/2)
����#�

Be
�����	tt	t�{�~�x�~x	�	��x�xw�~	xωe def

=
√

k
µ
	�xt��ut��xw�~�	�w���xw�~�w~���	~��~x	�	N��

�%$$!%p'"($p(!+$'%$)'+d+$%&'$()o%&'d%pi−1 p(ii%)&+'#fq#&%"�+%%'f#�&+$$%&'f(&pd%$p(&$'9&'%$
$!%p'"($p(!+
)%$!9""9!!("'lEv,N/(hc)�

�+&$++d%$'p()"9&'f%o(+"p(ii%f#�&+'+(&Be = h
8π2cµR2

e


)+%$'
9d("$%&)&+'#m−1��9&$'()'%p%''%'��$%&()$�9"f%"(&$d%$&('9'+(&$f#�&+%$p+�f%$$)$%'&()$!"#p+$%"(&$d%p9$#p�#9&'d%$"%d9'+(&$9o%pEv,N/(hc)����wx�~������	~xt	�x	�v	��~���v�~w|u	�	xt	�{�u�t��	���x�xw�~(�w���xw�~��t�wv�tw|u	��~x|u	
Ψvib;MN,N
α,Λ;v

���	~�	~	�wx�	N �t�	�~{xw�~���~�	�w���xw�~~	tt	Ψvib
v
	�x��~{�{�~x�vw~�	����t	��ux�	�

	�~{xw�~��$v′ 6= v�

���
�) F�;=�>�><��>?;���;�=�<�;��>�����;�=�<�;<��<���><�=>?;<
;���<=��>
�~x��wx	v	~x�	t���x�xw�~Hrot = ~

2N(N+1)
2µR2

����	�xu���xw�~��~�u~��x	~xw	t�~���v�~w|u		�u�~wx
�	~���~w���~xBrot(R)

def
= ~

2

2µR2

�


Ev,N ≈ Ead
α,Λ(Re) +G(v) + Fv(N)

def
= Ead

α,Λ(Re) + ~ωe(v + 1/2) + ~ωexe(v + 1/2)2 + · · · ������

+BvN(N + 1)−Dv(N(N + 1))2 + · · · �$

Bv = 〈v|Brot(R)|v〉 =
~2

2µ
〈v| 1

R2
|v〉 def

= Be + αe(v + 1/2) + γe(v + 1/2)2 + · · · ���"��

Dv =
∑

v′ 6=v

〈v|Brot(R)|v′〉〈v′|Brot(R)|v〉
E′
v − Ev

def
= −De − βe(v + 1/2) − · · ·

���"��

��
����	����
��
	�����������	����������
�����
��������������
����	�����������
����������
�
��������
��
�	

�����������	��
���������������	�������� 
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�, :��>?���>�><��>:�<
;����)��

�	{�t{ut�	��{x�	�	{xu������u~��v������	�u�~wx


Ev,N = Ead
α,Λ(Re) +

∑

l,m≥0

Ylm(N(N + 1))m(v + 1/2)l
���"��

	~{�v����~xt	��	u�	���	��w�~�����	x��"���~�	ux�	~�	�|u	Y00 = 0�Gv =
∑

l≥1 Yl0 Y10 = ~ωe�
Y01 = Be

�u	~{��	Y11 = αe�Y20 = ~ωexe�Y02 = De
	x{���t��	~	�wx�	�{���	{xw�~����u~	�{x	u�w~	��w	u��

1/1000
��{	����twx��|uw~	��~x|u	�	�t�w������{��	�����	�	v�t	

Y00 ≈
Be + ~ωexe

4
− αe~ωe

12Be
+

(
αe~ωe
12Be

)2 1

Be

���"��

���ux�	����{w�w�~���~x	�u�~wx���t	{�v�t�v	~x��&�

	
�
�� �����	
�����	�������

��u��tt�~�w~x���uw�	w{wt	��vwtx�~w	~�	t�xw�w�x	Hrelativiste�

������ �<�������=�<�;��=�>����=<�?>����<=��>���;?~S
�~x���uw��~���~�u~��	vw	�x	v��t	��w~��~�w~x���uw�	t	�x	�v	��	{�u�t��	Hrelativiste ��	{t	�
�ux�	������x	u�����w~x���u{xw�~�u��w~~�u��	�v	xx���	��v�x�w�	�t	�	�~{xw�~����~�	��t	��t	{x��~�
��~x�	�		�vw�~����	{w�u~��t		�x�+v	v	~xwv���x�~x��~�t�w~x	��{xw�~���{��~�	�	x�	�v	x~�x�vv	~x
�	t	�	��	�����~��	�{	~{	���~�xu�w	�w~�wt	{������	�u~��u�t	|u	t~�u��	�w	~���~��
���	�	v�t	~N ~�	�x�tu�u~�����x	u�w~x��	���~x�wt	�uxuxwtw�	�~J = ~N + ~S�

��~�t	{�v�t�v	~x��#���
�~v�~x�	|u	�wt��~�	��	~�t�x����w	���	t����	 u�|u�w{w�wt	�uxt����	�{��~�	v	~x��	�	�!�	�		�w�	
x�u�~	�t	��t	{x��~�������xw�~	~�	~���	���~L�v�w��u��wt	���w~�������xw�~	~�	~���	���~S���d$)�'
f(&pf%"%!"%&f"%'()'%$d%$�("i)d%$%&p�9&�%9&'~L %&~L+ ~S�%'

f(&p~N = ~̀+~L %&~J def
= ~̀+~L+ ~S = ~N+ ~S�

7���-,,-��������2���2--�	������-	-���4
��~x|u	~�u�~�� �ux�~����t	��vwtx�~w	~�	t�xw�w�x	�t	��vwtx�~w	~�	�x	t	v+v	�w�	����~w���t��|u�xw�~���


Hnon rel+spin el(Rmol) = TCMN + TN + T e + V NN + V eN + V ee + T couplage

�	��w~~�w~x	��	~�~x�����~�{	x��vwtx�~w	~�wt	�x��w�	~x|u��~�	ux� �ux	�t	���v�x�w	��uw��~x	����t��t	���~�t��}���{	tt	��xu�w�	����{��	vv	~x	x|uw��~xx�ux	�	~{��	��t��t	�����	�	v�t	Λ 	�x
	~{��	u~��~~�v��	|u�~xw|u	�


����x�xw�~�	���w~��t	{x��~w|u	��	ut��
�w~�w�~�	ux{��w�w� ~S2 	x ~Sz {�vv	�����x	u��|u

w{�vvux	~x	~x�		u�	x��	{x�u�{	u�|uw
���{!�	~x��w~�w~2S(S + 1) 	xΣ def

= mS
�	��~x�	��~�~�v��	�|u�~xw|u	��	~�tu��	J2,MJ

	xΛ�
�	�tu�mJ

def
= Ω = Λ + Σ �	���u��

wu~��~~�v��	|u�~xw|u	�
����x�xw�~�t	{x��~w|u	�ux�u��	Oz 
�����x	u�Rorb+spin,el

Oz (η) = Rorb,el
Oz (η)Rspin,el

Oz (η)�	~�	~������
~j

def
= ~L+ ~S�

�	|uw�	�v	x�u��w�	���uw�	|u	Ω �	��u~��~~�v��	|u�~xw|u	�
�����	�w�~�t	{x��~w|u	���������x�yOz 
�����x	u�σorb+spin,el

v
def
= σorb,el

v σspin,el
v ���u�~�	��t�wx�~����{	xx	��v�x�w	��u�t�w~�x�~x�{��~�u�{�~xw~u�~�����w�~	�~���x�x�{�vv	

���wxw	��u~���xw	����������x�t�	�	x�	σorb,el
v �
��u�	~��~~�~�~��~v�w~�t����~wxw�~|uw�	��

uxwt	t����	t��xu�	�	��w���	~x�{���	�u~��~�x�vv	~xt	{���{��
m&&('%σ

d9o9d%)"!"(!"%f%σorb+spin,el
v �!9"9&9d(�+%9o%pσ′

d9o9d%)"!"(!"%f%σorb,el
v ��9"p(&'"%d%$+&o%"$+(&$&%f#!%&f9&'!9$f%$$!+&$�(&&('%ω = ω′ d9o9d%)"!"(!"%f%Iorb,el�
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���ux�	�	��vut	��w~�w|u	t����~wxw�~�	t���v�x�w	e 	xf �w~x���uwx		~��&%	x|u	~�u�~�uxwtw�	��~�
��	�|u	������~x��~~�	���~�t	{�v�t�v	~x��#���

������ �<�������=�<�;��=�>����=<<��?�;=�>~I

��	�	x�u��w~~u{t��w�	~I = ~IA + ~IB
	�xx�!�	�w�t		~x	�v	�	�	�xu���xw�~�u��vwtx�~w	~�{��wt

~�w~x	��w	~x|u	��u�t�	�	x���	��~����{�~x�	��~	�	x�	ux+x�	wv���x�~x	~x	�v	�	��v�x�w	�	t�	�~{xw�~���~�	�
�	{�v�t�v	~x��#���v�~x�		~���xw{utw	�|u	
t	��x�x��	��~xs �wI 	�x��w�	xa �wI 	�xwv��w���$

~I = ~IA + ~IB�

�����) ����>??>���<��=�<����<�>

��w~x���u{xw�~����w�	�	���w~�~�u�{�~�uwx��	��	~��	t�	��vut	���*�	t��}���u���x	~w��	~
~�x�~xα = α,Λ,Ω, S,Σ��~���

w�	�t�	�~{xw�~���~�	�uw��~x	


ΨBO,MJ,J
α;v (~R,~ri) = Ψel,BO

α (R,~ri)Ψ
rot,MJ,J
Ω (ϕ, θ)Ψvib,BO,J

α;v (R)/R

�t��|u�xw�~�t	{x��~w|u	


Hel,BO(R,~ri)Ψ
el,BO
α (R,~ri) = Eel,BO

α (R)Ψel,BO
α (R,~ri)

���""�

��x�xw�~~	tt	


Ψrot,MJ,J
Ω (ϕ, θ) =

√
2J + 1

4π
D∗J
MJΩ(ϕ, θ, 0)

���"%�

	x�w���xw�~~	tt	


[
− ~2

2µ

∂2

∂R2
+

~2J(J + 1)

2µR2
+ Eel,BO

α (R)

]
Ψvib,BO,J
α;v (~R) = Etot,BO,MJ,J

α;v Ψvib,BO,J
α;v (~R)

���"*�

��w~x���u{xw�~�{xw�	�	���w~�	�wx�������x�	�	�x	�v	�{���	{xw	���~�t��|u�xw�~�w���xw�~~	tt	���u�
�tt�~�	��vw~	�|u	t|u	�(u~��	�x	�v	�t	��tu�wv���x�~x��{�vv	{	tuw{�~{	�~�~xt��x�u{xu�	�~	�

	
�
�	 ����
��������

������ �;�=?��<=><�>?;�=�=��>

�	��w���	~x�x	�v	��	Hrelativiste�{�vv	t	x	�v	HSpin−Orbite = HSO�HSpin−Spin = HSS �u	~{��	

Hhyperfin���~x��~~����~�t	{�v�t�v	~x��#�"���u�~��tt�~�x��wx	���~�t��	{xw�~�uw��~x	|u	t	�
��w~{w��t	��	�xu���xw�~��w~���	~��~x	��ux	v���{�vv	t	��	�xu���xw�~��~	�	x��x�xw�~~	tt	���	�
�ux�	�x	�v	���~x����	~x����~�t	{�v�t�v	~x����

������ F�;=�>�><��>�>�������>��>����;<�><R = RC�
E��?>�><�<����=�>�><�

��	{{	�~�x�xw�~�	�	~�~��u�t	{���	�	u�{�u��	��	{��w��~x�
��	���	�����%������	tt	|u	
�~�	uv�~~	x�w�~	�	~�����~x�~�~{�	�w~�wt��!�t	�wx	�	~�~(
{��w�	v	~x
 d%$p()"*%$f%!('%&'+%df%i�i%$ni#'"+%&%$%p"(+$%&'!9$�+dn9)&p"(+$%i%&'#o+'#��	
���utx�x	�x	~	�wxx�!���~���t	~v�{�~w|u	|u�~xw|u	���w����~��u�~��w	{�wx����##�{���&�	x�&���	�
x	�v	�~	�	u�	~x�	{��w�	�|u	��wt��	������x	~x��	��	����	~x�xw�~�w����u{xw�t	��w���	~x	��u���u�	
�	��v�x�w	�u��vwtx�~w	~�
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��vv	�w�~�t��u{�u���	t��xu�	�	t���tw�wx��	t��}��t���|u�wt��u~{��w�	v	~x	~x�	{�u��	��
wt���	�xu���xw�~���	~�~�t	{��x�!�	��|u	~x�$t	{��w�	v	~xw~x	��w	~x	~x�	�	u�{�u��	����	{�	�
~�x�xw�~��wv�tw��	��Eel

1 (R) 	xEel
2 (R)��	
tw�	��u��x�x�

ΨJ1
1;v1

= Ψel,J1
1 Ψrot,J1

1 Ψvib,J1
v1 /R

	x

ΨJ2
2;v2

= Ψel,J2
2 Ψrot,J2

2 Ψvib,J2
v2 /R �

�w	~w��t�	��	��ux�	�	x�	{��w��~x	~R = RC�
�~�	ux{�~�w���	����	�	v�t	t	�{�u��	���w���xw|u	�

��~���w~���u�t�~�(t	��w�u~	�	�xu���xw�~Ŵ (R)����	�	v�t	t	��vwtx�~w	~��w~(���wx	��t�u�x�t����	��	�R 	x��uxwtw�	�t�x����w	��~���t	��u~	�	�xu���xw�~	~x�	�	u��x�x�	�����	��~�t����	~�w{	��u
��~�t	{�v�t�v	~x�������	xx	x����w	�	�v	x�	{�~�x�uw�	t	�~�u�	�u��x�x������	�Ψel

+
	xΨel

−
��	{�	�

�~	��w	�Eel
+(R) 	xEel

−(R)�
���	�{�u��	��	��x	~xw	t��~x�	����	~x�	�	~��u�	��%�

��u�����~�|u	t��	�xu���xw�~�	�����ux�~x�tu�	��x	|u	Eel
1 (R) ≈ Eel

2 (R)�	
tt	�	����~{	��x	��!�

�u{��w�	v	~x��	��|u�xw�~��w���xw�~~	tt	���~x��~{u~�	uv��w��	���~��xw	~x�	~�u�	�u��x�x�
��(�w���xw�~~	t�|u	t��~�	ux���tu	���	{�	�x��wx	v	~x��	vw({t���w|u	��
�����wv	~x�t	v	~x�t��	�xu���xw�~	�x��x	{x�		~�	v��|u�~x|u	��~�t	��	{x�	���!��	t��~	��w	

Eel
1 (RC) = Eel

2 (RC)�
t	�~w�	�u���(�w���xw�~~	t���~x�	�xu�����

�����) E��?>��>��?>��=�<�>��>�����;�=�<�
��ux	�t	��	�xu���xw�~�|u	~�u��xu�w�~����u	t��x�u{xu�	���	��~		xt�w~x	��{xw�~��	{u~{��v�
	�x��w	u��{�u�t	~x�	��x�x����w��~x
∆J = 0 	xg 6↔ u������wx�x�x�t	�	��	tt	�u��w{�~�	���	�

�	��ux�	��!�t	��	��t	{xw�~��~x+ 6↔ −�s 6↔ a
������!�t�	��vut	������w~�w|u	���u	��u�t	x	�v	

	~��w~(��w~�∆Ω�∆Σ�∆Λ 	x∆S ��t	~x0,±1��wt��!�t		�x∆Λ = ∆Ω = 0
t��	�xu���xw�~	�x���	t�	��v��!~	�	x��x����!~	��~�t	��ux�	�{������	��!�t	�����w	~~	~x�	��t�v	~x��	v�x�w{	�	��	�xu���xw�~���{�wx	���~�t��	{xw�~��"���u��tu�

�	��x�wt��~�	�	���x	���t�x��t	����	��			���	(}�w�~�~��w	t����#*��t�x�!�	�	���������"��$���w�wxw~����*��

	~�~�	~	~�~�t��	�{�w�xw�~�	��	�xu���xw�~���w~(���wx	���x�xw�~~	tt	�u�u	��u~{��v��x�xw|u	
	�x��w	u�����ux�	��	�xu���xw�~�{�vv	t	����u�t	v	~xΛ�t	x	�v	��w~(��w~�ut	x	�v	�	��w~(��x�xw�~
��~x����	~x�	���~�t	{�v�t�v	~x����

�����, ��=<����=�>
�w�~x����wtt	��~�t����	��u~v+v	vutxw�t	x�$∆S = 0��~�	uxv�~x�	��~�u�t	��v�~x�	��~��u�
u~{�����xw{utw	��u{���wx�	��&���|u��~�	ux��u�	~x�{�w�	HSO ��u�t�	��v	

HSO = ASO(R)~L.~S = ASO(R)

(
LzSz +

L+S− + L−S+

2

)

�~��u���{�v���	�{	xx		���	��w�~�u��vwtx�~w	~�x�vw|u	���"���w~x	��{xw�~��w~(���wx	{�u�t	��~{t	�
{�u��	���	{�w���	~x�Λ,Σ, S��t	�x�w���	���w�	�	~uxwtw��~xt	��	t�xw�~��	{�vvux�xw�~|u	Jz = Lz+Sz{�vvux	��	{HSO��w~�wJz {�vvu

x	��	{t	��vwtx�~w	~x�x�t	xΩ 	�x��~{x�u �u��u~��~~�v��	
|u�~xw|u	���x�~��|u	��wt��~w~x���uwxt��	�xu���xw�~HSO�wt	�x	�{wt	�	��w�|u	t���v�x�w	σorb,el

v
~�	�x

�tu���t��t	
wt	�uxt��	v�t�{	����σorb+spin,el
v ���u��xu�w	��~��tu����{w��v	~xt�	�	x�	HSO t����	

t��xu�	�u{���{��	�u~��
��	��	
�����
��������
���/��	�	������1��
�������������������������
���/	��	�	������1��
��������������������

������������	��
��
�	������	���	����� 
���	��������������/��	�	������1��/	��	�	������1���
���	
��
��	��
�����
�������������������	��������������� � � 
��
�	�����	�����������	�����������	����
����
�	����������	���	�∆Ω = 0 
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�����. C>�����;�=�<����;�=�<<>??>�>�����?;�>��=<��=��>�
�~uxwtw��~x~̀2 = ( ~J − ~L− ~S)2�u~{�

t{ut������!� ��			���	(}�w�~�~��w	t����#*������������	�u�~wx

Hrot =
~̀2

2µR2

���"&�

=
~J2

2µR2
+

HCoriolis

︷ ︸︸ ︷
−J2

z + ~L2 − L2
z + ~S2 − S2

z

2µR2
+
L+S− + L−S+

2µR2
︸ ︷︷ ︸

HJ uncoupling

+
−(J+L− + J−L+)

2µR2
︸ ︷︷ ︸

HS uncoupling

+
−(J+S− + J−S+)

2µR2
︸ ︷︷ ︸

HL uncoupling

���"#�

�~�	ux�	v��|u	�t��wvwtwxu�		~x�	HJ uncoupling 	xHSO��~�	ux�w~�w��~���tw�	�t�	��vut	���&�	~�~~�~��~x|u	t	�x	�v	����~	��w	�	��x�xw�~{�v���x	~x
u~		���	��w�~��w���~�t	�	~J(J + 1)− Ω2 + S(S + 1)− Σ2 − Λ2�

�9�("i)d%g����9+&$+
)%d9�("i)d%g�k�i(&'"%&'
)%d%'%"i%f%�("+(d+$p()!d%f%$#'9'$f%$ni#'"+%$f+�#"%&'%$�∆Ω = ±1�∆Λ = ±1
�
�y&"%o9&p�%�d%$p()!d9�%$p+&#'+
)%$f#�&+$!9"d%$�("i)d%$g�hg%'g�hh�

&q9�+$$9&'
)%$)"R %'&(&$)"(ϕ, θ)�&%p()!d%&'
)%f%$#'9'$f%i�i%$ni#'"+%�∆Ω = 0�∆Λ = 0
��

������ ��>����<�
;����;�=��>>����=>��
t�	�	x��u~{��v��x�xw|u		�x��w	u�	�x��{�wx��~�t	{�v�t�v	~x����*���~�xu�		�xwv���x�~x	��u�t�{�v����	~�w�~�	��w!�	�v��~�xw|u	�	x�w��t�w�	��	�v�t�{ut	��

	
�
�� 
��	�����������	��
�	
��		�

�	�{���	�u~�x��wx	~x�	�tu�w	u���wxu�xw�~�|u	~�u��	~{�~x��~���~�~��	����w	~{	�
t�{�ttw�w�~
	~x�	�x�v	���~xt	��x�x���~x|u�~xw����	t�~t	���	���	�����{�	�u{���	��	�u~���u~	v�t�{ut	
�	��

2
	�{wx�	�t�~�u	�w�x�~{	����{�	�u{���{��	�u~����uu~	v�t�{ut	�x��t	����{�	�u{������	

�u~���
��u��������~�w{wu~	x	~x�xw�	�	�w�w�~��~x��xw|u	�	�{���	�u~����u����|u	��~����	�w�t�

�w�w�~�w���	~x	�������	��� ��			���	(}�w�~�~��w	t����#*������	x ��w�wxw~�~��v�~��ww���#"��#��
~�x�vv	~x��u����ux�	�~�v��	�|u�~xw|u	���~�t	�{�����	x�����~�~�v	~xw�~~�~��u��wt���xw{t	
��{	~x�	��|uwt�~xw	x�t�����*�� c()d+�&(&$dl9)$$+
)%d%$f#�&+'+(&$�d%$�9i+d'(&+%&$%'d%p�(+rf%$*(&$&(i*"%$
)9&'+
)%$f#!%&f%&'f%$9)'%)"$��($p�(+r$(&'"#$)i#$f9&$dq+i!("'9&'%'9*d%g�j

���)�� �<��><�>�>��=���><���>��>�><��<��=�<�>R
���	-�������2�#���,��-

��w~x���u{xw�~����w�	�	���w~�~�u���v	~��{�~�w���	�t����	|α, |Λ|, |Ω|, (ω′), (σ′);S,Σ;MJ , J ; v〉��$t��~��{�wxω′ 	~x�	���	~x�!�	�{��{	xx	~�x�xw�~	�x��t��t	u~w|u	v	~x�wt�v�t�{ut		�x��v�~u{t��w�	��	
v+v	��u�(σ′)��~~�x	���	�w�{	xx	���	|α, |Λ|, (ω′), (σ′)〉el|S,Σ〉spins|J, |Ω|,MJ 〉rot|v〉vib ��~�	��{�u�t	�
{��|u	���xw	���
��u���w�~����{��	vv	~x{��w�w�	��w�wt��w	�t	~�v��	|u�~xw|u	Λ�{��

t	��vwtx�~w	~��vw~�~x
�x�wxHel,BO��uw��	���	t���	�t�	�~{xw�~���~�	x�x�t	�u�Ψel,BO

α,Λ (R,~ri)
{���t����	ut	Ψcoupl,vib,MJ ,J

α,Λ,α,Λ (R) ≈
Ψvib,MJ ,J
α,Λ (R)�

t	��ux�	�	�~{xw�~��	{�u�t��	�w���xw�~~	t�x�~x|u��w~utt	���t	�x��w�	~x�����!�t	��xu�	�
�	��	�xu���xw�~����{��	~x	�|u	t�w~�u	~{	�u��w~~S �t	{x��~w|u	�	ux+x�	wv���x�~x	�~�x�vv	~x��u�
t�	�	x�u{�u�t��	��w~(���wx	
HSO = ASO~L.~S�	x�u{�u�t��	��x�xw�~~	t 
HRot =

~J2

2µR2 + HCoriolis �$

HCoriolis =
~L2+~S2+2~L.~S−2 ~J.~L−2 ~J.~S

2µR2
�

�����������	��
�����
����������	
�������~J2 6= J2
x + J2

y + J2
z

�
.���������	��������	���
�����	
���������	����
�
��
�����
����������
�������������	�� ���	
�������
�����	
������v ��	
������������
����	���������������
�
�Ψvib ������������������	��
������
����	������� 
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 � � # � # 
 � $ � 
 � σ
′ � % � � & � 
 σ

orb,el

� σ � % � � & � 


σorb+spin,el 
 � ω = ω′ = ±1 � 
 � � � � 
 ' 
 � 
 ' � ( � 
 g � � u � Hel � % � � & � 
 H
el,BO � 
 � � �
) � � 
 � � � % * � � + 
 � �
) % � � 
 � � � � � � � � � � 
 � 
 � , 
 
 � � � 
 ' � � ' - 
 � � 
 � � H

0 
 � � � 


+ � � � ' � + 
 � 
 + 
 � � � � $ 
 � � � � + � � � 
 
 � ' � , + � 
 + � � � � 
 � % � � & � 
 � � � � � 
 � ' 
 � � 
 � � � � �

. / 0 1 2 3 4 5 5 6 7 8 5 9 : / 6 ; 6 / < = 8 5 ; 6 / < > 5 ; ? 7 3 7 ;

. 3 ; ~L 5 7 ~n ~L 5 7 ~S ~L, ~S 5 7 ~̀ @ 0 3 6 7 A @ 0 5 ; ? 2 5 B 7 8 / 6 A @ 0 5 ; C 3 2 A > A 7 ? H0 D / 7 3 7 A / 6

V el V SO V rot = V cor

E 3 F G H I Λ, S,Σ; J,MJ ,Ω; (σ′), (ω′) 2S+1|Λ|(σ
′)

|Ω|,(ω′) ASO|Λ| � BvJ Hel + [HSO] Bv(J(J + 1) − 2Ω2)

E = F G I H Λ, S,MS ;MN , N ; (σ′), (ω′) 2S+1|Λ|(σ
′)

(ω) BvJ � ASO|Λ| Hel + [Hrot] Bv(N(N + 1) − 2Λ2)

E B F H G I Ω,MJ , J ; (σ), (ω) |Ω|(σ)
(ω)

ASOΛ � E0(2S+1|Λ||Ω|)
−E0(2S−1|Λ||Ω|)

HSO +Hel Bv(J(J + 1) − 2Ω2)

E > F H I G L, S,N, J ;MJ , `; (σ
′), (ω′) 6 / 6 ? 7 3 = 2 A

BvJ � E0(2S+1|Λ||Ω|)
−E0(2S+1|Λ − 1||Ω|)

5 7 ASO|Λ| � BvJ

Hrot + [Hel] Bv`(`+ 1)

E 5 F I H G j, J, (σ), (ω) 6 / 6 ? 7 3 = 2 A 5 J 7 8 K < 5 < 5 6 7 8 3 8 5 Hrot +HSO

E 5
L
F I G H M M M M
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������tuxw�~	��{x	�u��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u	x�x�t��	{��w~	�xx�!�{�v�t	�	��~�uw��~xt�v�(
x���	uxwtw��	���{��	vv	~x
wt~�u�	�ux��~{{��w�w�u~��vwtx�~w	~�	�����xH0 {�v���x�~xt	�x	�v	�
��vw~�~x��	xx��wx	�	~�uwx	t	��ux�	�{�vv	�	��	�xu���xw�~���~�t����	���~w	���H0��~����~{
{��w�w�H0 	~	�~{xw�~�u��w���	t�xw	�	HSO

�	���wv�~xt	{�u�t��	�	~L ��	{~S��HRot
�{�u�t��	~L, ~S

��	{~̀���	x�	Hel,BO��	�x��w�x	�v	���vw~	~x��	�|u	x�u �u��x�u�t	��ux�	��
��utw�~�~�|u	t	����	��	H0 �wx	����	��	�u~�����uv�	���~�t�x��t	������	%���w~�wx��u��	�
��{�w�	~x�	�{��twvwx	���~�	ux{�v���	�{	xx	v�x���	��	{{	tt	�u{��w��u{�u�t��	L,S ��u�u��	tt
	x��~�	����u�u{�u�t��	j, j 	~�x�vw�xw|u	��	����	�{���	���~��~x�u��w���	~x�{���	�u~���~x�	�
��	vw!�	�������wv�xw�~�uxwt	��wΛ,Σ �uS ��~x�|u��wv	~x��	��~�~�v��	�|u�~xw|u	������|u	t��~x��wx	t	x	�v	�	�x�~xH ′�t	�{���{x��w�xw|u	��	��ux�	�{��������w��	~x��~���xw|u	��~uxwtw�	t	{��t	
�tu���w�w~�	t��wxu�xw�~����w|u	�xu�w�	����	����	~x�xw�~��u���	�{��w�w	{��~�	��	{R�{�vv	{	t�
	�x��{�wx��~�t	���������	�uw��~x�

1�-�#,-2-	2����-	�,��,��	

�	��w���	~x�x	�v	�����	~�~x�	HSO�HRot 	xHel,BO �	u�	~x+x�	���tu������xw��	��~~�	�	�(
���wv	~x�t	�{�~{	�~�~xt��{��x	~x�	~w�	�u��~����x�xw�~~	t�	x�t	{x��~w|u	���~~�x	∆ESO�~�x��u��w

∆ESF
���u���x�u{xu�	�~	���t��{��x	~x�	�	u�{�u��	��~	��w���	~x	��w�	���~x�	utΩ {��~�	��	v+v	�

∆Erot
��	���∆Eel

����w�~	t��{��x	~x�	�	u�{�u��	��	J ��	���Λ��w���	~x��
�	�����	��	���~�	u��	{	��{��x���~x��~~��{w(�	���u�	~	�~{xw�~�	R ��u��w���	~x��wv!�	�
�t{�tw~�A2�{���{

x��w������t	u�v���	���uwx	µ = MA/2�
t��x�x	�~��v	~x�t�x�vw|u	n0s

	xt�{����	��u~
~���uZA�

�	�����	��	���~�	u���~~	~x�	���t	u����w��~~��t	���u�R > 15a0�
��u��tt�~�t	�uxwtw�	�

��~�	{�v��	~��	t��w����{�w	�	�{���	�u~��
�∆ESO(A2) ≈ ~2ASO(n0p) ∝ Zeff4

n3
0

�
�$~�u����~�uxwtw��t�	��vut	��������	�	v�t	��u�t	{��wuv∆ESO(Cs2) ≈ 100 {v−1.

�	t�
�	�v	x�����w�t	{�	�{w	~x�	������xw�~~�twx��		���~�wv�t	�

�∆Erot(A2) ≈ 2BvJ ∝ J
µR2 ���u����~�uxwtw��t��|u�xw�~�������	{N {��~��	~J����u�t	{��wuv��~�	����u{���wx�	���*��

|u	��u�R ≈ 25a0�∆Erot(Cs2) ≈ 50
s���

�∆Eel(A2) ≈ C3
R3 ∝ n2

0(n
2
0−1)

(Zeff )2
1
R3
�

�	x	�v	C3
�	��	��tw{wx���~�t��|u�xw�~���#���u��x��tw�t�	��vut	{w(�	��u��~�u�t����~��	tw�	

�uv�v	~x�w��t�w�	�	t�x��~�wxw�~n0s→ n0p
���tu���~�t�x��t	�������	�%*���u�t	{��wuv�∆Eel(Cs2) ≈ 10

(R/a0)3 e
2/a0���vv	�~t	{�~�x�x	�u�t���u�	��*�t�wv���x�~{	�	�{�u�t��	�	�x	�~{xw�~�	t��w�x�~{	�

���)�� @;��;��>��<��∆Eel � ∆ESO � ∆Erot

��	�xt	{��t	�tu�{�vvu~��$t�������xw�~	~�~	��w		~x�	t	��x�x��t	{x��~w|u	��{���{x��w������
�w���	~x	���t	u���	|Λ|�	�x�tu����~�	|u	t��{��x�	�x�u{xu�	�~	��u�ux	�v	�	��w~(���wx	��

����,����-�-���������	#-����	��#�	�-
�~{��w�wx

H0,(a) =

Hel

︷ ︸︸ ︷
∑

i

pi
2

2me
+ V ee + V NN + V eN
︸ ︷︷ ︸

V el,BO

+[HSO].

�()$&('%"(&$'()e()"$9+&$+d%�9i+d'(&+%&f#�&+$$9&'d%p9$f%�)&f��9!9"'+%!"+&p+!9d%%$'$)+�
o+%f%d9!%"')"*9'+(&!"+&p+!9d%f%H ′ &('#%%&'"%p"(p�%'��%$f%)r'%"i%$d%$!d)$+i!("'9&'$!9"i+

.���
�	���	����
�������������
���������
��	����HSR = γSR(R)~̀.~S
�	��Hrot ���	����	���
��������������������

���	�������������	� 



������������
�
������������������� *�

∆Eel,∆ESO,∆Erot f#�&+$$%&'d%p9$� ��	�x����xw��	{	��vwtx�~w	~|u	t��~��xw	~xt	���~�~�v��	�
|u�~xw|u	��

�	{�����	�x��~{t	{��|u	~�u����~��xu�w���~�x�ux	�t	��	{xw�~����{��	~x	��~�x�vv	~xt��}���
{	tuw�$Λ 	xΣ ��~x

�w	~���~w���~	�	x~L 	x~S ��~x	�w�t	v	~x{�u�t��	~x�	�	u��v�w�wt���~x{��{u~
{�u�t��	��x	v	~x��	{~n w�	���	{t���	w~x	�~u{t��w�	���|u�~xwx�Ω = Σ + Λ 	�x

�w	~���~w	���w�t�
�	{xw�~�����������~�x�xw�~��	{x���{��w|u	�	��x�x��t	{x��~w|u	��w�	�t	�{�u��	��	��x	~xw	t��	����~{
2S+1|Λ|(±)

|Ω|,(g,u)
�

��-�
�--�2�
����-	�-��-
�t��u~	����~��	�{	~{		~�~	��w	�	t�~t���t	u��	Ω ��u�	Σ = mS�{	|u

w�	�w	~x��	�|u	�u
v+v	���	t��w	~x�u	�wx|u	t	��w~~�w~x	��w	~x�����~�t	��vwtx�~w	~��t~�w~x	��w	~x|u	�������t	u�
S ��u���v�x�w�	�t	�	�~{xw�~����~�	��w~�wt��x�x�t	{x��~w|u	~�x�2S+1|Λ|(σ

′)
(ω′)
	�x����~�����2S + 1

	�w�
�	t�~t���t	u��	Σ��xu�w�~���w!�	v	~xt�	�	x�	H ′ 	x~�x�vv	~xt�	�	x�ux	�v	��vw~�~x|u�	�xt�w~x	��{xw�~��w~(���wx	�
�	x	�v	�w���~�t�	t�w~x	��{xw�~��w~(���wx	���{�wx~2ASOΛΣ 	x�	ux��~{��	~��	2S + 1 ��t	u������t�
�u����~{2S+1 ��w�	��	~w�	�u����~	��w	|u��w(����~��������������t�{�~�x�~x	�	��w~(���wx	

��
~2ASO�

�~	�	v�t		~�	����~~����t���u�	������	�����u�t��x�x(2)3Πg��~�	ux�w~�w	�{wt	v	~x��	���	��	����wv	~x�t	v	~x|u	~�u���vv	���~�t	{���������{��x��x�xw�~~	t
�xu�w�{w(�	���u�	~	�u�~w��t�{�~��v�xw�~�
��-�
�-���������-,,-�
�	�	~�~��u{������u��w�	���~�t��	�xu���xw�~��w~{w��t	[HSO]�

�t	�x	�{wt	�	��w�����	�	v�t	
�u�t	v��!t	�	{x��w	t�u�	��w~��&�|u	��u�u~�x�x�t	{x��~w|u	2S+1|Λ|(±)

|Ω|,(g,u)�
t����~�	u�J ~	�	ux

��	~��	|u	t	���t	u��J = |Ω|, |Ω|+ 1, |Ω| + 2 . . .�
�����xw	�w���~�t	�ux	�v	��x�xw�~~	t��~~����t	��vwtx�~w	~��"#�	�u�~wx
Erot = Bv(J(J + 1)−

2Ω2)
��
�

8������-	-���������	2���2-

�	�	�~{xw�~����~�	��~x��~{�	t�	��v	


Ψad,tot,MJ ,J
α,Λ;S,Σ;Ω;v(

~RCMN, R, ϕ, θ, ~ri) = ei
~k. ~RCMNΨel,ad

α,Λ;S,Σ(R,~ri)Ψ
rot,MJ ,J
Ω (ϕ, θ)Ψvib,MJ ,J

α,Λ;S,Σ;Ω;v(R)/R
�tt	���~x~�x�	�|α,Λ, (ω′);S,Σ;J,Ω,MJ ; v〉��	t�~t��	{xw�~������t	�	�~{xw�~����~�	��	{t	���~~	���v�x�w	���~x�	t�	��v	


ΨMJ ,J
α,|Λ|,(σ′),(ω′);S,Σ;|Ω|,v =

1√
2

√
2J + 1

4π

(
D∗J
MJ ,Ω

|α,Λ, (ω′);S,Σ; v〉 ±D∗,J
MJ ,−Ω|α,−Λ, (ω′);S,−Σ; v〉

)

=
1√
2

(
|α,Λ, (ω′);S,Σ;J,Ω,MJ ; v〉 ± |α,−Λ, (ω′);S,−Σ;J,−Ω,MJ ; v〉

)

def
= |α, |Λ|, (σ′), (ω′);S,Σ;J,MJ , |Ω|; v〉

���"��

�	�w�~	± 	�xtw��t����wx�x�x�t	���w�t�	��vut	���*�iorb
��
��~���	tt	{	xx	���	t����	�	��~���tt	

	�xx�!�uxwt	��u�t	{�t{ut�	��	�xu���xw�~�|uw~	{�u�t	~x�	~��~���t����t	��x�x��	���wx���w���	~x	��
���	�xu���xw�~�	��{�v���	�t���	~�t�{��	���wx���w���	~x	��
..������
�����������������
�	
������|Λ| 6= 0��	


����Λ ��−Λ .����
Λ 6= 0
���	����
����������
����������������Σ 

.
��,+�+$�"ASO !��"�)�������!'!�&#���$�#�!-��#�)�**!�� ��$���#""���!� �#�+��-�-!����!� �#�+����*#% !��
 ���)�! $

~2 �(#��$�' #�-
.�
��	��
����
������������� ��S(S+1)

2µR2
��〈 ~L2

2µR2 〉~ri

�������������������	�������
������	���
��	��	�	����� 	�	���
� 	���� �	�����������
����	������	�������������	��
����
 

 ���������������
��	
�������
�	����
�
�����
	��	�	��
���������������	��� 
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���)�) @;�����>��<��∆Eel � ∆Erot � ∆ESO

�	{�~{	�~�~x���t	�~w�	�u��u{��wuv|u	~�u����	���~����w�t���u�	��*��wt	�xx��wx���~�t	
{�v�t�v	~x�������

���)�, @;�����>��<��∆ESO & ∆Eel � ∆Erot

�	{���	�	~{�~x�	��~�t	�v�t�{ut	�t�u��	�{�vv	�
2
�u��

2��u
�w	~��u��	��x�x��	����	���	

v�t�{ut	�t��!�	���	{���{��������	~x	�u{�������u�u{�u�t��	L.S 	~�x�vw�xw|u	��t��w���	~{	���w�	
��~�t�wv���x�~{	�u{�u�t��	��w~(���wx	�u�	v	~x�t	{x��~w|u	��	x��wx	v	~xx����w|u	�	ux+x�	x��u��
��~�t���xw{t	�	��	�������������

����,����-�-���������		#-����	��#�	�-	

H0,(c) = HSO +Hel

�{w��{�u�	�u�w�~	& ��~�∆ESO & ∆Eel�~�u�x��wx�~�t	��	u���vwtx�~w	~��wvutx�~�v	~x�
�~�	{xw�~�����"�~�u���w�~��u|u	Jz {�vvux	��	{HSO��~	~���uwx|u	~L 	x~S ��~x{�u�t����u�	��v	�u~	���utx�~x	~j = ~Jat

def
= ~L+ ~S ��~x

t���� 	{xw�~�u�t���	w~x	�~u{t��w�		�xΩ = mJ = mJat
���~�

{	�{�~�wxw�~��Λ 	xΣ~	��~x�tu����~w����w���u�	��#��
��~�x�xw�~�	��x�x��t	{x��~w|u	�	�x��~{|Ω|σ=±

g,u �
�$Ω 	�xu~{

�w��	
t���t	u�Ω = 0 {���	���~��
t��x�x0±g,u�

t���t	u�Ω = 1
�t��x�x1g,u�	x{��

�%p9"9p'�"%±�%$'l!"#$%&'f(&&#!9"σorb+spin,el
v

�%'&(&!9"

σorb,el
v
p(ii%f9&$d%p9$�9�f%�)&f��

��-�
�-

���~	��w	�	��x�xw�~���{�wx
Erot = Bv(J(J + 1)− 2Ω2)�

8������-	-���������	2���2-

�	�	�~{xw�~����~�	�u{���{��	�u~�|α,Ω;J,MJ , v〉 ��~
x�	�{�v�w~�w��~�tw~��w�	��	{	tt	��u{��

�����	{u~v+v	Ωv�w��	�Λ, S 	xΣ �w���	~x���	{w	�x�xu�w�	~��x�wt�u{���wx�	��*���

���)�. @;�����>��<��∆Erot � ∆Eel � ∆ESO

�	{�~{	�~�~x���t	�~w�	�u��u{��wuv|u	~�u����	���~����w�t���u�	��*��wt	�xx��wx���~�t	
{�v�t�v	~x�������

���)�� @;��>�>��>���>��<��∆ESO, ∆Erot � ∆Eel�
�	��	u�{�����u�	~x{�~	�~�u�	~u~�	ut��x�~xx�!����x��t��w|u	���~�u�~	t	���x�wtt�~������t�~��~x
�x����	����|u	x�!���{	vv	~x�t���	vw!�		�w���~��	���	{x�	��	���x�����{w�xw�~�	t��x�x0−g (5s+5p1/2)���	{t	�~�x�xw�~��u{���{���u�u�w�wuv��	u��|u��w(����	���xw�~��~��	��x�x��	����	��w�~w|u	�
��x��	t�x�	��~�t���xw{t	�	��			���	(}�w�~���������u��	�w	~���~��u�{	���~�v!~	�t��	{xw�~&�*��
���	�&��
�	�{����~x~��~v�w~�w~x��	���~x��u��w~x�	�u	x����w|u	�{��t	��x�x��	��	v�t	~x�t����	��~~�	

����	u��x�v	�tw��	�v�w�|u�~xw����u�t���	x�u�~�~x	x~�~�u�t���	��	���u�uxwtw�	��~�{	t��u
{���wx�	��*���
.�
	�	
������	����������	��������������
�	�����������������	���
��
�	��
����� �� 
�����
���
��
������
���

�	�	
��������
�������������������
�	�	
���e/f 
���
��	��
�����
������������

	��
���	
�������������	��������
�

���������
����

���
���	��������������
 
 ��� 



��������������������� *�

���)�- �=><�><��>?>��=���><���;��>��<�

�~����	��u~{���	�u~��t��ux�	����	�{�	�{w	~x��	�t	��{�(�����~��u�	��� ����	��w~x�	��
��x�wtt��u	u�	x�v	�u�	�	~���	��w~��{�vv	�u{���wx�	��*����~��u���{�~�utx	�����	�	v�t	�
��|uwt�~xw�~������w���#���

	
�
�� �����	
������

�

�����x�����{w�xw�~���~x{�vv	�x�x�	�����x�	u��x�v	�tw��	��	~x��~x	~{�ttw�w�~�wt	�x~�{	���w�	
���xu�w	�w{w�	x	t��x�x�
t	��x�x��u{�~xw~uuv�

���|u�xw�~�w���xw�~~	tt	���*�u~��	{x�	�w�{�	x	�	��x�x�tw��
t	��x�x��w���xw�~~	t�		xu~
��	{x�	{�~xw~u	t	��x�x��u{�~xw~uuv��	v��|u�~�|u	t	��	{x�	{�~xw~u�	ux+x�	�	~�u�w�{�	x	~
v	xx�~xt	���x!v	��~�u~	��wx	�{	|uw�	�v	x�	x��wx	�t	{�~xw~uuv{�vv	u~|u��w({�~xw~uuv��~
���xw{utw	����~�t	�{�t{ut�~uv��w|u	���~�	ux�w~�wx��wx	�t	��	u����xw	��u��	{x�	��w�{�	x	x{�~xw~u	�
�	t�v+v	v�~w!�	���w���tv��������#���
�	��	~�~�t��|u�xw�~���w�t	���*��u�u~�x�x|χ〉

���u{�~xw~uuv���~	��w	E �u(�	��u��	t�twvwx	
���v�x�xw|u	
Ead

α (∞)
def
= limR→∞Ead

α (R)�{
�	�x(�(�w�	|u	E = Etot,ad

α − Ead
α (∞)� �($(&$kE =

√
2µE
~2
�

���|u�xw�~���{�wx�t���


(
− d2

dR2 + J(J+1)
R2 + 2µ

~2

(
Ead
α (R)− Ead

α (∞)
)
− k2

E

)
χJα,E(R) = 0 ��	{χJα,E(R = 0) = 0

���%��

�~�	ux��w�	vv	~x�w�~t	��u��wx	� �ux	�t	x	�v		~−2Ω2 ��~�J(J + 1)�

���,�� 	���>;�������=��>�>?;��<��=�<���<�>�;�=;?>
�~���u����	�|u	Ead

α (R)−Ead
α (∞)��{���x�tu��wx	|u	1/R2 �t�w~�~w��~�	����u{���wx�	���|u	

��u�t�w~x	��{xw�~	~x�	�	u��x�v	�~	ux�	��|uw	�xt	{��|uw~�u�w~x��	��	�Ead
α (R)−Ead

α (∞)��{���x�u
v�w~��u��w�wx	|u	1/R3�w�	��tu��wx	|u	t�����w!�	{	~x�w	u�	�
�('(&$ractionα

d%�"9n(&fq9p'+(&�f)!('%&'+%d�+�%�d%!(+&'9)f%dlf)
)%d(&!%)'&#�d+�%"d%'%"i%f%
!('%&'+%dEad

α (R)− Ead
α (∞)
f%o9&'d%$9)'"%$'%"i%$�&('9ii%&'d%'%"i%p%&'"+�)�%�

����|u	 R > ractionα �
�~ ��xw	~x u~	 �|u�xw�~ ��~x t� ��tuxw�~ ���w� ���

	�	v�t	 ����	~(��~~�u� w	x�t�����*� �
VIII� �}��~��	~�~�z��{��w~���#*� � "&�

�u ���~��u�~��w	{�wx����##� �����%�� 	�xu~	{�v�w~�w��~tw~��w�	�	 jJ 	x nJ �
�	� 	�~{xw�~��	

}	��	t�jl
�	x�	�	uv�~~�nl

������w|u	���~x���~w	����


jl(ρ)
def
= (−1)lρl

(
1

ρ

d

dρ

)l sin ρ

ρ
≈
{

ρl

(2l+1)!!
�wρ→ 0

1
ρ sin(ρ− lπ2 ) �

w
ρ→ +∞

���%��

nl(ρ)
def
= −(−1)lρl

(
1

ρ

d

dρ

)l cos ρ

ρ
≈
{
− (2l−1)!!

ρl+1
�wρ→ 0

−1
ρ cos(ρ− lπ2 ) �

w
ρ→ +∞

���%��

�$(2l+1)!!
def
= 1.3.5. . . . (2l−1) 	x(−1)!!

def
= 1��	�twvwx	���~x	�{wt	v	~x��x	~u	�����xw��	����~wxw�~���~��u���~��~v�w~�{�~�utx	�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��VIII

��{	x�}��~��	~�~�z��{��w~���#*��"&���
����tuxw�~���{�wx���	{u~	�{x	u��	~��v�tw��xw�~�w	~{��w�w���u���x	~w��t��~t�	��vut	��%%�


χJα,E(R)
R>ractionα≈

√
2µ

π~2kE
[cos(δJ (E))(kER)jJ (kER)− sin(δJ (E))(kER)nJ(kER)]

���%��

.�
����	�����������	���	�������
	���χ = Ψvib 
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{	|uw���~wxt	����v!x�	δJ (E)�
��u�R 	~{��	�tu����~���~�	ux~��tw�	��u��wt�����w!�	�	��x	~xw	t

	x�~��xw	~xt���tuxw�~	~�w~u�	x{��w~u��w	~{�~~u	


χJα,E(R)
R7−→∞≈

√
2µ

π~2kE

[
cos(δJ (E)) sin(kER− J

π

2
) + sin(δJ(E)) cos(kER− J

π

2
)
]

|u	t��~�	ux�u��w��x	~w����twvwx	���v�x�xw|u	�	�	�~{xw�~��	}	��	t��~���	!�	���	�w����{�w�	


χJα,E(R)
R7−→∞≈

√
2µ

π~2kE
sin(kER− J

π

2
+ δJ(E))

���%"�

δ(E − E′) =

∫ +∞

0
χJα,E(R)χJα,E′(R) dR

���%%�

�~����t��~x��%�� (&"%i9"
)%
)%δJ (E) = 0 %&
dq9*$%&p%f%!('%&'+%d�+�%�$+Ead

α �
��HδJ(E) %$'

f(&p
)&f#!�9$9�%p"#%!9"d9!"#$%&p%f)!('%&'+%d��t	�x�u��w����w�t	���{�w�	{	t�	~uxwtw��~x�	�	���~	~xw	tt	�


χJα,E(R)
R7−→∞≈

√
2µ

π~2kE

(−1)J iJ

2i
e−iδJ (E)

[
eikERe2iδJ (E) − (−1)Je−ikER

] ���%*�

�	xx		���	��w�~{�~x	~�~x�	��~�	��t�~	��	��uxwtw��	�u{���wx�	�����x��wx�~x�	�{�ttw�w�~��

���,�� ����;?=�;�=�<
s�~x��~�|u	t��v�twxu�	{��w�w	��~�t��|u�xw�~��%�	�x�w	~{	tt	|uw�v!~	�t�~��v�tw��xw�~	~
�~	��w	{��w�w		x��~~�	���t�	��vut	��%%��~�	ux�u��w~��v�tw�	�	~~�v��	���~�	δ(kE − k′E)���w��}	��w{�����"���
��u��wv�tw�	��~�x�~�bχEe

t��|u�xw�~��%���t�u�x�	{�t{ut	�∫M
0 χJα,E′bχEe − χJα,EbχE′edR ��u�

x��u�	�t����twx�

[
χJα,E

∂χJα,E′

∂R
− χJα,E′

∂χJα,E
∂R

]R=M

R=0

=

∫ R=M

R=0
dR(k2

E − k′
2
E)χJα,E′(R)χJα,E(R)

���%&�

�~{�~{tux	~�����~x�t�twvwx	 lim
M 7−→+∞

sin(Mx)

M
= πδ(x)�

	
�
�� ���	�����������

�~���t	�	����w���{w�xw�~t���|u�u~	v�t�{ut	��~�u~�x�xAB∗ w~�x��t	����	t��u��w����~~�~x�t��x�wt	
���w�~�~xu~�x�x	�{wx��	t�v�t�{ut	AB���	�w���{w	���u~	x��~�wxw�~~�~���w�xw�	AB∗ → A + B +�~	��w	{w~�xw|u	�������w���{w�xw�~	�x��u�	~x���	���	t�����u~		�{wx�xw�~���t��	��w�	��	t�~t	�{��v�


AB + hν −→ AB∗
����w���{w�xw�~

−→ A+B +
�~	��w	{w~�xw|u	

�	xx	�w���{w�xw�~���utx	x�u �u����u~v�t�~�		~x�	t��x�xtw�|ΨJ
1,v〉 = AB∗ 	xu~�x�x�u{�~xw(

~uuv|ΨJ
2,E〉�
�	v�t�~�		�x ���tw����� t	{�u�t��	W1,2(E) = 〈ΨJ

1,v|W |ΨJ
2,E〉 |u
w �	ux +x�	��(

�w�t����w�tw�� xu~~	t 	x{���~x��wx	v	~xx����w|u	�u{�u�t��	��	{u~{�~xw~uuv�	ux+x�	x��u��
��~�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XIII��u��~��

}	��w{�����"��|uwx��wx	�u��wt	{����~���tt	����(�t��	�}	uxt	�(���~�	�~��u������t	v	~x{�~�utx	�t	{���wx�	*�	��			���	(}�w�~�~��w	t����#*������u�	����	���u�	t	���w~{w��u�{���
��	�	x�	��wv���x�~x�u��w~x�	{��w�	v	~x(R = RC , E = EC) �	�{�u�

�	��	��x	~xw	t 1 	x2��	
{�v�t�v	~x����������	|u	t|u	�	��vut	��	�v	xx�~x�����tu	���	vw({t���w|u	v	~x�t	�	�	x�x	t�|u	
t	
���t�{	v	~x	~�~	��w	�	�~w�	�u��t	{��~�	v	~x�	t	u��u��	�	�w	�t��t���w��	v	~x�	���w	���������xw�~�
�����wv	~x�t	v	~x��~�xu�w	t	��w���	~x�v′, J ′ ��u~v+v	�x�x�t	{x��~w|u		x�~���	��	u~	�	�xu�(
��xw�~��u�v, J�s	~xw�~~�~��u��wt���x	{xw�~�	�	���v	~x�A+B |u

w	�xu~	v�x���	�w�	{x	��~x~�u�
�	���t	��~��u{���wx�	&�%���



������������������� *%

	
�
�	 �
������������

��	�xu~����t!v	x�!����{�	�	{	tuw�	t�����w���{w�xw�~��~{�~��|u	~{	�t	����utx�x��	����w���(
{w�xw�~��~xwvv��w�x	v	~xx��~������t	�	xwt	�xw~uxwt	�	��x�wtt	��tu����~xt�x����w	���u��	~����~�
��~{���u�~�����#�	x��			���	(}�w�~�~��w	t����#*�{���&����ux�w�~w��xw�~	�x��{�wx	���t	���{	��u�
�uw��~x


AB + hν −→ AB∗ autoionisation−→ AB+ + e−

�	���{	��u�	�xuxwtw����u���x	{x	�t����x�����{w�xw�~��~�t	���wuv���w�t��	{xw�~&�"����{��{	�x�w~�
�x�x���∗

2
�	tw���t�twvwx	��(3p)���(3p) ��~x�ux�w�~w��~x���x�~�|u	{	x	�	x	�x��u�	~x���	�����~��	����w	����x�x��	����	��v�t�{ut�w�	���~	�	x�t	

�uwx��	��x	~xw	t tw����v�x�xw|u	v	~x�A + B+
��uA+ + B

��w	~x{�u�	�t	�{�u��	��	��x	~xw	t
���v�x�xw|u	v	~xtw�	��A+B(nl)��	x��wx	v	~x�	{	{���	������{�	�u{���x�vw|u	|u	~�u�x��wx	��~�
�u{���wx�	�����%
t	�{�u�t��	����w~(���wx	���x�xw�~~	t��w���xw�~~	t��t	{x��~w|u		x{��|W auto ion.

12 |2 �t	�x�u�Γauto ion.�t	����t�{	v	~x����~	��w	�∆E(nl) ��~x��~{x�u�������xw�~~	t��(n∗)−3�

	
�
�� �����������	��������
�������������������

���xu�	��~���t	�	�x��~�wxw�~�vutxw��t�w�	��t	{x��~w|u	�	�x	�	{xu�		~��x�wt��~�t����	~�w{	z���
��x����w		�x�tu�{�v�tw|u�	|u	��~�t	{���x�vw|u	�{��t�tuvw!�	�	������	�	t�~u~��	��	OZ
�t���|u	t	��x�x��	t�v�t�{ut	��~x|u�~xw����	t�~t���	x�u�~�~xOz��	��!�t	��uw��~x	���~x�x��tw	�
��~�t	{�v�t�v	~xz����	x��~x��t��t	���~�t	�{������u�{��	�u~��

0�
,-	2-	�,-�����#���,-	����	�����	2�#�,���-	2��	,-	��	��������2-���2

�	��x�x������|b〉 = |α′,m′
J ;M

′
J , J

′; v′〉 	x���ux��|h〉 = |α′′,m′′
J ;M

′′
J , J

′′; v′′〉 ��~x{�u�t�����t�����~(
~	v	~x�w��t�w�	�u~���x�~��	ut	v	~x�wx�u�t	���w~x��uw��~x���~x���w���


�∆MJ
def
= M ′

J − M ′′
J = p = 0,±1��$t���t	u��	p ���	~��	t���t��w��xw�~�u���x�~�|uw	�x

�	��	{xw�	v	~x��u�0,±1
t���t��w��xw�~π, σ±

��
�∆Ω = ∆mJ

def
= m′

J −m′′
J = 0,±1�

�∆J
def
= J ′ − J ′′ =





(� ��w	���	t�	 �
� ��w	���	t�	 �
�� ��w	���	t�	 �

�

��x��~�wxw�~J ′′ = 0 7−→ J ′ = 0
w~x	��wx	�

���~�	���xw�~�u��w~∆S = ∆Σ = 0
���~�t	{�������~�	ux�	���u�	�{	t���	{∆Ω = 0,±1 ��u�

��x	~w�∆Λ = 0,±1
��

��x�~�|u	t��x�x	�~��v	~x�t�|uw	�xt��x�x�	�����x~�xu�	t��u�t���	{x���{��w	��	�v�t�{ut	�	�x
��u�	~xu~�w~�ut	x��t	�x��~{x�!��w�{wt	�����w��	���~~�	�	����wv	~x�t	�{�~{	�~�~xt	��x�x�
x�w�t	x��

�Σ+ 6↔ Σ−��	t��w�~w��~x�	~�uw��~x��	���	�����%���|u	t	�x��~�wxw�~�Σ+ → Σ− 	xΣ− → Σ+ ~	
��~x����	�vw�	��

����wx�x�x�t	{��~��	
+↔ −�
���v�x�w	w~{��~��	��~~�x	s 6↔ a

��
�

�g ↔ u�
�t�u�x�	{�v�w~	�t	��	u��!�t	����{��	~x	�	~uxwtw��~xt��	t�xw�~�����

�	�|u�x�	�	�~w!�	��!�t	�����w	~~	~x�u	�wx|u	t����wx��u���x�~	�x−1�

����-��2-�������5��2��

���v�twxu�	�	x��~�wxw�~	�x��~~�	���t�	��vut	z����|u	t��~����	tt	w{w

.������
�������������
	�	�����������
	���������
����������	
�
��
�	�������
 �� 
����������(−1)I ���/	��	���
�1 
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���������������	�	
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2

〈′|~µ.~ε∗|′′〉 = (−1)M
′
J+m′

J

√
2J ′ + 1

√
2J ′′ + 1

∑

q=0,±1

(
J ′ 1 J ′′

−m′
J q m′′

J

)
×

〈
Ψ

vib,M′
J,J

′

α′,m′
J ,v

′

∣∣∣µα
′,m′

J ;α′′,m′′
J

q (R)
∣∣∣Ψvib,M′′

J ,J
′′

α′′,m′′
J ,v

′′

〉R
︸ ︷︷ ︸

µv′;v′′
q

∑

p=0,±1

(−1)pε−p

(
J ′ 1 J ′′

−M ′
J p M ′′

J

) ���%#�

���xu�	�	µv′;v′′q
���t�	��vut	z���w~�w|u	�t���|u	t�������wtwx��	x��~�wxw�~	�x������xw�~~	tt	�u	�{x	u��	���~{�(��~��~


qv′;v′′ =

∣∣∣∣
∫

dRΨvib,∗
v′ Ψvib

v′′

∣∣∣∣
2

�w~�w|u��u{�����	t���t	u��uv�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	��t��w��	~q = ∆Ω 


µ
α′,m′

J ;α′′,m′′
J

q (R) =

〈
Ψel
α′,m′

J

∣∣∣∣∣qe
Z∑

i=1

~ri.~e
∗
q

∣∣∣∣∣Ψ
el
α′′,m′′

J

〉

~ri

(R)

��w��u��w~x{	~x��!�	R0 ≈ 〈v′|R|v′′〉 �
$��	�	{xu	t�x��~�wxw�~�

��u�|u	qv′;v′′ 6= 0�
wt	�ux|u�wt	�w�x	u~��w~xRC �$

t	��	u�	�~{xw�~��w���xw�~~	tt	����{wtt	~x��
t�v+v		��|u	~{	��~	�w�w�~�	vw({t���w|u	}�����w�t�	��vut	������	�v	x�	v�~x�	�|u	{	t�{	
����uwx�wt	��	u�wv�ut�w�~��uv�u�	v	~x�	t�xw	�	�~���u���~xt	�v+v	�	~RC��~�	x��u�	

�w	~t	
��w~{w�	�~�~{�t����	t�����	~x�xw�~���w�	����

	
�
�� �����
����

��x����w	�	�v�t�{ut	��w�x�vw|u	�	�x{�v�tw|u�	���t�~�{	��wx��	x��wx	��wvutx�~�v	~x�	u�
���x!v	�����	��	|u�~xw�{�xw�~
t	���	���	��ut�����x�w�	�	t�~t	�|u	t�t	�	����w	~{	���~x���tw��	�	x
t	���	��	|u�~xw�{�xw�~�	��x�x�v�t�{ut�w�	�tw���t�v�t�{ut		x|uw�uw�	~x��~{����x�xw�~���x����w	
�	t����x�����{w�xw�~uxwtw�	t�{�ttw�w�~	~x�	�	��x�v	���~xt	��x�x���~x|u�~xw����	t�~t	���	���	�
����{�	�u{���	��	�u~�����u�	��v	�u~	v�t�{ut	�	��2 	�{

wx�	�t�~�u	�w�x�~{	����{�	�u{���{�
�	�u~����	xx	v�t�{ut		�{wx�	���~xt	��x�x���~x|u�~xw����	t�~t	���	�x�u�~�~x���	ux�	���	�{wx	�
	~u~	v�t�{ut	�x��t	����{�	�u{������	�u~���u	~�	u��x�v	�tw��	���x�x�u{�~xw~uuv���	
{���wx�	�x�wx��~{~�{	���w�	��u�t�{�v����	~�w�~�u���{	��u��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��	��

2�
���tu���x�	���w~x����	t�����w{w��~�t	{����~���t��~x�	��w���~�t	{���wx�	�uw��~x��u��xu�w	�t	
{�����xw{utw	��	��x�x�v�t�{ut�w�	��t�~�u	�w�x�~{	|uw��~x���xw{utw!�	v	~xwv���x�~x���u�w~x	����x	�
~��	����w	~{	��
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�������
��u��	���{��v�xw|u	���	��x	~xw	tv�t�{ut�w�	��	{|u	t|u	�~w�	�u���(�w���xw�~~	t���	����
���~	��w		�x���wx��w�	v	~x���t�twvwx	��w�~w��xw�~��u~�x�v	�+ w~�~wv	~x�������	B���u����{w�	�t	�~�x�xw�~��t��w�x�~{	���|uwtw��	Re �

w~�w|u	t����	�~�	u��u�uwx�De
��~x�	����	~x�	���u�t��x�x

	�~��v	~x�t�
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2

�������
�ttu�x��xw�~�{��v�xw|u	�u��w~{w�	�	���~{�(��~��~{�~{	�~�~xt	�x��~�wxw�~�	~x�	u~~w�	�u
|i〉 �w���xw�~~	t��u~�x�x�t	{x��~w|u	w~wxw�t	xu~~w�	�u�w���xw�~~	t |f〉 ��u~�x�x�t	{x��~w|u	�~�t��	�x��~�wxw�~��u��~x���	����t	v	~xtw	ut��$t��~	��w	{w~�xw|u	�uv�u�	v	~x~u{t��w�		�xt�v+v	��~�
t	��	u��x�x��	x	~{��	�tu����w�	v�t��t	v	~x�u���w~x��	�	x�u�~	v	~x{t���w|u	��uv�u�	v	~x
�w���xw�~	tw~wxw�tAi

���w~xw~x	�~	�	xBi
���w~x	�x	�~	����u�|u	t�x��~�wxw�~�wxtw	u	�{�{	v	~xwt	�ux

��~{|u	R(Af )
�uR(Bf )

{�!~{w�	��	{R(Ai)
�uR(Bi)��	��

w~{w�	�	ux+x�	�u��w�u{�vv	t�~�{	��wx�
�����w�u~�	{�u��	v	~x{�~�	~��t		~x�	t	�	�~{xw�~��w���xw�~~	tt	��{	t��	�v	x�	t��x	~��		~x�	t	�	�~{xw�~����~�	�	��x�x�tw��	x{	tt	��u{�~xw~uuv��u	~x�	�	u�	�~{xw�~����~�	�u{�~xw~uuv�



����� ���������� *�

������"
�	��w���	~x���	��	~xw	t�uxwtw�����u��	���	�t�v�t�{ut	�w�x�vw|u	��~����	�u�	�!�	��	
(R0) : (O0, ~eX

0, ~eY
0, ~eZ

0) �u�	�!�	(RCMN) : (O, ~eX , ~eY , ~eZ) �u{	~x�	�	v���	�	�~���u���s�����
u~	x��~�t�xw�~���u�����	��	{	~�u�	�u�	�!�	�u�	�!�	v�t�{ut�w�	x�u�~�~x(Rmol) : (O, ~ex, ~ey, ~ez)��~	�	{xu	u~	��x�xw�~�	���	�
��u~�~�t	ϕ′ �ux�u��	OZ�{	|u

w{��	t	���	�OX ′, OY ′, OZ ′ = OZ�
�uw�w	��u~	��x�xw�~��u~�~�t	θ′ �ux�u��	t���	OY ′�����	Oz 	�x�w~�w{�~	�~�u��	{t���	v�t�{ut�w�	
�w�w���	A �	��B ���~R��w�~�t�~�|u	~R′ = ~R 	�xv��|u��

�u~��wv	��u�w~�w|u	�|u	�	�{�����~~�	�
��~x�	����	��	t�~�	���	���	���t���|u	t	�{�����~~�	��	~R ��~x�	����	��u�t	���	�x�u�~�~x���	{t�v�t�{ut	��	v+v	ϕ′ = ϕ 	xθ′ = θ�

������%
�	����	~x�xw�~�{��v�xw|u	�	�{�u��	��	��x	~xw	t��x	~u	�	~��	~�~x	~{�v�x	t��	�xu���xw�~�
���w���~�tw��xw�~�u{�u�t��		~x�	t	�{�u��	���w���xw|u	��Eel

1 (R) 	xEel
2
|uw�	{��w�	~x	~RC�{�

�	�	u�
{�u��	����w���xw|u	��Eel

−(R) 	xEel
+
|uw~	�	{��w�	~x�tu���~���t	�t����	{��w�	v	~x��wx�	~x�	{	�

�	u�{�u��	��
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������*
�	��w���	~x�{���	�u~��	t�~t��v�twxu�	�	�x	�v	��t	{x���x�xw|u	����x�xw�~~	t��u�	��w~(
���wx	��	��!{�	��uw�	~x��{��v�xw|u	v	~x�t	{���u{��wuv�t	�tu�t�u���	��t{�tw~�~�~���w��{xw	�
n0 = 6�MA ≈ 133mu

�	x�utwx�wuv�t	�tu�t��	��n0 = 2�MA ≈ 7mu
�t���|u	t��w�x�~{	R �wvw~u	�
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������&
�w����vv	�	{x��w	t�	�{�u�t��	���~�t	{������	�u~����~�	�	x��u�	�t	�tu���!t	v	~xt�v�{�~w|u	|u�~xw|u	�t	v��ut	�u�	{x	u� ~J 	�x�	��w~����t�~
√
J(J + 1)������ 	{xw�~�u�t���	w~x	�~u{t��w�		�x�	��w~�	���t	�~Ω 	x{��
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������#
�w����vv	�	{x��w	t�	�{�u�t��	���~�t	{���{��	�u~��



����� ���������� &�

�������
����	~x�xw�~�{��v�xw|u	�	��	u���w~{w��u�{���	����w���{w�xw�~��	{��t	�tu�	��|u	~x	�x
{	tuw��u~~w�	�utw�v, J �	~x�	t	���w~x�x�u�~�~x�{t���w|u	�a1

	xb1
���u~~w�	�u�	��x	~xw	t{�u�t��u

{�~xw~uuvE, J �
�u~�ux�	�x�x�	��x	~xw	t��	�	{�~�{��	�xt�����w���{w�xw�~���	�	xxu~~	t�	tt	�	

����uwx��~���t	v	~x��u��	���~��~�v��	�|u�~xw|u	�J����x�x���~x��u�x�~xu~	�~	��w	�u���w	u�	�
{	tt	�	��	u��x�v	�tw��	�t�twvwx	���v�x�xw|u	��	�x�t�����w�����t�w~x��w	u��	t�����w!�	�	��x	~xw	t
	x���u��	�	�w		�xtwvwx�	���t�	�	xxu~~	t�
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�	�ux�	{	{���wx�		�x�	��~~	�t	��uxwt�~�{	���w�	���u�	�	{xu	��	�{�t{ut����{w�{�~{	�~�~xt	�
���xw	����v�x�xw|u	��	��x�x��t�~�u	�w�x�~{	���u~	�	���u�	�t	��tu�wv���x�~x	��	��t���u�	���
���	����~~�~xt	��w���	~x	�{�u��	��	��x	~xw	t�	~{�����	x	~{���{��	�u~��uxwt	���u�{�v��	~��	
t	�	����w	~{	���{�wx	���~�{	xx	x�!�	��	xx	�	ut	��u�	��t�|u	tt	wt	�ux� �ux	�t�t	{xu�	�	{	xx	w~x���u{xw�~��	�v	xx	~x�	tw�	t	�{���wx�	�	����wv	~x�u���~��	�t�~�	���~�t	{�����u{���wx�	�

�	�ux�	{	{���wx�		�x�u��w�	��~~	�t	�	�~{xw�~����~�	��	��w���	~x��x�x�����	~x����~�t���u�	������~�	��u��w�{�t{ut	�t	x�u��	���x�����{w�xw�~��u�{��{u~�	{	��x�x��	~{�~~�w���~xt	u�
v�v	~x�w��t�w�	�	x��~�wxw�~����xw��u{�~xw~uuv�	t��x�x	�~��v	~x�t���{�~{tu�w�~�	{	{���wx�	
�	��t��xu�	��x�wtt�	�	t����xw	���v�x�xw|u	�	t�{�u��	�	��x	~xw	t�	t��x�x0−g (6s+ 6p3/2)

�u{��wuv�
{�vv	{	t�	ux	�wx��u�����	x������������x�{	��xu�	� �� �ux	{	�x�w~�x	�v	�{�vv	t	x	�v	
�	��w~(��w~�t	x	�v	�	��w~(��x�xw�~�t����w�xw�~��	{t��w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	�	t��{�~�x�~x	��	��w~(
���wx	�ut	x��wx	v	~x��u~	{���	{xw�~�	t�xw�w�x	�	�v	xx�~x�	�	x��u�	�t	��u��	��	�w	�x�vw|u	��	�
�x�x�6p1/2

	x6p3/2�
��ux{	�x	�v	���~x~�{	���w�	���u�	����	���{�w�	t�{�u��	�	��x	~xw	t�	t��x�x

0−g (6s + 6p3/2)
�t����{w�w�~�us��|uw�	ux+x�	�xx	w~x		����wv	~x�t	v	~xv+v	�w	~t��x�x�{xu	t�	

~�x�		����w	~{	{	tt	({w~�	�x|u	��u~	{	~x�w~	�	s���

)���� �<������>���?���?>��?�<��>�=��;<�>����?;�
���;����=;�=�<�C?;<���
;�
�=��>

�u�u�	��	~�wx���xx	w~x	���~�t	��w!�	�v��~�x�(��xw|u	��t	���{	��u��	���x�����{w�xw�~��$�	u�
�x�v	����{�	�������	~xu~���x�~��u�	��v	�u~	v�t�{ut		�{wx�	��	����uwxx��w|u	v	~x��u��	�
�w�x�~{	�	~x�	�x�v	��	R ≈ 50 a0�

�	��w�x�~{	���~xw~���wxu	tt	v	~x���~�	���u�u~	v�t�{ut	��
{	��w�x�~{	�w~x	�~u{t��w�	�t	��x�x�v�t�{ut�w�	������	tt	~x�	��x�x��t�~�u	�w�x�~{	��u�	���~�	
�t�~��xw�~�|u	t��~�	uxx��wx	��		���~�	�u{�u��tu����{w�	|u	t	��x�x�v�t�{ut�w�	��~��v�u����	�w~x	��{xw�~�	~x�	�x�v	��	�x�~x	�w�t	��t�x����w	�	��	�xu���xw�~�����xw��	��	u��x�v	�tw��	��u�x���{�w�		~��x�wtt��~	��w	�	{	��x�x����u��tt�~�{�vv	~{	����u~	w~x���u{xw�~���w�	��	{xw�~����
��~~�~xt	���utx�x��w~{w��t
t��~	��w	�	{	��x�x�	�{wx������w	~x��u~	w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	��u�	
�		��v��	x���w	��u�R ���~�	~C3/R

3��	���utx�x�u�����u�x��wx	�t	�w~x	��{xw�~�	~x�	�x�v	��	
����	��	��w�����u�t���	{x���{��w	���x�����{w�xw�	wt	�ux	~{��	��u��uw��	t�x����w	�	��	�xu���xw�~�
��u��xu�w	�t	�w~x	��{xw�~���~���t	�vutxw��t	�(vutxw��t	��{	|uw	�x	�wx	~�	{xw�~�����~uxwtw��~x{	�
w~x	��{xw�~��t	�{�t{ut��	�xu���xw	���~x	�w���t	����u�t	��wv�tw�	��~�u�uxwtw�	��~�u~	~�u�	tt	���	�{�v�w~�w��~tw~��w�	�	t����	�x�vw|u	��tu����{�	�	����	���v�x�w	���xu�w�	�	~�	{xw�~��"��	t����	v�t�{ut�w�	�~�t	�	{�	�{��	��~uxwtw��~xt	��vwtx�~w	~��~~����t��|u�xw�~����~�u�x��wx	��~��t���

&%
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	~�	{xw�~��%���~�t�������wv�xw�~�	}��~(���	~�	wv	��t	{������	�u~���u�t	�twvwx	����v�x�xw|u	�
6s+ 6s 	x6s+ 6p���w~x���u{xw�~�u��vwtx�~w	~��w~(���wx	�	�v	xx���t����	x��wx	����~�t��	{xw�~��*�t	{���{��	�u~��|uw	�xt	{��t	vw	u�����x���u�t	����~�	��w�x�~{	�w~x	�~u{t��w�	����u�{�t{ut	��~�
	~�uwx	��	{xw�~��&�		~�u	��u~	v���tw��xw�~�u���{	��u���������xw�~�u���x�~�t����	t����x���(
��{w�xw�~	t	�v�v	~x��w��t�w�	��	x��~�wxw�~������x�����{w�xw�~�	�v	xx�~xu~	��	{x���{��w	��u~	
x�!����~�	���{w�w�~�wt�	��~�{	���w�	����~	�~�x�	v��!t	���t�w~x���u{xw�~��	�	x��	�	x����	t�xw(
�w�x	��u~	�w�w�~��w�w~�t	{t���w|u	�	{	�	�	x�	�x����	~x�		~�	{xw�~��#��	����utx�x��	��~x�~�t	v	~x
�	���u���	~�	{xw�~�����u�t��xu�	�	�{���	{xw�~���w���xw|u	��t�������wv�xw�~�	}��~(���	~�	wv	�
��u~{�����xw{utw	�
t��x�x0−g (6s+6p3/2)�|u

w	�xu~�x�x{t��u���{	��u��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��
��	��	~xw	t�	����utx�x�	�x�	���u����~�t���u�	������	���	x��~�t��	{xw�~����x��wx�~x�	�{�u��	�
��	{�x�u{xu�	���	��~	�|uw�	�v	xx	~x�	tt	��	ut	��	{�v��	~��	t	�{���wx�	�	����wv	~x�u��

)���) :�����>��>
=����=��>�>���?���?>��>��;<�>�?�<�;�=�<

��w~x	��{xw�~	~x�	�	u��x�v	��t�w�~��	�x�xu�w��	�uw�t	�x����u��	
�~�	����t�	x��~��~���w�t��	�u	�	�s���	~�u���������	x�!v		�x��u�	~xx��wx��t�	��~xw!�		~x�	t	{�����	xt	{���{��	�u~����w��suttw�	~���"���u����~����*&������xu�		~��*��	�x��~�		�x���	�{wx�xw�~t����	
{�ttw�w�~���v	~������	������	x�t����*������	t���	�t��w�w�~v��	�~	�u����t!v	��	x����wt��x�
�	��{�u�	�x	~��&&����s���	�~��w{�t	����&&�|uw�	~�w�	~x��w�	~x	t�	�w�x	~{	���x�x�v�t�{ut�w�	��	
���~�	�t�~��xw�~��u�t�~�u	�w�x�~{	��w�	���w��~x���~��	����w�~��$t	��x	~xw	t	�x��{�wxu~w|u	v	~x
���t	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	�	~Cn/Rn�

���vw{	��x�x���x��tt	�	x�t����&#��x��tt	����&#���{�u��	~xt�	�w�x	~{	���x�x�v�t�{ut�w�	�x�!����xw{utw	��
�	��x�x��u{���{��	�u~��u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	�w�	���~xt	���w~x�x�u�~�~x�{t���w|u	���~xx�u��	u���~�{	xx	���w�~���v�x�xw|u	{�~x��w�	v	~x�u�
v�t�{ut	��	���~�	�t�~��xw�~�$�	utt	��w~x	�x	�~	�	x��u�	��~�{	xx	���w�~��	�uw�t	�{�t{ut��	��~x
{�~�w�����t	v	~x�v�tw�����
��~�t��uwx	�	{	xx	w~x���u{xw�~~�u��tt�~���{�w�	t�	��	~xw	t�	t�x����w	����~x�	��u��uw��	���
u~���	t���	v	~x�tu������	�~�w�	{	tt	({w ���w�t	��u�tw{�xw�~��	}�}u��	���s��u�	�x(���{�~�s�s��w~	�{u	x����t���~��

�
�
	 ����������	�	�������������������	�
�����������������
���������
����

��u���ut�~��xu�w	�t�w~x	��{xw�~	~x�	�	u��x�v	��t{�tw~�~	ux�	�A 	xB x�!��t�w�~��t�u~�	t��ux�	���t��w�x�~{	R���!��t�w�~����u��~x���w��	u��w�~w�{�xw�~�

�R > rA + rB�
�	��x�v	���~x����������u~	�w�x�~{	�u���w	u�	�t���vv	�	t	u������~�rA 	xrB�

��u���u���~�
�t���	�	{xu	�u~���	t���	v	~xtwvwx��	�w~x	��{xw�~�	~�uw���~{	�	1/R����	t����	t���	v	~x
vutxw��t�w�	�

�R >> rA + rB�
�	�	�~{xw�~����~�	�x�vw|u	�~	�	�	{�u��	~x�����t	�x�t���w~uxwt	�		�w�	w~x	��	~w�t	���xut�x
�	��v�x�w��xw�~���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*���
���α���	{�t{ut�	�wv�tw�	�t����{���~�twvw~	x�u�t	�x	�v	����{��~�	�	��t	{x��~�	x�	�	{�u��	v	~x�	����wx�t	��x�vw|u	�����{w���
{��|u	�x�v	�
��~�{	xx	w~x���u{xw�~�	�	{xu�	��~�t	v+v		���wx|u	t�����	~x�xw�~���w�	�	t��	{xw�~����~�u�
~�u��t���~���~�t	{��R >> rA + rB

��u��wv�tw�	�	�~�u����	���	�tu�t��x�v	A 	��v��u{�u��	t�
A+ 	x�	t��t	{x��~~uv���x�e1��

��t	{x��~e1 	�
x��~�u~�x�x|e1 : nlMlMs〉A��

��x�v	B : B+, e2
	�x��~�

u~�x�x|e2 : n′l′M ′
lM

′
s〉B�

���w~x	��{xw�~�t	{x���x�xw|u		~x�	t	��	u��x�v	�	�x���~�u~x��wx	v	~x~�~

�
�����	������������������	

	���
�����������������	���	���
��
���������A��������	����������	� ���A�������
	������	�����	��������������� � ���
A+ �������
������
��e1

� �	��������������
�����������
�	
~RA���
�����

�������������	� 
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�	t�xw�w�x	���~~�	���t��|u�xw�~


H int,non rel =
e2

R
− e2

rA2
− e2

rB1
+
e2

r12

�����

������x�!�	R >> rA + rB
~�u��u��!�	�	~��xu�w	�|u	t	��	vw	�x	�v	~�~~ut�u���	t���	v	~x

twvwx�	~1/R��	�|u�x�	x	�v	��u��vwtx�~w	~��w~x	��{xw�~������{�w�	~xe2 ‖ ~R+~r ‖−1��	{�	��	{xw�	v	~x

~r = ~0, ~r = ~rB2, ~r = −~rA1
	x~r = ~rB2 − ~rA1�

��~�x�u�t	�{��r =‖ r ‖� R =‖ R ‖�	~~�x�~x~n def
= ~R/R��~�	ux	�	{xu	�t	���	t���	v	~xtwvwx��

(‖ ~R+ ~r ‖2)−1/2 = (R2 + 2R~n.~r + r2)−1/2 =
1

R

(
1− ~n.~r

R
+

3(~n.~r)2 − r2
2R2

+ · · ·
)

�~x��u�	|u	t	x	�v	������	t	�tu����	~1/R 	�x 


H int,non rel =
e2

R3
(~rA1.~rB2 − 3(~rA1.~n)(~rB2.~n)) =

1

4πε0R3
(~µA.~µB − 3(~µA.~n)(~µB .~n))

�����

�~�	{�~~��xt	������x	u���	{x��w	t��w��t	��x�vw|u	�~µA def
= qe~rA1

	x~µB
def
= qe~rB2�

t�w~x	��{xw�~	�x��~{
u~	w~x	��{xw�~�	x��	�w��t	(�w��t	���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XI

��
���~	��w	�u���x!v	v�t�{ut�w�		�x��~{{�t{ut��t	���t�x����w	�	��	�xu���xw�~���~��xw	~x�u

��	vw	�����	�u~x	�v		~C3/R
3 �$t	{�	�{w	~xC3

���	~��	�v�v	~x��w��t�w�	��	�x��~�wxw�~�{�~�w(
����	���	x	�v		�x~ut��u�t��x�x	�~��v	~x�t�{	tuw({w~����~x����	�w��t	�	�v�~	~x�wt	�ux��~{�tt	�
�u�	u�w!v	����	��u���w��������x�	u~x	�v	�	
�~�	����t�	~C6/R

6���u��tt�~����	t���	���~�t��uwx	�t��xu�	�����	�~�w	�	��ux�	�x	�v	���w~�w|u	t	�{���	{xw�~�
�	t�xw�w�x	�������x	��

�
�
� 
���������������������������
���� ��	�������������
����������
��
��������	��	��������

���~x�	����	��u���x	~xw	t��t�~�u	�w�x�~{	��w�~�t�~�|u�u~��	��u�	t�	���~��~x�~�	ux{�t{ut	�t	���x	~xw	t��{�u�x		xv��	~~	�w�x�~{		�x��~~���~�t	{�v�t�v	~x�����	�v�x���	���{��v�xw��	�
���t���u�	������	������~x����	��u�u~v��!t	�	��t��w��xw�~�	�{�u����	{�t{ut�	t��~	��w	−1

2~p.
~E

����{w�	�u�w��t	~p = αpol ~E {������t���t��w��xw�~�u{�u��	�v	x�t����	{�t{ut	�t	��w���	~x	�{�u��	�
�	��x	~xw	t	~{������	�u~��{�vv	{	tt	�|uw��~x�	����	~x�	���~�t���u�	������	���

)�)��:��>?���>�><���?�=��?;=�>�>?�=<�>�;��=�<><��>�>��;���>���>?��<��>�
��~�u~��	vw	�x	v��{�~�w����~�t	{����~���t�	�	u��x�v	�|u	t{�~|u	�����	��{	v	~x~	ux�	�
~w��	{u~�	ut�t	{x��~	�x	�~	���~�u����	t	��x�v	��u���vv	~x�t�w�~��t�u~�	t��ux�	���~�u~�	~�
|uw�	�����{w�����t�	��vut	�������u��	���~�	~�uwx	{�vv	~xt��~�	ux�	��v	~	��~	x��wx	�|u	t	�
�	ut��t	{x��~��	��t	~{	�
��~�t��}��w�	��~���u��t�|u���{�vv	A ~	��u�	���	x|u	R 	�xu~����v!x�	��~�T e(~r1) =

T e(~rA1)��	v
+v	��u�B�t	��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u	����~�~�	t�xw�w�x	�	�w	~x��~{

Hel,BO = Hat,non rel
A (~rA1) +Hat,non rel

B (~rB2) +H int,non rel �����

�$t	��vwtx�~w	~��w~x	��{xw�~�~�~�	t�xw�w�x	�	~x�	t	��	u��x�v	�A 	xB ���{�wx���w�t�	��vut	����


V el,BO = H int,non rel =
∑

k∈A

∑

l∈B

qkql
4πε0 ‖ ~rkl ‖

=
∑

l∈B
qlV

B(~rl)
���"�

.
�
	��������
�
��������	��
�����	���
���r/R = 1��
�������
����R > rA + rB

������������������������	��� ���������
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�$V B(~rl) =
∑

k∈A
qk

4πε0rkl

	�xt	��x	~xw	t{������t	�{����	��	t��x�v	A �u��w~x�$�	x��u�	t�{����	
ql
�u�	{�~��x�v	���~�{	xx		��vut	k ��	��	{xw�	v	~xl����w�~	t	~���u	xx�u�t	��t	{x��~��	A��	��	{xw�	v	~xB���~�uw��~xt�w��		���wv�	t����	t�w~x���u{xw�~� wt �u�x�t�����	�	{xu	�u~���	t���	v	~xtwvwx�
	~	�~{xw�~�	R��	tuw({w	�x	�	{xu���~�t	{�v�t�v	~x�����t	�wx~�xu�	tt	v	~xw~x	��	~w�t�{����	
QB =

∑
l∈B ql�
t	�{�v����~x	�α = x, y �uz �u�

w��t	µBα =
∑

l∈B qlrBlα
�	B�
t	�{�v����~x	��uv�(

v	~x|u���w��t�w�	ΘB
αβ
�	B 	x{���	v+v	��u�A 	x{�~�uwx�t�	��vut	��&��t	�x���	����t	���{�w�	���w��}u��	�����#"�s��w~	�{u�~���t���~�����%���t���~��~����w��~���**���t�	��vut	�~�t		~	�~{(

xw�~�	�x	~�	u��2j(��t�w�	��w�	��		�w�	�������x�	t	u��mèmes {�v����~x	�Qmj
w����u{xw�t	���~�	��u��w�

�tu�x������tw|u	�t	x����!v	�	�w�~	�(�{���x��~���~wx��u�{	t�

Qmj (A)
def
=

√
4π

2j + 1

∑

k∈A
qkr

j
AkY

m
j (θ~rAk

, ϕ~rAk
)

���%�

�
θ~rAk

, ϕ~rAk

��~xt	��~�t	���t�w�	��	~rAk
���~���w�	�w��v	~x���w��
�����t��w{�	x�t����#����������t�

{����	~{	�	�~�x�xw�~�{��Qm=0
0 (A) = QA�Qm1 (A) = µAm

	x{����	��vut	�~�t	�u���	t���	v	~xtwvwx�
	~�uw���~{	��	1/R 	�x�t���

H int,non rel =

∞∑

i,j=0

Vij(A,B)

Ri+j+1
�$ ���*�

Vij(A,B)
def
=

1

4πε0

m=inf(i,j)∑

m=− inf(i,j)

(−1)j(i+ j)!√
(i+m)!(i−m)!(j +m)!(j −m)!

Qmi (A)Q−m
j (B)

�~��w~�w�	���u��
t�w~x	��{xw�~{����	({����		~R−1�{����	(�w��t		~R−2�{����	(|u���w��t		x
�w��t	(�w��t		~R−3�{����	(�{xu��t		x�w��t	|u���w��t		~R−4�{����	(�	����{���t	��w��t	(�{xu��t		x
|u���w��t	(|u���w��t		~R−5 	x{��
�t	�xw~x��	���~x�	~�x	�|u	t�v�x���	�uw�w	w{w��u�tux�x	�����	��~�t	{�v�t�v	~x	�xw~��w��	
�	��w��wt���#"��	�xx�!���~���t		x�	ux�u��w�����tw|u	��u�w~x	��{xw�~�	~x�	��	u�v�t�{ut	��

��w~x	��{xw�~	~x�	t	��	u��x�v	���	���u��	��u�t	~�v��~��w|u	��w~x	��{xw�~�	
�~�	����t����
�t���+x�	x��wx�	���t�x����w	�	��	�xu���xw�~���u�{�t{ut	�t����w�xw�~���~	��w	∆E = ∆E(1)+∆E(2)+· · ·���������x�t��~	��w	�	��	u��x�v	�w~�~wv	~x�t�w�~����~��~�x	���v��tw|u	v	~x�|Ψ0(A)Ψ0′(B)〉u~�x�x�����	�u��vwtx�~w	~~�~�	�xu�������	�	v�t	��u��	��t{�tw~���	{t	�~�x�xw�~��u{���wx�	���
|γ0

c ; e1 : nlmlms〉A ⊗ |γ0′
c e2 : n′l′m′

lm
′
s〉B

���d%$'+i!("'9&'f%"%i9"
)%"
)%dq9r%f%
)9&'+�p9'+(&%$'dq9r%
+&'%"&)pd#9+"%�fq(�d9&('9'+(&mlms

�%'&(&!d)$dq9r%�r%�9o%pd9&('9'+(&MlMs
�d%d+%&%$'f(&&#!9"

d9�("i)d%h�h��

)�)�� F>��>�����>�=>�����>�?�=<�>�;��=�<�?>������;�=��>
�u��	vw	�����	�	t�x����w	�	��	�xu���xw�~���~x��u�	


∆Eelec def
= ∆E(1) = 〈Ψ0(A)Ψ0′(B)|H int,non rel|Ψ0(A)Ψ0′(B)〉 ���&�

=

∞∑

n=1

Celec
n

Rn
�$Celec

n =

∞∑

i,j=0
i+j+1=n

〈Ψ0(A)Ψ0′(B)|Vij(A,B)|Ψ0(A)ψ0′(B)〉

��u��	���~�	~�	{xw�~��%��|u	�wt	��	u��x�v	���~x��~�t	u��x�x	�~��v	~x�t�{��t	�tu�{�u��~x��
�	ut�t	�v�v	~x��t	{x�w|u	��	�v�~	~x��u��w�x	~x�{�	�x��u�|u�w{	x	�v	�����	tt	�t	{x���x�xw|u	�
�	���������������	��������
������������
�	������
���
�����������Qi

m
	�������Qm

i  
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)�)�) �>��>��>����>��=��>����>��>��>��>��?;�=�;�=�<
��u�t	�	u�w!v	����	�	t�x����w	�	��	�xu���xw�~���~�������	�t	�x	�v	�{�~x	~�~xu~�	ut�x�v	
��~�u~�x�x�w���	~x�	t��x�x�	�����x�x	�v	���w~�u{xw�~���	�x	�v	��$t	��	u��x�v	���~x��~�u~
�x�x�w���	~x�x	�v	��	�w��	��w�~�

∆E(2) = ∆Eind + ∆Edisp =
∑

{r,t}6={0,0′}

|〈Ψr(A)Ψt(B)|H int,non rel|Ψ0(A)Ψ0′(B)〉|2
(E0(A)− Er(A)) + (E0′(B)− Et(B))

�wt	��	u��x�v	���~x��~�t	u��x�x	�~��v	~x�t{	x	�v		�x~���xw	�t	�{�u��	��	��x	~xw	t�	��~x��~{
x�ux	��xx��{xw�	��

�-	�-��-	2���2������

∆Eind def
=
∑

r 6=0

∣∣〈Ψr(A)Ψ0′(B)|H int,non rel|Ψ0(A)ψ0′(B)〉
∣∣2

E0(A)− Er(A)
+

���#�

∑

t6=0′

∣∣〈Ψ0(A)Ψt(B)|H int,non rel|Ψ0(A)ψ0′(B)〉
∣∣2

E0′(B)− Et(B)

�����

=

∞∑

n=1

C ind
n

Rn

�	��	vw	�x	�v	��~�t�	��vut	����	����	~x	���	�	v�t	t����w�xw�~���~	��w	�u���x!v	����uwx	�	t�
��t��w��xw�~�	t��x�v	A ��u�t�w~�u	~{	�	t��x�v	B ~�~�	�xu������	�xt�w~x	��{xw�~	~x�	t	�v�v	~x��t	{x�w|u	��	�v�~	~x���u~�x�v		xt	�v�v	~x�w~�uwx��	t��ux�	����$t	x	�v	���~	��w	��w~�u{xw�~	
�~���t	�u��w��w~x	��{xw�~�	�	��		�

����-�
�-2-2�	#-�	���

∆Edisp def
=

∑

r 6=0

∑

t6=0′

|〈Ψr(A)Ψt(B)|H int,non rel|Ψ0(A)Ψ0′(B)〉|2
(E0(A)− Er(A)) + (E0′(B)− Et(B))

=

∞∑

n=1

Cdisp
n

Rn
������

�	{�t{ut	�x�tu��w�{wt	|u	��u�t	x	�v	��w~�u{xw�~�{��wt~	�	��{�v���	���	~u~����uwx�	|u�~xwx��
�	t�xw�	��u��x�v	��������A �uB �u	�wx�u��~�vw~�x	u���	�v�x���	���u���ttw	�{	xx	�w�{utx�
��~x����	~x�	���~�t	{�v�t�v	~x����#�t���	vw!�		�x�u	���~��~���������	�x��u�|u�w��~���	tt	
���	�w�t	�	��{	��	�w��	��w�~
�	��{	�	��~��~��

5���,�	���
y&p(&pd)$+(&∆E =

∑∞
n=1

Cn
Rn ��()$9o(&$f#'%"i+&#d%$'%"i%$Cn = Celec

n + C ind
n + Cdisp

n
e)$
)q9)

$%p(&f("f"%f%d9'�#("+%f%$!%"')"*9'+(&$�(&!%)'#o+f%ii%&'!()"$)+o"%9)r("f"%$$)!#"+%)"$��q9!"�$
��)$$%"n�jk���p%''%$#"+%f+o%"�%!()"'()'R�i9+$d9'"(&p9')"%f%d9$#"+%f(&&%f%*(&$"#$)d'9'$��tu(
�w	u��x����u��~x�	�vw��	��	�t����w�~�	��tw�wx��	{	���	t���	v	~x	~1/Rn��	v��	~t	�tu��	�	�x
�	{�v���	��t�	����w	~{	�u�w	~�u�{�t{ut�{�u�x	�w�x�~{	��	{�v�t�v	~x�������~~	|u	t|u	��t	u��
x����w|u	��{wx�~�t����~	w~x���uwx	����	���	~��&�


RLR = 2(
√
〈nl|r2|nl〉A +

√
〈n′l′|r2|n′l′〉B),

������

|uw	�x�wv�t	v	~x��u	�{x	u��	u���!��t����~	w~xuwxw�	��~~�	��~�t�w~x���u{xw�~
R > rA + rB��~	��t	u�x��w|u	��u�t	��v�w~	�	��tw�wx�	�x�	t�����	�	R > 20 − 25 a0�
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)�)�, @���><��>�;�><>���<�>�?�?>����<�>�;?><�>�

�9&$'()'%d9$)+'%&()$$)!!($%"(&$
)%&()$'"9o9+dd(&$9o%pf%$9'(i%$9dp9d+&$��
��	��������{��	~x	�xx�!���~���t	x	�x�����u�t��xu�	�	x�u�t	��t	{x��~���~��wx|u	{	t��v!~	�
{�t{ut	��	�x	�v	��u�	~�	〈Ψr(A)Ψ0′(B)|H int,non rel|Ψ0(A)ψ0′(B)〉���u�t	�{�t{ut	��wt��+x�	�	�u{�u�
�tu��wv�t	��uxwtw�	�t	��t	{x��~�	�x	�~	�	xt	��x	~xw	tv��!t	�{�vv	~�u�t����~�	�wx�u{���wx�	����
���x�v	�t{�tw~A �	����~�x�ux	t��uwx	�u�����	��v��u{�u����t��w���t	�A+ 	x�	t��t	{x��~�	��t	~{	
~uv���x�e1

�|uw�	��1 �u2
���~�u~�x�x~�x�|e1 : nlmlms〉A��

��x�v	B 	�x�	v+v	��~�u~�x�x
|e2 : n′l′m′

lm
′
s〉B�
��u����~���u�tw��t��x�x�u{�u�|uw�	��x�u �u���u�������~���~�x�x	�~��v	~x�t�

��~�t��	����	~x�xw�~�{�u�w�~w|u	��t��w���t	��~�����	t	�{�~x�w�uxw�~��u{�u��	{	tt	�	��t	{x��~�
���w����w|u	����vv	��~�t	{���x�vw|u	�~�	ux{�t{ut	�t	��t�v	~x��	v�x�w{	����w����	�	v�t	t�	��vut	�����	~{���w�	�~xt	������x	u���	t�	��vut	��%��� 


Qmj (A) =

√
4π

2j + 1
qer

j
Ae1

Y m
j (θ~rAe1

, ϕ~rAe1
)

︸ ︷︷ ︸
Qm,ext

j (A)

+{���	{x
w�~ ������

���t��uwx	�~�u�~�x	��~�ΨA
nlml

(~rAe1)χs=1/2ms
=

uA
nl(rAe1

)

rAe1
Y m
l (θ~rAe1

, ϕ~rAe1
)χs=1/2ms

t��	����	~x�xw�~
�	t��x�x|e1 : nlmlms〉A 	�	v

+v	��u�t��x�v	B�

)�)�. �?��><���>�;��=�>��<��;��
�~���	t����~xt	��x�x�v�t�{ut�w�	��u�t����	�	��x�x��x�vw|u	���~�w~x	��{xw�~���~��wx|u	��u�
{�t{ut	�∆E�

wt�u�x�	{�~~��x�	t	��t�v	~x��	v�x�w{	�
B〈e2 : n′l′m′

lm
′
s|A〈e1 : nlmlms|H int,non rel|e3 :

n′′l′′m′′
lm

′′
s〉A|e4 : n′′′l′′′m′′′

l m
′′′
s 〉B�
��u��tt�~�t	�	���wv	���~�t	{����~���t 	~uxwtw��~x t	x���(

�!v	�	�w�~	�(�{���x���w��
�����t��w{�	x�t����#��������"�	x����	~(��~~�u� w	x�t�����*��X
�����

���xu�	�	t����twx���*v�~x�	|u�wt ~�u� �u�x �	{�~~��x�	t	��t�v	~x� B〈e2 : n′l′m′
lm

′
s|A〈e1 :

nlmlms|Qmi (A)Q−m
j (B)|e3 : n′′l′′m′′

lm
′′
s〉A|e4 : n′′′l′′′m′′′

l m
′′′
s 〉B��~�	����	~�xu�w�~xt��{��~�		~�	{xw�~��%���|u	t	��	ut�x	�v	�w~x	��	~�~x�	��~x{	u��$t	v+v	

�t	{x��~�	�x	�u�t	v+v	�x�v	��~�	ux��~{�u����	�e3 = e1
	xe4 = e2�

�~�	ux��~{	�{x��w�	�t	�
x	�v	����	~��~x�	e1 �	{	u��	e2�

��	�{x��w��xw�~~�u�v�~x�	|u�wt�u�x�	{�~~��x�	〈e1 : nlmlms|Qmj (A)|e1 : n′′l′′m′′
lm

′′
s〉A

��	v+v	
��u�e2 	xB

�|uw�	���{�wx�

A〈e1 : nlmlms|Qmj (A)|e1 : n′′l′′m′′
lm

′′
s〉A = δmsm′′

s

1√
2l + 1

C lml

l′′m′′
l ,jm

A〈nl ‖ Qj(A) ‖ n′′l′′〉A
������

A〈nl ‖ Qj(A) ‖ n′′l′′〉A = qe
√

2l′′ + 1C l0l′′0,j0

∫ r=+∞

r=0
uA,∗nl (r)rjuAn′′l′′(r) dr

︸ ︷︷ ︸~�x�
(nl|rj |n′′l′′)A

����"�

�$t��~�{�t{ut�t��t�v	~x�	v�x�w{	���uwx	~�{�w��~xt��|u�xw�~������u�m = ml = m′′
l = 0 	x

	~������~x���xw	���w�t		x�~�ut�w�	��
{	�t����twx���%��uw�	~uxwtw��~xt	����utx�x�{t���w|u	��u�t	����v�~w|u	������w|u	���~~������
�����t��w{�	x�t����#���������"���('(&$9)$$+'()'f%$)+'%)&
"#$)d'9'+i!("'9&'

〈nl ‖ Qj(A) ‖ n′′l′′〉A = (−1)2j+l−l
′′〈n′′l′′ ‖ Qj(A) ‖ nl〉A

����%�
|u	 t��~ ��v�~x�	 	~ ��	~�~x t	 {�~ u�u� �	 t� 	��vut	 ��	tt	 ���� 	x 	~ uxwtw(
��~x�
�����t��w{�	x�t����#��#�"�����

��w~x����t	���w�t	A(nl|rj|n′′l′′)A 	�
xt	�	utx	�v	����tu	���~uxwtw�	����~�{	�uxt	�	�~{xw�~�

�x�vw|u	�{�t{ut�	����t	��x	~xw	t	�	{xw	��u�w	~t	�	��vut	������{��	�x	tt	�|u	���#�
����	��������
	����������������	���	����
������
���	������������
	���	��� 
������
���������	��������
�A(nl|rj |n′′l′′)A

�������������	������
���������������	
�	��
����� ���	
�����������
���	�
���
�����

A〈nl ‖ rj ‖ n′′l′′〉A



����
������
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5�	2-�����,,���2-	�,��-��	2-������-

C l0l′′0,j0 6= 0 �	u
t	v	~x�wl + l′′ + j ��w� ����*�

C lml

l′′m′′
l ,jm

6= 0 �	u
t	v	~x�w

{
m+m′′

l = ml

|l − l′′| ≤ j ≤ l + l′′
t�w�ux�w�~�t	

����&�

�� ��	vw!�	 ���twx� �w	~x �u 	�wx |u	 Qj
� t� ���wx� (−1)j�

t	� �	u� ��~x ��v�~x��	�
��~�����	~(��~~�u� w	x�t�����*�}X�

�
�
� 
�����������	
���
��	��
�	��������������������

�	����ut�x�|u	~�u��	~�~��	����	~x	�~�u��	�v	xx	~x�	{�t{ut	�t	��t�v	~x��	v�x�w{	�u��vwt(
x�~w	~�t	{x��~w|u	��~�	ux�t����	~�	�|u	x�ux	�x�~w�{���~�	ux{�t{ut	�t	��t�v	~x��	v�x�w{	�u��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u	��~�t����	�x�vw|u		xt	�w���~�tw�	��s�w����u���u��uw��	�~�t�xw|u	v	~x	x
�w��v	~x~�x�	�	{�	�{�	�	�{�u��	��	��x	~xw	t	x�	�	�~{xw�~����~�	wt	�x�tu���xu{w	u��	{��~�	�
�	���	��~	���	vw	u�����x�	�u���v�x�w	�v�t�{ut�w�	��	�v	xx���	�w���~�tw�	��tu�	�{wt	v	~xt	��vwtx�~w	~���	�ux�	{	xx	�	{xw�~	x�	x��u�	�u~	x	tt	���	�

)�,�����;�=�<���;�>;���=��>;�;���>;��������=>���?���?;=�>�
��u���ut�~�x��u�	�t	����	��u{������	�u~��{��{�	�xt	{��t	�tu�uxwtw�����~xt	�{�u��	�
�	��x	~xw	t{�~�	��	~x���v�x�xw|u	v	~x�w�	�R → ∞��	��t�twvwx	�	�	u��x�v	�tw��	���~�t��x�x
nl+n′l′�

��u�x����wtt	��~���~{��u�~��	�~{xw�~����~�	������	0��~�t�	���{	E(nl, n′l′)��	xx	v�x���	
	�x{�~~u	��u�t	~�v�	�	wxt	�(��~��~�{��wt�t��~xuxwtw��	��u�H2�

�~	���	�	E(nl, n′l′) 	�x{�~�xwxu�
�	|1 : nlmlms〉A ⊗ |2 : n′l′m′

lm
′
s〉B u~
w�~|2 : nlmlms〉A ⊗ |1 : n′l′m′

lm
′
s〉B u~
w�~|1 : n′l′m′

lm
′
s〉A ⊗ |2 :

nlmlms〉B u~
w�~|2 : n′l′m′

lm
′
s〉A ⊗ |1 : nlmlms〉B��	��	u���	vw!�	�	�vwtt	�	~�	~���~x{	|u	t��~

���	tt	E((nl)A, (n′l′)B)��	��t	{x��~�1 	x2 �x�~x�	�		�vw�~��wt~�u�	�ux�~xw��v�x�w�	�	xx����wtt	���~�
AE(nl, n′l′) �$A = 1√

2
(1− P orb+spin

12 ) 	xP orb+spin
12
���u�	�	x���{��~�	�t	��	u��t	{x��~�


P orb+spin
12 |1 : nlmlms〉A ⊗ |2 : n′l′m′

lm
′
s〉B = |2 : nlmlms〉A ⊗ |1 : n′l′m′

lm
′
s〉B

��	-�2�#��-���	������-	��,���,���-	
���~x�	x����wtt	���~�AE(nl, n′l′)�{�vv	~��~�������~w�u~	���	����x�	�u���v�x�w	�v�t�{ut�w�	�
�u{������	�u~��w�	�{�v���x�~xt	�~�v��	�|u�~xw|u	�Λ,Ω 	xS���~�AE((nl)A, (n′l′)B) ���


|(nl)A(n′l′)B ;L,Λ = mL, S,mS ,Ω;R〉0 def
= A

(
|(1 : nl)A(2 : n′l′)B ;L,mL〉 ⊗ |S,mS〉

) ����#�

�$ |S,mS = Σ〉 def
=





|0, 0〉 = 1√
2
(|+−〉 − | −+〉)

|1,−1〉 = | − −〉
|1, 0〉 = 1√

2
(|+−〉+ | −+〉)

|1, 1〉 = |+ +〉

	x ������

|(1 : nl)A(2 : n′l′)B ;L,Λ〉 def
=

∑

mlm
′
l

CL,Λ
l,ml;l′,m′

l
|1 : nlml〉A ⊗ |2 : n′l′m′

l〉B
������

�~����	tt	|u	CL,Λ
l,ml;l′,m′

l
= 〈l, l′;ml,m

′
l|L,Λ〉
	xΩ = mL +mS��	����v!x�	R �x�~x

t��w�x�~{	������~x

A 	xB 	�x�v
w����u	t���|u	{	t�	�xw~�w��	~���t	���	�����~x0 {���{x��w�	w{wt�����	��	t�x����w	�	�

�	�xu���xw�~��
�
������	
��������	���������������	����������	���������	� �������XIV

���
��	������������ 
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��~�x�xw�~�	��x�x��	��w~	�x�{�v��	~��	��	{t��t	{x��~~uv���1 	~��	vw	�����	�	v�t	|0, 0〉 def
=

1√
2

(
|1 : ms = +~/2〉 ⊗ |2 : ms = −~/2〉 − (|1 : ms = −~/2〉 ⊗ |2 : ms = +~/2〉)

)
��

�	xx	 ���~wxw�~	�x x�!� ��~���t	 	x �	�v	xv+v	�	x��wx	� �tu�w	u�� �t	{x��~����w����w|u	�
���w���w�wxw~�~��v�~��ww���#"��������u��������*�����
8��#,��������2��	,-��	��,���2-	����-	-	�2��	,�����ns
�()$&%'"9+'%"(&$%�%p'+o%i%&'
)%d%p9$(�dq)&f%$9'(i%$%$'f9&$)&#'9'ns �
)%dq(&&('%"9
9)$$+n0 p9"l = ml = 0

�
�%'!9"p(&$#
)%&'L = l′��9+$&()$9dd(&$f(&&%"f%$f#i(&$'"9'+(&$�#&#"9d%$

9!!d+p9*d%$f9&$'()$d%$p9$���~�t	{���ul = 0�
�����	�wv�tw�		~

|(1 : n0)A(2 : n′l′)B ;L = l′,mL = m′
l〉 = |1 : n00〉A ⊗ |2 : n′l′m′

l〉B
������

s�~x��~�|u	t��~�	ux�u��w�wv�tw�	�t��{xw�~�	t������x	u��	�	�vux�xw�~�u�t	���w~��	~	�	x

|S,mS〉 =
∑

msm′
s

〈s = 1/2, s′ = 1/2;ms,m
′
s|S,mS〉|1 : s = 1/2ms〉 ⊗ |2 : s′ = 1/2m′

s〉
������

t��{xw�~ �	 P spin
12
�����tu	 	�{wt	v	~x 	~ uxwtw��~x ���w� �
�����t��w{�	x�t����#�� #�"���� �u

����	~(��~~�u� w	x�t�����*�}X
��%��t		�wx|u	

〈s, s′;ms,m
′
s|S,mS〉 = (−1)s+s

′−S〈s′, s;m′
s,ms|S,mS〉

������
�~uxwtw��~x{	xx		��vut	��~������	x��	{s = s′ = 1/2��~�

�xw	~x


P spin
12 |S,mS〉 = (−1)1−S |S,mS〉

����"�
�~{�~{tu�w�~t�	���	��w�~���#�	���{�wx


|(n0)A(n′l′)B ;L = l′,Λ, S,Σ,Ω;R〉0 =
����%�

1√
2

[
(1− (−1)1−SP orb

12 )|1 : nl = 0ml = 0〉A ⊗ |2 : n′l′Λ〉B
]
⊗ |S,Σ〉

)�,�� C���?��>�><���;?=�;�=�<��>;���>�����>�><��
�t	�ux�	����	���	{u~�	u�tu��	���{w�w�~t�~��v�tw��xw�~�	|Ψ〉 = |(n0)A(n′l′)B ; l′,Λ, S,Σ,Ω;R〉0��u�tw�~�t	�x	�v	��	��w~�|uw��~x�� �~��v�tw�������	����	~x�xw�~���xw�t	�	t�	�~{xw�~���~w	���t�	��vut	���%	�x 1√

2
[ΨA

n00(~rA1)Ψ
B
n′l′m′

l
(~rB2) − (−1)1−SΨA

n00(~rA2)Ψ
B
n′l′m′

l
(~rB1)]�
�~�	xwx{�t{utv�~x�	|u	

t	�x	�v	����{��~�	~	�w�����w��	~x���	x|u	t�~��v	���{�wx

〈Ψ|Ψ〉 = 1− (−1)1−S

2

∫
dr31 dr32

(
ΨA,∗
n00(~rA1)Ψ

B,∗
n′l′m′

l
(~rB2)Ψ

A
n00(~rA2)Ψ

B
n00(~rB1) + 1↔ 2

) ����*�

= 1 + (−1)S
1

2

(∫
dr31Ψ

A,∗
n00(~r1 + ~R)ΨB

n00(~r1)

)(∫
dr32Ψ

B,∗
n′l′m′

l
(~r2)Ψ

A
n′l′m′

l
(~r2 + ~R)

)
+ 1↔ 2

︸ ︷︷ ︸
cnorm
n00,n′l′m′

l
(R)

�$���u�����	��t��	u�w!v	tw�~	�~�u����~�	�	{xu�t	{��~�	v	~x�	���w��t	~r1− ~R/2 	~~r1
��	v+v	

��u�~r2
���	�	~�	��w~x����t	∫ dr3Ψn00(~r + ~R)Ψn′l′m′

l
(~r) 	�x���	t�	w~x����t	�	�	{�u��	v	~x���u�+x�	{�v�t	xwt 	�u���wx���u�~��v�tw�	� |Ψ〉 ���t��w�w�	����t�	�~{xw�~���	~��~x�	R�√

1 + (−1)Scnorm
n00,n′l′m′

l
(R)��	�	�~{xw�~����~�	ΨA

nlml
(~R) {�~x	~�~x�	�	���~	~xw	tt	��{	x	�v		�x	~e−αR

	x~	�	���wx��~{����+~	�t��x��tw��	v	~x�u���	t���	v	~x	~Cn/Rn ��u�R ���~����u��	���~��tu����{w��v	~xt����	t��xu�	�	t��{��~�	{�vv	~x{	�x	�v	�w~x	��w	~~	~x���~�x�ux	t��uwx	~�u�
�u����	��~���~{|u	√1 + (−1)Scnorm

n00,n′l′m′
l
(R) ≈ 1 	x~�u�{�~�	��	��~���~{~�x�	~��v�tw��xw�~�

���������	�������	�
����
�����
��
����	��������/�����11 ��2 �	
���	����	���	���	�	
�����	��	�� 
���� ��(�����&��)��#�#)�**!)!�� �! $�"������#��n1l1, n2, l2

&� $"!�+����)�$!""!!��&�$�! �!'!*�"!��!�' ���!)
"�� *+$����#��'!�+"!)�$���-



����
������
��
���������������������������������
�� #�

)�,�) ����>�>�������=>�
�t~�u�	�ux	~{��	�v�tw��	�~�x�	{��w��	t����	�	�����x���~|u�	tt	����	~x	t���~~	��v�x�w	�
���wZA 6= ZB��t	�u���uxwtw�	�u~	���	���x�x������	��	σorb,el

v �
���wZA = ZB

	xMA = MB��t	�ux�u��w�	��x�x������	��	Iorb,el 	x�	PN
���w�t��	{xw�~��#�%��

�()$&%'"9+'%"(&$%�%p'+o%i%&'
)%d%p9$ZA = ZB
%'MA = MB��9+$&()$9dd(&$f(&&%"f9&$d%

p(i!d#i%&'y�hdq%�%'f%$$ni#'"+%$
)+$%"99!!d+p9*d%f9&$'()$d%$p9$�
�	{�t{ut�	���v�x�w	�	�x	��xw�w	u���~x��u�	�	�{��w��		�{x	u���	����	��w���	~x����w�~x�	t�~t	�
�ux	u�����	�x��u�|u�w�~�u����~�	�	{xu�	~��x�wtt	�{�t{ut���~�t	{�v�t�v	~x������u�~	��~~	��~�w{w|u	t	����utx�x���w~{w��u��

1�-�2-,����-�	����,-������	�-Iorb,el�
����g ��u

�	xx	w~�	��w�~	�xwttu�x��	���t���u�	������	��"�
��~�~�x�	{��l = 0

��x�xs�	xt�	��vut	��~���t	���%�	ux�	���{�w�	{�vv	

Iorb,el|(ns)A(n′l′)B ;L = l′,mL, S,mS ,Ω;R〉0 = (−1)−L−S |(n′l′)A(ns)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0
����&�

�	t�~�u���u��	����~w�u~	���	vw	u�����x�	�t���v�x�w	g, u�{���{x��w��	���t���t	u��	ω′���u����~w���~�u~	~�x�xw�~�tu��v�t�{ut�w�	����t�v+v	�{{��w�~�
∣∣2S+1ΛΩ,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0 def
= |(ns+ n′l′);L,mL = Λ, S,mS = Σ = Ω−mL,Ω, ω

′;R〉0 def
=

����#�

cnorm(|(ns)A(n′l′)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0 + ω′(−1)−L−S |(n′l′)A(ns)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0)
�	x�x�x	�x�w~�w�	{x	u������	�	Iorb,el ��u�t���t	u������	ω′���{�~�x�~x	�	~��v�tw��xw�~cnorm

���	~��u	�wx|u	t	��	{x	u����~x���u��u~�~��tt	��ux1/
√

2 ��u�{n, l} 6= {n′, l′} 	x1/2 �w~�~
��
�

��x�~�|u	t��~�	x��u�	�w	~t	����	�uxwtw��	�����s��w~	�{u�~���t���~�����%���&����
����v�x�w	g, u �v!~	��~{�x����wtt	���~�AE(nl, n′l′) 	x~�~�tu���~�AE((nl)A, (n′l′)B)�

1�-�2-,����-�����,-������	�-�����	Σ+ -�Σ−

��~�~�x�	{��l = 0, L = l′�
t�	��vut	��~���t	���*v�~x�	|u	σorb,el

v
t�w��	w~{��~���~��	�~{xw�~��	

���	����d&qn9)"9f(&p
)%f%$#'9'$Σ+ %&p9$�9���~���~wx��~{
∣∣∣2S+1Λ

(+)
Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0 def
=
∣∣2S+1ΛΩ,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0 ������

1�-�2-,�#-���������2-	������PN -�2-,������2������2�	#�����,����-
�t{�~�w	~x��+x�	�tu���u�	~x��u�x��wx	�PN�{��{	x�����x	u�	�wx��u�	�t���	�	|u�~xw�{�xw�~w~x	�~u{t��w�	��	�tu��wv�t		�x�	�	�	~w��u�	�!�	��		~uxwtw��~xu~	��x�xw�~�u�t	�{�����~~�	�
���xw�t	�	x�	��w~�	��t	{x��~�1 	x2��~�	���u��~x���
{	��
�����t��w{�	x�t����#��"�����	x"�*�%��t	�v�x�w{	��	��x�xw�~��w���~x�u�t	��x�x����~w����t	�	��vut	�����	x������~x��u�		�{wt	v	~x

|(nl)A(n′l′)B ;L,mL, S,mS ,Ω = mL +mS;R〉0 =
������

∑

MLMS

DL
MLml

(ϕ, θ, 0)DS
MSmS

(ϕ, θ, 0)|(nl)A(n′l′)B ;L,ML, S,MS ,ML +MS ;R〉0

���
���������	

	����
�	���	������
	��	��	
	��
���	������������	�
����
���
�	���	�����	���	��
����� 
���	���	�����

��������������
�	���
�������
�cnorm
nlml,n′l′m′

l
(R) 

�.������	����
������������	
��
����������� 
���	�����	����	�����
����������� � ��Λ = 0



#"������
�������
����������������
������
���������������������������
��

�	xx		��vut		�xwv���x�~x	{��t����	�x�vw|u	�|nlMlMs〉
�	�x~�xu�	tt	v	~x���~w	��	{u~��	�	

|u�~xw�{�xw�~��	��~	~�	���t	��t����	t��xu�	�	�{�ttw�w�~��u���������	����&�
��u�x����wtt�~���	{�	�~���u�|uw��~x�	�		�vw�~��Z wv��w��wt	�ux��~{|u	t�	�~{xw�~���~�	x�x�t	��t	{x��~w|u	��w���xw�~���x�xw�~���wx�~xw��v�x�w|u	��u�t��	�vux�xw�~PN �	�~���u���	xx	
�~xw��v�x�w		�x����	t�w~x���u{xw�~����w�	�	���w~�~u{t��w�	�|IMI〉	�

x	�	{xu�	��~�t	{�v�t�v	~x����"�

5���,�	���
�
#�����-�	������-

�9&$d9$)+'%f%p%''%$%p'+(&�&()$9dd(&$p(i!d�'%i%&'+�&("%"d%$!+&&)pd#9+"%9�&f%&%!9$9d()"f+"d%$&('9'+(&$�y&�9+''()'%$d%$f#i(&$'"9'+(&$
)+$)+o%&'f%o"9+%&'�'"%�9+'%$9o%pd%$�(&p'+(&$f#�&+%$
!9"y�g�()y�g���()$!"#p+$%"(&$d("$
)%p%d9$%"9&#p%$$9+"%dq+&�)%&p%f%dq9&'+$ni#'"+%�
�w�~�t�~�|u	t����wx��	��x�x�	�xx��wx�	��~�t	{�v�t�v	~x����*��~v�~x�	|u�	tt		�xiorb =

ω′(−1)I
��	x|u	t���v�x�w	σorb+spin,el

v
	�x�xu�w�	��~�t	{�v�t�v	~x����&	~�u���	�w	~���~�t����	t��xu�	�u{���{�	~�	{xw�~��*���

)�,�, �=��>�>���;�����;��;��?;?=�=�>ns + ns >
�

ns + np
�����-ns+ np

��u�t	��x�x����v�x�xw|u	v	~xtw���ns + np�~�u����~���~{l = 0 	xl′ = 1������	�	E(nl, n′l′)
	�x�t���t�u~w�~�	|u�x�	���u�	�	��v��{��{u~�	4(2l′ + 1) = 12 �	{x	u���w���	~{w�����t	���t	u���	
ms,m

′
s
	xm′

l
��~		�w��~xw��v�x�w�����u�t	��t	{x��~��~�u��	��~���~{�	x��u�	�1

2 × 4× 12 = 24
�x�x��

�����	���#
|(ns)(n′p);L,Λ = mL, S,mS = Σ,Ω = mL +mS , ω
′ = ±1;R〉0 	~{�~xw	~x�w	~3× 4× 2 = 24

�	t�~t	���t	u���	Λ, (S,Σ) 	xω′���u�	~��~~�~�t�tw�x	��~�t�x��t	������u�����~�|u	t	��x�x���~x
����~����	~�~	��w	�	t�~t	���t	u���	Ω 	x���{��~�	v	~x�	�w�~	�	Λ �{��~�~~��tw�	�~���u�t�w~�x�~x
t�w~x	��{xw�~��w~(���wx	���t~�����~{|u	#{�u��	��	��x	~xw	t�w���	~x	��t	���x�x��{���	���~��~x��~x
~�x��2S+1|Λ|(+)

ω′ ��w�~�t�~�u~��w~x���	�w��v�w�u
t�w~�w{	ŝ �uâ ���~xt	�	~�����w	~x�	t�	��vut	���#�	�xu~	
~�x�xw�~�w���	~x	�	s �ua�w	~|u�	tt	�	~�	w�~	�u�t�	�	x�	Iorb,N�

�������
�w�x	��	��"�x�x��u{������	�u~��t�twvwx	���v�x�xw|u	ns+ np�
t	��x�x�	�w�x�~x���~x

v��|u����u~	{��w�	~�u��u�tw�~�w{wt	�64 = (2 × 7/2 + 1)(2 × 7/2 + 1)
�x�x�|I,MI〉�{��~�u�~	~�u�����{{u��~�������~xw��v�x�w�	����������x�u�~���u����u���~~�~�t	���t	u���	Λ��~�t	�{���$wt�

��	u��x�x���~�	t	��w���	~{w	����u�w~�w|u�~��u��wt���v�x�w	σ ��u�t����	�w�~σorb+spin,el
v

��	{��w~
���w�t��	{xw�~��*�����	��!{�	��	��w~�	��{�x��	��x�x��	����	~x	~x�{�vv		��tw|u�	~�	{xw�~��%���t	���w	~x�xw�~��	���w��t	����~��	vw	�	�x�	��w~�t	��w��t	��u~���uA 	x	~�	{�~�{	tuw�	B���w~�w{	
ŝ �ûa 	�xux

wtw���	t�~|u	ω′(−1)−l
′−S ��ux+1 �u−1�

ns+ np Σŝ → ← Πâ ↑ ↑ Πŝ ↑ ↓ Σâ → →
3Σ+

u
1Σ+

g
3Πg

1Πu
3Πu

1Πg
3Σ+

g
1Σ+

u

Ω

−2 × ×
−1 × × × × × ×

0
×

σ = −1
×

σ = +1
× Λ = 1
× Λ = −1

× Λ = 1
× Λ = −1

×
σ = −1

×
σ = +1

1 × × × × × ×
2 × ×

��u���u��~���~~	����u�{��|u	�x�x2S+1Λ
(+)
Ω,ω′
��~	���	��w�~��t�u�x�	�	���u�	�t	��|u�xw�~����%�

���#	x������u�x��u�	����	{cnorm = 1/
√

2
�




����
������
��
���������������������������������
�� #%

∣∣∣2S+1Λ
(+)
Ω,ω′ (ns+ np);R

〉0
=

������

1√
2

[
1 + (−1)SP orb

12√
2

(|1 : n00〉A|2 : n1Λ〉B − ω′(−1)S |1 : n1Λ〉A|2 : n00〉B)

]
⊗ |S,Ω− Λ〉

��	{t	�{�~�	~xw�~��	~�x�xw�~��uw��~x	�
t��t	{x��~1	~��	vw	�	nlml
	�x~�x�±1 �

w
l = 1	xml = ±1�

	x0(s,p)
�wml = 0 ��u�l = (0, 1) 	�~�	ux���	�	v�t	�{�w�	t��x�x3Σ+

Ω=0,g
��u�t�	��v	

∣∣∣3Σ+
Ω=0,g;R

〉0
=

1√
2

[
1− P orb

12√
2

(|0s〉A|0p〉B + |0p〉A|0s〉B)

]
⊗ 1√

2
(|+−〉+ | −+〉)

=
1

2
√

2

[
|0s〉A|0p〉B + |0p〉A|0s〉B − (|0p〉B |0s〉A + |0s〉B |0p〉A)

]
⊗ (|+−〉+ | −+〉)

=
1

2
√

2

[
|0s+〉A|0p−〉B + |0p+〉A|0s−〉B + |0s−〉A|0p+〉B + |0p−〉A|0s+〉B −

(|0p+〉B |0s−〉A + |0s+〉B |0p−〉A + |0p−〉B|0s+〉A + |0s−〉B|0p+〉A)

] ������

�$~�u����~��	���u��t	�x	�v	�	~x�	���	~x�!�	�	t�~t��{��~�	�	��	u��t	{x��~��

�����-ns+ ns
��u�t�twvwx	ns + ns�~�u����~�l = 0 	xl′ = 0�

t����	�	E(nl, nl) 	�x�t���	��v�	�	8 �	{x	u��
�w���	~{w�����t	���t	u���	ms,m

′
s
	x���t��t�{	�	1 �u2 �u�A �uB�

���!����w��~xw��v�x�w�����
������x�u��t	{x��~��~�u��	��~���~{�	x��u�	�4 �x�x���~	�xu�	�	t��|u�xw�~���#v�~x�	|u	t	��	ut��x�x�	�w�x�~x��w�	�~�~~ut�����w�	~xω′(−1)S = 1�

w�	��~xt	{���{x!�	ŝ���u�	~��~~�~�t�tw�x	��~�t�x��t	����

�������
�w�x	��	��x�x��u{������	�u~��t�twvwx	���v�x�xw|u	ns+ ns�

ns+ ns Σŝ
3Σ+

u
1Σ+

g

Ω

−1 ×
0 × ×
1 ×

��	���	��w�~�	t��x�x2S+1Σ+
Ω,ω′=(−1)S

��~�t����	�x�vw|u		�x


∣∣∣2S+1Σ+
Ω,ω′=(−1)S (ns+ ns);R

〉0
=

1√
2

[
|0s〉A|0s〉B + ((−1)S |0s〉B |0s〉A)

]
⊗ |S,Ω〉

������

)�,�. ������=>�>����;=>����<��=�<����<�>�
�t {�~�w	~x�	���{w�	�u~��w~x���u����~�	~	�	xx��wx�t	���v�x�w	���	{t	�	�~{xw�~����~�	∣∣∣2S+1Λ

(+)
Ω,ω′ (nl + n′l′);R

〉0 ������	�����	t��|u�xw�~���#��u	�	����	(x�(wt��u�t	����w	�	�~{xw�~����~�	
~�x�	�

∣∣∣2S+1Λ
(+)
Ω,ω′ (nl + n′l′);R

〉
�

�~��w��~~	v	~x�wv�t	w~��w���	��������*���	�v	x�	v�~x�	�|u	d%$$ni#'"+%$%'f(&pd9d+$'%f%$
#'9'$$(&'d%$i�i%$��~	�	xt	�w~x	��{xw�~��w�����w���~x	~�uw���~{	�	1/R�wt	�x{t�w�|u����v�x�xw(
|u	v	~x�w�	�t���|u	R → +∞

�t�	�~{xw�~���~�	��	tt	x	~��	��t�	�~{xw�~���~�	������	���~x~�u�
���~���x	�vw~�t	���v�x�w	���	��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u	{�~�	���~xt	���v�x�w	���u�x�uxR�t	�	�~{xw�~�
���~�	���	tt	������w��~x��	t�v+v		���~|u	t	�	�~{xw�~����~�	�������	���u�t�	�	x�	Iorb,el, σorb,el

v�uPN���	��vut	���&���	�	v�t	�	�x	��t��t	�x�u�t	�����	��
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��u����~�u~	���	����x�		x~�u�����~�{�t{ut	�t	��t�v	~x��	v�x�w{	�u��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u	�
wt	�xv�w~x	~�~x����w�t	�	x��u�	�t	�{�u��	��	��x	~xw	t���	�xt	�ux�	{	xx	�	{xw�~���u��tt�~�
{�vv	~{	�����xu�w	�t	���~�v!~	���{��~�	�
)�.�� �<����;?>����
;<�>
��	�����2�#���,��-

�	�	�~{xw�~����~�	������	����|u	~�u��	~�~��	{�t{ut	���~x�	t�	��v	���w�t	�	��vut	����%����#	x�����


|Ψ〉 =
∣∣∣2S+1Λ

(+)
Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0
=

[
1 + (−1)SP orb

12√
2

cnorm(|1a〉A|2b〉B + ρ|1b〉A|2a〉B)︸ ︷︷ ︸
|1A;2B;ab〉

]
⊗ |S,Σ = Ω− Λ〉 ����"�

�$��a = {n00}, b = {n′l′m′
l}, ρ = ω′(−1)−l

′−S��~uxwtw��~xt��	�vwxw{wx�	xt�{�vvux�xw�wx��	P orb
12
��	{H int,non rel�t	{�t{ut�	t��~	��w	��w~x	��{xw�~

	~x�	�	u��	{	��x�x�|Ψ〉 	x|Ψ̃〉 ���{�wx���	{�	�~�x�xw�~��wv�tw��	��


〈Ψ|H int,non rel|Ψ̃〉 = 1

2
δΣ,Σ̃δS,S̃〈1A; 2B; ab|(1 + (−1)SP orb

12 )H int,non rel(1 + (−1)SP orb
12 )|1A, 2B; ãb̃〉

����%�

= δΣ,Σ̃δS,S̃

[
〈1A; 2B; ab|H int,non rel|1A, 2B; ãb̃〉+ 〈1A; 2B; ab|H int,non relP orb

12 (−1)S︸ ︷︷ ︸
Hech

|1A, 2B; ãb̃〉
]

�	��	vw	�x	�v		�xt�w~x	��{xw�~{�ut�v�w	~~	u�u	tt	��$t	v+v	�t	{x��~�	�x	�u�t	v+v	�x�v	�t	�	u�w!v	�	�
Hech 	�x���	t�x	�v	���{��~�	 ��	��t	{x��~��� �t 	�x���w�	v	~x�xu�w���~�t	

{�v�t�v	~x��"� wt 	�x~��~v�w~�	�{wt	�	��w�|u�wt 	�x~��tw�	��t	��u�R ���~���~	�	x�t	x	�v	
���{��~�	{�~xw	~x�u~�	u{�vv	t	x	�v	�	�	{�u��	v	~x���*��	�w~x����t	��ux��	∫ dr31Ψ

A∗
a (~r1 +

~R/2)H int,non relΨB
b̃

(~r1−~R/2) 	
t	�	�~{xw�~�ΨB

b̃
(~r1−~R/2)

�x�~x	���~	~xw	tt	v	~x��{��w���~x	��	tt	�x	~��	~x
�	�������	�u{�u��tu��wx	|u	t	�	��{xw�~���xw�~~	tt	�	~Cn/Rn�
8��#,��������2-	�,��-��	2-������-	
��u�t	{�t{ut�	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	�Cn��~�	ux��~{�u

�tw	�t��{��~�		xt	�	{�u��	v	~x
��w�~w�{�xw	��u��	�R 	~{��	w~	��w	u�������!�t�~�x	&���	�"����	��x�x����~w����t�	��vut	���"�
���~xt	���~~	���v�x�w	���	u��x�x��x�x��w���	~x�~	��~x{�u�t��	~x�	�	u�|u	���t��{��~�	�wt�
��~x�w	~��x����~�u�	x~��v�tw������u��tt�~���~{~��xu�w	�|u	t	�x	�v	��w���~�u��u��vwtx�~w	~�	x
~�uxwtw�	�|u	t	��x�x�|1A, 2B; ab〉��~�t�	��vut	���%��	t��	�w	~x���	~��	“A = 1√

2
(1+(−1)SP orb

12 ) = 1”
��~�t	�	��vut	�����	x���"�w�	�	~��u�tw�~x�t	���xut�x�	��v�x�w��xw�~��	v+v	{	t��	�w	~x��v	xx�	t	�x	�v	�	~x�	���	~x�!�	�	x�	{��~�	�t�~��v�tw��xw�~��~�����	x��~��������~�u�	tt	����	���~�
�{��~�	�~�x�	��u~w~�w{	−ech�	�

x���~w	���{�v����w��~��	{���"���

∣∣∣2S+1Λ

(+)
Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0

−ech
= |1A, 2B; {n00}{n′l′Λ}〉 ⊗ |S,Ω− Λ〉 ����*�

= cnorm

[
|1 : n00〉A|2 : n′l′Λ〉B + ω′(−1)l

′+S |1 : n′l′Λ〉A|2 : n00〉B
]
⊗ |S,Ω − Λ〉

�~�	v��|u	|u	�	ut�u��w�x	t	�{���{x!�	�̂s �ûa 	�x��~~����ω′(−1)−l
′−S = ρ |u

w	�xt��	ut		���~
��~xt	��w~��w~x	��	~w���~�t	��t�v	~x��	v�x�w{	��~��{��~�	������~������	~x�u{�t{ut�	�{�	�{w	~x�Cn�	~{�vv	~��~x���

t�twvwx	���v�x�xw|u	ns+ np�
�

����	
����
��������	���������	
������	���	��	
��������� � 



���� ���
���������������������� #&

)�.�� �=�=�>;�������=��>ns + np

�%$#'9'$ ŝ
+
�%�
∣∣∣3Λ(+)

Ω,u (ns+ np);R
〉0

−ech

%'
∣∣∣1Λ(+)

Ω,g (ns+ np);R
〉0

−ech

$(&' f#�#&#"#$ %&#&%"�+%�l

'()$d%$("f"%$f%d9'�#("+%f%$!%"')"*9'+(&$�� 9+&$+ 
)%d%$#'9'$ â +�%�
∣∣∣3Λ(+)

Ω,g (ns+ np);R
〉0

−ech

%'

∣∣∣1Λ(+)
Ω,u (ns+ np);R

〉0

−ech

�$%)ddq#p�9&�%�$9&$'"9&$�%"'fq%rp+'9'+(&o(+"d9�("i)d%y��j��d�o%"9p%''%f#�
�#&#"%$p%&p%��%!d)$p%''%d%o#%f%f#�#&#"%$p%&p%$%"9$ni#'"+
)%%&'"%#'9'$'"+!d%'%'$+&�)d%'lp9)$%f)
'%"i%%&(−1)S

f9&$dq#&%"�+%fq#p�9&�%h�h���q#')f%f%d9��)"%h�j�i(&'"%9d("$
)%dq#p�9&�%+&'%"o+%&'
'n!+
)%i%&'!()"R . 25 a0

f9&$d%p9$f)p#$+)i�
��u��xu�w	�t�w~x	��{xw�~����~�	�w�x�~{	�wt�u�x��~{�	x����wtt	���	{t	�"��x�x��|Λŝ,â〉 |u	~�u�
���~w���~��	~wv����~xΛ > 0 	x	~�u

�tw�~xt�	���{	�	���w~��|uw~	 �u	�u{u~��t	��~�t�	��vut	���*�
��~�t��|u�xw�~���*����


|Λŝ,â〉 def
=

1√
2

[
|1 : n00〉A|2 : n1Λ〉B + ρ|1 : n1Λ〉A|2 : n00〉B

] ����&�

ρ = −1 �
wt��x�x	�xŝ 	xρ = 1 �

wt��x�x	�xâ�

��-��-���2�-2-,�������-2-	#-����������	�.-��--�C3/R
3

�	��	vw	�����	�	t�x����w	�	��	�xu���xw�~�	�x��~~����t	�	��vut	���*	x��&|u	t��~{�t{ut		~
uxwtw��~xt��|u�xw�~�������vv	l = 0, l′ = 1�

t�	��vut	���&wv���	j = 1 ��~�
t�	��vut	��*	�	v+v	

i = 1�
��vv	{�t{ut���~�t�w~x���u{xw�~�����	utt	x	�v	V11�

w�	�t	x	�v		~1/Ri+j+1 = 1/R3 w~x	��w	~x�
�	{�t{ut�	C3 = Celec

3

	�u�~wx

C3 (Λŝ,â) = 〈Λŝ,â|V11(A,B) |Λŝ,â〉 =
−2ρ√

3(1 + Λ)!(1− Λ)!
C00

1Λ,1−ΛC
1Λ
00,1Λ

〈np ‖ Q1 ‖ ns〉〈ns ‖ Q1 ‖ np〉
4πε0

�~~��u�tw�~x���t	{��~�	v	~x�	�w�~	��~~�������%�	x	~uxwtw��~xC00
1−m,1m = (−1)1+m/

√
3��~�
�xw	~x

�~�t	v	~xt	�v+v		��vut	�|u	�s��w~	�{u�~���t���~�����%��"���

C3(Σŝ) = 2

(
D2
np,ns

12πε0

)
����#�

C3(Πâ) =

(
D2
np,ns

12πε0

)
def
= C3

������

C3(Πŝ) = −
(
D2
np,ns

12πε0

)
���"��

C3(Σâ) = −2

(
D2
np,ns

12πε0

)
�$ ���"��

Dnp,ns
def
= 〈np ‖ Q1 ‖ ns〉 = qe(np|r|nl) = −〈ns ‖ Q1 ‖ np〉 =

√
3〈npml = 0|qez|nsml = 0〉

���"��

��	{
C3(
u~wx��x�vw|u	) = (e2a2

0)
−1C3(
���x!v	w~x	�~�xw�~�t) ���"��

�t	�xw~x��	���~x�	~�x	�|u	t	{�	�{w	~xC3
�	ux+x�	{�v�����u���t	u��	����wv	~x�t	��	�u��	�

�	�w	�x�vw|u	����t�	��vut	z�"��$gh = 3
�{�u�	�	��w���	~x	���t	u������w�t	��	ml

�	xω0 =
(E(6p) − E(6s))/~

Γspon = τ−1
vie =

1

4πε0

4

3

ω3
0

~c3
D2

6p,6s

3
=

4

3

106(2π)3(E(np)− E(ns)	~{v−1)3

~
C3

���""�
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��x�~�x�ux�	�uwx	|u	{	xx		��vut		�x{�t{ut�	��~�{���	{xw�~��	t�xw�w�x	���	�{�t{ut�	x�	�	���(
�w	~{	����	�{�~���~~	�����#��tu����{w�v�~x�	~x


τvie(Cs(6p1/2))

τvie(Cs(6p3/2))
≈ 0.990(1)

(
E(6p3/2)− E(6s) = 11732.308 76(41)cm−1

E(6p1/2)−E(6s) = 11178.268 160(13)cm−1

)3 ���"%�

��	��vut	~�~�	t�xw�w�x	��""	�u�~wx��u�{	������xt���t	u����	����t!v	�	���	{�~�w����	~�	{(
xw�~��*���

��	����,�		�	�-
�	��	~�~�	x���{w��~�t�x��t	����t	��!{�	��	����	~x�~xt	���w��t	���~x�x��x��{�	���u�|u	
�wt��~
�	v�t�{	{t���w|u	v	~xt���	vw!�	���~µA 	x

t��	u�w!v	���~µB ��~�
t�	��vut	�	t�w~x	��{xw�~�w��t�w�		~

~µA.~µB−3(µA)z(µB)z��~�
�xw	~xt	���~�C3

	�	�tu�t	{���{x!�	���v�x�w|u	���������x���̂s �u��~xw��(
v�x�w|u	���������x���̂a��x��	��	{x���	xx	�w�w�~	�xw~��w��	�	t���xw{t	�	�����	������	x�t����*����t	�xx�ux		�w�~�{	���w�	�	v	xx�		~����	�u�t		�wx|u	t	��!{�	�~	�	����	~x	~x���t	��w��t	�v��	~��
�~���w�		~	�	x	�{wt	v	~x|u	��u�~���x�x�〈~µ(A)〉 = ~0��	v+v	��u�~µ(B)�

�t	�uxu~����uwx~µA.~µB��u���wx	��	�		�w�	�	~{�~x�	��	����	x�	��	x���x����~�u���~�	ux{	�	~��~xx��u�	�u~	w~x	�(
���x�xw�~����w|u	�u��!{�	���tt	��	����	~x	~xt�	�~{xw�~���~�	�t	{x��~w|u	t�{�tw��	�u�t��x�v	��tt	�
���x	~x�u{�x��$t�	�~{xw�~���~�	���w�t		�x~���xw�		x���uxw��	~xt��$	tt		�x���wxw�	��{�vv	��{�wx
��~�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��VII

��u�	���
)�.�) @;���?>��>��;���>���<��;<�?>����;���<�;�><�;?��=�=�>ns + ns
���2-2-,����-�������-���-����	�����	�-	#��	
�~�xu�w	x�u �u��t	{���$t	��	u��x�v	�~	ux�	�A 	xB ��~xw�	~xw|u	�	t	��x�x�uxwtw�����u�
{�t{ut	�t�w~x	��{xw�~��&��~x|Ψ0(A)〉 = |1 : nl = 0ml = 0ms〉A 	

x|Ψ0′(B)〉 = |2 : n′l′ = 0m′
l = 0m′

s〉B ��	{
0 = 0′ ��u�t�twvwx	ns+ ns�

�t	�x	�{wt	�	��w�|u	∆E(1) = 0�
t����twx����&	�u�~wx	~	�	xj = 0����

t	�
�x�v	��x�~x~	ux�	��t	�{����	�Q0(A) 	xQ0(B) ��~x��~{~u

tt	���t	�ux�tt	��t�����	��	t�x����w	�	�
�	�xu���xw�~��

���~	��w	��w~�u{xw�~	�x~utt		tt	�u��w��u�t�v+v	��w��~�u~�	��x�v	�~	ux�	�	�x	��~�t��x�x	�~��v	~x�t���	�	utx	�v	~�~~ut	�x��~{t	x	�v	�	�w��	��w�~��~�	��	~�~xt	����~wxw�~�����	x��*�
�~��wx|u	

∆Edisp =

∞∑

i,i′,j,j′=1

∑

r 6=0

∑

t6=0′

〈Ψ0(A)Ψ0′(B)|Vij(A,B)|Ψr(A)Ψt(B)〉〈Ψr(A)Ψt(B)|Vi′j′(A,B)|Ψ0(A)Ψ0′(B)〉
Ri+i′+j+j′+2

[
(E0(A)− Er(A)) + (E0′(B)− Et(B))

]

�	x	�v	������	t	�tu����	~1/Rn 	�x��~{{	tuw�$i = i′ = j = j′ = 1�{
�	�x��~{u~	w~x	��{xw�~�w��t	(

�w��t	��	����twx�����*	x���&	�u�~w��	~x�t���l′′ = l′′′ = 1 	x
��	~xm = −m′′

l = m′′′
l
����|u�xw�~��*

�	���uv	�~�t	v	~x�V11(A,B) ��u�t	x	�v		~1/R6��~���{�wxt�	��vut	���{��	~x	��	{t	{�����u
v��ut	�	xt��~{�t{ut	t	��t�v	~x��	v�x�w{	��
{	�u��|u�xw�~�����|uw	�u�~w��	~x��u��	ut��t�v	~x�
~�~~ut� 


〈1 : nl = 0ml = 0,ms|Qm1 (A)|1 : n′′l′′ = 1m′′
l = −m,ms〉A = C00

1−m,1m〈n0 ‖ Q1(A) ‖ n′′1〉

��	���	��w�~∑m′′
l =1

m′′
l =−1

∣∣∣ −2
(1+m′′

l )!(1−m′′
l )!
C00

1−m′′
l ,1m

′′
l
C00

1m′′
l ,1−m′′

l

∣∣∣ = 2/3 �	{�
t{ut		�{wt	v	~x	~uxwtw��~xt���t	u�

C00
1−m,1m = (−1)1+m/

√
3�
��u���x	~�~��~�t	v	~x

C6 =

(
1

4πε0

)2 2

3

∑

n′′,n′′′

〈n0 ‖ Q1(A) ‖ n′′1〉2〈n0 ‖ Q1(B) ‖ n′′′1〉2
(En0(A)− En′′1(A)) + (En0(B)− En′′′1(B))

���"*�

�~	~���uwx

C6(
���x!v	w~x	�~�xw�~�t) =

(e2a2
0)(e

2a2
0)

e2a−1
0

C6(
u~wx��x�vw|u	) = e2a5

0C6(
u~wx��x�vw|u	)

���"&�
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���2-2-,����-�������-���-����	��,���,���-	
�~�v	xx�~xt��{��~�	�t��|u�xw�~����~�u��wx|u��x�u�t	�����	�t	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	��	�
�x�x�

∣∣∣2S+1Σ+
Ω,ω′=(−1)S (ns+ ns);R

〉0 ��~x���u�	x��~x{	u��	|Ψ0(A)Ψ0′(B)〉 = |0s〉A|0s〉B��	x	�v		~
C6
	�x��~{

C6

(
(a)3Σ+

u

)
= C6

(
X1Σ+

g

)
= e4

2

3

∑

n′′,n′′′

(n0|r|n′′1)2(n0|r|n′′′1)2
(En0(A)− En′′1(A)) + (En0(B)− En′′′1(B))

< 0
���"#�

�{�wx	�w~�w�{	xx		��vut		�wxw~x	��	~w�x�u�t	��x�x���u��	�|u	��	t��x�v	�|uw���	~�	~x�u��x	~xw	t
	�	{xw		�~�	ux	����	�t�{�t{ut	��		���~�tu���xu{w	u�	�t��w�	��u~		��vut	��wv�t	�~�uxwtw��~x|u	{	
��x	~xw	t���~{�t{ut	�x��~{�w�{wt	v�w�	�w���t	��	���x�wt���~x��~~����~��s��w~	�{u	x�t�����"���
�t�u�x	~	�	x�	t����{�w�	�t��w�	�	t���t��w���wtwx���~�vw|u	����~w	���t�	��vut	��%"�|uw�	
{�t{ut	{�vv	t�w~x����t	��u~	��tuxw�~��u~���x!v	�	�	u��|u�xw�~��w���	~xw	tt	��w~��v��!~	��u
�	{�~�����	�{�u�t�	�{�~x	~�~xt	��x	~xw	t��~	tw�x	�	��w���	~x	���t	u���	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	�
	�x��~~�	��~�t�x��t	�����u�t	{���u{��wuv�
s	~xw�~~�~�u~�	�~w	���w~x�t	�	�~{xw�~����~�	�������	��|u	~�u�~	{�t{ut	��~�������~x���ttu�	��

���t	��ux�	��x�x�n′′p+ n′′′p�	
tt	��	���	~xt	u�{���{x!�	s+ s

t���|u	R �
wvw~u	�

�������
�w�x	��	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	��u{��wuv	~u~wx���x�vw|u	���t���~xxw����	���xw{t	�
�	�}u��	���~��u�	�x(���{�~���#%��w~�w{	B

��	�s��w~	�{u	x�t�����"��s��w~	�{u�~���t���~�����%���xwt�~���~�����&��	�	�w�~��	x�t�������	x���xwt�~���~��������w~�w{	P
����u�~����~������|u	t	����utx�x����x��w	u�����&����{�v����w��~��	{t	����utx�x�	����wv	~x�u��{	u���	{�	�����	���	�(

�	u���
�t��~��{�v���~�	�����*�	�xxw��	�	t�	��vut	��""
τ−1
vie (6p3/2)(

	~�−1) ≈ 3 272 000C3
�u�����

��x�	v	�u�	�	�x��wx	�	t�w~x	����x�xw�~�u��	{x�	�	���x�����{w�xw�~�	t��x�x1g
���w�t��	{xw�~���%����

	�xw~�w{�	���
N � �"%$
)%'()$p%$p(%

�p+%&'$9+&$+
)%d%$p(%�p+%&'$!()"d%$i(d#p)d%$�#'#"(&)�
pd#9+"%$!%)o%&'�'"%'"()o#$$)"d%$+'%f%�+"p%9�9"+&%$p)H�''!H��$!+&h�!�n$+p$��9'%p��%f)��	x��~�t���xw{t	�s��w~	�{u�~����	����u�����"���%$$+�&%$$(&'!9"�(+$f+�#"%&'$p9"∆E %$'!9"�(+$f#�&+p(ii%
−∑nCn/R

n %'&(&p(ii%+p+!9"∑
nCn/R

n�

Πâ 6s+ 6p Σâ 6s + 6p Σŝ 6s+ 6s
�����

C3 C6 C8 C6 C8 C6 C8 C10

10.76 −13 210 −2 078 000 −19 510 −5 061 000 1984
12.13 −18 614 −1 729 157 −26 087 −6 416 535 1985B

10.47 −11 830 −2 256 100 −17 390 −5 040 000 1995

10.05 ± 0.034 1994
10.02 ± 0.024 1994
10.14 ± 0.14 1999N

−6 855 −902 500 −130 100 000 1979
−6 500 1985
−9 469 −1 291 624 −145 123 902 1985B

−6 331 −963 000 −152 100 000 1994
−6 652 −954 600 −135 800 000 1997
−6 851 1999
−6 408 −909 100 −130 300 000 1999P

y&p(i!9"9&'9o%pdq%r!#"+%&p%(&o(+'
)%i�i%d%$p9dp)d$d%$!d)$"#p%&'$$)"d%$C3
&%$(&'!"#p+$
)ql

���d%p9dp)df%$9)'"%$'%"i%$�p(ii%d%C6�
+&pd)9&'f#eld%p9dp)df)C3

�d%!"%i+%"#'9'%rp+'#+&'%"o+%&'�
&%!%)'#o+f%ii%&'!9$�'"%!d)$!"#p+$
)%���
�w�~�t�~�����wtt	u���|u�	~��	~�~xt	��	vw	�x	�v	�n′′ = n′′′ = 6

��	t���vv	��"#�	x	~uxwtw��~xt����~wxw�~������~��xw	~x�� �u~	��~~	������wv�xw�~�u���utx�x


C6 ≈ −
3C2

3

E(6p)− E(6s)
≈ −5700e2a5

0

���"��
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	 �����	
�����	�����������������������������
��	��
�	

��u��tt�~������	~xx��wx	�x�ux	t��	�xu���xw�~V = HSO +H int,non rel�w�	�t	{���{��	�u~��|uw	�xt	vw	u�����x����w�t���u�	��*��u��w�x�~{	�w~x	��x�vw|u	�R > 20 a0
	��t���	���~�~��	����w	~{	��

�~��	vw	���w~x�	�����x����w�t		�x��uxwtw�	�x�uxt	x����wt���{��	~x	x�	�w���~�tw�	�t��	�xu���(
xw�~HSO��	xx	v�x���	�	��	�����	{w(�	���u���~	�	u�w!v	v�x���	�	��	~�uwx	�w�{ux�	�	tt	{�~�w�x	����xw���u~	���	�$HSO 	�x�w���~�t		x���	�w�	t	{�t{ut�	��t�v	~x��	v�x�w{	�	H int,non rel�

)���� @;?��?�>?�=<�>�;��=�<��;��=��>?;�;�>���;��;�

1�-�2-σorb+spin,el
v

-�����-,,-��	-�2�#��-"�-��-	������-
����	t�~�|u	t	���v�x�w	��~x�	��w~��+x�	���xu�w�	�t���|u	t��~����	�u{������u{���{��{�vv	
~�u�t����~�	��tw|u��u{���wx�	�����"�

�	{�v�t�v	~x����&�	�v	x�	���~w�u~	���	
∣∣∣2S+1|Λ|σ|Ω|,ω (n0 + n′l′);R

〉0 ����x�	�	~�w~{tu�~xt	
��w~~u{t��w�	��u��w�t���v�x�w	�	���	�w�~σorb+spin,el

v
��u�t���t	u������	

σ = σ′(−1)S
���%��

�~	�wx�t�~�u�	tt	���	���~~�	���t�	��vut	�����~�	�xw~x��	���~x	|u	�wσ 	�xu~~�v��	|u�~xw|u	w~x��	���~x�w�	���u�Ω = 0�
�~�	�����~xt�x��t	�����~��wx|u�	tt	~�	�xw~x��	���~x	|u	��u�|u�x�	�x�x�∣∣∣3Πσ=±1

0,g (n0 + n′l′);R
〉0 	x

∣∣∣3Πσ=±1
0,u (n0 + n′l′);R

〉0
����	�	v�t	�	~uxwtw��~x��%�	x������~x��u�	


∣∣∣2×1+1|Λ| = 1σ=−
|Ω|=0,ω=+(ns+ np), R

〉0
=
∣∣∣3Πσ=−

0,g (ns+ np);R
〉0

def
=

1√
2

[∣∣3(Λ = 1)0,g (ns+ np);R
〉0

+
∣∣3(Λ = −1)0,g (ns+ np);R

〉0]

=
1

2

[
1− P orb

12√
2

(|0s−〉A|1−〉B + |1−〉A|0s−〉B + |0s+〉A| − 1+〉B + | − 1+〉A|0s+〉B)

] ���%��

���x�x��~��{��~�		�x��~~�	~����~x1−P orb
12√
2

= 1�

������-2-,����-�������	#��������-

�	���v�x�w	����~w���~xt	�~�v��	�|u�~xw|u	�ω, σ, |Ω|~��x�~x�����w��	����t�w~x	��{xw�~��w~(���wx	
HSO = ASO(R)

2 (~L.~S)�~�u�	~���u
w��~�|u	t	��x�x� ||Ω|σω (n0 + n′l′);R〉0 �u{��

�{���~x�	�{�v�w(
~�w��~�tw~��w�	�	~|Λ|, S �	

∣∣∣2S+1|Λ|σ|Ω|,ω (n0 + n′l′);R
〉0
��~x��u�	��t�{�v�w~�w��~tw~��w�		~�w�(

��~�tw��~x����t�{t	��vwtx�~w	~��w~(���wx	��~xt	��t�v	~x��	v�x�w{	��~x{�t{ut��t	�	~uxwtw��~x

HSO = ASO(R)
l+1 s

−
1 +l−1 s

+
1

2 + l1zs1z + 1 ↔ 2 	x
t����~wxw�~���������	t�~�t���t	u�2

3 × 554, 040 6(4){v−1

��u�
~2ASO(R = +∞) = ~2ASO

6p
�|uw����w	~x�	t���u�	������	�&�

�����-�	��#����	�-ns+ np
�~�	��	~�~xt	����uv	~x�|uw�w	~~	~x��+x�	�~�~{����~��wx|u	t�v�x�w{	��~~�~xt	��x�x�∣∣0−g (n0 + np);R

〉0 ~		�wxw~x	��	~w�|u	t	��	u��x�x����w�x��t	�����3Πσ=−
0,g
	x3Σσ=−

0,g
��~x�~{�~~��x

t��{�wxu�	��
{	�u��|u�xw�~���%�	x������w�~�t�~�|u	3Σσ=−
0,g =3 Σσ′=+

0,g
�����!�t�	��vut	��%���u������

�~	~���uwxt�	�	x�	t��	�xu���xw�~HSO +H int,non rel���u��~�t	v	~x���w�	��

∣∣0−g (n0 + np);R
〉0 .

=
s�x

HSO+Hint,non rel

(∣∣∣3Πσ=−
0,g (n0 + np);R

〉0
,
∣∣∣3Σσ′=+

0,g (n0 + np);R
〉0
)

.
=


 E(ns + np) + C3

R3 − ~
2ASO(R)

2
~
2ASO(R)√

2
~2ASO(R)√

2
E(ns+ np)− 2C3

R3


 ���%��



���� ���
����������������
������������
����������������� ��

������"
s�x�w{	���~~�~xt	��x�x�Ω±1
g,u

��~�v	xt����	~��~{		~R��u{���{�	~	�~{xw�~�	��x�x��u
{�������u�t�twvwx	ns+ np�

±2u
.
= E(3Π±2,u) +

~2ASO

2
±2g

.
= E(3Π±2,g) +

~2ASO

2

±1u
.
=




E(3Π±1,u)
∓~

2ASO

2
~
2ASO

2
∓~

2ASO

2 E(1Π±1,u)
±~

2ASO

2
~2ASO

2
±~2ASO

2 E(3Σ+
±1,u)


 ±1g

.
=




E(3Π±1,g)
∓~

2ASO

2
~
2ASO

2
∓~

2ASO

2 E(1Π±1,g)
±~

2ASO

2
~2ASO

2
±~2ASO

2 E(3Σ+
±1,g)




0+
u
.
=

(
E(3Πσ=+

0,u )− ~
2ASO

2
−~

2ASO√
2

−~2ASO√
2

E(1Σ+
u )

)
0+
g
.
=

(
E(3Πσ=+

0,g )− ~
2ASO

2
−~

2ASO√
2

−~2ASO√
2

E(1Σ+
g )

)

0−u
.
=

(
E(3Πσ=−

0,u )− ~
2ASO

2
~
2ASO√

2
~2ASO√

2
E(3Σ+

0,u)

)
0−g

.
=

(
E(3Πσ=−

0,g )− ~
2ASO

2
~
2ASO√

2
~2ASO√

2
E(3Σ+

0,g)

)

�$.
= �
w�~w�	�	�x�x�x�����	�	�	xC3

def
= C3(Πâ)

�����!�t����~wxw�~�����
��u��tt	��tu�t�w~|u	t�����	t	�tu�����wt	�x~�{	���w�	�		�w�	u~x��wx	v	~x{�v�t	x�	t��	�(
xu���xw�~
w~x	��{xw�~���w~(���wx	�t�����	����u�t�	�~{xw�~���~�		x��~{����	���u�t��~	��w	���	
{�t{ut	�xx�!��w�{wt	{��wt	�wxw~x	��	~w�x�u�t	��x�x��s+v	�wt	{�t{ut�	t�	�	x�	H int,non rel 	�x�� �
	�wx�ux���	���	�x	�v	�{�vv	C6/R

6�{	tuw�	HSO 	�x�w�{wt	����	�	v�t	t	x	�v	�w���~�ttw��∣∣∣3Σσ′=+
0,g (n0 + np);R

〉
�|uw�x�wx����wx+x�	�	v�t�{����u~	��vv	�u�x�u�t	��x�x�{�u�t�����HSO

��ux�	|u	{	u�ns+np
�����	�	v�t	

∣∣∣3Σσ′=+
0,g (ns+ (n+ 1)p);R

〉 	{	x	�v	~�	�x��~{�tu����t�������~
��u���{�~�utx	��s	��w�����*"��
�(�&���u�t�v�x���	��~���t	�	��	�xu���xw�~�����~�	�wv�tw�	�t�x����w	�	��	�xu���xw�~��~�u��tt�~���~{{�~�	��	�t�����	���u�t	��vwtx�~w	~
HSO 	xx��wx	�H int,non rel �x�u�t	�����	����v�x�w{	�u��vwtx�~w	~x�x�t��x�vw|u	�w~x	��{xw�~���w~(
���wx	����{�wx���	�	v�t	��~�~�x�	x����w	�����{��	����$t�	�����~xapp

��

∣∣0−g (n0 + np);R
〉app .

=


 E(3Πσ=−

0,g )(R)− ~2ASO(R)
2

~2ASO(R)√
2

~2ASO(R)√
2

E(3Σσ′=+
0,g )(R)


 ���%��

�('(&$
)%d9'�#("+%f%$!%"')"*9'+(&$!"%$
)%f#�#&#"#%$f#o%d(!!#%!9"�9d�9"&(o%"$jk���o(+"!9"
%r%i!d%��9"+&%$p)9&f�9d�9"&(�jkk���9"+&%$p)9&f�9d�9"&(�jkk���"#$()'p%!"(*d�i%f%$("f"%$f%
!%"')"*9'+(&�%'!"#f+'
)%&('"%#p"+')"%%$'p(""%p'e)$
)q9)$%p(&f("f"%�+�%�!()"d%$'%"i%$%&C3, C6

%'

C8��()$%&"%!9"
d%"(&$%&$%p'+(&h���h�

�	v+v	����!��	t�~��{�t{ut�~	����	~x�~x����	�w�{utx���~�u�	~���uw��~�t	�v�x�w{	��	t�
x��t	��"��~�	x��u�	�w	~~���"�x�x�	x	~t	��w���~�tw��~x�*{�u��	��	��x	~xw	t�w�xw~{x	�	~{���{�
�	�u~�	x����	~x�	��u�t���u�	����

3��
����-2-�����,�����-������-	2-#��-���-,,-	
��u�����~����w��	{xw�~�������|u	t���|u	R �wvw~u	�~����	�u{���{��u{�������	������		�x	�wx	�{wt	v	~x	~uxwtw��~xt	�v�x�w{	���~~�	����t�x��t	��"�wt�u�x�	t	��w���~�tw�	�	x�uw��	t	�
{�	�{w	~x��	�{�v�w~�w��~�tw~��w�	���	{R���	��vut	��*��v�~x�	���	�	v�t	|u	�t���|u	R �wvw~u	�t��x�x0−g (6s+ 6p3/2)

��	~�t	{���{x!�	3Πσ=−
0,g (6s+ 6p)��	���utx�x	�x���uv��u�t���u�	�����w�~�t�~�

|u	�wt��~�uwx��w���xw|u	v	~xt	�{�u��	��	��x	~xw	t��~�	ux���w�	��u~�x�x|uw~�	�x���t��x�x�	��t	|u	t	�x{����t�t��x�x�	�����x	t	�{��w�	v	~x���wx��	~x�	�{�u��	��	��x	~xw	tt	�	u�	~x	~	�	x{��~�	�
{�v�t!x	v	~xt	{���{x!�	��u~�x�x�
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�	���w~{w��u�{�u�t��	��	���~���t	��	�{��~�	v	~x��	�x�u{xu�	��~	����w��	{xw�~���������~x
�	����	~x����~	�xu�	�tu����{w�		�x	�	{xu�	��~�t	{�v�t�v	~x��%�
�����!��zutw	~~	�~�
w�u�������	x��w��	xxw�������"��t	���{	��u���w~{w��t�|u	~�u����~���~{
�	����	~x����u~�����w�|u	�u�t���u�	�����	v�t	���~�t	{��wuv�+x�	t	{�u�t��	HSO �{�u�x	�w�x�~{	
	~x�	0+

u (n0s+ n0p3/2)(b
3Πσ=+

0,u ) 	x
t��x�x0+

u (n0s+ n0p1/2)(A
1Σ+

0,u)�

�����-�	��#����	�-ns+ ns

��u�t�twvwx	���v�x�xw|u	ns+ ns�
t�w~x	��{xw�~��w~(���wx		�x~utt	��u��	vw	�����	��wt~�����~{

�u{u~	��w��~�	��ut�w�uxwtw�	�t	{���{����u	��u����w�t	v+v	{���	�u~���u�t	��x�x�ns + ns
	xnp + np

�{	|uw�	ux+x�	uxwt	�wt��~�	uxuxwtw�	�t	��!�t	��	��t	{xw�~���	�	v�t	���~uxwtw��~xt����	����wt	�xx�!�	�{wt	�	��w�|u	t	�"�x�x���~x


∣∣0−u (n0 + np);R
〉

=
∣∣∣3Σ+

Ω=0,u (ns+ ns);R
〉 ���%"�

∣∣0+
g (n0 + np);R

〉
=

∣∣∣1Σ+
Ω=0,g (ns+ ns);R

〉 ���%%�

|±1u (n0 + np);R〉 =
∣∣∣3Σ+

Ω=±1,u (ns+ ns);R
〉 ���%*�

)���� @;?��?�>?�=<�>�;��=�<��;��=��>?;�;�>;���=��>�<>

���xu�	���{��	~x	����	~x	�tu�w	u����w~x�	�w�t	��
���tt	~	�	�v	x����	�	���	��wv�t	v	~x�w�	���~��w���~�tw��xw�~�t	��x�x��u{���{���x	~u��
~�x�vv	~x	~	�~{xw�~�	t	u�twvwx	���v�x�xw|u	�x�vw|u	��	{�x�u{xu�	�~	�6s+6p3/2

�u6s+6p1/2�
���tt	x��wx	u~	�	�xu���xw�~	�w�t	�H int,non rel

����~x�		�w�	w~x	��	~w�u~	�	�xu���xw�~�	�u{�u�
�tu�wv���x�~x	��uv�w~���~�t	{���u{��wuv��u�R ���~��|uw	�xHSO�
�	{w������	�����t!v	���u�t�x����w	�	��	�xu���xw�~��u�	{�~�����		x	~���	��	~{��	�tu��w
t��~�	u�w~{tu�	t��x�u{xu�	���	��~	���u��tt�~�uxwtw�	�u~	�	u�w!v	v�x���	|uwt�v�~w!�	~�xu�	tt	�	
x��wx	�t	{���{��w�	��	���xw��	t����	�x�vw|u	��~	���
	~�	v�t		��v��	|1 : nljmj〉A⊗|2 : n′l′j′m′

j〉B��$~j = ~l + ~s
��u~w�~t�v+v	���	��	{�{��~�	�	1, 2 	x��u�A,B��	t��	�w	~x�w~{tu�	HSO ��~�t	�

��vwtx�~w	~��x�vw|u	���~~�����t�	���	��w�~����
��uxwtw��xw�~�	t����	�~	�	�v	xx��	~�ux�	�	����u��	u~����t!v	�v	~xw�~~���������	t��|u�(
xw�~��"%��	�u	�wx|u	t	�v�v	~x�w��t�w�	�����{w���6s → 6p1/2

	x�6s → 6p3/2
~	��~x����	tw���	

	���~�wv�t	�

��	-�����	�-��-�	�������-��-
�~	��	vw!�	v�x���	��u�x��u�	�t	��x�x�|Ω|±g,u {�~�

w�x	����xw��	t����	�x�vw|u	�~		x�	
�		�w�	x�ux{	|u	~�u����~�	�wx��u�t	{��������{��	vv	~x�w�	�{�vv	~{	����x��u�	�u~	���	
|J,Ω = mJ〉 ����x�	�u���v�x�

w	�v�t�{ut�w�	��{�vv	t����	���#��u�t	{���������~x���{�t{ut	�t�
�	�xu���xw�~H int,non rel��~��u���{�~�utx	���w�wxw~�~��v�~��ww���#"�s��w~	�{u�~���t���~�����*�
��u�{	xx	v�x���	��u�����v	~	�	~uxwtw��~xt�	��vut	��~���t	�	����	tv�~	x�t�����"�� ����|uw
w~�w|u	{�vv	~x����	���~�{	xx	~�u�	tt	���	�	~uxwtw��~xt����	�u{������
�{	��w~x�	~�x�	v�~u�{�wx�wt	�x�tu���xu{w	u���uxwtw�	�u~	�	{�~�	v�x���	�	��	~�~xt	x����wt
�� �	�wx���u���ut�~�{�~~��x�	t	��t�v	~x��	v�x�w{	�	��x�x��u{���{�|Ω(σ)

ω 〉 ��~�
t����	�x�vw|u	

�~	��utw	u�	{�~�w���	�t	{����~���t�~�u��tt�~�	��tw{wx	�t�v�x���	�x���	��t�	�	v�t	�	��x�x�
0−g (ns+ np)�

t�v�x���	�	��	�{wt	v	~x��~���tw���t	�u�ux�	��x�x��
��
�����	
����������	��	��������	��
���������	��������	�������������	������
�����	�
�������	�����������������	�����	���������� 
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��u��	��	��x	~xw	t�u{��wuv{�t{ut�	�	~{������	�u~����~�HSO
���������w	�����#����	

{���{�����w	~x�	t��w���~�tw��xw�~�	�	{xu�	������utw	u��	�v�x�w{	���~~�	����t�x��t	��"��	
�w����vv	�	{����t�xw�~�u{���{��u{�����t���|u	R �wvw~u	�w~�w|u	t	�{�u�t��	������|u�~xt	
{��~�	v	~x�	�x�u{xu�	�~	��~x�u��w�	����	~x������	��w�|u	��
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1�-�#,-2���	0−g (ns+ np)

t�w~�	��	�u{�������~w~x���uwx	~��	vw	�HSO��uw���~�u~�	u�w!v	x	v��H int,non rel����tw{wx�~�t	�u�t	{��0−g (ns+ np)�
��~�{	�ux��~uxwtw�	t�v�x�w{	��%��	~~	�����~x|u	HSO

���	{�	�~�x�xw�~��wv�tw��	��


M(a);SO
def
=
s�x

HSO

(∣∣∣3Πσ=−
0,g

〉
,
∣∣∣3Σσ′=+

0,g

〉)
=


 −

~2ASO(R)
2

~2ASO(R)√
2

~
2ASO(R)√

2
0


 ���%&�

��u���x	~w�t����	�x�vw|u	�~	�	{�	�{��	�wt�u�x�		�w�	x	~��	R �	��+∞ 	x���u�tw	�t��~	��w	
E(ns+ np)��~~�x	���

t���ASO = ASO(R = +∞)�
��u���x	~�~��t���u~	v�x�w{	��~xt	��x�x������	�

�~�x��w{w |0−g (R = +∞); p3/2〉 	
x�� |0−g (R = +∞); p1/2〉

���~xt	��x�x�{�v�w~�w��~�tw~��w�	��	t����	
�x�vw|u	�~	{�	�{��		x��~x��~~�����t�v�x�w{	�	������	�{��w�w	��x��~��v�t	�

P
def
=
s�x

|0−g (R=+∞);p3/2〉,|0−g (R=+∞);p1/2〉

(∣∣∣3Πσ=−
0,g

〉
,
∣∣∣3Σσ′=+

0,g

〉)
=




1√
3

√
2
3√

2
3 − 1√

3


 ���%#�

su~w�	{	xx	���	�wt	�ux{�t{ut	�t	��t�v	~x��	v�x�w{	��	H int,non rel��tux�x|u	�	�		�w�	x�uxu~
{�t{ut�wt	�xt��u��w�tu��wv�t	��uxwtw�	�{	|uw��x�	�wx	~{������w�	����xw��	t�v�x�w{	��%��~�x�	
M(a)

�	xt�x��~�	��v	���~�t�~�u�	tt	���		~���	{P−1 =t P
�


M(e)
def
= PM(a)P

−1 =
s�x

HSO+Hint,non rel

(
|0−g (R = +∞); p3/2〉, |0−g (R = +∞); p1/2〉

) ���%��

=

(
EΠ(R)+2EΣ(R)

3 + ~
2ASO(R)

2

√
2

3 (EΠ(R)− EΣ(R))√
2

3 (EΠ(R)− EΣ(R)) EΣ(R)+2EΠ(R)
3 − ~2ASO(R)

)

��vv	����ut�w~x	��{xw�~��w~(���wx		�x�w���~�t	�

)���) C�=�>><�����>�>�����>��>�=>;���=��>���>?;�=�=��>��
��vv	w~�w|u��u���ux	�	t��	{xw�~��*���t�v�x�w{	���{��	~x	�	�v	x���	����u��	t	����t!v	�
v	~xw�~~���������	t��|u�xw�~��"%�	x|uw����w	~~	~x�u	�wx|u	�	�{���	{xw�~��	t�xw�w�x	�	�w�x	~x	x
|u	t��x�x6p3/2

~�	�x��~{���u~�x�x�u��wt{�~xw	~xu~�	u�	{���{x!�	d 	xs��~��u���{�~�utx	��u�
{	�u 	x����w��x	w~����#����w��x	w~����*��

�4��,��2-,�#-�����������-,�����	�-
��u��wv�tw�	�t	x��wx	v	~x�	{	����t!v	~�u�~��tt�~�x��wx	�|u	t	�x	�v	�	~1/R3 ��~�t�v�(
x�w{	��%����

��	���~t��tu��wv�t	�	��	~��		~{�v�x	t��	t�xw�~	~x�	〈6p3/2 ‖ Q1 ‖ 6s1/2〉 	
x 〈6p1/2 ‖

Q1 ‖ 6s1/2〉 	�
x���~�u~��	vw	�x	v����	t	��	tw	��t��t�v	~x 〈6p ‖ Q1 ‖ 6s〉�	~	�w��~x{�vv	

�w t��	�xu���xw�~�w�	� t�{���	{xw�~�	t�xw�w�x	�~�	�w�x�wx���� �t �u�x��u� {	t���uxwtw�	� t	� 	��(
vut	��
�����t��w{�	x�t����#�������%�	x��%������u����w�	��

〈ns1/2 ‖ Q1 ‖ np3/2〉 =
2√
3
〈ns ‖ Q1 ‖ np〉

���*��

〈ns1/2 ‖ Q1 ‖ np1/2〉 =

√
2√
3
〈ns ‖ Q1 ‖ np〉

���*��

�����
�����
	���
��������	��������	�������|0−
g (R = +∞); p3/2〉 	�����
���E(ns + np3/2)

��|0−
g (R = +∞); p1/2〉 	

�����
���E(ns+ np1/2)�
���	���	�����
���
	���
��
��
����������
	�	����������	���	�	�
���� �� 

��
�����������������
���	
�	
�0����	�� 
��	����

	��	�����
	���
�����
�����1/R6 ��������	�������
������������� �� 
	��

��������	���	������������
��������
�	�����	�
	���
��
�����
�����1/R3 
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�~uxwtw��~x t	� ���~wxw�~� ���� 	x ��"�� �~ ���{�wx t�v�x�w{	 ��%� ���	{ C3 = C3(Πâ) =
1

4πε0

〈ns‖Q1‖np〉〈ns‖Q1‖np〉
3

���u�t�	��v	


M(e) =

(
E(ns+ np)− C3/R

3 + ~2ASO(R)
2

√
2C3/R

3
√

2C3/R
3 E(ns+ np)− ~2ASO(R)

)

M(e) =

(
E(ns+ np3/2)(R)− 1

4
1

4πε0

|〈ns1/2‖Q1‖np3/2〉|2
R3

1
2

1
4πε0

〈ns1/2‖Q1‖np3/2〉〈ns1/2‖Q1‖np1/2〉
R3

1
2

1
4πε0

〈ns1/2‖Q1‖np3/2〉〈ns1/2‖Q1‖np1/2〉
R3 E(ns+ np1/2)(R)

)
���*��

�$E(ns + np1/2)(R)
def
= E(ns + np) − ~2(ASO(R))

x	~����v�x�xw|u	v	~x�	��E(ns + np1/2)��
	v+v	

��u�E(ns+ np3/2)(R)��	������	�	t���	vw!�	�t��	u�w!v	v�x�w{	��x�	�wx	~uxwtw��~xt	�	��vut	���*�	x��*���u�	�w�	�������x�	t	���~��t�v	~x��	v�x�w{	����uwx��t���~~	�t�{	�

5�,��,2-,�����-,,-������-

��	��v		�x{	tt	|u	t��~�u��wx��x	~u		~	�	{xu�~xt	t�~�{�t{ut�	��t�v	~x��	v�x�w{	�	H int,non rel

��~�t����	|0−g (R = +∞); p3/2〉, |0−g (R = +∞); p1/2〉�
�
��~�	ux�t���uxwtw�	�t	���~~�	�	����wv	~x�t	��ux����w|u	���	�	��{	��	x��~�wxw�~����u�t	{��wuv�

�~�t�	��vut	��"%�

〈6s ‖ Q1 ‖ 6p1/2〉
〈6s ‖ Q1 ‖ 6p3/2〉

=

√
1

1.9809(9)

def
=

√
1

2
(1 + ε)

|uw����w	~x�	���	�{�~���~~	�����#���t�u�x�t����	�	���~w�

C3
def
=

1

4

1

4πε0
|〈ns1/2 ‖ Q1 ‖ np3/2〉|2

���*��

|uw�	��~~	�w	~t��~{w	~~	��t	u�C3(Πâ)
��~�t	{���$t��~~��tw�	t�{���	{xw�~�	t�xw�w�x	���u���x	~w�����xw��	t�v�x�w{	��*��t�v�x�w{	|uw{���w�	��%�


M(e) =

(
E(ns+ np3/2)(R)− C3

R3

√
2C3(1+ε)

R3√
2C3(1+ε)

R3 E(ns + np1/2)(R)

)
���*"�

�~�	ux���	��	�	�	{xu	�u~�	�~w	�{��~�	v	~x�	���	�w~�	��	�	{	tuw	�	{xu���~���%����u���x	~w�t�v�x�w{		~{�����{���w�	�~xt�v�x�w{	��~~�	���t�	��vut	��%��

M(a) =


 E(ns+ np) +

C3(1+
4ε
3

)

R3 − ~
2ASO(R)

2

√
2

3 ε
C3
R3 + ~

2ASO(R)√
2√

2
3 ε

C3
R3 + ~2ASO(R)√

2
E(ns+ np)− 2

C3(1+ 2ε
3

)

R3


 ���*%�

)���, �=�=�>np + np�
��twvwx	���v�x�xw|u	np + np �	ux+x�	wv���x�~x	��u��	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~��	u����x�~���tt		�x�u�x�uxuxwt	��~�t	{���u���wuv{��	tt	v!~	��	t��ux�(w�~w��xw�~���~��u���{�~�ut(
x	�t�x�!�	�	��u�~�����#����	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	��	��x�x��	tw���{	xx	twvwx	�	u�	~x+x�	
x��u�����~��s��w~	�{u����&���	�	�	v�t	��	{�u��	��	��x	~xw	t�	u�	~x+x�	x��u�����~�t���u�	�
�	��	�x�	��~�zutw	~~	������|uw��{�wxt	����{	��u��v	~�~x�t�w�~w��xw�~��~����
�����	��������	����
���	�����
�	�	�	�
������	��	��� ������������������ �
��� ��������	���
��
���������
�

�	�����	�����	
����	
���������	���	����|p3/2 − 1
2
〉 = |pjmj〉

�

|0−
g (R = +∞); p3/2〉 =

1

2

[
|0s+〉A|p3/2 − 1

2
〉B + |p3/2 −

1

2
〉A|0s+〉B + |0s−〉A|p3/2

1

2
〉B + |p3/2

1

2
〉A|0s−〉B

]

|0−
g (R = +∞); p1/2〉 =

1

2

[
−|0s+〉A|p1/2 − 1

2
〉B − |p1/2 − 1

2
〉A|0s+〉B + |0s−〉A|p1/2

1

2
〉B + |p1/2

1

2
〉A|0s−〉B

]
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�t	�x~�{	���w�	�	{�~~��x�	t	v�v	~x�w��t�w�	�	x��~�wxw�~���u���x	�vw~	�t��u��	�	�w	�	��x�x�
	x��u����tu	�t�	�{wtwx���	{t�|u	tt	�~�	uxt	�	�{wx	�t����	t����x�����{w�xw�~�
��u�~��tt�~���x�wtt	�|u	t	�x��~�wxw�~�	~x�	��x�x��u	�~��v	~x�tns+ ns 	x��	vw	���x�x�	�{wx��

ns+ np��	��x�x��u{���{��x�~x�	�{�v�w~�w��~�tw~��w�	����x�x��u{������~�u��tt�~�{�vv	~{	�����xu�w	�t	��x�x��u{������

)�-�� �<�;��;�

�~�	��	~�~xt	�~�x�xw�~��	t��	{xw�~���&	x�	t��|u�xw�~��%#�~�u�����~�|u	t�w~	��v�xw�~
	�x{�~x	~u	��~�t	v�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	���t�w�		~q��	t�x��~�wxw�~bh��{wt����xw	�t	{(
x��~w|u	�	b 	�x |α′,m′

J = Ω′〉 =
∣∣∣2S′+1Σ+

Ω′,ω′=(−1)S′ (ns+ ns);R
〉 	x{	tt	�	h 	�x |α′′,m′′

J = Ω′′〉 =∣∣∣2S′′+1Λ
(+)
Ω′′,ω′′ (ns+ np);R

〉
������!�t	��!�t	��	��t	{xw�~�~�u�����~�|u	t	��	ut	�x��~�wxw�~��	�vw�	�

���w�	~xS′ = S′′, q = Ω′ − Ω′′ = 0− Λ 	xω′ = −ω′′��t	�x��~{�� ���w�	~x|u�wt�	��wv����w�t	��	�{wx	�
{	�x�w~��x�x��	��~xwv����w�t	��	�{wx	�	~���x�~x��u~�	�|u�x�	�x�x��	t�twvwx	6s + 6s�

t	��x�x�
x�w�t	x�(u �ut	��w~�ut	x�(g ���	�	v�t	�wt�{�����	�x�u���~~�x	��S = S′ = S′′ 	xΩ = Ω′�

�	v�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	���t�w�		~q = −Λ
��	t�x��~�wxw�~	�x


µ
α′,m′

J ;α′′,m′′
J

q (R)
def
=
〈

2S+1Σ+
Ω,(−1)S (ns+ ns);R

∣∣∣µq
∣∣∣2S+1Λ

(+)

Ω−q,−(−1)S (ns+ np);R
〉
~�x�

µS,Ω−Λ (R) =
〈

2S+1Σ+
Ω,(−1)S (ns+ ns);R

∣∣∣Q−Λ
1 (A) +Q−Λ

1 (B)
∣∣∣2S+1Λ

(+)

Ω+Λ,−(−1)S (ns+ np);R
〉 ���**�

4�2�-�
�
	��	�����
-

�~�	ux��x	~w�u~	��t	u������{��	�	µS,Ω−Λ (R) 	~ux
wtw��~xt	�	�~{xw�~����~�	������	������~�

�{��~�	���~w	����t�	��vut	���*��~t	~�x	���t���µS,Ω,(0)−Λ (R)�
��~�{	{��t��	ut		���~��~xw~x	��w	~x

t	��w~	�x���t	�{���{x!�	�̂a �ûs����x�x�	�����x	�xΣŝ
���w�t�x��t	����t�x��t	���w~�w|u	�t���|u	t	��	ut��x�x��{{	��w�t	���~xt	�Σâ

	xt	�Πâ�
�	xx	{�~{tu�w�~	�x�	���x�	�u�t���u�	����

�	{�t{ut�uv�v	~x�w��t�w�	�	������{�	�	�u{�u��	{	tuw�uC3�
wt�u�x��uxwtw�	�����	x���*��u�

x��u�	��

µ
S,Ω,(0)
−Λ (R) = 〈S,Ω| ⊗ A〈0s|B〈0s|Q−Λ

1 (A) +Q−Λ
1 (B)| 1√

2

[
|0s〉A|Λp〉B + |Λp〉A|0s〉B

]
⊗ |S,Ω〉

=
1√
2

[
A〈0s|Q−Λ

1 (A)|Λp〉A + B〈0s|Q−Λ
1 (B)|Λp〉B

]

=
2√
2
C0,0

1Λ,1−ΛDns,np = (−1)1+ΛDns,np

√
2

3

���*&�

�~�	v��|u	|u	~wt	��w~~wΩ ~	 �u	~x�	��t	�ux�	|u	{	tuw�	��x	�vw~	�t��x�x�	�����x�

4�2�-�
�
	��	�����
-

��u��v�tw��	�t	{�t{ut�wt	�uxuxwtw�	�t	�	�~{xw�~����~�	�|Ψ (ns + n′l′)〉1 ������	��|uw��~x�{�~x�(
vw~�	�����t	��x�x��	��ux�	����v�x�x	�n′′l′′ + n′′′l′′′

���w� ����	~(��~~�u� w	x�t�����*���}������	�x{	|uw	��tw|u	|u	t��~�	ux	�{wx	��	��x�x�v�t�{ut�w�	�tw�����v�x�xw|u	v	~x�ns + nd ���
	�	v�t	��w	~|u	{	xx	x��~�wxw�~��wxw~x	��wx	��u��	u��x�v	�tw��	���	{�t{ut�u�w��t	��	{�	�	�~{xw�~�������	��	������{�	�	�u{�u��u{�t{ut�u{�	�{w	~xC6�

��u���~~�~���~{t�{���	{xw�~

∆µS,Ω−Λ = µ
S,Ω,(1)
−Λ (R)−µS,Ω,(0)−Λ (R)�u�

w��t	�t�����	���~{�~�utx	���s��w~	�{u�~���t���~�����%������



�����������������
����
�������� �&

��u�t	���x�wt��

∆µS,Ω−Λ (R) = (−1)Λ
2

(1 + Λ)!(1 − Λ)!

1

R3

q2eDns,np

√
6

9× 4πε0

[ ∑

m6=n

(mp|r|ns)2
Emp − Enp

+
∑

m

(mp|r|ns)2
Emp − (2Ens − Enp)

]

︸ ︷︷ ︸
∆µ(1)

���*#�

�9o9d%)"f)f+!�d%ldq("f"%��(&d%&('%µ(0)�o(+"d9�("i)d%h����!()"d%p#$+)i%$'µ(0) def
= Dns,np

√
2
3 ≈

−4.6|qe|a0�
d9p(""%p'+(&ldq("f"%j%$'∆µ(1) ≈ −466|qe|a4

0
�
�~�	ux�	v��|u	�|u	t	��	vw	�x	�v	�	

t���vv		�xD3
ns,np

√
6

9
1

2(E6p−E6s) ≈ −460|qe|a4
0
	x|u�wt��~~	��	�|u	t	���utx�x�u~�	u{�vv	t����	

t��x��tw��	v	~x�	t�	��vut	��"��

)�-�� @;����

1�-�#,-2-,�����0−g (ns+ np3/2)
�~���xu�w	�t	�v�v	~x��w��t�w�	��	x��~�wxw�~	~x�	�x�x��u{���{��	�u~��x���	��t�	�	v�t	
�	t��x�x�xx��{xw	0−g (ns + np3/2)�

�~~	����w~x��	��	�|u��t�����	t	�tu����	~1/R �	
t�{���	{xw�~�u

v�v	~x�w��t�w�	w�	��ux	�v		~1/R3��t�u�x�	�����+x	��ux	�v		~1/R3 ��~�t�v�x�w{	��~~�~xt��x�x

0−g ��~	�w���~�tw��xw�~	�u�~wxwvv��w�x	v	~xt	��x�x������	�0−g (ns+np1/2)
	x0−g (ns+np3/2)

�w~�w|u	
t	u��~	��w	��~	�	{xu�~xu~���	t���	v	~xtwvwx��t�����	1/R3 ��u�t	��	{x	u�������	��v�w�	~1/R6

��u�t��~	��w	��~��xw	~x���~��u�tw	��	~��v�tw�	�t	��	{x	u�������	������xw��	�v�x�w{	���%�	x��*%��u��*"�


∣∣0−g (ns+ np3/2);R
〉

=

(
1√
3

+
4√
27

C3

~2ASO(R)

1

R3
+O(1/R4)

)

︸ ︷︷ ︸
aΠ(R)

∣∣∣3Πσ=−
0,g (ns+ np);R

〉
+

���*��

(√
2

3
−
√

8

27

C3

~2ASO(R)

1

R3
+O(1/R4)

)

︸ ︷︷ ︸
aΣ(R)

∣∣∣3Σ+
0,g (ns+ np);R

〉

E(0−g (ns+ np3/2))(R) = Ens+np3/2
− C3

R3
+

1

R6

[
1

2
(CΠ

6 + CΣ
6 )− 1

6
(CΠ

6 − CΣ
6 ) +

4C2
3 (1 + ε)2

3~2ASO(R)

] ���&��

�u	t��~��u���{�v�����t�	��vut	�%�&��	t���xw{t	��w��	xxw	x�t����������~uxwtw��~x��%���	{��*��
�~	~���uwx|u	


〈
3Σ+

Ω,u

∣∣∣µq
∣∣0−g
〉

=





aΠ(R)√
2

〈
3Σ+

1,u

∣∣∣µ+1

∣∣3Λ = −10,g

〉 �wq = +1

aΣ(R)
〈

3Σ+
0,u

∣∣∣µ0

∣∣∣3Σ+
0,g

〉 �wq = 0

aΠ(R)√
2

〈
3Σ+

−1,u

∣∣∣µ−1

∣∣3Λ = +10,g

〉 �wq = −1

�~�	ux���{�w�	��	{t��w�	�	�	���	��w�~���*&	x��*#


〈
3Σ+

Ω,u

∣∣∣µq
∣∣0−g
〉

=





aΠ(R)√
2

[
µ(0) − ∆µ(1)

R3 +O(1/R4)
] �wq = Ω = ±1

aΣ(R)
[
−µ(0) + 2∆µ(1)

R3 +O(1/R4)
] �wq = Ω = 0

���&��

	x�~�t	v	~x

〈
3Σ+

Ω,u

∣∣∣µq
∣∣0−g
〉

=





µ(0)
√

6
+ 1

R3

[
4C3µ(0)

√
54~2ASO

− ∆µ(1)
√

6

]
+O(1/R4) �wq = Ω = ±1

−µ(0)
√

2√
3

+ 1
R3

√
8
27

[
3∆µ(1) + C3µ(0)

~2ASO

]
+O(1/R4) �

w
q = Ω = 0

���&��
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��

��w~�w{	q ��~�µq 	�x�	
t�xw	�u���	��	|u�~xw�{�xw�~��	t�v�t�{ut		x~�~�u���	���	��$	�x

���~w	t���t��w��xw�~�	t�tuvw!�	�s�t���x�ux�u~x	t���utx�xv�~x�	|u	t���t��w��xw�~���w	~x�xw�~
	x�tw�~	v	~x��	�v�t�{ut	�~�	�x����t��x�w�	��	t��	ux�	��w�������x��w���{w�xw�~{�vv	�w�{ux�
����}	��w{��~�
���uxw~��ww����#��

1�-�#,-2�1g (ns+ np3/2)
���������-�2-,����-		���,���2-	����	-���	���

��~~�~� u�x	u~���w�	��	��u�	t����w�xw�~�uv�v	~x�w��t�w�	�	t��x�x1g (ns+np3/2)�
�t�u�x�	

�	����	�t	�w����vv	�	{����t�xw�~��u���w�|u	t���|u	R �wvw~u	�wt��	~�t	{���{x!�	1Πg
|uw�����!�

t	��!�t	��	��t	{xw�~~	�	ux����	���	�{wx	��	��t	��x�x��	�~��v	~x�u��3Σu
	x1Σg����u�

�	�	�w	
�	t��x�x1g (ns + np3/2)

�	�w	~xw~�~w	t���|u	R �wvw~u	�{	t�	ux���	���t����	t��xu�	�	���	{x�	��	���x�����{w�xw�~���w�t��	{xw�~&�"����
�	��x�x��	tw�����v�x�xw|u	v	~x�ns+ns ��~x���w�t�	��vut	��%*�1u, 0

+
g
	x0−u ��	��

!�t	��	��t	{xw�~
∆Ω = 0,±1, g ↔ u, 0+ ↔ 0+ 	x0− ↔ 0− �	�v	xx	~x����x	~w�t�tw�x	�	��x�x�tw���t�twvwx	6s + 6pj��xw|u	v	~x�{{	��w�t	����u~		�{wx�xw�~�w��t�w�	�u~���x�~����xw��u	�~��v	~x�t�����u�	���
���uv	t	����utx�x�����	{xw�~#�*�"�	�v	x�	���uw�	t��u��	�	�w	���w�xw�	�	��x�x�v�t�{ut�w�	�
�t	{x��~w|u	���~~�	��~�t�x��t	��%���w�	vv	~xx�u�t	��x�x���~x�{{	��w�t	��w�t	��x�x��	tw�����v�x�xw|u	v	~x�np + np �u��
{	�
u~		�{wx�xw�~��	u����x�~��

)�-�) @�>��=><��;�������=��>�
�~	�	{xu�~xu~{�t{ut �wvwt�w�	�{	tuw���~x�v	~��u�	��vut	���&�	x��*���u�x�u�t	��x�x�

2S+1|Ω|g,u(6s + 6p3/2)�
�~�	ux	~���uw�	�t�	�w�t��~	��w	�	x��~{t	{�	�{w	~xC3�

t	��x�x������	�	x
t��u��	�	�w	���w�xw�	��	����utx�x���~x���uv����~�t	x��t	�u��%��	{�t{ut�	t��u��	�	�w	�	��
	�	{xu�	~�	{xw�~#�*�"�v�w�~�u����~�x	~u�����	v�t	�t	��w���	~x����utx�x���~�u~v+v	x��t	�u�

������%
�w�x	�	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	�C3(|Ω|±g,u) 	
x�	��u��	��	�w	���w�xw�	���t	{x��~w|u	��τvie

�	��x�x��xx��{xw	��u{���{��	�u~��	tw���6s + 6p3/2�
�	x��t	�u	�xw~��w���ux��t	�u�tu�{�v�t	x

�	��w��	xxw�������&��

|Ω|±g,u C3(|Ω|±g,u) ≈
�u���� τvie

��u�R =∞ 	~~�

0+
u 5/3C3 ≈ 16, 71 23

1g
√

7+2
3 C3 ≈ 15, 53 25

0−g C3 ≈ 10, 03 15

1u
√

7−2
3 C3 ≈ 2, 16 57

2u C3 ≈ 10, 03 ∞

�
�
� �����������������	������	

��ux	t�x����w	���{��	~x	�x�wx����	�u�t�����x�!�	R ���~�����	�	v�t	R > RLR
��~~����t�

	��vut	�������u���u��w����	t���	�t	��vwtx�~w	~~�~�	t�xw�w�x	��t	�x��w�	~x|u�u~x��wx	v	~x{�v�t	x
��wx��	~��		~{�v�x	t	��vwtx�~w	~�	t�xw�w�x		x����	ut	v	~xt	x	�v	��w~(���wx	|u	~�u����~��� �
x��wx��

����	vw!�	w��		�x��uxwtw�	�{	|uw���{!�		x��� �ux	�t	��vwtx�~w	~�	}�	wx(��utw�t	{�v�t�v	~x��*
v�~x�	|u	{	t�~�	�x�u���~x|u	��u��	��w�x�~{	�R . 0, 4λ̄ �$̄λ def

= c/ω0 = λ/(2π) �
����	tt	t�t�~�u	u�

���~�	���uwx	�	x�$ω0 = (E(np) − E(ns))/~ 	�x
t��ut��xw�~�	t�x��~�wxw�~|u	~�u��xu�w�~����~�t	

{���u{��wuv̄λ ≈ 2600 a0�



����������
�������������
���
� ��

���	{�~�	w��		�x��uxwtw�	�t		�wx|u�u~	{����	q �	���t���~x�t��wx	��	~v��t�{�	�t���w�w~	O {��	
�u��w~xO + ~Ru~��x	~xw	t�	x������wx�	�w�~���(�w	{�	�x

V (~R) =
q

4πε0

1

R− ~v. ~R
c

���&��

�t�u�x�t�����uxwtw�	�t	��x	~xw	t��"�	x�	�	��	~��	t	����	t���	v	~x�twvwx��	~1/Rn ���~x�	�vw�
�����w�	��u��vwtx�~w	~��*�

�	��~{���	��u�x��wx	�{	����t!v	����	~�~x�	t��wx	��	�~w	�u���x�~	�x{	tuw�	t��t	{x����(
~�vw|u	|u�~xw|u	��	�ux�	{	xx	x�!�	~��x�~x����	��v�~x�	��w��u�	u�	v	~xt	�	��vut	�|uw��~x
�uw��	~x�~�u��tt�~�~�u�{�~x	~x	���u~	�����{�	�	vw({t���w|u	��w�w~�t	��u�t	��x��tw���~�x����	
�w�u	u�	~�u�{�v���	��~�	~�uwx	~��	��vut	��u����utx�x�x��u���	~��	vw	�������wvw�	x��t�	�	~
��"#��u�t	�{���	{xw�~��u�x	�v	�	~C6/R

6 	x�����x	��	~���*"���u�t	�x	�v	�	~C3/R
3��	xx	

�����{�	�	���~~	tt		�x	�	{xu�	��~�t	{�v�t�v	~x��*���u�~��tt�~���~~	�w{w|u	t	�w��	�����w|u	�
	xt	����utx�x��

)�/�� @���>��=�<;��>��>><C3/R
3

�	{�t{ut ��u�	v	~x{t���w|u	�uxwtw��~xt	���x	~xw	t��	x�����	�x	�	{xu���~�t	{�v�t�v	~x��*���	�v	x���{�w�	t	�~�u�	tt	��~	��w	�	x�u��	��	�w	���w�xw�	��w~�w{�	����
1
��	��x�x��u{������	tw���t�twvwx	6s+ 6p

�t	± �	�!x	t�����	���{�wxu�	�	ŝ 	xâ�

~ω1(Σŝ,â) = ~ω0 ±
2D2

ns,np

3R3

1

4πε0

(
cos

R

λ̄
+
R

λ̄
sin

R

λ̄

)
≈ ~ω0 ± 2

C3

R3

[
1 +

1

2

R2

λ̄2

]
�� 
��

~ω1(Πâ,ŝ) = ~ω0 ±
D2

ns,np

3R3

1

4πε0

(
−R

2

λ̄2
cos

R

λ̄
+
R

λ̄
sin

R

λ̄
+ cos

R

λ̄

)
≈ ~ω0 ± C3

R3

[
1 − 1

2

R2

λ̄2

]
�� 
��

~γ1(Σŝ,â) = ~γspon ± 4D2
ns,np

3R3

1

4πε0

(
− sin

R

λ̄
+
R

λ̄
cos

R

λ̄

)
≈ ~γspon

[
1 ±

(
−1 +

1

10

R2

λ̄2

)]
�� 
��

~γ1(Πâ,ŝ) = ~γspon ± 2D2
ns,np

3R3

1

4πε0

(
R2

λ̄
sin

R

λ̄
+
R

λ̄
cos

R

λ̄
− sin

R

λ̄

)
≈ ~γspon

[
1 ±

(
1 − 1

5

R2

λ̄2

)]
�� 

�

m&"%i9"
)%
)%f%$#'9'$
)%dq(&!%&$9+'l!"+("++&9pp%$$+*d%$�!()"R� λ̄
�p9"f%f)"#%f%o+%+&�&+%

�γ1(R) = 0
�
�p(ii%d%$#'9'$ŝ�

f%o+%&&%&'9pp%$$+*d%$d("$
)q(&!"%&f%&p(i!'%d%$%�%'$"%d9'+o+$'%$��%
i�i%%&p9$�p�'()$d%$#'9'$%'&('9ii%&'d%2u (6s+ 6p3/2)

()d%0−u (6s+ 6p1/2)
$%"(&'f(&p9pp%$$+*d%$�

)�/�� @���>��=�<���>��>><C6/R
6 ����?���;���<�;�><�;?

�~	�����{�	���xw{utw!�	�	t���w�		~{�v�x	�	�	�	x��	�	x�����u�t	x	�v		~C6/R
6 �	t��x�x

	�~��v	~x�t	�x���	t����	��~�t	{�v�t�v	~x��*����tt		�x����	�u�t		�wx|u	t	�w��t	�	B�	�{wx����t	��u{xu�xw�~��u�w�	�		��|u	~{	ω���wx�w�t	��x	~xw	t�	�w�~���(�w	{�	�x�u�t	�w��t	µA �	A��~	x����w	�	��	�xu���xw�~����	~��~x	��ux	v���	�v	x�t����	{�t{ut	�t���t	u�v��	~~	〈µA〉�	µA�
�	v+v	��u�µB���w~x	��{xw�~�w��t	w~�uwx(�w��t	w~�uwx������xw�~~	tt	�〈µA〉〈µB〉 	�x�t���{�t{ut�		x	�u�~wxt	���utx�x

∆Eret =
i~c

πR2(4πε0)2

∫ +∞

0

dω

c

ω4

c4
αA,pol(ω)αB,pol(ω)e2iωR/c

(
1 + 2i

c

ωR
− 5

c2

ω2R2
− 6i

c3

ω3R3
+ 3

c4

ω4R4

)

���&#�
�$

αA,pol(ω) = 1/3
∑

n′′
|〈n0 ‖ Q1(A) ‖ n′′1〉|2

[
1

En′′1 − En0 − ~ω
+

1

En′′1 − En0 + ~ω

] ���&��

�~x��u�	���	�w�u~	�ux�		��vut	�$ω ��x�{��~��	~iω��~����	�	t�u~	�t��ux�	���u~{�t{ut�	
���w�u�	~��u{t�~xt�w~x����t	���u~�	vw({	�{t		x���t���	wv��w~�w�	��~x��u�	����~��s��w~	�{u	x�t�����"��u~x��t	�u�	��t	u����u�t	{��wuv��w~�w|u�u~	��	��	~{	
��u�u~		��vut	�����{��	�wx	�	t���{x�~�	~x	�����|u	R �	�w	~xx�!����~��t�	��vut	���{��	~x	�u~
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�

{�v���x	v	~x	~C7/R
7���~~�	~	�~{xw�~�	t���t��w���wtwx��x�xw|u	αA,pol(0) ���t�	��vut	��*��wx	

�	���wvw���t�	��
�&f+
)(&$
)%$+dq(&p(&'+&)%l#p"+"%∆E def

=
Ceff

6
R6

�!()"��2
d9o9d%)"f)p(%�p+%&'Ceff

6
p�)'%f%j�

!9""9!!("'ld9o9d%)"f%C6
!()"R ≈ 500 a0�

)�/�) D���>�����>��=�<�>�>�>�����=<�?>����<=��>

�	{�v�t�v	~xv�~x�	�u��w|u	t	�{���	{xw�~�����	~�~x�	t���w�		~{�v�x	�u��w~�t	{x��~w|u	~	
��~x���{�v�t!x	v	~x~��tw�	��t	���w	~|u�	tt	���w	~x���	v	~x��w�	�	~{�v�x	��{�vv	~�u�t	�	���~�t����	t���w�		~{�v�x	�ux	�v	��w~x	��{xw�~��w~(��w~	~�	{xw�~��������u�~����~�x��wx�|u	t	�{���	{xw�~��	t�xw�w�x	�t	��tu�wv���x�~x	�w�	�t	�{���	{xw�~��w��t�w�	����u�
t	�{���	{xw�~�vutxw��t�w�	��~�	~��w	��s��w~	�{u	x�t�����"��s��w~	�{u�~���u�������

�
�
� 
���
���0−g

����������������	�������
�

��u��tt�~���~~	�w{w|u	t|u	�u~	��	�{���	{xw�~�|u	t��~�	ux�����x	��t�{�u��	0−g (6s + 6p3/2)���u���ut�~�	~	�	x���w�t�v	wtt	u�	{�u��	����w�t	��u�x��wx	��uvw	u�t	���	{x�	��	���x�����{w�xw�~��~�����xw��	�v�x�w{	���~~�	����t	�	��vut	���%�	x��*%���u�t	��v�tw��	����u��tt�~�{�~xw~u	��
~��tw�	�t��{��~�		xt	�	{�u��	v	~x�v�w�~�u��	���~��~�t	v	~x|u	t	u���w�		~{�v�x		�x~�{	���w�	��~{�~��|u	~{	�t	�ux�	{	xx	�	{xw�~	�x�tu��	��~~	�t	�����	��	���~�	u���	��w���	~x�x	�v	�
{���	{xw	�	x��w~�w|u	�u~		���~�	t	�{�t{ut	��|u	��	����	��	��{�w�	���{w��v	~xx�ux	t�{�u��	�	
��x	~xw	tt		�	ut	t����xw	R > 30 a0

�$t��{��~�		xt	�	{�u��	v	~x��~x~��tw�	��t	��	���w	~��{�wx	��	xx	�xu�	��u����w~�w+x�	x��~�����	��	��x�x��u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	�w�	��$t��{��~�		xt	
�	{�u��	v	~x��~x~��tw�	��t	��{�vv	�	uxt�+x�	t��x�x1u(6s+ 6p3/2)�

�	�{�t{ut�{�~{	�~�~xt	��w���	~x	��v�tw���xw�~���~x���{w�����~�t	{�v�t�v	~x��&��	����utx�x�
	��	~xw	t���~x����	~x��{w(�	���u��
)���� C���><�;�=�<�>���=<�=�;?>��>�����;�=�<�

����w~(���wx	�
�~��v�~x�	t�	���	��w�~uxwtw��	���{��	vv	~xHSO = ASO(R)~l1.~s1 +ASO(R)~l2.~s2

��	{

ASO(R) ≈ ASO
nl (1 + cte

a2
0

R2
)

���#��

t�{���	{xw�~����	~�~x�	�x	�v	���w~�(�ux�	����wx	�	~x�	t��t	{x��~��u~�x�v		xt	{�u��	t��ux�	
�x�v	�t�w�~��	R���{�~�x�~x	�x�~x�	t�����	�	1��	x	�	x	�xwv���x�~x�w	~|u	���	v	~x��w�
	~{�v�x	�

����w~(��w~�
��vv	�w�~�t��u{���wx�	���{��	~x�t	�	�	x��	t�xw�w�x	��	��w~~	��~x���{�v�t!x	v	~x~��tw(
�	��t	���	x	�v	�	��w~(��w~����	�	v�t	�	�u�~wx


s�x
HSS

(∣∣∣3Πσ=−
0,g (n0 + np);R

〉0
,
∣∣∣3Σσ′=+

0,g (n0 + np);R
〉0
)
≈ ~2e2

m2
ec

2R3

(
−1

2 0
0 1

) ���#��

����w~(��x�xw�~��	x	�v		�x�	t�����	�uv����	�x�v�w�wt���	~��u~�v��	|u�~xw|u	J�p%
)+
!%)'+&�)%&p%"d%$#p9"'$%&'"%&+o%9)r%'&('%ii9&'d%p9dp)df%$p(&$'9&'%$"('9'+(&&%d$l!9"'+"f%$
f(&&#%$%r!%"+i%&'9d%$�

"����w�tw��
�~{�t{utuxwtw��~xt	��vwtx�~w	~��"&	xt	��	t�xw�~���~~�	����t�	��vut	���	�u�~wx

s�x
HCoriolis

(∣∣∣3Πσ=−
0,g ;R

〉0
,
∣∣∣3Σσ′=+

0,g ;R
〉0
)

=
~2

2µR2

(
2 2

√
2

2
√

2 4

) ���#��

�	��ux�	�x	�v	��	��x�xw�~��	��~x�w���~�u�	~~2J(J+1)
2µR2
�
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���� ���

%���u�t��	{w~�xw|u	��	{�v�t�v	~xv�~x�	���	{t	�~�x�xw�~��	t�	���	��w�~��*��|u�wt	�x�	t�����	
�	

Crmcin

0−g
≈ ~2

2µ

[
a′Σ

2
+ a′Π

2
] ���#��

*���t��w��xw�~�	v���		xv�u�	v	~x�u{	~x�	�	v���	�
�~	uxwtw��xw�~�ux����!v	�u
w�w	t�v!~	�

T eeN
0−g ;0−g

(R) ≈ 2me

M


−Eel,BO

0−g
(R)−R

dEel,BO

0−g

dR


 ���#"�

)���� E���?�;��
�~�	���u��~xt	����utx�x����{��	~x��~��wx|u	t	{�t{ut�	t��~	��w	��wx+x�		�	{xu�{�vv	�uwx
���v�tw���xw�~�	�v�x�w{	���%�	x��*%�~x	~�~x{�v�x	�	�	�	x��	�	x�����	�{���	{xw�~��	t�xw�w�x	����w~(��w~	x��w~(��x�xw�~���ux	�v	
�	���w�tw���~��xw	~x�	~��u�tw�~x�t��~	��w	E(ns+ np)

�





C3fret
Π (R)(1+ 4ε

3
)

R3 +
CΠ

6
R6 +

CΠ
8

R8 − ~
2ASO(R)

2
+ 2~

2

2µR2 − e2
~
2

2m2
ec2R3

C3

√
2ε
3

R3 + ~
2ASO(R)√

2
+ 2

√
2~

2

2µR2

C3

√
2ε
3

R3 + ~
2ASO(R)√

2
+ 2

√
2~

2

2µR2 −2
C3fret

Σ (1+ 2ε
3

)

R3 +
CΣ

6
R6 +

CΣ
8

R8 + 4~
2

2µR2 + ~
2e2

m2
ec2R3


 ������

�$t	�	�~{xw�~�f ret ����w	~~	~x�	�	��vut	���&"f ret
Σ = cos R

λ̄
+ R

λ̄
sin R

λ̄
	x��&%f ret

Π = −R2

λ̄2 cos R
λ̄

+
R
λ̄

sin R
λ̄

+ cos R
λ̄
�

���~		�w�x��u��	t��~	��w	�����w���~�tw��xw�~��~�	ux{�t{ut	����t�x����w	�	��	�xu���xw�~�t	�
x	�v	��	{�u�t��	{w~�xw|u	�	xt	x	�v	�	��t��w��xw�~�	v���	�

�	����utx�x���~x���uv����~�t���u�	����u|u	t~�u����~�� �ux�t�{�u��	����������	~�~x�	
~����~~�	��	��	{x���{��w	���x�����{w�xw�	��~�	v��|u	wvv��w�x	v	~x���w�t����w�~R < 20 a0

�|u	
t	�uwx�0−g ~

�	�x���u~�uwx��u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	�v�w�|u	�	�	�	x����{��~�		x�	�	{�u��	v	~x
��w�	~x~�{	���w�	v	~x+x�	��w�	~{�v�x	���u�u~	�xu�	�tu��~	�
�()$o%""(&$�"�p%ldq#')f%������
)%d%!)+'$9$(&i+&+i)i
)+$%$+')%lR = 23, 35(10) a0

%'

)%$9!"(�(&f%)"%$'f%De = −77, 94(1)pi−1�

�q("f"%f%�"9&f%)"f%$f+�#"%&'$'%"i%$9)�(&ff)
!)+'$%$'H−10 000���!()"

d9o9"+9'+(&%&R
f%ASO�200���!()"

d%$%�%'$f%"%'9"f�50���!()"
d%

'%"i%f%�("+(d+$%'d%$p()!d9�%$p+&#'+
)%$�30���!()"d%'%"i%f%$!+&�$!+&�−10���!()"d%'%"i%f%!(d9"+$9'+(&f%i9$$%��d)$+%)"$'%"i%$$%"(&'f%dq("f"%f)i#�9�%"'�p(ii%d%'%"i%f%$!+&�"('9'+(&
%'d%$%�%'$#')f+#$%&y���j%'!9"��(i*%"(�9&f�(�%"�jk���p(ii%d%$%�%'$f%"%'9"f$)"d%$9)'"%$
p(%�p+%&'$9$ni!'('+
)%$�

�	x����wt{�~�w�x�~x�{��	�t��v	wtt	u�{�u��	��	��x	~xw	t����w�t		�x	~{��		~{�u��v�w���� �	�wx
t��� 	x��u~������x�	�x��	�	�����������tt�����������	�x	�v	�	~C10�

t��{��~�		xt	�	{�u��	v	~x
 �u	~xu~��t	wv���x�~x{�vv	t��~xv�~x�����u�	�x(���{�~	x�t���������~	�	xt�w~x	��{xw�~���{��~�	
�	ux+x�	v���tw��	���u~		��vut	�ux��	

Eech ≈ 15.79e2a−1
0 e−0.6236R/a0

|uw��ux�� �1.6{v−1 �u	�~��u�uwx��

�
�
�� 
����
�����������
��
�������	��

��u����~� u�|u������	~x~��tw�	�t	�x�u{xu�	���	��~	���u�t	{�t{ut�	�{�u��	��	��x	~xw	t��	{
�x�u{xu�	���	��~	��~�	~��w	���������*�����v����x	x�t��������	x�t�	��vut	��%%��~�w|u�~��	ut	(
v	~x|u	t	�	�	x����	��~���~xx�!�	�w�t	��u�t�{�u��	0−g �

�~	�	xt	x	�v	��vw~�~x�	t�w~x	��{xw�~
���	��~	|uw	�xt	x	�v	��w~x	��{xw�~�w��t�w�		�x~utt	��u��	vw	�����	�	t�x����w	�	��	�xu���xw�~��



���������
�������
����������������
������
���������������������������
�

�������
��u��	�	��x	~xw	t��w���xw|u	�	t��x�x0−g (6s+6p3/2)
�u�wv!�	�	{��wuv���~x�	����	~x�	�t	�

{�u��	�x����w|u	�
��u�	v	~x���v�x�xw|u	��w�	�����	~�~x�	t��w���~�tw��xw�~�	t�v�x�w{	��#%��{�����
��~	��w�	�����	~�~x�	t��w���~�tw��xw�~�	t�v�x�w{	��%��$t	��~	��w	��	��x�x��u{���������w	~~	~x
�	�{�t{ut��	�����w	�����#�����u����~�� �ux�t�{�u��	������������	~�~x�	t�w~x	����x�xw�~�	~��
��~~�	��	��	{x���{��w	���x�����{w�xw�	����	�~w!�	{�u��	���w	���6p + 5d

�~	������w	~x�	�{�t{ut�
�	�����w	�����#��|uw{�t{ut���w~wxw��w�	{x	v	~xt	�{�u��	�	~{���{�	~uxwtw��~xu~	���	�	��x�x�
6s+ 6p 	x6s+ 5d�

��u�t	��x�x����~xΩ = 0�
�~	�	x	~��	~�~xt�	��vut	��%#��~��wx|u�u~x	�v	

(
J 1 J
−Ω 0 Ω

)
�������x�

wt	�x~ut��u�Ω = 0 �
����!�t�	��vut	���*�

�	�{�u��	��	��x	~xw	t��~x�	��w~�	��u�t	���u�	����	x��"��tt	��~x�x�{�t{ut�	�����~~	��u�	ttw	�
	~uxwtw��~xt	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	�C6, C8

	xC10�

�
�
�� �����
����

�	{���wx�	��x�{�~��{���t���x	�vw~�xw�~���{w�	�	�{�u��	��	��x	~xw	t�	��x�x��t�~�u	�w�x�~{	�
	x�tu����xw{utw!�	v	~x�	t��x�x0−g (6s+ 6p3/2)�

��	�x	~	�	xt��x�x��~�t	|u	t�	x��u�	t���w�	���x�v	�
	�{wx�	������x�����{w�xw�~����~x�	�	���	�{wx	���u�	��v	�t	�v�t�{ut	�	��w�	����	��v	���xw{utw!�	���w�t���u�	�����u�uwx��	��x	~xw	t0−g (6s + 6p3/2)�

	x~�x�vv	~xt�����	~{	�	t�����	�	��x	~xw	t
��u�R ≈ 15 a0��

�����	��{�u{w�t	��u�	��tw|u	�	~�u�t	v�~x�	��~���~�t����xw	���	t�����u{xw�~
	�{�{	�	v�t�{ut	�	��w�	��	��

2
|u	~�u����	���~��

��u����~�	�	{xu�u~	�xu�	��w�w~�t		xx�!���x�wtt�	|uw�	ux�	�v	xx�	���t��uwx	��	�x��w�	�	
~����	{x�	��	���x�����{w�xw�~{��{u~	�	��	�xu���xw�~�{�~�xwxu�~xt�{�u��	�	��x	~xw	t�	t��x�x
0−g (6s+6p3/2)

�u�	��ux�	��x�x�	�{wx��������x�����{w�xw�~���{�~~�w���~{	���{w�	�	{	x�x�x��w~�w|u	
{	tt	�	��x�x�	�~��v	~x�u�X1Σ+

g
	x(a)3Σ+

u �
�	ux�	�v	xx�	��	�x��w�	�	�����v!x�	��u��wwv���x�~x�|u	



����� ���������� ���

�������
��u��	��	��x	~xw	t���v�x�xw|u	v	~xtw�	����(6s)���(6s) ��	{�x�u{xu�	���	��~	���	~{��x
v�~x�	�w	~|u	t��x�u{xu�	���	��~	 �u	u~��t	wv���x�~x u�|u	�	��25 a0�



��"������
�������
����������������
������
���������������������������
�

������"
��u��	��	��x	~xw	t��	{�x�u{xu�	���	��~	���v�x�xw|u	v	~xtw�	����(6s)���(6p3/2)��	��~	��w	���~x��~~�	�	~�������xw��	t�twvwx	6s+ 6p1/2�
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t�t�~�u	u��	�w�u�w�~|uw{���{x��w�	t	�{�ttw�w�~��t��xw|u	�	~x�	�x�v	�	��w������xu�	��	{x���{��w|u	�	t��x�x0−g (6s+6p3/2)
�	��	�	{xu�		~�	{xw�~���*��w	~|u	{	x����wt��wx	~{��		~{�u���	xt���x	�vw~�xw�~

�	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~	~�	{xw�~���&�
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������*
�t	�	����xt	�
�	 �u�~�t�	����w|u		xt	���wuv��� uw~��%���%%

s�w��v+v	�wt��~���w�	����tw�	�t	�{�~�w(
xw�~�	����wv	~x�t	���u~�		��w�w��	v	~x���w�(
���w�xw�~�{	x	�	x�	�x	��u~	{u�w��wx��{w	~xw(�|u	�tux�x|u�u~v��	~���xw|u	����x	~xw�~
�	����	�x	v����xu�	��
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�	�w��	v��~�x�(��xw|u	�x�~xt��uxwt�x�~������	u{�	�	x���u�x	�uxwtw����u��xx	w~��	�	�x	v����(
xu�	���u~	�w��w~	�	vw{��(�	t�w~�wt	�xwv���x�~x�	{�v��	~��		~��x�wt��~	�~{xw�~~	v	~x����~x�	
����	��t�x����w	�����	v	~x�wx	� 	��w�{�vv	~{	����u~	w~x���u{xw�~��~���t	�u�t	�		��w�w��	v	~x
���x�v	����t��	��

�
�
� �����	
�����

��u�~��tt�~����	t���	�|u	��w!�	v	~xt�x����w	�u�w��	��	���x�v	�~	ux�	��������~~	v	~xt��	��
�%*(&$%'p(i!d%'$"#$)i#$!%)o%&'�'"%'"()o#$f9&$d%$9"'+pd%$f%��%'p9d�9&fo9&f%"c'"9'%&�jkk��
%'��f9i$9&f�++$�jkk������ux�	���	��	~{	���~xw~�w|u�	���~�t	{�v�t�v	~x����

,���� �=����=��>
��~��	v�~x	� u�|u���	�t	��|uw	~�*���u�����|u	t���w	~x�xw�~�	�|u	u	��	�{�v!x	�	�x�u	�t��	��{	�	�	�{�	���t�tuvw!�	��t�w�	��~�	ux���|u	�s���	tt ��#&��{�vv	�x�~xt	��	vw	�|uw�

���xut�t�	�w�x	~{	��u~		��{	��w���~x�u�u~{������tw�	�u	�t�������xw�~	x�t��vw��w�~��u~	�~�	
�t	{x��v��~�xw|u	��w~�x	w~����&�	ux	~�uwx	t	��	vw	�����w�	�~��v	~x�t	v	~x{�v��w�t��{xw�~v�{�(
~w|u	�	t�tuvw!�	�u�t	����xw{ut	��t�v	~x�w�	���t	�ux�xx	~��	������	{�xx���w�{�	xt�	����w	~{	
�	�	���	�w�~��	|u	t|u	�����vv���u~ 	x�	���wuv��
{	�t��{xw�~�	t�tuvw!�	����uwx	���u~	t�v�	����wuv���u�	~x��u�	�t���v�~�x��xw�~��	�	����w	~{	��	�	�	�	�	x�	�w{��t�	x�utt	~����
~����w	~x�u������~xv�~x��t��{xw�~�	t�tuvw!�	|u	�u��	��� 	x�v�{���{��w|u	���

����	vw!�	�u��	�xw�~��uxwtw�	�t�tuvw!�	��u���t	~xw�	x��~{�		��w�w�t	����xw{ut	���x�v	��u
v�t�{ut	���	�w	~x��~���ux	�����xt	����%����|uw�	��wxu~	w��	�~x��w	u�	�	��w~���	wv��������	xx	
w��		ux�	vw�	�u��	x�u �u��������w~	~��&����!�t�w~�	~xw�~�	����*��	�t��	�����~�{�	x�{���t��
�w~�w|u	�w~	t�~�	x�	tv	x	~��&%������!�	~x�	�w��	�	����wv	~x�t	����{w�	���u�t����tw��xw�~�	
{	�		��w�w��	v	~x��	�w��	��x�w	~x����	��u�t����w�xw�~�	t�t�~�u	u����~�	��u	����t��x�v		~	�~{xw�~�	���wx	��	�	�	x����t	��		~� u�x�~xt�t�~�u	u����~�	�ut��	�t	��x�v	����w�	��	u�	~x
������	��tu��	tuvw!�	|u	t	��x�v	�t	~x���~�	ux��~{t	���t	~xw������v�~�x��xw�~	~	ux	�wx		~��&#��u��	�w�~��w�������v+v	�~~�	��t	��~���ut�w��	��	�~	ux��~����~{�	����xw{ut	�~	ux�	��
��~�u~�w!�	v��~�xw|u	v�w���~��		��w�w��	v	~x���w����ut����#�}	��v�~	x�t����#&�����u �u��t�
v+v	�~~�	�����w~�������t�uxwtw��xw�~��u~	�ux�		��{	|u	t���	��w�~�	���w�xw�~
t�	��{	�w��t�w�	
~F = −~∇(−~µ. ~E) ≈ αpol(ωL)~∇|E2

Z |���u��
w��	���~�t	���~	��		��x	�w~x	~�wx�����u�u~t��	���{�t��	��

t	��u�	{�vv	t	v�~x�	t�	��vut	��%"���	����tw��xw�~�	����wv	~x�t	�~��tt�w	~x���x���	��
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�~��#��wttw�v����wttw��	x����t�s	x{�t	��u��w�	~x���t	~xw�u~ 	x�	���wuv��	{u~t��	�	~
uxwtw��~xt�	�	x�		v�~��u�|u	t��x�v	��t	~xw�	v	u�	~xx�u �u��	~����~�~{	��	{t	t��	��u{�u���	
��~��t	~xw��	v	~x�

��~��#%	x��#*����w~	x��u��u��w�	~xx�u��x�u����t	~xw��	��x�v	�~	ux�	�
��~�{	|uw�����	tt	u~	v�t���	��xw|u	����	��x�v	��	x���v�~x�	��w~�wt�����w�wtwx��u�w��	��	
�w��t�w�	��~	�v�tw���xw�~wv���x�~x		ux�u�����		~��#*���z	�~��tw�����	tt	{�~�w�x	��ttw	�t�	�	x�		v�~	xt	��v���	��xw|u	�	�t���t��w��xw�~�	�t��	����t�	�	x�	t�v�t���	��xw|u	��~��t�	�w��
�	��t	~xw�	x�	�w��	�t	��x�v	������~~�	�uw��~x	�	~��#&�t	�w!�	v��~�x�(��xw|u	��s�����us�����
�v��~�x�(��xw{�tx����	~�~�t�w����x�wx���tw�����t��|uw�	�	�������������u	x����wx{�������ux
�	v�t�wx��u�t	vw	u��t�	����w	~{	{�tt�wx���	�wx	v	~x�t�x����w	�zu�|u��{	|u	t	�vw��{t	��	����uw�wx
t	�x	v����xu�	�v	�u��	�	~��##�u�������������ut�	xx	x����	�{�tt�����x	u���x�w	~x�tu�����	�
|u	{	tt	�|u	����w��wxt�x����w	�t��twvwx	����t	���x�wx	��~{�w	��~	~�u�	tt	x����w	~	x��������
	��tw|u	�{	�~�u�	�u����utx�x�����	t���u�(����t	�		tt	�x�wx����	�u�t		�wx|u	t	��x�v	�~	��~x
����	��x�v	���	u�~w�	�u��	x|u	�	����~�v!~	�{�v�t	�	��	��v���	��xw|u		~x�	��u�(~w�	�u��		v�~�	��w	~x+x�	��w�	~{�v�x	���u~�	�	�	x�t	��tu�{�~~u�	�xt�	�	x�w����	�~�vv��w~�w��������	~(��~~�u� w	xz���tw�����
�~�����u~	~�u�	tt	�x��	�	��t��wv�tw�{�xw�~	����wv	~x�t		ux	��~{�w	�����s�~��	����w	v�~
	xt	u��{�tt�����x	u��|uwv�~x�!�	~x|u�u~��s�����u��wx+x�	{�������	{t	��x�v	�t	��tu�t	~x���u~
����x	v����xu�	�v�w�~x	��	��s���	~{	ttut	��x�~������x�wx~��{	�	�����wtt	u��t	�	ut�w����wxw	
	����wv	~x�t����vwx�u�{	u�|u	~�u��	~�~��	v	~xw�~~	��|u	~�u���x�wtt	��~���~�{	xx	x�!�	�
�!�t���t�{�u��	�u	��w��	�w~x	���~�	��~����w~x��	{t	�		��w�w��	v	~x��v�~�u
����������
	t�{wx��	t	{xw�	���	�	~x���ut�xw�~�����w~����	�{	~��	��u�t�twvwx	�	�x����w	��u�(����t	�|uw
�x�wxt�x	v����xu�	twvwx	�	�	{ut�w�	�{	tt	��~~�	���t�������xw�~��u~�	ut���x�~�kBTrec = ~2k2

Laser/m�s�w�t��x��	utxwv	|uw��	�vwx���xx	w~��	t	�����t�|u�	�xt	{�~�	~��x�	}��	�w~�x	w~	ux�	~���%�t�uxwtw��xw�~�u�		��w�w��	v	~x�������xw	�|uw�	�vwx��t�	�w���	�		��w�w�	�{�{	v	~x�	��x�v	�x��~�	����
����t��t	v	~x��~�u~�w!�	v��~�xw|u	�	x�	����	��	�u~	�	~�wx��t	��	��~~	�	ux{�~{tu�	{	��		
�u���t�w�x��w|u	��~��w�~�t	�|u	�	�u{�u���w��	��u�t�{�~�	~��xw�~�	}��	(�w~�x	w~����	~�w	~x�	
�	���~~	��{�vv	���t	��~	��|uwx����wtt�w	~x��	{t�������!~	��t��w�����t�	u�	~x����	�	v�t	�t	�
��	vw	������tw�	�|u	t���x	~xw�~�	x	v����xu�	�T < 100v

�x�!�	��w�		x�	��ux	��	~�wx��n > 1014

�x�v	����{v3 ~	�	��wx����w�t	|u	��~��	��w!�	���~�����w����	x�	�v�tw��xw�~	xt	��	{�v�w~�w��~�
{�wvw|u	��	����uw��~x��!��	�����w���~xx�����vv��	��t	���u���u��w�	~�w���	�u~{�~�	~��x�
�~		�w�t�x	{�~w|u	�w	~v��x�w��	��	x�!�~�v��	u�	��xu�	�	�~��v	~x�t	�	u�	~x���tw��	�����xu�	�	t�	�	x�w����	��v	~����	�	v�t	��t�{���xw�~�	�uwx��	��x	~xw	t�{�������w~x	�	��	~{	tuvw~	u�	��$t	
v�u�	v	~x�	��x�v	�	�x|u�~xw����	����	�u���xw|u	���w��u~�w����	t�~|u	t	��x�v	�������	~x�u
~�~�	t�tuvw!�	���~x���	�	v�t	�	�vw������	��	��	��~�	��	}t�{���	����	�w�~��	}����	x{����	{
u~		�{wtwx����~�	v	~x�u�v	~x�	�t��wxu�xw�~	����wv	~x�t	�x�~xw{wx�!��u�	����������x�t�����w|u	
�u��tw�	��~��u����	�	���x	��u�x�!�	��	�}	~(����~����&�	x�	��uw��~w����#��|uw{�v���x	~xu~

���	��
���������������������	���������	��
�	
���	��������	�	�	�����	�
�������	����
���
��
��������������
����
�����	�����������	�������	��
	
���������� ������������������	���	����������
������
	���������
����	� 


���	����	���	��
�����
��
��	��	�����
�������	�����
��������������	�������
��������
��������
��������	

�	
���
�	��
����������	��������
�
���
���� ����	��
���
�������/�	���1�����	�����
	�����	���
�������	�����
�
�����������������������	������	
	���
 
��	������������	��������	�������
��F ∝ −αv ���
��������
����������

	���������������
�������	��� 
�
��/����
���1�����	���	�����
������	������������
���	�������������
�������������	
���	�����������������	���

��������������	������
�	
���	�
	������
������
��������������������������������������	�����������	��	������� 
���������������������
����������	� 
���
�	���	����
��	
������� 	 � ���
/����	�	����	��
	�1��	��� � 	 ��� 	 � �������������� 
��	
�������������
������	������������	��������������������	��
��������
��
���� ��������
����
�	�
�������
��

��������

����
�	�����
	��
����	����� 
�
���	�����������������������������
���������	�����
	��
�	�������
�������
���
 
���	���������������
	���
�������������������������
�������
��/�
���1���
T < TD ≈ 125µ��
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T < Trec ≈ 0, 2µ� �	�����
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���uv��	��w���	~x����x!v	��	�w��	��	��
��uxwtw��xw�~�	��u�{	���x�v	�	��w����	�vw��	��xu�	�����xw|u	~�~(tw~��w�	�{�vv	t����u{xw�~�	
{	�x�w~���uwx�|u�~xw|u	�|u	��~xt	�v	�u�	���������u�~xw|u	���~�	�x�u{xw�	���|uw�	�v	xx	~x�	
v	�u�	����	�	v�t	t�w~x	~�wx�	xt�����	��u~	tuvw!�	�tu����{w��v	~x|u	t�t�w��w~{	�xwxu�	���	w�	~(
�	��~	t�wv����wx�t	�w~{	�xwxu�	��x�~xx��~�	���	��u����ux�	���~~�	��
�w�~�t�~�t�	�w�x	~{	���ux�	��	{�	�{�	�{�vv	t��w�t�xw�~�	t����wx��w�t��	{�	�{�	�	v�v	~x
�w��t�w�	�	�v�~	~x�
�u�x�u�{	��u 	x�u~	���~��~x	twxx���xu�		�x�w���~w�t	��t�u�x���	�	v�t	�	��w�t��u�tw{�xw�~
��{	~x	����xw{t	��	�	�u	��u�t	{����|u�~xw|u	�	��x�v	�	��w����u�u�t	�		��w�w��	v	~x�	��tw�	����t��	��	���w�	~������su~��~�~����~	tt�������

,���� D��?=�;�=�<�

���v�tw���xw�~�	����t��	��x�vw|u	���x�t����tw{�xw�~�w�	{x	�u�		��w�w��	v	~x�	��x�v	���	~�v(��	u�x����u���~x������u�t����wtw��xw�~�	{	��w����wxw	��w~�w|u	�u�t	�{�v����w��~�	~x�	t	����t��	�
��u�w�wuv	x�{��wuv�

��v�~w�ut�xw�~�	��x�v	��v	~��u��w����	t���	�u~	��xw|u	�x�vw|u	�{����	~x	�u~�~�����
���tw��xw�~�	vw��w���x�v	����
{	�u��~�	����~	�{	~x	��t	u	��u�t	{�x���u~��w�v	|uw�	��u��	~xt	��x�v	���	~�����{��~x�	~	�xu~�	t	�	v�t	��~�	uxv+v		�w�	�	��~�w��tu�w	u��	�w�{	��x�v	��
�	��	{�	�{�	��	u�	~x���x	~��	�t��xu�	�	��u�	�{	����t	�	��{	��	
�~�	����t���u�w	~�t�uxwtw��xw�~
�	�{��wx����x�v	��u	~{��	�t�twx�������w	�����x{�~x��t����x�v	��u��	��u�	�{	���

��w~x	�	���v�x�w	�x�vw|u	���u�	~x����	�u�t��w���{xw�~���x�v	����u~	�~�	�x�xw�~~�w�	���w�t���(
xw{t	��{	~x�}�u��~	x�t��������}�u��~	x�t���������	�x�	tt	�u��w�u~��v�w~		~���~����	t���	v	~x	
	tt	~	�	���wx���x���	����~~	��	����utx�x�w~�u�x�w	t����v	xx	u����	���	t���	v	~x�	����wv!x�	��
�x�v	�	��w���	���wx�w	~x�x{�~{u��	~{	�t	�����wv!x�	�w~�u�x�w	t����x�~��� �{�vv	���utx�xt�v	�u�	
utx�����{w�	�	~/m133Cs

�����	w��	x�t�����"��
��u����	t���	��~�	~��x�wt��~�{	xx	x�!�	t������x�	�	����w	~{	����tw��	���	{�	��x�v	�	��w���
t���	{x���{��w	��~�	�	x����t	���t��xu�	�	�{�ttw�w�~�	x�t�	��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��

�	��v�w~	�	��	{�	�{�	����x	~� u�|u��t��w�t��w		xt	���t�v!�	�|u	t��~�	uxv�~w�ut	����t�	��{	�w��t�w�	��wx�~��u��wt���xw{t	�	�ut���w��xw�~�	����~�t�~�st�~	��������
��x�~��u��w|u	t	�w��	��	~�����{�~{	�~��	ut	v	~xt	�v�x�u��t{�tw~���~�	ux	~��w~{w�	���	{u~t��	�����x��w�	����~xt���~~	t�~�u	u����~�	���w��	�~�wv���x	|u	t�x�v	�

�	�x����u�wv���x�~x���~x
������u�t	�w��	��	��� ����tw����	�������	��	��	��������	����x�v	����w��{xw	��w��x��	����t{�tw~��
�u�	�x	��	��t{�tw~	�s�������	x{��

���	{xw�~�uw��~x	����	~x	���w�	v	~xt�x����w	��u~��s����{��wuv��	xx	x����w		�xx�!�	�{wt	v	~x
x��~������t	�u��ux�	��t{�tw~��

�
�
	 �����	���������	���	�������
��	��������

�()$9dd(&$'"9+'%"!9"d9$)+'%d%p9$f)p#$+)i�i9+$+d%$'�9p+d%f%'"9&$!($%"d%$i#'�(f%$9)r9)'"%$
9dp9d+&$�
�~�	�	���x	���t����	~�w{	z��u�t�w~x	��{xw�~	~x�	u~�x�v	��	u�~w�	�u����~	��w		xu~{��v�
t��	�~Erad�z	����	

tt	t	�~�x�xw�~����~w���~xt	��{�t��	�	~�ut��xw�~�δL def
= ωL − ωbh = ωL − Eh−Eb

~

	x
t��ut��xw�~�	���wΩ = ΩRabi,bh = 〈b|~µ. ~Erad|h〉

~
�

�~�u����	���u���	�t	�w��	��|u	t	���x!v		�x��	u�~w�	�u���~�	ux�	~�	��u~���x!v	
��	{u~	��t��w��xw�~�ut��	�|uw	�xσ+

�	x�	�~w�	�u��x�vw|u	�|uw��~x|b〉 = |6s f = 4Mf = 4〉 	x
|h〉 = |6p3/2 f

′ = 5M ′
f = 5〉��~	�xu�	x�!���x�wtt�	�	{	xx	x��~�wxw�~��w~�w|u	�	x�ux	�t	�x��~�wxw�~��	

t���w	��D2
�u{��wuv�	ux+x�	x��u��	��~�t�w~x��	���~x��xw{t	�	��x	{����������w��u��wt���u�	�����

�
	���	
��
���	��
�	�������������	������
�	�����	
���	����������	�����������	� 
�������
����������	������
	��D �	
	��n0s→ n0p 

������	
	��D1
����	
	��n0s→ n0p1/2

���	
	��D2
���n0s→ n0p3/2 
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�xu�w�~�t	v�u�	v	~x�u~	�wv	~�w�~��u~�x�v	��uvw��u����~~	v	~x�t	{x��v��~�xw|u	��u~
t��	��		��|u	~{	νL

t��!�	v	~x����{{����	���������x�u~	x��~�wxw�~�x�vw|u	�����|u	t��x�v	�	
���t�{	��	{u~	�wx	��	~v �	��t		�w�{	�ut��	��{	tuw({wtuw�������x�tu��t	u�t�~�u�	tt		��|u	~{	ν ′L

�x�~x

�	tw�	�t�	��|u	~{	νL ���νL
√

1− v2/c2 = ν ′L(1 + v/c cos ~̂v,~k)�
��~�~�x�	{���x�!�~�~�	t�xw�w�x	�~�u�

~	�����~�|u	t�	�	x����t	��u��	vw	�����	��ν ′L = νL(1− v/c)���u�t��x�v	x�ux�	����	{�vv	�wt�tuvw!�	t��	��x�wx��{�t�	�	δ′L = δL + kLv�

,���� 	���>���><<>
�~		�w�t	���x�~t��	���������t��vw��w�~���~x�~�	�		�wx��~�u~	�w�	{xw�~�t��x�w�	�t����w�xw�~
��wv�ut�w�~�u{�u����u~	������xw�~	�x��~{	~v��	~~	~~kL�

���~	�wv�t	���tw{�xw�~���w����	�	v�t	
t	�x�!�	��	��	��	����&��u��w��	xxw��������	t��	t�xw�~	�~��v	~x�t	�	t���~�vw|u	�	x�ux����!v	
�����	~		�x�	�v	x�	v�~x�	�|u	


F = ~kΓP stat
b→h = ~k

Γ

2

s

1 + s

�"���

= ~k
Γ

2

Ω2/2

Ω2/2 + Γ2/4 + δ′2L

�"���

�$~�u����~�uxwtw��t��|u�xw�~z�*��~�t�|u	tt	δL ��x��	v�t�{����δ′L�ΩRabi,bh
	�x~�x�Ω 	x

t	x�u�
���vw��w�~���~x�~�	Γspon

	�x~�x�Γ�
�	xx	�w�w�~v�{�~w�x		�x�w	~����x�	�~�x�	����t!v	���u�u~	

�	��w�~v��	�~	��w����wvw�u�~�����������#����~����	tt	t	���t	u����u�t	{��wuv

Γ = [(2π)× 5.23 ± 0.02]�−1 �"���

Ω2

Γ2

def
=

I

2Isat

�"�"�

Isat
def
=

1

6
~ck3

L

Γ

2π
= 1.10(1)v

��{v2 �"�%�

�t	�x��~�	~�x	�|u	t����~wxw�~�	Isat �
�u{xu	�����u~	�{x	u���	t�~t	��ux	u���

��~�x�xw�~[(2π) × 5.23 ± 0.02]�−1 ��u�t	x�u��	���	�{wx�xw�~Γ��	�v	x�	v�~x�	�|u	t�t���	u�
~�xu�	tt	γnat

	�xγnat = 1
2πτvie

= Γ/(2π) = 5.23 ± 0.02
s�����

,���) 	���>��>��>�?;�>����<��>�����;�>;<�
��~�	{�~xw~u	�t�x����w	�u�w!�	v��~�x�(��xw|u	~�u��tt�~��t�	�w�w~x���uw�	u~����w	~x�	
{��v�v��~�xw|u	�{�������	u����w~	�	~���wxw�~�~xw(�	tv�tx��	xu~�	{�~�t��	��	������	�~x	~
�	~�w~�	��	�u��	vw	��
�~�	����~x�u�t���u�	"��~�u��tt�~���u��w�	��tw|u	�|u�twx�xw�	v	~xt		�~{xw�~~	v	~x��u~
��s���

1�-�2�������#��
����	�-~B = bZ~eZ
-�2-	#�,���	�����	2-	���	�-���,�	-�	�

�u�����~���u��wv�tw�	�|u	t��x�v	��wx��~�t��x�x|b〉 = |6s f = 4Mf = 0〉�	~z > 0�
���	�������
�����	��������������������
�����������
�
�������
�	�����
�����������
�.
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	����
	
������	����	���������� ����������
�������������
����
������������
	�	�������
�����������	��
	����s < 1 
��
����	
��������������Isat �	

	���
���	�
	�������MF = 4 → M ′

F = 5 ������	����������
�σ+�������	����
�����
Isat ���
��������
�����
�����	��
� ������������������������������
��
��	���
���������� 
�
�����	
��������������	�����	
���������
�γnat

��Γ �	
���������������	��������	��
�����
����������
	��	���	��
�	��������������������������������
�����
 ���
�
���
�������������������

��
����	����
�2π���
���

��	���	����
��	���
��������ν ���	���	�����−1 	������	�����ω ������������
����	������	� ������ 
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����"��
�{��v��	��w~{w�	�		�~{xw�~~	v	~x�	~�x�	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�	{��wuv��	����	~x�xw�~
�{��v�xw|u	�	�~w�	�u����~	��w		x�	�	��{	�vw�	�	~ 	u��	����x!v	��	��x	{xw�~�t�v	�u�	�u~�v��	
���x�v	��	~��{�tx�~xt�tuvw!�	�vw�	���~x�~�v	~x���t	��x�v	��u�w!�	�	xt��{{�t���xw�~�	�w�~�	xt	u���x	{xw�~��~x�u��w�	����	~x���



��* ������
������
������������
	�������������������������

���vw~�~�t�	�	x�		v�~{������t	{��v�v��~�xw|u	
t	t��	��	���wx	��	������	�~x�	��−z��x�~x��t��w��σ− ~�	�	{xu	�	x��~�wxw�~�|u	�	��t	~w�	�uM ′
f = −1 �

��~	��w	−g′fµBbz ���������
x�t��~	��w	

�	t�x��~�wxw�~�x�vw|u	�
�~�� �ux�~xt�	�	x����t	���~��wx|u	��u�{	t��	�t�	��|u	~{	�u	���t��x�v		�xδ′L = δL + kLv +

g′fµBbZ/~
	��u�t��ux�	t��	��	������	�~x�	��Z 	x���~xt���t��w��xw�~σ− �~�δ′L = δL−kLv−g′fµBbZ/~�

���x�v	������	��w~{w��t	v	~x�	����x�~����w��~xδ′L ≈ 0 	t	{��w���u~��{�t��	�	t�	��|u	~{	�	�t��	���	��t	��u�	�	t�x��~�wxw�~�w�	�δL < 0��	�v	x�u�u�	�	��vut	����{��	~x	��	v�~x�	�|u	��~�x�u�t	�{���
��t��x�v	������	��t	����x�~��ut��	�{�~x�	(������	�~x|uw�u��~xx	~��~{	�t	��v	~	�

�	��z = 0 	x�	�	w~	����wx	��	�
���x�v	�u�wxt	�	��{	��u	��{��{u~�	�t��	���u~���	t���	v	~xtwvwx���!��	v = 0, Z = 0��	{	�	��{	�|uw��~x��~~�	����t��|u�xw�~"���	�u�~wxwvv��w�x	v	~x

F ≈ −αv − κZ �"�*�

�~��w	~u~		��{	�		�w{xw�~	xu~		��{	�	����	t����	v�u�	v	~x{t���w|u		�x��~{�v��xw��	{u~	
{�~�x�~x	�	x	v��

τpos ≈ α/κ ≈ ~kL/(g
′
fµBb) ≈ 10ms

�"�&�

���{{�t���xw�~�u�w	���t��x�v		�x�	�tu�w	u��vwttw	���	g ��~�wv�t	�wt�~���~	���xw|u	�s	x{�t	�~���~�	��x��x	~����"��u�x�x��u�	�t�x	v����xu�	twvwx	
x����w|u	t��tu�����	����w�t	�	tt		�x�xx	w~x	��u�δL ≈ −Γ/2 	x�

����	tt	t�x	v����xu�	����t	�


TD
def
=

~Γ

2kB
= 125µK

,���, 	���>����:���?>�>��
;���;�<��=��>

�	{�v�t�v	~x������v�tw��	{	xx	x����w	�	~��	~�~x	~{�v�x	t		�wx|u	t���t��w��xw�~���utx�~x	�
{���	���t	��	u�t��	��σ+ − σ−��	t�tuvw!�	�u	���t��x�v	{��~�	�u{�u���	��~���t�{	v	~x��	t�w~�uwx�	����~�v!~	��	��v���	��xw|u	{�v�t	�	�	~x�	t	���u�(~w�	�u��		v�~�	t��x�v	�	x�	�v	x
��	��tw|u	�t�	�w�x	~{	���ux�	�	��{	�
t	�	��{	��u�(����t	��|uw�	�v	xx	~x���xx	w~��	|u	t|u	�vutxw�t	�
�x��w|u	v	~x��	�w���	t�x	v����xu�	�	�	{ut��Trec

def
= ~2k2

Laser/(kBmCs) ≈ 0, 2µ
���	t�{���	���~��

u~	�wx	��	vrec def
= ~kL/m ≈ 0, 35{v

���
��	�	x�		v�~	�x�	�xu������t	�{��v��v��~�xw|u	�	�x��w	u�����~xt	{��v�x	��	�x�	��	~�w��~

5.10−5����t	�x��~{~�{	���w�	�	{�v�	~�	��uvw	u�{	�{��v��v��~�xw|u	���	{�	����w~	��	tv��tx��
�~	�	�v�x���	�t	��tu�	�{�{	�	�x�	v	�u�	�t�x	v����xu�	�u~u��		x�	���t	�{	xx	{�v�	~��xw�~
v��~�xw|u	��u����w�t��{��~xwtt�~t	�tu�	��w�����w�t	�

,���. 	���>��<��;?>����=��=�><�=�<�

�	x��wx	v	~x���{��	~x�x�wx	�wx��u�u~	�	ut	�wv	~�w�~	x��u��	����x!v	���	u���x�x����~�t�
���twx�~�u�~����~�����	u�v�w��w�	�w�{	�u�t��	���	x�	��x�v	���	{u~	�x�u{xu�	���	��~	�{	|uw
�u�v	~x	�	�u{�u�t	~�v��	�	��u�(~w�	�u����u��u����	��~�|u	t�x����w		�x	~{��	��	u��!���~~	
��~�{	�{���tu�{�v�t	�	���~��u���{�~�utx	���u��tu��	��x�wtt���xw{t	�	��� ���~�s��x����w����"��
�����
�������
	���
�����������
	���
���	�v = 0 ����z = 0 
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����������������������	����
	���
�	���
�����	�������������������	
����σ− ��
�����	��	������	�|6s f = 4Mf = 0〉��	�����������������	��
����	�|6s f = 4Mf = −4〉 ��	����
���
��	�����������������	��������������������	�����
�����	��
�����������
��
�������� 
��	�
	������	
����	�����������
��������
������� �����
��A(t)

���	�����������	
	���
�	��	���
�������������
�����	��� 
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���	��
��������
	����������	�����	
	���
�	��	���
������������������	������������
�����	
���	��	�	
��	��

�����	���������������~p 
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,���� ���>��=�����<?;�>��>�>����;�>
��~�t�x����w	�u�w��	��	~�u����~���u�	~x���wvwt�~�x�	�x�v	�u~���x!v	��	u�~w�	�u����~�

���t	��	���u�(~w�	�u��		v�~uxwt	��t�	�	x�u�(����t	��|b〉 = |6s f = 4〉 	x|h〉 = |6p3/2 f
′ = 5〉�������	~{	�	t��x�x|h′〉 = |6p3/2 f

′ = 4〉 �w�x�~x�	251s���{�v�tw|u	t	����t!v	�{�vv	{	t�	�x�w�w�t	
�u�t���u�	"���

���xu�	�	t��|u�xw�~z�*	x�	���w���	�x��~�wxw�~����	��~	���~~�	����t���u�	����v�~x�	|u�wt
	�w�x	u~	������wtwx��	~�w��~�������~�~~utt	|u�u~���x�~t��	��		��|u	~{	νL ��

wx��������u�t�
x��~�wxw�~b → h′ �u

tw	u�	t�x��~�wxw�~b → h�
wt���u��wu~	������wtwx���	~�w��~�����u~	�{x	u���

��!����	~��~x�u��u�(�x�x�		v�~{�~�w�������u�|u	{	x�x�x�	���	�{wx	�u�|b′〉 = |6s f = 3〉����x�v	
��~�t��x�x|b′〉 	�x��{�t��	�tu��	9����	�x��~�wxw�~��wt~�	�x��~{�tu��ux�ux{�~{	�~����t	���{	��u�
�	�w��	��		x	�x��~{�	��u�
�	���{	��u�����v�xw|u	���wx+x�	{���w�����~�{	�ux��~uxwtw�	u~�	{�~�t��	��	~�tu��ut��	�
	�{t��	{���~xt	�	�w�{	�u��u�w!�	����	t�t��	��	��v�	u��t	��x�v	��	��u���~x�w~�w��	��v�����	��
f ′ = 4 	x�~x��~{u~	

��~~	������wtwx��	�	���	�{wx	��u�f = 4 	x��~{�
�+x�	�	{�{t����u�t	���{	��u�

�	�		��w�w��	v	~x�

�
�
� �������������
��	�
���

�
�
�
������

���	�
�������������

,�)�� ���?��=�<��<����>��;���>��;<�?>�=��>

���|u�xw�~�����tuxw�~�u~�v��	N ���x�v	���u~��s���	~{	ttut	�	�	~�wx�n(~r, t) 	�x�xu�
w�	�u

{�v�t�v	~x�����	x	�x��~~�	���t��|u�xw�~�wv�t	v�w�	�~��v	~x�t	


dN

dt
= R−Nγ − β

∫
d3~rn2(~r, t)

�"�#�

= R−Nγ − βn̄N �"���

���	u�w!v		���	��w�~	�xt�v+v	|u	t���	vw!�	���~�t�|u	tt	�~�w~x���uwxu~	�	~�wx�v��	~~	
���~w	���n̄ def

=
∫

d3~rn2(~r,t)∫
d3~rn(~r,t)
���~�t	{����u~	�	~�wx���u��w	~~	���~~�	���t�	��vut	�����~�
n̄ =

N
(4πσ2

r )3/2 = n(~0,t)

23/2
���u���~���tw�	��~�{	xx		��vut		~����	~{	�	���x�����{w�xw�~	~�	{xw�~���"�

�	���t	u��x��w|u	���~xR ≈ 108�x��|uw	�xt	x�u��	�	v�tw����	����	~�~x�	��x�v	��u������w�u	t
���~xu~	�wx	��	�tu�	�w�t	|u	t��wx	��	�	{��xu�	v < vcap ≈ 30v

��	γ ≈ 1�−1 |uw	�xt	x�u��	{�ttw�w�~
��	{t	������w�u	t�v	~�~x�t�� 	{xw�~�	t��x�v	�w����	u�x����~�t	{���u{��wuv�~�	�	~�{�v�x	
|u	�t	{�	�{w	~xβ �	�u�{�ttw�w�~�	~x�	�x�v	��u�w!�	�	�xvw~wv�t��u�Itot ≈ 10v

��{v2 �$wt�xx	w~x
t���t	u�β ≈ 2 10−11{v3

���
�~�u���t�	��w���	~x����{	��u��	�	�x	������w~���~	��w	{w~�xw|u	����{��~�	v	~x�	�x�u{xu�	�~	�u���	��~	�	�x	�	{xu���~�t	{�v�t�v	~x����

,�)�� :=���><�����=�>��>��<��=�<<>�><��
��vv	~��~����w~�w|u	�|u	t	��w!�	��u�u	t��{�v���x	~x�w�	�w�{	�u��	v+v	w~x	~�wx�Ω2

tot = 6Ω2���vv	�w�~B = 0�
t	�����w	~x��	t�~OX 	xOY

�∂B
∂X = ∂B

∂Y

���~xt�v�wxw��	{	tuw�	t�~OZ �
b = ∂B

∂Z

�	x
t	�w!�		�x��~{���v�x�w|u	��	�x�w~��{�vv	~�u�����	!�	~x���w�u~�w!�	��v�x�w|u	�~�u����uw��~�
��~{�	"��t�w~x	~�wx��	�t��	���	t�~���t	�w!�		�x�t�����v�x�w|u		xΩ2

tot ≈ 5.2Ω2�

����������2-	����4�

�	�{�	�{�	u���	��~x�wx	�	~�u�{�v�x	|u	t	�twvwx	��	���s�����~x�u	��u�	�	x��wx�{�tt	{xw	��
�u�t���������xw�~�u����~~	v	~x���~x�~��vw����u~�x�v	��w�w~��	x	�	x�	�w�u�w�~vutxw�t	�t	
����w�xw�~x����w~����w~�w|u	t	�{�ttw�w�~�	~x�	��x�v	�	��w���twvwx	~x	��x	v	~xt	��	~�wx���xx	w�~��t	��
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�	��w���	~x����wv	��		�~{xw�~~	v	~x	xt	��v�tw���xw�~�����w�t	��	��w!�	�v��~�x�(��xw|u	�	{�(
�wuv��~x��x�wtt����~�t	{�v�t�v	~x�������	��xu�	�v�~x�	~x~�x�vv	~x|u	��~�u~	�~{xw�~~	v	~x
�x�xw�~~�w�	t�x	v����xu�		�x��~~�	���t�	��vut	

T (µK) ≈ 30 + 0.56
N1/3Ω

|δL|
�"����

�t	�x�~�x	�|u	{	xx		��vut	����w	~x�	���	��	x�t�����*�����ux�	�{�	�{w	~x�	u�	~xx��u������
���ux�	����u�	����w����	�	v�t	���	��	~����"���v�w�t����	~��~{		~N1/3I1/2δ−1

L
�	v�t	��	ux��!�

�x��tw	�t��tu����~�	w~{	�xwxu�	���x	�u�t���t	u��	t��uw���~{	�	I��

3���8�4.

�~	�v�tw���xw�~wv���x�~x	�u��s�����x�	�	{xu�	�����	xx	�t		x�t����������u���wx	�t�����(
����xw�~�	����x�~��w�u���|uwtwvwx	t��	~�wx���u~��s�����w��		�x����	�u�t		�wx|u�u~		�w�u~
�x�v	�w�����~�u~��s������wx	��		�x�w	�w�t	|u�u~	x�!�	�w�t		��{	�u�x�t	v�w~x	~w���t�u�x�t���
�	�wvw~u	�t�tuvw!�	�u��s�����u��u�v	~x	�t��	~�wx���~��	���	���x�v	��

�����tw��xw�~�	{	xx	w��		�x	tt	�u��w�wv�t		wt�u�x�	���tw�	�u~	��~	�	{��xu�	��wtt�~x	�u
��u�x�u��u��s���	x�	���uw�	t�tuvw!�	�u{	~x�	���u�{	t�t�w��	�	x	~u	��x����{{utx	�t		�w�{	�u
�	��v�	u�	~��~{	~x�			~t		�w��~x����	��x���	��u~	�wx�	�u�t�|u	tt	u~��w~x~�w���x��	��w~�	
	x�	t	�w�w�	�	~�	u����u�|u��t�w~x	��	{xw�~��u{	~x�	�u��s����t	��x�v	�~	��w	~x�tu��	��v����
�~		�w���~�f = 3

t	��x�v	��u{	~x�	�u�w!�	��~x��������~�~{		x~	��~x�tu���uvw��t�	��{	�	
�w��	��	�wt�t	�	�	�w	~~	~xt����	t	u�������	��!��	t���~	��wtt�~x	�
�~���t	�t����	�������~x�~	�u�(���{	��xw{�t�����u�	����������	{	�x�w~	��	���~~	����(	!�	~xt	x	�v	��	�������s�����u�	��w!�	��v��	���('"%i(&'9�%%$'"#$)i#$)"d9��)"%��j��&%
#')f%%&%$'!"#$%&'#%9)p(i!d#i%&'��k�9+&$+
)q)&%!"#$%&'9'+(&f%$f+�#"%&'%$i#'�(f%$!($$+*d%$!()"
&q9o(+"
)9$+i%&'
)%f%$#'9'$f = 3

f9&$d%!+��%�

��		���,���2-�-����2��#,�	
�%'%i!$fq9i("'+$$%i%&'f%d9'%i!#"9')"%%$'τtemp ≈ 50µ$�

fq9!"�$d9��)"%�f%��"%�$%&�jkk���
p%
)+%$''"�$"9!+f%!9""9!!("'9)'%i!$fq9i("'+$$%i%&'$!9'+9d�+�%�p%d)+f%d9f%&$+'#f(&&#!9")&%�("i)d%$%i*d9*d%l����τpos ≈ 20i$�

d)+�i�i%'"�$"9!+f%f%o9&'d%'%i!$fq#o(d)'+(&f)&(i*"%fq9'(i%$
�f(&&#!9"d9�("i)d%��k�≈ (γ + βn̄)−1 ≈ 1$�

m&%&f#f)+'
)%$+dq(&i(f+�%d%$p(&f+'+(&$�Ω, δL, b
�f)

����
m
�
d9'%i!#"9')"%9''%+&'$9&()o%dd%o9d%)"fq#
)+d+*"%%&1i$%&o+"(&�%&$)+'%d9f%&$+'#n 9d("$
)%d%

&(i*"%fq9'(i%$N &
q9!9$%)d%'%i!$fq#o(d)%"���	�x��u�|u�w�~{����	t	��s�����	{I1 ≈ Isat

���u�
{��|u		�w�{	�u��δL1 ≈ −2.5Γ, b1 ≈ 0, 15

��v��{	|uw{���	���~��15��u��
�{v����t	u����~~�~xt	~�v��	

v��wv�tN1
���x�v	����~�	�		��w�w��tu��wt	�uxuxwtw�	��uvw	u�t�	��{	�u�(����t	�|uw	�x	�{�{	�	�w�t	��xu��xw�~��~����	��~{x��~�wx�w�	v	~x�u���wv	�wx�	�x	v����xu�	twvwx�	�	~��{�t�~x����~x��	

t	t��	�x�ux	~���uw��~x��~w~x	~�wx���	���t	u��x��w|u	��	I2 ≈ Isat/5, δL2 ≈ −9Γ, b2 ≈ 0, 15
��v
�~

����	��	�|u	t	v+v	~�v��	���x�v	�	xt�x	v����xu�	{�ux	��ux�t	v	~x����~�tu��	{	{��~�	v	~x�
~�u�{�v��wv�~����	�w�t	�w!�	 u�|u��b2 ≈ 0, 3

��v��u��u�v	~x	�t��	~�wx��v�w���~���	t�u{{!���t	�x	~	�wx�w�{wt	�	{�~{wtw	���ux	�	~�wx�	x����	x	v����xu�	�t	���t	u����xwv�t	��	v�t	~x+x�	�	t�����	�	T ≈ 5µ
�	xn ≈ 1011�x�{v3�

�	����t��	�utxwv	���~x	�	{xu���u�t	��w�~�u��	���x�����{w�xw�~������	�	�tu��v�t	���x�wt���~x
��~~����~�t	{���wx�	#�*������	~�wx�	�x��xwvw��	��u����w�t	v	wtt	u��w�~�t�	��������w�t		xt�
x	v����xu�	��u����w�t	v�w~�����w�t	���~�	p���x	v����xu�	����	�	200µ��

30µ
����u����~�

�u��w��xwvw��{	�����v!x�	���u�{����	�u~�w!�	�w��t�w�	��	�tu��v�t	���x�wt��	��~x��~~����~�t�
x�!�	�	������������
��
	
	���
�	�����	����������������
 I

Isat

Γ
δL

= Ω2

ΓδL
≈ 0.025��
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5���
-�-��2-,��
�-��2���2-	��	2��������
��~�~�x�	v�~x��	�wt	�x~�{	���w�	��w~ 	{x	�t		�w�{	�uv��x�	��~�t��w��		�{t��	�v�w�~�u���ut�~�

��u��w�{��w�w�δL 	~x�	−Γ 	x−10Γ ��u���u��w�{��~�	�x��~�wx�w�	v	~xt	�{�~�wxw�~��	�w��	��	{�vv	
~�u��	~�~��	t	v	~xw�~~	���	t����	u~����t!v	{���wt��~{��~�	�	t�~�u	u����~�	�t�w~ 	{xw�~~	�		�wx�tu�{��t		�w�{	�u��x����w�{�vv	v	~xw�~~��u���������	��%�*�����u��	v��w	��{	����t!v	
�~	�	{xu	u~��u�t	������	�{	|uw�����	tt	�u��wu~v�~x��		~�wt�	{��x��	v�~x��		�x��{�wx�u�t���u�	%�"��w�~�t�~�|u��utw	u�uv�~x��	�t	~xwtt	�vw��w����~�	uxuxwtw�	�u~vw��w������w|u	������!�t���u�	%�"�t�����	��	����xx�u �u����~�t	v+v	��	��~	�wxt	���	���xw�~�	�~x|u	{	t�~�	�x���
���wv	~xt	{�����	�x��u�|u�wwt��x�~�{	���w�	��~�~�x�	v�~x��	�		�w�	{	��u�t	������	t	�tu���!�
����w�t	�	t�w~ 	{xw�~�
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z	xw	~�����{w�	�|u	�!�t	{�vv	~{	v	~x�	v�x�!�	t	v�~x��	�x�wx�� �	~�t�{	��t	�x�� �	�����
��~�t�x�!�	�	�}t	x�~����*��z	��w���~{��{�w�	t	�{��w��	v	������{	��	u��	xt	�{��~�	v	~x�|u	
~�u����~������x�����t��uwx	�

�
�
� ������	���������	
�������������������

�~	�w�w�~��	~�	v�t	�uv�~x��		����wv	~x�t	�x����	~x�	�u�t���u�	%���
��u��tt�~������	~x��x�wtt	�{��{u~�	��t�v	~x�{�~�xwxu�~x{	v�~x��	�	~{�vv	~��~x���t�{	ttut	��w�	��uw�	~��x�wtt�~xt	���x!v	�	�t��	���w��	�{���~xt	�	�w�{	�u�t��	��	�		��w�w��	v	~x	x�	

�w��	��	���u��~w��~����t��xu�	�	��w���	~x����x!v	��	��x	{xw�~�

�
�
	 
������������	�

�u{�u���	v�x�!�	�t	�w�	���~�~x��~�t�	~{	w~x	~	��	�x �v�w���������	xt����	��	�	{��wuv~	
��	�x �v�w��w��		 	~	���	t���	��w��~{|u	�	u{	xx	���xw	�uv�~x��	�

.���� �>�=�>
���~x�	��v�	��wt 	�ux{��u�	���xu�	����u�	~t	�	�t����	u���	�u�������	���t	�����w��	
t�	~{	w~x	����!���v���	���u~	��v�	��wv�w�	�v	v���~	��uw����u~	��v�	xu���v�t�{ut�w�	��~
uxwtw�	�	u���v�	�w�~w|u	�	~	�~{xw�~~	v	~x�	�v�~	~x��	���v�	��~x�	u�������~x��	���u�~�x�	
v�~x��	�t�u~	�x��uxwtw�	�u~{��v�v��~�xw|u	�|u�wt	�u���{�v�	~�	�	~{�u���~xt	���v�	���	{u~
v�x�tx�!�		���v��~�xw|u	�t	µ(v�x�t�t��ux�		�x�	����uw�	�	�w�~���~		�v	��~{u~�	ut	���~~	�
�	���v�	�t���|u	t��~�	ux��x	{x	�t	�w�~�	��v����~�~��	����w	~{	�{�vv	��{�wx�u{���wx�	%�%���	{u~��~{��w��	v�x��w�u�
 �w~x������w�	~�{w	�w~������t	��~�xx	w~x�	���	��w�~��	t�����	
�	10−9v���	{�	�x��	u��!�t	�w�	��	{t	|u	t~�u�x����wtt�~��{	|uw	�x~	xx	v	~x�u���~x��u���wx	�
u~x������~�~�v��	�	{�ttw�w�~���	{t	������w�u	t��~x��u�	����~���	���t���u~	w~x���u{xw�~�u�x	{�~w|u	��u�w�	�

.���� �>����=<>��;�<��=��>�

�	����w~	�{�v�	~��~xt	�{��v��v��~�xw|u	������wx	��x	��	�x�		xw~�uwx����t	���v�	����~x
�	����w~	�	~���wxw�~�	�	tv��tx���u~	{	~x�w~	�	x�u���	�t��	{uw��	�	1vv�	�w�v!x�	�{	�t	�x�v�wtt���u�w��t	�t�	�x��w	u�	x��wx	�t	�{�u�x�({w�{uwx�	x	�xx���	������u~{�u��~x�	t�����	
�	0, 1
���	�{���{x��w�xw|u	��	~�����w~	��	u�	~x+x�	x��u��	���~�t	������x�	�x��	�	��������

�	�}	�u	�u�����"��
�
�����������������������������	���	���������������
����	����	����
����	
����������	����������	
����
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����%��
�{��v���	~�	v�t	�uv�~x��		����wv	~x�t�w~{tu�~x�t�	�w�t	���x!v	�	�w��	��	v��~�x�(
��xw|u	�t	���x!v	�	���x�����{w�xw�~	x�	��x	{xw�~�	�v�t�{ut	�	��w�	����{	ttut	{�~x	~�~xt	{��wuv
	xt	���x!v	�	��v���	~	��~x����	����	~x����		�~{xw�~~	v	~x�	t�{	ttut	�	��{�	t��	�v	xx�~x�	
{�u�	�t	t��	��	�w��	��	�	~{��~�	�~xt	{��v�~E

�	�x��x�wtt���w~�w|u	t	���wxw�~~	v	~x�u���������
�		�w�{	�ut��	��	�w��	��	����	~�~x�	t��w��		�{t��		x�	������	�~x�	t�~t���	OZ 	�x��x��(����{�w�

�	����w~	�{���~xt	����w	~x~�{	���w�	�u�w��	��	��~x�uv+v	x��	v�w��~x8{v�	����~���u�
{��	�t	����w	~x��	~�w��~0, 15��v�wt	�ux	�w�	����	�u~{�u��~x�	4��wt	�x��~{~�{	���w�	�	�		��w�w�t��!�	v	~xt	����w~	���~����wx	��	{��u�	�x���t�	~{	w~x		x�		�w�	�����	�t	�����w���	����w~	���~x
��~{vw�	�	~{�~x�{x��	{u~xu�	�	{uw��	��~�t	|u	t����	�	t�	�u	��w�	���u���vv	�	~x��w~�	
{�~�x�uw�	u~	�	{�~�	��~���xw�~�	���w~	��	�v	xx�~x�	{��	��	�tu�	��x����w	~x���~��	~�w���	�u~
�w��	��	v��~�xw|u	�	��x�v	��

.���) �;�����>�>���=��
�~���vv	�	{��wuvtw|uw�		�xw��t��u�	�x	���u~	��~~	��t�u�x���u��w��tu��uv�w~�t���~~	

��u����t	�t�|u�~xwx��	���	u���xu��~x	��~�t�	~{	w~x	��	{��wuv�x�~x����������t	�����w��t	�	��	
	x{��wt	�ux�xx	~��	|u	t|u	�vw~ux	���u��xx	w~��	t��|uwtw��	�
�t	�x{�u��~x��uxwtw�	�u~x�	�v�{�u�t	��u����t	�t�x	v����xu�	�	t�{	ttut	�	{��wuv	x��~{t�

��	��w�~�	���	u���xu��~x	��~�t�	~{	w~x	���u�~����~����w~�x�tt��	x	t��w����wxw	���	~�v��	���x�v	�
�	~�x�	�w!�	�u{xu	��~{	~�uw��~xt	�t	~x	����w�xw�~�x�	�vw|u	��	t��w!{	�v�w�{		�wx~�	�x���x���
�+~�~x��u�~��	����w	~{	�{��~�u�~��xu�w�~����	~��x�wtt		�~{xw�~~	v	~x�u��s���

�
�
� 
��������	���
���	��������

�	��w��	�t��	����~xt	��w~{w�	�		�~{xw�~~	v	~x��x��x��tw	~��*����~x�	����x!v	��x��t	��
�	u{�	���1 000

�
20 000
��������	��uw���~x��10 �

150v
�����uxwtw��xw�~	x��	~x�	xw	~�wv�t	���t���~x

�	�	~u��	��uxwt���w�wt��w��|uw�	v�t�{	~x���~x��	u�	v	~xt	�t��	���{�t���~x����u�~��	�w�{	�u�t��	�
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�	�w��	��	����w	~~	~x�	�w��	�t��	��

.�)�� �>��=<�=�>�>��<��=�<<>�><�

�		�~{xw�~~	v	~x�w~�w|u	t	����{�uxw�~���	v�t�w{�~{	�~�~xt	��w��	�t��	���~x	��tw|u����~�t	
{�v�t�v	~x��"��	x���uv����~�t���u�	%���

����%��
�{��v���u~	�w��	t��	�	x�w�x�w�uxw�~�~�ut�w�	�uv��		�~��v	~x�t�u	�w�{	�ut��	�w��u	
�u�uw�	�	vw({�~�u{x	u������t��w��xw�~	�xtw~��w�	��~�t	�t�~�	t� �~{xw�~���	{�	���t	u��x��w|u	�
�	dmode ≈ 1µv	xl ≈ 5µv��~x��u�	�	��w�	��	~{	��~�ut�w�	��	θperp ≈ 60◦ 	xθ‖ ≈ 10◦�

�t	�x
��~{~�{	���w�	��uxwtw�	�u~	t	~xwtt	��u�{�ttwv�x	�t		�w�{	�u����u�	�{	�	���xw	��u~	�w��	tw��		�x
~��v�t	v	~x�	vw(����{�w���~x	�v�w���u�u~	�w��	v�~x�	��~�u~	{��wx�	�x	�~	�t��u�	�{		�xx��wx�	
�~xw(�	�	xR ≈ 0% �

�~����wx	�t	�{�v��xwxw�~�	~x�	t	�v��	��	t�{��wx�	�x	�~		xt	�v��	��	t�{��wx�
	��v�	���t��w��	�

�	���t	u��x��w|u	��	����w�xw�~��	�t�~�u	u�����~�	���~x������!��������

∂λL
∂T
≈ 0, 3 nm/K ,

∂νL
∂I
≈ −4GHz/mA

�%���

	tt	�~�u��	��~xuxwt	��{��t����	t����x�����{w�xw�~�~�u�{��~�	��~�t�t�~�u	u����~�		~{��~�	�~xt�
x	v����xu�	�	t��w��	{���~xt		�w�{	�u���x�����{w�~x�

���w��		�{t��		�xu~	�w��	���%"�����#%�~v�

.�)�� �;�;�=��>��>�<>>�?>��=��>�:�
�E�
��u��w��	��	��x�v	��wt	�x���	����t	���w�{�vv	~xt	����utx�x�x����w|u	����w	~x	~	�~{xw�~�	δL

�
|u	t�t���	u���	{x��t	�ut��	���wx�	t�����	�	t�t���u	u�~�xu�	tt	�γnat ≈ 5

s����u~w�	�u	�{wx��	
t��x�v	��w��	���	�t���	u����	{x��t	��	��w��	�	~	�~{xw�~~	v	~xtw��	�����{�	~x100s���wt	�x��~{
~�{	���w�	����~	���	{x��t	v	~xt��w��	���	��vut	�	�{���t��(���~	����v�~x�	|u	�wt�t�~�u	u�
L �	
t�{��wx�t��	�{���xt�t���	u���	{x��t	��{���x���u���~	���	{x��t	v	~xt��w��	�~�u��tt�~���~{

{��	�u~	{��wx�	�x	�~	��~���t	�u��w�	{��wx��x	~�u	���	~�w��~5{v�	t�~��{	|uw��~~	��u~	t���	u�
�	��w	�	|u	t|u	�{	~x�w~	��	����{	|uw	�xx�!�t���	v	~x�u���~x��~���w�	�u���t�	t�x����w	�	��w���	~x�x��	��	{��wx��	�x	�~	�	�x	�������~�t	{�v�t�v	~x��"���
��x�	{��wx�	�x	�~		�x�{��v�xw|u	v	~x�	����	~x�	�u�t���u�	%���t	���	�u �u	�u��wt	��t	�	��t	{x	u�
�		��|u	~{	�
�t	�x����w�t	���wv�t�~x	���w�	{x	v	~xt	���	�u��~�t��w��	�����	����{	��u��	������	{t���w|u	
��~�t	�vw{�����{	��	u�����	x	tt	��w��	������	tt	~xt	��w��	��w�x�w�ux	�}�����	�	{x�����}�����
�	v��	���vw��w�~t��	���w�wt��w�	�xt	�tu����{�	�	t�{�~�wxw�~��w~x	�	��	~{	~�~�	�x�u{xw�		~x�	�
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�{��v��	t��w��		~{��wx�	�x	�~	�	x��	�wxx�����	t�������xw�~��xu��		x�	t����	��w��	v	~x
	~	��|u	~{	����~�t	θ �	�w���{xw�~�u���	�u	�x{��w�w��u���t	{xw�~~	�t�t�~�u	u����~�	��utu	�
�����	��w��	v	~x��	�	{xu	�u�t	{��w�	v	~x4→ 5; 4→ 5�

t	��w���	~x	��~�	�����{�w	����t	���	�u�{�~�wxw�~�wx	�	}����	x��~~�	���t�	��vut	���#����t���u	u��	���w	��	{	�t��	��	�xx��w|u	v	~x�	3s�����~�~�x�	v�~x��	t	��w��	��	�	��v���		x
�	���x�����{w�xw�~��~x�	��w��	��	x��	��}���

.�)�) ��=��?;�>�����=��>

�	��w��	�t��	��	x���{w�t	v	~xt	��w��	���}������~xx�!��	~�w�t	��t�tuvw!�		~x��~x��~�t	u�
{��wx�	~�u��	~�~���	~��w�u~	�	v�t	��	{t	���	�u	�x	�~	|uw�	�xu��	x	tt	v	~xt�{��wx�|u	t�
t�~�u	u����~�	{��~�	�
��u���wx	�|u	t	�	��{xw�~�����{�w	��	�	�w�{	�u���	x�u��tuvw~	u���u	��u��w���	~x��t�v	~x�
��xw|u	��t�{���u�t	x�� 	x�u	�w�{	�u�	x�u�~	~x��~�t�{��wx���~uxwtw�	u~w��t�x	u���xw|u	��		�~{(
xw�~~	v	~x	�xwttu�x�����t���u�	%�"��t�����u�t�	�	x��������
���~x�	x���	��	�t	{�w�x�t��x�x	u��t		�w�{	�u����	�x���	��u~��t��w�	u��t	{�w�x�t�	�������	�wx	~�uwx	x�u�~	�t���t��w��xw�~�	45◦ �t�
��t	u��	B 	�x���t�	���t�	���{	v	~x	~x�	�	u��wv�~x��	�v�~	~x�����~x|u	t		�w�{	�u~	x���	��	
u~�~�t��	u���w	~x��45◦�

��ux	���	�w�~utx��w	u�	�	t�tuvw!�	�	�	~�~x	~�	~�w~�	��	��wx��tw��x�w�	(
v	~xx���	��	�t��~�t��	u�|uw~	t�w��	����	�|u	t�tuvw!�	��w	~x�	�45◦�

t	{�w�x�t	�wx	~�uwx	x�u�~	�t�
��t��w��xw�~�	t�tuvw!�	�	45◦	��~�t	v+v	�	~��{��{	tuw({w	�xwv�������~B	{	|uw�ux�x�t	�wx

.����������������	����������������������������
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90◦�
t�tuvw!�		�x�t����x����	���t	��t��w�	u��

����%�"
�{��v�	��tw{�xw	�	t�w~ 	{xw�~�	t��w��		�{t��	���t��w��	v��x�	��		�~{xw�~~	v	~x�	�
�w���	~x��t�v	~x���xw|u	��{�vv	t�w��t�x	u���xw|u	�t	v��ut�x	u��{�u�x�(��xw|u	�	xt	v�~x��		~�wt
�	{��x��t	�{u�	���t��w�	u���ut	���w�v	��~�v������	u����~x��x�wtt�����t�v	λ/2 �wxu�	�t�	~x��	
�	t�w��t�x	u�	�xuxwtw��	��u�x�u�~	�t���t��w��xw�~�	45◦ ��~|u	t���x�xw�~�u	�t�	�	x��������	45 ◦
~�u��	�v	xx	��uxwtw�	�u~	�w�{	�uv��x�	���w��~x�t�

.�)�, ��;������=�<�;����>>�?�;��>��=��>�><�><�����><�>

���x��	�uw��~x	{�~�w�x	����	��w����t�|u	���u�t�{�	���t	t��	��t�	��|u	~{	���w��	��~	�	xv�t���t	�	���x���	����w�	�x�	�vw|u	��	��w�x	~x��	�tu�~�u����~��	��({�u���u��u���x!v	�����	��w��	v	~x
	~x	v����xu�	�	t��w��	|uw{��u�	t���|u	t�x	v����xu�		�xx�������	�
�	{���wx�	�x�~xu~�	���w~x�wv���x�~x��uv�~x��	�~�u��tt�~�t	����	~x	�	~��x�wt�	~~�u�w~��w��~x�utw��	�	��	vx�	�	�����*�&�������u�	%���{��v�xw�	t	��w�	���w����wxw	�uxwtw�����u�t���(
�	��w��	v	~x�	t��w��	�

����	��#����3�##,-�

�����	t�������xw�~��u~	�w�{	�ut��	��		��|u	~{	νL ���u~�����{�u�	�	t�	�	x����t	���	ut�t	��x�v	�|uw���w	~x�u~		��|u	~{	ν ′L = νL(1 − v/c) ���{�	�	t�	��|u	~{	�x�vw|u	νbh �
�����	~xt�
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tuvw!�	����w�x�w�uxw�~�	s���	tt(}�t�v�~~w~�w|u	�t���|u	t	����t��������xw�~�t���|u	t��~��t��	
νL�	�
xu~	��u��w	~~	��	{u~�{��xx��	√kBTω2

bh/(mc
2) ≈ 170

s����
�~�	ux��~{�	~�	����t	�t�	��|u	~{	�	~�x�	t��	��u�{	����t��������xw�~����t	�{���	���~��~x

�|b〉 = |6s f = 4〉 	x|h〉 = |6p3/2 f
′ = 5〉���	��|u	~{	��utu	����	�	v�t	δL = −3Γ

�{���	���~��u~	
{	�x�w~	|u�~xwx��	tuvw!�	�������	��t�u�x��~{��u����	��w�~�x�	t��	���uxwtw�	�u~���x!v	x�!��wv�t	
�����	��w��	v	~x�wx����w���	~{	��~�u�v	~x	t	{�u��~x	~������~�t�{�t	�w���(�t	{x�w|u	�u�t�|u	tt	
	�xv�~x�t	���	�u��u�w	~�~�u�v	~x	�w�	{x	v	~xt	{�u��~x�		�~{xw�~~	v	~x�	t��w��	��!�|u	t�
��t	u��	t�tuvw!�	�������		�x	~�	���u��	t���t	u���utu		�~t	�wvw~u	�wt���t	u�	�x�u(�	��u��
s�t�	u�	u�	v	~xt	��u{xu�xw�~���u	��u�{�ttw�w�~����	�	v�t	�	xt�|u�twx��u����t����t	�~	

�	�v	xx	~x��������	��w��vw	u�|u	|u	t|u	�t���	u��~�xu�	tt	��{	|uw	�xw~�u���~xw{w���u�uxwtw�	��~�
{	xx	x	{�~w|u	�����	��w��	v	~x�u�����t����t	���u��	�t��	����~xt�t�~�u	u����~�	~�	�x���x�!�
{�wxw|u	{�vv	t	t��	��	��v�	u����w�t��	{xw�~%���*��

����	��#����	�����-
�t	�w�x	u~	v�x���	�����	��w��	v	~x�tu��	�	��v�~x	�����	�u�t�������xw�~��xu��	�
�w�~�t�~�w{w�|u	~�u�	v�t�w	��~����t��uwx	t	x	�v	�v��ut�xw�~���u��		�w�t	��v�twxu�	�	x�	�	��|u	~{	��	t�����	�u���	xt	x	�v	���t����	���u��	�tu����~�	��v�twxu�	�	x�	�	��|u	~{	��	
t�����	�u���
�~����~���~�t�{	ttut	�|uw�	�x����tw�	�t�������xw�~�t	v+v		�w�{	�ut��	�v�w�	~�	~���������~

���t	�	t��	���~�	��	��x�v	��������~xt�tuvw!�	�	{	t��	���~x{	u���~xt��wx	��	���w�	νL(1+v/c) =
νb′h′
	~�u��u��~�t��u��wt	v+v	����t����t	��s�w�	~�	�����~x�	�tu���!��~�	�	~�{�v�x	|u	�	�

�x�v	��� �	�{wx�����t	��	vw	�t��	�~	�	u�	~x��w�	vv	~x�tu�������	��	���x�~��ut��	���~�	��	{w
�	����	��u�t	��x�v	���~xt��wx	��	���w�	v0 = c

2νL
(νb′h′ − νbh)�

��u�u~		��|u	~{	t��	�νL = νbh
1−v0/c
wt

��u����~{u~x��u��wxx��u�	}	~~	x�u���v��w�����~�t	����t����t	������|u	b′h′ = bh
t	�x��u�

����w	~x�	v0 = 0�
w�	��u	�~��u����t����t	������|u	b′h′ 6= bh

t	�x��u�����w	~x��u~	�wx	��	~�~
~utt	��~���t	��u~{��w�	v	~x�	~w�	�u��
��	{|b〉 = |b′〉 = |6s f = 4〉 �t	f = 3 	�xx����t�w�~��u����t����t	���u�{�~x�w�u	��	x|h〉, |h′〉 ∈

{6p3/2 f
′ = 5, 6p3/2 f

′ = 4, 6p3/2 f
′ = 3}

�{��∆f = 0,±1
���~��xw	~x���	u��!��t	����t��������xw�~��~~�

���t���u�	%���	~��ux����wx	����t���	u��	��x��u��	�x��	u��!�t�t���	u�~�xu�	tt	≈ 5
s����u�x�ux

�wt��uw���~{	�	t��	���~�		�x���	�	�w�t	��u���wx	�t��t���w��	v	~x����uw���~{	���wv���x�~{	�	�
�w���	~x�x��u����	~��	�	�{x	u���	����~��	�{	~{	��	t���t��w��xw�~�	�	�w�{	�u�t��	���	x�	�{��v��
v��~�xw|u	�|uw��{�u�t	~xt	���u�(~w�	�u��		v�~	x��w�wt��w	{	�x�w~	���	����t!v		�x{�v�t	�	��~
x��u�	��u~	�xu�	��u�t	{���u{��wuv��~���{�vw�x	x�t�����"��
�~�	ux �v�tw��	� t	�w�~�t 	~��u�x����~xu~�w�~�t ����t	� ��������xw�~�wv�t	��u�~����w�
|u	 t	� �x��u��� ��u� ���	��w� 	~�uwx	��� �w���	~{	� �~	�t	{x��~w|u	�	�v	xx�~x {	t�	�x ��{�wx	
��~��s�{���v	x�t��������

���		-���		-�-��-����	�-��-2�,�	-�#����	��#����	�����-
�~~	�	ux���	��w�t�	��|u	~{	�u�u~		��|u	~{	|u	t{�~|u	{���~�	x��u�	��wxt	�����t!v	��	~{�~x���
t����	t����	��w��	v	~x����t	��wv�t	��~~	�	ux��~{���	��w�|u	�u�u~�x��u��~�u�{��w�w���~��	~�u�
���	��w��u�t	�x��u�{���	���~��~x�u{��w�	v	~x�	�x��~�wxw�~�f = 4→ f ′ = 5 	xf = 4→ f ′ = 4�

�t~�u�
	�u�����{�t	�	~�uwx	t�	��|u	~{	�ut��	����u~v��ut�x	u��{�u�x�(��xw|u	���~xt		�~{xw�~~	v	~x	�x
�{��v�xw���u�t���u�	%�"�uxwtw��~xu~	���w�	��|u	~{	���{�	�	100s����~����x	~w�u~	�ut��xw�~t��	��~�t	���w��~xδL ≈ −3Γ�
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���������������������	���	������������log10 P (�

�	
) = 7, 0 − 3750/T (�) ���������
��
�	�������
�������������
�

��������������τ = ���
��	
���
������/ ����������	����������������������
���
�τvie rad 
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�utw	u�		�w�	u~	{�v����w��~�	��ux	u��	�w�~�t{�vv	��~�t����	��w��	v	~x����w���	~{	��~
��uxwtw�	�u~	x	{�~w|u	�tu��u�xwt	�wx	�	��x	{xw�~��~{���~	���u����	��w��u�t	��vv	x��u~x��u�|uw	�xu~	{�u��		~{t�{�	��wt�u�x�	{���w�	�t�	��|u	~{	�ut��	�	~�uw��~xt����w��	f ′(ν)�u�w�~�t
��������xw�~f(ν)�

�~	�	xt����w��		�x~utt	t��$t��~�	ux���	��w�����wxw�	�wt�	��|u	~{		�xw~	��w	u�	�t���t	u���utu		x�u���w	u�	�w~�~���v�x���		�x��{�wx	�u�t���u�	%���	~�������wx	��	tt		�x����
�u�u~	v��ut�xw�~(��v��ut�xw�~��~{���~w��	��~��u���{�~�utx	�t���xw{t	��		�~���~�����*��w~�w|u	t���xw{t	��~���t�u�t��x��wtw��xw�~	~	��|u	~{	��u~	�w��	�	��	����{�	t	�w		x�t�������|uwx��wx	�u��w
�	�{��wx��	�x	�~	��

����x	~xw�~�	t����w��	�u�w�~�t	�x���tw��	{�vv	�uwx
t�	��|u	~{	�ut��	�	�xv��ut�	��w�t�{�t	
�w���(�t	{x�w|u	��t�	��|u	~{	Ω = 2, 5

������	{u~	�v�twxu�	A ���t��t	v�w�	�w�t	�	��~xt�t���	u�
�u�w{��������xw�~��xu��	����v�twxu�	�u�w�~�t���	���f(ν0 +A cos(Ωt)) ≈ f(ν0) + f ′(ν0)A cos(Ωt) 	�x������xw�~~	tt	�t��	~x	�	t�{�u��	��~��{u�!�	t��v�twxu�	f ′(ν0)A

	~vutxw�tw�~x{	�w�~�t���u~
�w�~�t{��~	�u�	v+v		��|u	~{	Ω��	t���~~	u~�w�~�t{�~xw~u������xw�~~	t�t��	~x	����	t��w�~�t
��v��ut��u�w�~�t��	��	u���t�u�x	~�uwx	���v�tw�	��		���~��xw�	�w��~x	{	�w�~�t��u�t�	~���	���~�t�{�t	�w���(�t	{x�w|u	��u��~�t	{�u��~x�	t��w��	��
�t	�x�~�x	�|u	t	x	v���	����~�	�	����x��w��	����	t�{�t	�w���(�t	{x�wu	��u���ux�	��t�v	~x�

�	u�	~x	~x���~	�u~��������	�u�w�~�t�	���xw	�w�	��u�w�~�t��������xw�~��xu��	tu���t����x��w��	��
�t	�x~�{	���w�	��u����{u���	��t��	~x	�	������	����ux�~xt	�w�~�t{��~	�u���~x��	�	{xu	�t�vutxw(
�tw{�xw�~��~��ux�~�	���t��	�	����		�x��~{~�{	���w�	��	���t��	�	{	xx	����	�		�wx	~��t���~xt�{�t		x	~{�~x��t�~xt	�w�~�t��������xw�~�w~�w��t����u�u~��{wtt��{��	�

��	~�	v�t	�	{	�v��ut�xw�~�(��v��ut�xw�~�	�x	�	{xu����u~	�t	{x��~w|u	����x�		x���	t����	�u
t�����x�w�	�
�	�v�x���	��	��x	{xw�~��~{���~	��u�t�{�(w~����~x�	�v�x���	�x�!��	�	��v�~x	���u���x	{x	�
u~�w�~�t�		��|u	~{	Ω0

��x	�vw~�	��~vutxw�tw�~xt	�w�~�tx�x�t���u~{��~	�u�		��|u	~{	Ω0
	x���

�	��tx�	��������w����~	�x��wxt	�w�~�t��utu���u��	�	��tw{�xw�~��tu�{�v�t!x	��~��u���{�~�utx	�
�t����tw{�xw�~��x	���u{�x�t��u	�x�~	����	�	��{����x	v���"(���%��{w	~xw�{��~�w~		�w~��~�x�u(
v	~x����

��w~{�~��~w	~x�	{	xx	v�x���		�x|u	t�	��|u	~{	�ut��	�	�xv��ut�	�2, 5
�����	t��	ux+x�	

�+~�~x��u�{�v�x	�t	~�v��	���x�v	���~�t	�w!�	��~uxwtw�		~	�	xt�v	�u�	�u~w�	�u�	�u��	�{	~{	
�u��s���

��w�t�	��vut	����|uw���	~��	δL |u
w	�x��~{�u��wv��ut�	�2, 5

����G()'%dq%r!#"+%&p%f(+'f(&p�'"%f#pd%&p�#%%&$n&p�"(&+$9'+(&9o%pp%''%i(f)d9'+(&l2, 5
�����w�~�t�~�|u�wt	�x����w�t	�����	��w�t	t��	���~�{��~�	�t�	��|u	~{	�ut��	��	~v��ut�~x���	�	x�		v�~�{������u~��t�~�!�		~x�u��~xt�{	ttut	{�~x	~�~xt	����t	���w	���������xw�~���xu��	���~x��u�	��u~	�	�{�w�xw�~�	{	xx	v�x���	

��~������w~	x�t�����#���t������#����x�~��u��w|u	t��~�	ux�v�tw��	�t����	��w��	v	~x	~uxwtw��~xt�
���w��	x��w�w!v	�u�w�~�t		~	�	xt�t���	u��vw(��ux	u��	{	xx	���w��		�x�tu��~	|u	t�t���u	u��	
t����w��	��	vw!�	��t�u�x�	��v��ut	��t�	��|u	~{	�Ω��~��u���{�~�utx	���	vx�	�	�����*�*������	xx	v�x���	�	ux����wtt	u��+x�	uxwt	��u�	�w�	����xw��t	{���{x!�	t��	~x�w	~��u~����t�	
�w�x	x
������~{�w��w~�w�	t�	�	x����t	��
�t 	�w�x	 ���ux�	� v�x���	� �����	��w��	v	~x 
 ~�x�~� ��� 	�	v�t	 {	tt	� �wv�t	 	x ��{	~x	�
�	���	w~	�	x�t�����#��{��~	v�~~	x�t�������|uw{�v���	~xt�	��|u	~{	�t�	��|u	~{	�u~w~�x�~x
�~x��w	u�	xt�{���w�	~x�w�	��w~	�x�
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���N ≈ 4. 107 	����� 
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�	{�u�t��	��	{t�{��wx�	�x	�~	~�u��	�v	x�	�x��wtw�	�t�	��|u	~{	�ut��	�	x�	t���~	���	{(
x��t	v	~x�s�t�	u�	u�	v	~xt��uw���~{	�	���xw		�x	�w�t		xt�t�~�u	u����~�	~�	�x���t���~~		~�u�
��{�t	��~���~{t�	��|u	~{	��	{u~v��ut�x	u��{�u�x�(��xw|u	���w�t���u�	%�"	��tw{wx�~xt	v�~x��	
�wx	~��wt�	{��x���{	|uw���uwx	~{��	t��uw���~{	t��	��
��u��u�v	~x	�t��uw���~{	t��	�x�ux	~{�~�	���~xt	��ux�	�{���{x��w�xw|u	��wt�u�x��	~���	�u~		��{xw�~��v��u�x��	{	xx	tuvw!�	t��	���~�u~	�w��	�tu��uw���~x	��u�|u	{	tt	({w�t��	��ux�v�(
xw|u	v	~x��t�t�~�u	u����~�	�	t�tuvw!�	w~{w�	~x	��~���t	��w~ 	{xw�~��u~	�w��		�{t��	���u~	
�w��	v��x�	��~��u���{�~�utx	�t	���xw{t	�{	��u	x�t�������}�u�	����������~��~�s	x{�t	�������
�t�u�x�t����	{��w�w�u~	�w��	�u���vv	~x�uw���~x		x�	t�w~ 	{x	����t	t��	����{��	~x���~�
~�x�	{��{	xx	�w��	�uw���~x		�xu~	���%"������u��~x��tw��	� u�|u��150v

���u�u~{�u��~x
��	~�w��~180v

��
�~	�wv�t	t�v	�	vw(x��~����	~x	�u�x	~��~���t��u�	~���	�t�tuvw!�	v��x�		x���tw�	�t�w~ 	{xw�~���x�		�w�{	�uw~{w�	~xv��x�		�xx���	�w�t	��u�|u	t��~�uw��	w~ 	{x	�t	t��	�	�{t��	��	{�	ut	v	~x
u~	���xw	�	{	xx	tuvw!�	���u����~���~{���	���uxwtw�	�u~	v�x���	uxwtw��~xt�w��t�x	u���xw|u	��~
��uxwtw�	�x�ux	t	�uw���~{	�w���~w�t	����	�{�w�xw�~�uv�~x��		�x	�wx	�u�t���u�	%�"	x��{�wx	{w(
�	���u��

6��,�	�����2-,��	�,��-���#��	�-#���,����-�����
�~uxwtw�	t	��t��w�	u��	���xw	�	t�w��t�x	u���xw|u	��u�	~���	�������	�w�~t		�w�{	�uv��x�	��~�
t��w��		�{t��	��		�w�{	�uv��x�	���w�	��	{u~	��t��w��xw�~��x����~�t	�{	tt	�	�v	xx�~xt����xw	�u	�w�{	�u	�{t��		t�	�	x�������{���~xu~	��x�xw�~�	45◦ �	�v	x�	�	v	xx�	t���t��w��xw�~{�~�	~��t	��u�t	��t��w�	u���	~x��	�
�	���w�v	��~�v������	u�����w��	{xw�~��%�����~xuxwtw�����u��	~��	t		�w�{	�u	�{t��	��	u��!�
���~�����u�t	�uxwtw��~�v�~x���t�	~�	���w�	�����t��~�t	�	}�	��x	����u��wvw~u	�t�x�wtt	�u	�w�{	�u
	xtuw�	�v	xx�	�	����	���~�t�w��t�x	u���	x��wx	v	~x�~xw�	�	x|u�wt��~x�	�u�	�v	x����wx	�x����	
�	x�u���xw|u	�
��u�{�~x��t�~�t�|u�twx��	t�w~ 	{xw�~���������xw�~����t	��u	�w�{	�uv��x�	{�vv	{	t�	�x��{�wx
��~�t	{�v�t�v	~x��%�&�

.�)�� �>?;�>��>����>��
��u�uxwtw��~�{�vv	t��	��	�	��v���	u~	�w��	�}�����%&������	100v

�	x�	t���	u�
��	{x��t	���{�	�	3s�����u��x	w~��	t		�w�{	�u��~t		�wx����	���~�u~v��ut�x	u��{�u�x�(��xw|u	
{�vv	{	t�	�x�	����	~x����t���u�	%�����	��|u	~{		�x���	��w	����w���	~{	�u�t	����t����t	���~
����x	~w�u~		��|u	~{	t��	��~�t	����!�������	��~�t��{�u�x�(��xw|u	����{�	�	t�x��~�wxw�~f = 3 →
f ′ = 4�

�	���{	��u��	�	��v���		�x�w���	~x�	t�~t��t{�tw~uxwtw����	{���u��x���wuvK 	�xw~x��	���~x
{��t��|uw��t	~x�	|h′〉 	�x��{�t��	|h〉 �	t���t	u�uxwtw��	��u��w��	��w�	�δL ≈ −2, 5Γ�

�	t�	��tw|u	
��u�|u�wt	�w��	��	�u��x���wuv~���x����tw��|u	x���w�	v	~x���	{�	�t��	���uw���~x���w���	��x	v	~x
��{�t���	x�ux	�t	�x��~�wxw�~���	��	vw!�	���tw��xw�~��u~��s�����u�t	��x���wuv	�x�	t�x���~�t���xw{t	�����~���t�	�����%��
�t	�w�x	�	u���xu�	��u�t	��t	�u�	��v�	u��	tt	���~x{wx�	�	x�	���u��	���~�t	{���wx�	�u�t	����
�������u�u�u�	xwx~�v��	���x�v	���	��v�	��{��|u	w~�x�~x�wt	�x~��v�t|u	��~��t	��wx	�w�t	�
��x�~�x�ux�	v+v	|u	��~w~x	~�wx�~	��wxx�ux�	v+v	���+x�	x���	�w�t	��~�	v��|u	�w~�w|u	t	~�v��	���x�v	�{���x�wt�w~x	~�wx��u�	��v�	u�{���x���~�~�x�	�w����wxw	~�u�~��xx	w�~�~����wtt	u��
���t���xu��xw�~�
����
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�t	�x~�{	���w�	��uxwtw�	��	��t�v	~x�����xw|u	��u���x	~w�u~	�w�{	�u��	u��!�{�ttwv�x�	x{w�{ut�w�	�
��~����x	~w�t	v	wtt	u��w��	��	����w�t	��	{�v�t�v	~x��%��	���u�	t��xu�	�	�	�w�{	�u���u��w	~��
{	tt	�	t	u����	�w�~�wx�	u�	�	t�~t	u���t��w��xw�~��w~�w|u	t	�{���{x��w�xw|u	��	�t	~xwtt	���	���w�v	�
�~�v������	u����	�vw��w����	�{u�	���t��w�	u����	�t�v	��	x����x�w{	���	�v��ut�x	u���{�u�x�(��xw|u	
�u�	�{	ttut	��	��{�	t���	���~x����uw�	t��uw���~{	�	�	�w�{	�u��	�w��	��	���	u��	�~{xw�~~	v	~x	�x
���uv��u�t	���u�	�%���%���%���u	~{��	%�"|uwv�~x�	���	�	v�t	|u	t	�{u�	���t��w�	u��x��~�v	xx	~xt���t��w��xw�~���w��~x�t		x����{�w��	~xt���t��w��xw�~�	�xw{�t	�

�	��w���	~x	�v�x���	�|u	~�u�uxwtw��~���u����t	�t	�w!�	��~x��{�wx	���~�t	{�v�t�v	~x��*�
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��u����~�x	~u��	���u�	���~�u~�	ut{���wx�	x�uxt	�w����wxw		����wv	~x�t��u��w�w	~t	�w��	��	
	xt	�		��w�w��	v	~x|u	t����x�����{w�xw�~	xt	�v�x���	��	��x	{xw�~��	�v�t�{ut	�	��w�	����u�
����	~x�~�{w(�	���u�t	��w���	~x�t��	��|u	~�u�uxwtw��~���u�~��	����w	~{	��~�u���x�wtt	��~�	~�uwx	t	�v��	~�uxwtw�����u�t���x	{xw�~���w�~��

.�,�� �>?;�>���D���
5��������	��	�-	

�	t��	���������w~�	~x�	~��*"�	�xu~t��	��v	xx�~x�t�t�~�u	u����~�	�	1064~v|uw�	ux+x�	
�uw���~x�vutxw(�wt���xx��	x|uw	�x��~{�{�vv	t	t��	���2�ux

wtw��w~�u�x�w	tt	v	~x�	~��u���	���
	�	v�t	����	�xu~t��	��|u�x�	~w�	�u���	��3+ 	�x��v�����u~	tuvw!�	�686~v��~�u~~

w�	�u|uw
�	t��	���w�	v	~x�	��u~~w�	�u�|uw�	���	�{wx		~�v	xx�~x�	t�tuvw!�	t��	��1, 06µv�	��u~~w�	�u
	�{wx�	{	�	�~w	��	t��		~�~�	��t	~w�	�u	�~��v	~x�t�	��3+�
��x�	t��	���u�~x�(������(��	�xu~t��	���v������	�t�v�	�����	x��{t	~{�����(��wx{�	���

���t��u�	�xu�	��u~	{	ttut	�	��{�	t��
��	�xu~t��	�	�~{xw�~~�~x	~v��	wv�ut�w�~~	t���tw���~x900vz�{��|u	wv�ut�w�~�{��{u~	��u~	
�u��	��	~�w��~7~��

t	x�ux{��	~{��10
������~�	t	�	~��	v�~�v��	�wt	�xw~ 	{x����u~	�w��	t��	��t	t��	�	xt��w��		��v	~xt�	~�	v�t	�*����~ 	{xw�~�		�w~�t��	��������u�~x�(������(������t���	u��	��~�		�x�	80

s���wt����	~x	u~	x�!���~~	�x��wtwx�	~	��|u	~{	�< 50
s����	u�	����

{��wx�	�x{�~�x�vv	~x���w�~�	�������~����~	ux�	���~����wx	�t	�wv�u�	x�����	~�	v�t	{�~��vv	�	�u{�u����t	{x�w{wx�	x~�{	��wx	u~�		��w�w��	v	~x���	�u�
��x�wtt�~�{w(�	���u�t		�~{xw�~~	v	~x�ut��	��{�t���~x|u�wt��v�	�

3���,�
--����#,�
-2-���	�-��-
��u����~�uxwtw��~�x�	t��	���������u���v�	��	�t��	����	{��w���	~x��{�t���~x���~xt���~�	
���vw��w�~t��	�	�x{�v��w�		~x�	380~v	x780~v��t�x�wx��~{~�{	���w�	�	��v�	�����	����x�~��tu��~	���xw|u	�|u	{	u��

1064~v�~�u����~���u�{	t�uxwtw��u~	x	{�~w|u	����	�u�t���xw|u	~�~tw~��w�	|uw�	�v	x�	��u�t	��532~v��u�	t�x�w�t	��355~v�t�	��|u	~{	�ut��	��������~�w|u�~�w{w�u{{w~{x	v	~xt		�~{xw�~~	v	~x�	~���t�v	~x���u�t	u��	xx�w�t	u���		��|u	~{	���(
�	�s	x�w��(��(���(������

�		�w�{	�ut��	�������	�x�u���vv	~x�uw���~x��u�|u�wt	�wtt	��	~��		~{�v�x	��~�t���t��w��xw�~w~�uwx	��~�t	�{�w�x�u����u�	~x�u������
��x���wuv�w������!~	�������x	���	�x	�v	�~�~tw~��w�	�	~
	�~{xw�~�u{��v��t	{x��v��~�xw|u	E ∝ ei(

~k(ω).~r−ωt)�~�x�vv	~x	~E2 	xE3��	��|u�xw�~��	s���	tt

�
���� � � �������������������3+ ����	
���
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��~~	~x��~{u~	��tuxw�~�u{��v�	~ei(~k(2ω).~r−2ωt) �uei(~k(3ω).~r−3ωt)��~x��	���~�~�u����	�	v�t	�u
��u�t��	
�~�	ux��w�t	���{	��u�{�vv	�	u����x�~�|uww~x	���w��	~x��u���~~	�u~�	ut���x�~���
{�~�	���xw�~�	t�wv�ut�w�~wv���	�t���~k(2ω) = 2~k(ω)�{

�	�xt�{�~�wxw�~�wx	���{{����	����	��t	�x��~{
~�{	���w�	�����w�u~vwtw	u�$t�w~�w{	�	��	��{xw�~n ���w�	n(2ω) = n(ω)��

��$t�uxwtw��xw�~	��|u	~x	�	
{�w�x�u��~w��x���	����w��	{xw�~��%�%�	�~�	ux�t�����x	~w�t��{{����	����		~��w	~x�~x{�~�	~��t	v	~xt	{�w�x�t���������x�u	�w�{	�ut��	�	~x��~x���~����x	~w���~�{	xx	�w�	{xw�~no(ω) = ne(2ω)

����
	�	v�t	�������wv	~x�t	v	~x�wt �u�x��~{����w	~x	�t	{�w�x�t��	t�~t��uw���~{	�ut��	��	����w�	�
x�	�vw|u	�������w��	~x�wt	�x��~{��u�	~x~�{	���w�	�	�	x�u{�	��t��{{����	����	�u{�u���	t� �u�~�	���x�	{�w�x�t�x�w�t	u��	�x	~	�wxu~{�w�x�tv�t�~�	u�|uw	�x�t�{����!�t	{�w�x�t��u�t	u�	x�	�v	x
��� �ux	�	�		���~x�ux�	�wx�wvwt�w�	�{	|uw�w	~x��+x�		��tw|u�	~k(ω) 	x~k(2ω) ��u�{��	�~k(3ω)�

.�,�� �>?;�>����?��;<�
�t	�w�x	�tu�w	u����xw{t	�{�~{	�~�~xt	�t��	���{�t���~x�u~	�w�tw������w	�{�~{	�~�~x	~	�wxx�u�t	�
x��	��	t��	���{{�����t	���	ux+x�	x��u��	�u�t	�wx	�	��z��u��x	
�xx�
������~	x{�v�{�v�	 �u��x	�~	���xvt�wx�~��u��wt���xw{t	�	�	�u	�	�z����������~~�~x�	x�!���~�{�~�	wt�	x��x�wt�	����wv	~x�u��

������#-2-���������-�-��
�t	�w�x	�	�t��	���{�t���~x	�~{xw�~~�~x	~v��	{�~xw~u�u�ut����	u���w~{w�	�		�~{xw�~~	v	~x
	�xw�	~xw|u	�v�w�t	�t��	��{�~xw~u��~xt����~x��	�����w�u~	v	wtt	u�	�~	��	�	��w		x��+x�	��u�	~x
v�~�v��	���u�{	xx	��w��~�wt��~x���	�w�uxwtw�����u�w~ 	{x	��	�t��	���{�t���~x�ut����

�	{�t���~x��wtu���~�u~��t��~x	v�x��~�t��~�~�x�	{�����	{u~	{�~{	~x��xw�~�	t�����	�	0, 3��t�
��xwvw��	�u�t��uw���~{	�	���xw		�	�x��u�	~x	��v��	v�{��v�t�{ut	�����~w|u	��|uw����	~x	~xu~	
�~��v	�	~�wx����x�x���(�w���xw�~~	t�	x��~{�	�����w�wtwx����	�	xt��	���~�u~	��~�	���	�t���	�	
t�~�u	u����~�	��tu�w	u���w��w~	��	~�~�v!x�	�����u�{	�~w�	�u���~x�t���w����{�ttw�w�~���	{t	
��t��~x�{	|uw{��	u~|u��w({�~xw~uuv���x�x��

�	��w~{w�	�	���		�xt	�uw��~x
t�v�t�{ut	�	{�t���~x	�x��v��	����t	t��	���v�	���u~~w�	�u
�t	{x��~w|u		�~��v	~x�t|1〉�	��u~~w�	�u��(�w���xw�~~	t	�{wx�|2〉�{	tuw({w�	t��	��~��vw��w�~tuvw~	u�	�	��u~�ux�	~w�	�u|3〉 	~u~x	v��x�!�{�u�x≈ 1��� |3〉 �	���	�{wx	�	~u~x	v���	t�����	�	t�
~�~��	{�~�	��~�t	v	~x�	��u~~w�	�u��(�w���xw�~~	t|4〉�	t��x�x�t	{x��~w|u		�~��v	~x�t	{	x�x�x�	t��	
	~�uwx	�	��|1〉��u�u�	�x	v���	���	�{wx�xw�~��~{��	�w~�wu~	w~�	��w�~�	���ut�xw�~	~x�	t��x�x|3〉
	xt��x�x|4〉�{	|uw�	�v	xu~	�v�tw�{�xw�~�	t��vw��w�~�xwvut�	hν3→4

t���|u	{	tt	({w�	������	��~�t	
vwtw	u�wt	�x��~{����w�t	�����w�u~	�	xt��	��

�	t��	����	�x��wtw�	��u�t�x��~�wxw�~����~xt	�tu��	��w~�wt	�x��~{����w�t		����wv	~x�t	v	~x�	
{��w�w�hν3→4

��
{	��	��t�v	~x���t	{xw	�	~	��|u	~{	{�vv	u~���	�u�u�	x�u~�����(�	��x�z	��w�
��x�wtt	�{w(�	���u�t	v�~x��		����wv	~x�t�	~�x�	t��	��ut���wt	�w�x�wx�� ����~xv�~���w��	�v�w��
�u�wx�	�uw�{	�x�w~	�v��w�{�xw�~��

��������2�,�	-�"��,�����
��u��tt�~�	��tw|u	�w{wt	{��w��	t�{��wx���wx	��{wtt�x�w{	�uxwtw��	�	x|uw	�x�	����	~x�	���t���u�	%�%��	{�t���~x{w�{ut	���
{	�u~	��v�	���~�u~	{	ttut	������tt�t��w���w|u		~�	��	��	~�w��~

1{v�	{�x���	t��	���v�	���������u�t��ux�w�t��	�x	�{�tw�����u~	t	~xwtt	{�tw~��w|u	�{	|uw�	�v	x
��	�{wx	�u~	�~	�x��~{�	��u{�t���~x�u�u~	���	�~�	u��	t�����	�uvv�t��w�x�~{	�		�{�tw��xw�~
	�x� u�x�	��u�v��wvw�	�t��uw���~{	�	���xw	��t�u�x	~�uwx	�		��v	�t�{��wx�t��	��ux�u��	{	xx	
�x��~{�	�	�{wx�	�
��u����~���x���u�t�{��wx��wxxv�~�{��t��w�	{xw�~�u	�w�{	�u���x�~x�����	��~�	�x�����	{x�	

���t	{��~�	v	~x�	t�~�u	u����~�	�������	���u~���	�u	�x��~{	~�����	��u~vw��w��{�	�xt��~�t	
��
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�	{	vw��w�����t��w�u~v�x	u����(�(����|uw��x	�vw~	��t�t�~�u	u����~�	���~�	�w	~{�u��w�t	
���	�u���u����w�u~	��~~	����tuxw�~���w�t��|u�xw�~������~�u�uxwtw��~�"��w�v	��~�v������	u��	x
{��w�w���~�u~�~�t	��w~{w�	~{	���	�����~x��	���w�v	��~�v������	u���~xt����~x��	����������x�
t�uxwtw��xw�~��w�w~�t	�����~�{�	~��&���u~x�t	�{��	��	���uw�	t�x�wtt	�	t�{��wx�
t�wv�ut�w�~�ut��	��������x�~x{�u�x	�10~���wt	�x~�{	���w�	|u	t		�w�{	�ut��	�	���	�tu�w	u���tt	�(�	x�u���u���u��w�+x�	
{���	{x	v	~x�v�tw����	���w�v	���~x��w	~x���w~{w�	~{	�	}�	��x	����{	|uw��t��w�	�ux�v�xw|u	v	~xt		�w�{	�ut��	��t�	�	xt��	���	�	{xu�~xx�u �u���u��w~v��wv�t�
�t 	�w�x	u~x�!����~�~�v��	�	����w�wtwx����u���{u���	�t		�w�{	�ut��	��t����xw	����tu�
�wv�t		�x�	���t	�	�t�����	��u���	�u����!��tu�w	u��	���w��	{��wx��������~�x�vv	~x�u�t	���(
xw{t	���wxxv�~�~�s	x{�t	���&#��t	����#�����~��~��w���#���~�u����~���x���u�t���tuxw�~|uw	�x
����	~x�	�u�t���u�	%�%�

��t�~�u	u�L ≈ 30{v�	
t�{��wx�t��	�~�	�x��w�	vv	~x������	��	xwx	��u����u�	�u~	�~{xw�~~	(

v	~xv�~�v��	���w�t�~�x	����	�%��	t	�v��	���~x	���{����	~�w��~500
s����	��u{xu�xw�~��	{	

��	w�~	�	v��	�����	~xu~����t!v	wv���x�~x�	������u{���wx�	���������u�t	����u��	�~�u����~�
	�	{xu��tu�w	u��	���w��	{��wx����~���w~~�x��t	����!�u~�	�~w	�x	�x�twvw~�~xt	��w���xw�~�{�u��	�
���t	���v�	��{�t���~x�{	|uw~��v�tw��	�w	~~�~�tu���~�u���vv	�	�	~u��u�w����wxw	�	�����x�
��u����~��u��w	������	v	xx�	u~�x�t�~�����(�	��x��~�t�{��wx�t��	��uu~	�wv�t	t�v	�	�	��	
�	��~xt	vw��w���t	{x	u��		��|u	~{	�{	t��u�x����uw�	t�t���	u���	{x��t		~�	���u��	10����v�w�
~��twvw~	���t	��u{xu�xw�~�|uw�	v�t	~x�u	���	x�!�	�w�t	����w�xw�~�x�	�vw|u	��	t�t�~�u	u��	t�
{��wx�	~x�	{��|u	wv�ut�w�~t��	�����	ut	��tuxw�~��u����uw�	�	~�w�t	v	~x{	��u{xu�xw�~��	v�t	+x�	
�	x�	�v�tw�	����	�wx	v	~xt�{��wx��u��w~ 	{x	�t	t��	����u~t��	�{�~xw~u�

���uw���~{	�	���xw	�	t���{wtt�x	u�~�	�x����u���~x	��u�~��	����w	~{	���t	�x~�{	���w�	��uxwtw�	�
u~�u�tu�w	u���x��	��v�tw�{�x	u���|u	 	��w���{�w�	{w(�	���u��
�-	���
-	��#,�����-��	
�~�x��	�v�tw�{�x	u�	�x�wv�t	v	~x{�~�xwxu���u~	{	ttut	��~�t�|u	tt	{w�{ut	t	{�t���~x�|uw	�x
	�{wx�t	t�~���u~	�x��~{�	����t	t��	���v�		�{�tw�����u~	t	~xwtt	{�tw~��w|u	��		�w�{	�u���x�~x�	t���{wtt�x	u�x���	��	t��wx	x��~{�		x	�x��~{�v�tw����	�{��v��	��w~{w�		�xw~�w|u��u�t���u�	%�*���~�	~	����v�tw�	�t��vw��w�~���~x�~�	�wt	�x~�{	���w�	�	{��	�u~t��	��~�t		~x�	t��x��~{�	�	xt		�w�{	�ut��	��wt	�x�u��w��u��wx��t	�v�w�{	t�	�xv�w~�{�wxw|u	��	~	���v	xx�	t��x��	�v�tw�{�x	u�
x�����!��	t����xw	�	t���{wtt�x	u���~�	ux�u��wuxwtw�	�u~�w������v	��u�~	����	�|u	t	t��	�	x
�twvw~	�u~	���xw	�	t��vw��w�~���~x�~�	��	�tu��t����	�x�ux	���	vw!�	�~�~��	{�~�	��t		�w�{	�u
{�~xw	~x�	t��vw��w�~���~x�~�	�v�tw��		��~�	~	���t��v�tw�	�u~	~�u�	tt		�w��wt	�x��~�	�t�t�w��	�
����	���w�	��	��{�t	�t�w~�x�~x�	��v�	�	t��x��	�v�tw�{�x	u��	2 − 3~�

�{���	���~��~x�u~x�� 	x
��xw|u	��	~�w��~70{v

��	t�w~�x�~x�	��v�	�	t���{wtt�x	u��
�	��	vw	��x��	�	ux�	�v	xx�	�	vutxw�tw	����10 t��uw���~{	�v�w��u��w��	�	�u{�u��	�u��	�(
{	~{	���wt	�x���{�~x�		�{wt	�	vutxw�tw	����u~	�{x	u�5 	~�wvw~u�~xt��u��	�{	~{	 u�|u��	~���w�
v�w~��	1%�

��u�uxwtw��~����	�w�u~�	u�w!v	�x��	�v�tw�{�x	u��v�w�t	��w~~�	�x�tu�|u	��u~	�{x	u�
�	u����u���x	~�~��~�t	v	~x�	��uw���~{	��	t�����	�	3vz���wv�ut�w�~��u��	�{�t���~x���v������t	��������u�t��532~v	x�	

t�����	�	1vz����ut�	��u�t	�{�t���~x���v������t	������x�w�t��
355~v�

5��������	��	�-	

���uw���~{		�xv	�u��	���u~v	�u�	u��	�uw���~{	�u���u~	���x��w��	�{	|uw�	�v	x�	t�
{�~x��t	��u{�u���ux	v��t�����u~		����w	~{	������x��w��		�x����wtt	u���t�{�	���!�u~�x�t�~�����(�	��x����w~x	���tt	��	{x��ttw��	δσ ≈ 0, 85{v−1�{	|uw�	�v	x�����tu	�t	{��~�	v	~x�	t�~�u	u�
���~�	�ut��	�t���|u	{	tt	({w���w	t����	t���x�xw�~�uvw��w��	t�{��wx��	t���{wtt�x	u��
�.
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���uw���~{	�	���xw	�	ux+x�	���t�		~{��~�	�~xt��uw���~{	�	��v�	�v�w�wt	�x���	����t	�	~	
���{��~�	�t	�{�~�wxw�~��x�xw�~~�w�	���uxwtw��xw�~�~�u����	���~��t���v	xx�	�	��tx�	��t����xw	�u	�w�{	�u�

.�,�) �>�?;�>���>�
���;����=;�=�<>�?>���;?=��;�=�<

z	��w������	~x��{�w�	t	��	u�x��	��	t��	����w��	��}���	xt��	��w
���|u	~�u����~�uxwtw���
{�vv		�w�{	�u��	���x�����{w�xw�~���~���u�v	~x	�t��uw���~{	��~�t���~	�	���x�����{w�xw�~�~�u�
���~�����	v	~x���x��(����{�wt		�w�{	�ut��	��

3��2-3���0���,���--��-�#������-
��u����~�uxwtw��u~	�w��	�}�����%&��(���100v��	x	�wx���w	���t�~�u	u����~�		~{��~�	�~x
��x	v����xu�	�
�	xx	v�x���	uxwtw�	u~	���w�x�~{	���w��t	0 − 200Ω �	20x�u���|u	

t��~x�u�~	��	{u~v�x	u��	
�wx	��	���t��t	��	xx	���w�x�~{		�xvw�		~���w	��	{t����w�x�~{	v	�u��~xt�x	v����xu�	�	t��w��	�
�	{�~x��t	u��	x	v����xu�	�	t��w��	|uw{��wx��w�u~	x	v����xu�	�w���	~x	t�{��~�	��~{�{	|uw�
��u�{�~��|u	~{	�	{��~�	�t�t�~�u	u����~�	�	���xw	���w�t�	��vut	%������	{t��w��	��}����wt	�x
����w�t	�	{�u��w��w~�w���~��u{u~��ux�	v��	���!��	30{v−1�s�t�	u�	u�	v	~x���u��u�v	~x	�t	
��{�t��	�	��t	��u�	|uw	�xuxwt	�t����x�����{w�xw�~wt	�ux{��u�	�t��w��		��~�	~	���t���	t	�
~�u�~�u���vv	�twvwx��u~	x	v����xu�	�	35◦ ��{	|uw�	�v	x���xx	w~��	u~��{�t��	δL �	

t�����	
�	−10{v−1�

�	��x	~xw�v!x�		�x{��w�w��u��	�v	xx�	�	��t��	�	~�w��~3{v−1�{	|uw�	�v	x��	�	{xu	�u~��t����	���{w�x�ux	~{�u���~xu~	�t��	�		��|u	~{	�u���~x	�

5�,����
-2-,�,��
�-��2���2-2�,�	-�

��{�tw���xw�~�	t�t�~�u	u����~�	t��	�	�xwv���x�~x	��u�t���	{x���{��w	�	���x�����{w�xw�~���u�
�w�����~���u~��	{x��v!x�	����	�u��	�v	xx�~x�	�	���	�t�	��|u	~{	�|u	t|u	������!��{	|uw	�x
x�!�uxwt	��u��xx	w~��	���w�	v	~xt�t�~�u	u����~�	���w��	�v�w�~	�	ux����	�v	xx�	u~	{�tw���xw�~
���{w�	�
��u����~���~{���t	�����
{	�u~	t�v	|u��wv	~x�}�	��x	��u~	x�!�	�w�t	���xw	�u	�w�{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~|uw	�x	~������~�u~	{	ttut	{�~x	~�~x�	t�w��	{��u�����!��	800◦

��
�	���w	���������xw�~�	t�w��	�~x�x�{�tw���	������	��x	~���~	x�t����#��	~uxwtw��~xt�x	{�~w|u	�	
��	{x���{��w	���x��~�	��v�	�	��u�w	��t����wxw�~�	���w	�	�x��~~�	�	~�w��~100

s����!���	���w	�
�x�~xx�!�t���	��wt	�x	~	�wx�w�{wt	���{	xx	x	{�~w|u	�	��x	�vw~	�t�t�~�u	u����~�	�	~�x�	t��	��
vw	u�|u	300s�����u����~����w�	v	~x	�������	�	{xu	�u~	������xw�~��xu��	�v�w�t����v�x�w	�	t�{	ttut		xt�	�w�t	�uw���~{	t��	�~	~�u������	�vw�������w�	��
��~���v�tw��	�t�{�tw���xw�~�~�u�uxwtw��~�u~	�ux�	���xw	�u	�w�{	�ut��	���u�t�	~���	��	��u~
�����(�	��x��~xt�w~x	���tt	��	{x��ttw��	�{�t{ut�	~x�	�	u���w	��	t�w��	�t�w�~�	��	�x�	749 ± 2

s����	{w~�u��	�v	x��~��	����w�~���~���w	�	t�w��	�	�uw��	t�t�~�u	u����~�	�	~�x�	t��	�	x�	��x	{x	�
����	~xu	t���ux��	v��	�
��	{{	��	u��uxwt�t����{w�w�~	�x�t���t	v	~x�	300s��	xt�{�t	v	~x�	10s�����u�~����~����
��	tt	v	~x	��������v�tw��	�����~x��	t����{w�w�~�	~�x�	�x�t�~~��	�{��t	���w	��	���x�����{w�xw�~
��~xx�!��t���w	�����x�u{xu�	���	��~	�wt	�x��~{�w�{wt	�	��~~	�t	u����wxw�~��	{u~	���~�	���{w�w�~�
�
�����������������
���������	���
��������	������	����
��
������
���R���	����	
	���������	
������������	���

d �	
����������������n ����
�������	�
��������	�������	�����
����
	����������������
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��������	�������
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������������
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�������� �����������������	����
��������	�����
���������	���φ = 2π

λL
2nd �	
�	��
����

����
�I = I0
1

1+ 4
π2 (F∗)2 sin2(φ/2)

��F ∗ def
= π

√
R

1−R
��	�������	������ �������������	�
�������νL���
���	����	��	
	��
���

�
	���������������
�����������	
���
�����	����
∆ν����	���
��������

	��������
	����
�δν def

= c
2nd

def
= F ∗∆ν ����
	�����������
������������	
�
������� 
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��x	v����xu�	{��~�	�~x�u{�u���ux	v����~�t��w!{	�t����wxw�~�	���w	��	x��~�vw��w�~�u�����(�	��x{��~�	�v�w���	�|u	���t�w~x	���tt	��	{x��ttw��	���t	�x����w�t	�	�	v��w	��{	����t!v	
	~���	��w���~xu~	��w	�u�����(�	��x�u�u~		��|u	~{	t��	��w	~���~w	���u����~����tw��{	t�	~
	~����~xu~	���xw	�ut��	�v��x�	�	�w��	��	��~�t	�����(�	��x�wt	�x�t�������w�t	�����	��w�u~�w{
�	x��~�vw��w�~�u�����(�	��x�u�{	xx		��|u	~{	�	~v��ut�~xt	v�u�	v	~x��u~vw��w��u�����(�	��x
v�~x��u�u~	{�t	�w���(�t	{x�w|u	�����u�~����~�|u	�	uuxwtw��{	xx	x	{�~w|u	{��	tt	{�v�tw|u	t�	����w	~{		x~��v!~	���u~��w~
x�!�wv���x�~x��~	�	x��!��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~t	���w	���~xx����	�xu���	����t��x�u{xu�	
���	��~	��u�|u	t���x	�vw~�xw�~~�{	��wx	u~	���~�	���{w�w�~		xt�w~�	t�����~�~{	t	{��~�	v	~x�	
x	v����xu�	�	t��w!{		�wx{��~�	�t�w~x	���tt	��	{x��ttw��	�{	|uw	�wx��u�	�t����wxw�~�	���w	��10{v−1

{���	���~����!��	400 w~x	���tt	���	{x��u�tw��	����t�	��wx	~	�wx~�{	���w�	�	x�	�v�tw�	�t	�����(�	��x��	{�	��t�v	~x��	txw	��{	{w	�x	~{�u���	v�~x��	���u���u���~��t������	��w�t�x	v����xu�	�
	~	~����~xu~x��w�w!v		�w�{	�ut��	�x�!���{�t��	t�����~�~{	�u{��wuv�u~�	�	���	�	v�t	�{	|uw
{�~	��	��wxu~	���{w�w�~�	t�����	�us���u�u~	x�!����~�	�t��	�	t�~�u	u����~�	�

�-,�	-�.�$8�
�~�tu��	t��w��	��}����~�u����~�uxwtw��u~t��	��tu��uw���~x	x|uw�	�v	x���xx	w~��	x�ux	�t	�t�~�u	u�����~�		~x�	650~v	x1 000~v


t	t��	��wx�~	����w���u�w
������	�	~x#�����~��	~x�	���~�t	��x�wt�u	�~{xw�~~	v	~x�	{	t��	��w~�w|u�~�|u	t�w�~�	���~���t	�	t��{xw�~
t��	�	�xt�w�~�w3+ u~�	u�����u�w�~��t3+ {	|uw�	�v	x���t���w�t	�~w�	�u����~	��w	�w���xw�~~	tt	
�u{�w�x�t����	���{	��u�	�x	~�uwx	�wvwt�w�	�{	tuw��{�wx�	~|u�x�	�x��	����u�t	t��	��{�t���~x�ut	t��	�������

����t	{xw�~	~t�~�u	u����~�	��	�	{xu	w~x��({��wx����
{	�x��w��t�v	~x���t	{xw	�
u~�tx�	�	���x���
u~�x�t�~�����(�	��x�~�w~x	���tt	��	{x��ttw��	�	225����	xu~�x�t�~�����(�	��x���w��w~x	���tt	
��	{x��ttw��	�	10������~�{�v�x	�t�{��wx�t��	�	~�~~	�u�w~x	���tt	��	{x��ttw��	�	280s����

�	�tx�	�	���x�	�v	x�	��t	{xw�~~	������w!�	v	~xt�t�~�u	u����~�	���wt	�x�	ut��~�t�{��wx��{�vv	��~�t	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~	�	{xu�	��u���
2
��{�wx	�	~�	{xw�~&�*����{	t���~~	

�ut��	�u~	t���	u��	��w	��	~�w��~2�������x�t�~vw~{	�	�v	x	~�uwx	�	��t	{xw�~~	��tu��~	v	~xt�t�~�u	u����~�	���	{t	��	u��x�t�~�t�t���	u��	��w		�xt��!�	v	~xw~	��w	u�	�uv����	�x��~�u�
x����wtt�~���~�{	xx	{�~��u��xw�~�
�~�w����wxw	�t	{x��~w|u	�	�v	x�t����	��t��	�{	t��	�v�~�v��	{�~xw~u�u�30�����~���ux�	
v��	��	~{�~x��t�~x�		���~��~{���~w��	�t�	�w�t����w��	u��	t��x�t�~���w����u~	{�t	�w����t	{x�w|u	�t���x�xw�~�	t��x�t�~vw~{	���u��uw��	t	v��	�ut��	��	xt���x�xw�~��u~	t�v	��|u��w(}�	��x	�����u�{��~�	�t�t�~�u	u��	t�{��wx�	x��~{t	v��	���	x�ux	�x���	��w���u~�w�~�t��	��	u���x	~u
���x��~�vw��w�~��u~	���xw	�u	�w�{	�ut��	��	���xw	��~�u~	{��wx������(�	��xx�	�v�tw��	��~xt�
t�~�u	u�{��~�	��
{	�t����tw|u	�	t�t�v	��|u��w(}�	��x	�����v��ut�xw�~�500

����	�v	xx�~x{	x
���	��w��	v	~x����w	~x��u~	{�t	�w����t	{x�w|u	v�~x�	�u�t�u~�	�vw��w���	t�{��wx����u�{�~{tu�	
�w�~�t�~�|u	t�{��wx�t��	�	�x	~�~~	�u	x{�~xw	~x��~{u~w��t�x	u��	���������u�~	�	�v	xx�	|u�u~
�	ut�	~��	{w�{ut�xw�~���~�t	{��{�~x��w�	�	u�v��	��x�u�~�~x�	~�	~�w~�	��	�	u�	~x{�	�w�x	��	xt�{�v��xwxw�~	~x�	t	��	u�v��	��	ux�v	~	���	�w~�x��wtwx���
�����	��������
�����������
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�t	�x~�{	���w�	�	��v�	�{	t��	��t	���~�	���������xw�~�v�~x�	~x|u�u~��v���		�{�{	��wx
��	�	{xu	�	~x�	400 	x600~v��	{w�	�v	xt�uxwtw��xw�~��u~t��	��uw���~x�t	t��	�����������~w�~w����+��
���vv	t	t��	��������wt�	v�~�	u~	���~�	{�~��vv�xw�~���t	{x�w{wx�	x��	�u�	�		��w�w��	v	~x�

�~�t�v	~x��t	{xw	�	~��~���tu~��w�v	���~�t�{��wx��	�v	x�	{��w�w����vwt	���w	��514.8�488�501.7�
496.5~v�

��u����~�{��w�wu~	�~{xw�~~	v	~xvutxwv��	��u����w�u~	�~{xw�~~	v	~xt	�tu��uw���~x
����w�t	��	t��	������~��tw��	�w~�w��!��	20��	xt	t��	��w
���w~�w��v����tw��	��!��	1, 7��

�
�
� 
�	��������	������

��	��	~xw	t�uv�~x��	�	�v	xx�~xt���x	{xw�~�	�w�~�	�x�	����	~x��u�t	���u�	�"��	x%���~�u�
�tt�~�t	��x�wtt	�{w(�	���u��

.�.�� �>��?;��>�;���?��;��=�>�
��~x��w�	v	~x�u��ux�	�	����w	~{	��	��x	{xw�~��w�~�{����������x�����{w�xw�~�~�u�~�uxwtw��~����
u~���~~	tx��~����t~�u�	�ux	~	�	x��u�t	�	����w	~{	��u�t	��x�v	��	����	��{�~x��t	����	�wx	v	~xt	{��v��t	{x�w|u	��~�t	��s����	��t�|u	���u�tux�x�	���wtt	����u�t�w��	�����	�t	�w�~��	~{uw��	�
������	���	~�w��~d = 1, 575(5){v

��
��	��	~x����tw|u	�t	{��v��t	{x�w|u	���x	~�w�~��~���~x{	{��v�

	�x�v	~�	����	�{
�t	����{w�t	v	~x{�~�u���u�t�utx���w�	���~�{��|u	��wtt	�wt��x��	�{��	u�x��u�
	ttw�xw|u	��6vv×8vv

��	�v	xx�~xt	������	�	�	�w�{	�u�t��	��	�w��	��	��~	�	��t�|u	�	�xuxwtw��	
��u�{��	�u~{��v��x�xw|u	�t��ux�	��ut�v+v	�	�xuxwtw��	��u�� �ux	�u~�ut�	�t	{x�w|u	�{	|uw	�x
~�x�vv	~xuxwt	��u�w�~w�	���t	{xw�	v	~xt	��x�v	��	����	���
�~		�w�t	�w�~�{����	x�{{�t�������t	{��v��t	{x�w|u	����uwx���t	��t�|u	��wt����w�	~x6{v�tu�t�w~�u��	���t	xx	��	vw{��({�~�u�|uw�v�tw�	~xt	�w�~�t�
���~x�	��{�w�	t		�~{xw�~~	v	~x�	{	���t	xx	��	vw{��({�~�u��w~�w|u�~�|u	t�v���	�w���	~x	�
�	�w�~���+ 	x��+

2
�	�v	x�	t	��w�xw~�u	�x�!�	�{wt	v	~x��	u��{{�t���xw�~a = qeE/m

�x�~x�w���	~x	�
wt����w�	~x��	�w~�x�~x��w���	~x��u�t	���t	xx	��	vw{��({�~�u����

.�.�� �>��;?>��>��>�=�����;<;��

�	���t	xx	��	vw{��({�~�u���~x�	����x	��	�~w������	wtt	�{�������t	{x�w|u	v	~x��~	���xw{ut	
{�����	���w��~x�u�t	���t	xx	�	�x�w�	v	~x�{{�t���	���u~	��x{��v��t	{x�w|u	�t	���t	xx	���~x�tw(
v	~x�	����2, 5�
���~		�w�	~x��	��~�t�u~�	�xu�	��u�~w�����	wtt	�t����xw{ut	�	�{ux	t	xu�	|uw
	�x�w�����~�~��x����~�t	v	~x�t�	�{	��	~x��	�{	|uw����uwxu~	���t�~{�	���t	{x��~��	{�~��w�	�|uw�	u�x	~x�t	u�x�u�t�����w�����|u�~xu~	~�u�	tt	���t�~{�		x�w~�w�	�uwx	��~�	ux�w~�w�v�tw�	�
��!��	107 	�w�t	�w�~�t��	~x��	|uw	�x{�~�	�xw	~{�u��~x�t	{x�w|u	��x	{x��t	��~w�~u~w|u		�x�w~�w
��x	{x��t	��	{u~		�{�{wx�����	t��	~�	v	~x|u�~xw|u	���	~�w��~30%��	���{	��u������t�~{�		�x
�t��x�w�	�u~v+v	w�~��~~	���	u�	�w�u~�w�~�t�w���	~x�t��w�x�w�uxw�~���v�twxu�	��ut�	�	w��x�w�(
x�w�uxw�~
����	�xu~	{�u��		~{t�{�	��~�xu�w�~xt	����w��	�w~�w�w�u	tt	�	�w�~��wt�u�x��uxwtw�	�
{	u�{�������t	���v�	�w�~w|u	���~�u����~�{�tw���t	�w�~�t��~~����t	���t	xx	��t��w�	�	��}������
��~xt		�~{xw�~~	v	~x	�x��{�wx{w(�	���u���	����utx�x���~x
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���� ����������� ��%

����u�u~	�twv	~x�xw�~�	���t	xx	��	2, 25�
t	�w�~�t��~~����u~w�~	�x��	u��!�x�w�~�ut�w�	��u~	
�u��	�	7~�	x�

�u~	�v�twxu�	�	0, 35v
���u�u~	x	�vw~�w��~50Ω
���w~�wt��w�		�x≈ 1, 2v


×~��
����u�u~	�twv	~x�xw�~�	���t	xx	��	2, 5

�
t	�w�~�t��~~����u~w�~�w�u�tw���u�t��{��~��u~
��{wtt��{��		�xx�w�~�ut�w�	��u~	�u��	�	7~�	x��u~	�v�twxu�	�	1v
��w~�wt��w�	�u�w�~�t	�x
≈ 3, 5v

×~��

����u�	���(���	t�x�!�	�	������uv����*�v�~x�	�	�tu�|u	t��v�tw�{�xw�~��xu�	��u�u~	�twv	~(
x�xw�~�	���t	xx	����{�	�	v = 2, 75

�
�v�w�|u	t��v�tw�{�xw�~	�xtw~��w�	��	{V 	~�	���u��	{	
�	uwt��	t�~�u��	�v	x	~�uwx	�����tu	�t	~�v��	��w�~���{�tx����ux�	u~����t!v	�	��uwx�		�~��x�	�vw|u	��u~����t!v	wv���x�~x�w	~x�	�xu��	�t	��{�v�x	���{w��u~�v��	��w�~���x	{x��
t	��	��
xwv		�	{x���	x	�	x�w	~x��u~	��xu��xw�~�u���~�v!~	�����t�~{�	
�wx�����w�~����w�	~x	~v+v	
x	v��t	���{	��u������t�~{�	��u�u~w�~	�xw~�w����u�t	����w��	��uw��~x	�����	�	v�t	5µ����!�t����w��	�	104 w�~��{	xx	w~�w�wxw�~�xx	w~x	~{��	50%�

.�.�) �>��
��@;��

�	��}��(�����|uw��x	{x	~xt	��w�~�u�����	~�~x�	���t	xx	��	vw{��({�~�u����~x�	����x	��t	{(
x��~w|u	�|uww~x!��	~xu~�w�~�tf(t)�

��u���u��~�{��w�w�t	v�v	~xti �u�
��ux�	t�w~x����xw�~�	x���~tf

��~���	tt	{	t�t�		~+x�	��w~x����xw�~����~�v�tw�{�xw�~A�tuw� �ux	�����~x�v�tw�{�xw�~�u~	
{�v����~x	{�~xw~u	V0��	�

w�~�t�	���xw		�x��~{�	~��tx��

A

tf − ti

∫ tf

ti

(f(t) + V0) dt

�~	v��	~~	�	ux+x�		�wx	���t��}������	tt	(v+v	�v�w���u��tu��	��u�t	��	��uxwtw��xw�~~�u�
	�	{xu�~�	~��~���tt�v��	~~	�u�t����w~�x	u�|uw��	~�t	���~~�	��
�t{�~�w	~x�		�w�	�xx	~xw�~�u��{{������wv����~{		x���	�w����u��	��w�~�u�{�u�x���ux	v��vw�

���t	�w�~�t�t	{x�w|u	��u����{�u�w�t	�{
�t	�}����	t��	ux	~x���~	��	���{�t��	�x	v���	t���u~	��~~	�w��w~	�	~�~��	{�~�	��
��{�tw���xw�~�u~�v��	��w�~�����uwx��		�wx	~{��w�w���~xu~			~+x�	��w~x����xw�~	~{����~xx�uxt	�w�~�t��~	~���uwxt��w�	�u�w�~�t		~�w�w��~x���t��w�	w~�w�w�u	tt	�v��	~~	���~~�	���u~�	utw�~�
�~	~���uwxt	~�v��	��w�~����w����u�t	���t	xx	���t{�~�w	~x�	��� u�x	�{	~�v��		~x	~�~x{�v�x	
�u��	��xwv		�	{x�	x�u�	~�	v	~x|u�~xw|u	�	���t	xx	��

.�.�, �>�����;��>��;���=�=�=�<
��ux	t�	����w	~{		�x��~{���~w��	��wx�u�t	��{t	~{�	v	~x�ut��	����������wx�u�t�v��ut�xw�~�

2, 5
����	�v	xx�~x�����	��w�t	t��	�v��x�	�	�w��	��	����	�xw�~�	��w���	~x���t�w�	�x	�	{xu�	���
�	u����x	��t	{x��~w|u	��x�~	����	�	��{����x	v���~{���%�%�

�	��w�~�u��t	{x�w|u	�	~�	�w�x������t	�}�������u���t	��w���	~x	����x��w��	���~xx��wx�����
u~������vv	�wv�t	uxwtw��~xu~	{��x	���{|uw�wxw�~�~�t��w|u	�w�wx�t	��	������vv	uxwtw�	t	t��w{w	t
���x	{���x	����|uw	�xu~������vv	�	������vv�xw�~�w�u	tt	����t�{��	t��w{w	t	�x���	��	u
�	�	��v�~x�{��t	~x	x�w�{wt	���~{���~w�	��u�t�	����w	~{	�wt�	�x��~{u~w|u	v	~x���{|uw�wxw�~�	
��~~�	��t��	�xw�~�	t�	����w	~{		�x|u�~x�	tt		�wx	���t	����x	��x�~	����

�
�
	 �����
�����

��x�	�w����wxw	�	�		��w�w��	v	~x	x�	�w��	��	���x�v	��	{��wuv	��w��~�u��	�v	x����x	~w��	�
�{��~xwtt�~���u~	�w��w~	�	vwttw�~����x�v	���u~	x	v����xu�	���{�	�	100µ��	x��	{u~	�	~�wx�
��	~�w��~1011�x�{v−3���u����~���x�wtt���~�{	{���wx�	{��{u~	�	����xw	��uv�~x��		����wv	~x�t�
�w~�w|u	t	����t��	��	�	{xu	�	xt	����{�uxw�~����	~��	��u���x	~w�u~	{�~��u��xw�~�x��t	�
su~w�	{	x�uxwt|u�	�xt	��s����	{��wuv�~�u���u��~�{�vv	~{	�~��	����w	~{	��	���x�����{w�(
xw�~��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��u��w~x	��{xw�~�	~x�	�x�v	��	����	��	��w�����u����~��{	xx	
	�	x��{�wxt	���x!v	t��	�|u	~�u�uxwtw��~���u����x�����{w	�u~	��w�	���x�v	��	{��wuv	~x��~x	~
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{�ttw�w�~��	���x!v	�	��x	{xw�~��w�~�|uw	�x{�u{w�t��u��w�w	~��u�t	�	����w	~{	���	{t	��x�v	��	����	��|u	��u�t���x	{xw�~�	�v�t�{ut	�	��w�	����u��w�x�	������w~�w|u	t�{���~	�	x��wx	v	~x�	�
�w�~�u�w��u��	{	xx	��x	{xw�~����~x��	����	�t	����utx�x��	~��	����w	~{	��wt{�~�w	~x�	{�v��	~��	t�x����w	�	�{�ttw�w�~�	~x�	
�	u��x�v	�	��w�����	{�u��~�t��	��	���x�����{w�xw�~�{�	�x{	|u	~�u��tt�~����tw�	���~�t����xw	
�uw��~x	�
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�w����wxw	�	t�{��wx��wxxv�~�	t���{wtt�x	u��ut��	��{�t���~x�ut����	��t����		~t�~�u	u�
���~�	��	�	{xu		~x�u�~�~xt	vw��w���		�w�{	�ut��	��	���xw		�x��x	~u������	�w�~�u�t�{	ttut	�
{�t���~x�{	xx	{��wx����x	�t���t	~�v�	{��wx��	s�������~�t	θ 	~x�	t	vw��w����	xt�{u�		�x���t�
�		���~����w�t	v	wtt	u�{�v���vw�	~x�	u~	�	xt��	�wv���x�~x��~�t		�w�t	�v�w���	{�	�u{�u��	
�u��	�{	~{	�	xu~	�	xt��	�	�w�t	��~�t	�t	���v�w�	�	v�x�	�u��	�{	~{	�
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����%�*
�{��v��w~��w���	�s�u��{�����������u�w����wxw	�ut��	��{�t���~x�t����xw	�	t�xw�	�u
{�t���~x��v��	���t�t�~�u	u����~�	355~v	�x��x�wtt��t����xw	��v��	���t�t�~�u	u����~�	532~v
	�x�wvwt�w�	v�w���	{u~�	ut�x��	�v�tw�{�x	u���		�w�{	�ut��	����x�~x�	t���{wtt�x	u�	�x�v�tw��	x	�u�~wxu~	�uw���~{	x��w|u	�	1, 5vz���wv�ut�w�~��~	���xw	�u	�w�{	�u�	ux+x�	���t	��		x	~����	
��~�u~	���x��w��	��u��uw��	t����tuxw�~x	v���	tt	�	t��uw���~{		x�	t�t�~�u	u����~�	�
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�����x�����{w�xw�~���x�v	�	��w��{�~�w�x	�x��~�	��v	����
{	�u~	�w�{	�ut��	�����	~�~x��u�	~x
��u~t��	��w
���u~	��w�	���x�v	�	��w�����{�	��	~u~	v�t�{ut	�	���~�	�t�~��xw�~��	���{	��u��	���		�x�	����	~x��u�t���u�	%�&	x�	ux+x�	���uv����t�	��vut	


Cs(6s) + Cs(6s) + hνP.A. −→ Cs∗2(6s+ 6pj ; v, J)

��	��|u	~{	νP.A.
	�xt��!�	v	~x��{�t�	�	��t	��u�	�	t�	��|u	~{	�	t�x��~�wxw�~�x�vw|u	6s → 6pj�

���~	��w	�	{�ttw�w�~	�x�w 	�w�t	�E ≈ kB × (100µK) ≈ 2
s���|u	t	���{	��u��	ux+x�	{�~�w����

{�vv	����~~�~x	x�	�v	x��	�	{xu	��	t���	{x���{��w	�	x�!���ux	����tuxw�~����	~�wx��	���w�	�
���x�v	����������u~	�w�x�~{	R���w�~x{�vv	4πR2�t����x�����{w�xw�~	�x�tu�	�{�{	��u��	����~�	�
�w�x�~{	�w~x	�~u{t��w�	������	{x���{��w	���x�����{w�xw�	�	���w~�w	��	~xw	tt	v	~xu~	��	{x���{��w	�	�
�x�x�v�t�{ut�w�	��	���~�	�t�~��xw�~�

���tu���x�ux	v��{	��x�x�v�t�{ut�w�	�	�{wx���	���	�{wx	~x���~x�~�v	~x����ux�	����{	��u�{�vv	
u~	��	�{wx�xw�~�u~	�ux�w�~w��xw�~�u~	����w���{w�xw�~	x{���	u�	~x���	�w� �u	�u~��t	���	���x�~	�x
�vw�����~�	�w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	�t�v�t�{ut	�	�w���{w	��~{	~�	u��x�v	�tw��	�|uw�~x	~��~���t
u~	�wx	��	�tu����~�	|u	t��wx	��	�	{��xu�	�u��s���
t	��	u��x�v	�|uwxx	~xt	��s�����~�	ux
�w~�w��x	{x	�t����{	��u��	���x�����{w�xw�~	~v	�u��~xt	~�v��	���x�v	���~�t	��s���

����%�&
��w~{w�	�	t����x�����{w�xw�~��~	��w�	���x�v	�	��w��	~{�ttw�w�~���	{u~v�v	~x{w~�xw|u	
�	��x�xw�~̀ �������	u~���x�~t��	�����~�~x	x	��v	�t���u~	v�t�{ut		�{wx�	�	���~�	�t�~��xw�~�
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�!� t���!~	v	~x �	� ��	vw	�� �{��~xwtt�~� ���x�v	� 	��w��� t����	~{	 ��	�	x ����t	�
�v	~� �������	wv	x�t����#&� � �u����	� ��uxwtw�	� t�	�{wx�xw�~t��	� ���x�v	� 	��w�� ��~� �	� ~w(
�	�u���(�w���xw�~~	t�v�t�{ut�w�	����u�	~	�w�	t���	{x���{��w	���~�{	���w	���w�w~�t	xw~x��	���~x�{��{�~x	~�~x�� �t	�����~�~{	��		��v	�t�w��	�	����u{xw�~�	�v�t�{ut	�	��w�	�	x{���t�v�x���	�	
��x	{xw�~�u�����	�x�wx{	tt	�	t���x	{xw�~�	t��u��	�{	~{	�vw�	t����	t����	�{wx�xw�~�	�v�t�{ut	�
���x�����{w�	��	tt	~		ux���tw��	|u�	~������	{t����x�����{w�xw�~�u�wv!�	�2��	�v�x

���	��	
��x	{xw�~���w�~��u�	�	�x	���x�v	�����v	�u�	�	t��u��	�{	~{	�������!�	~x	~	�	x�tu��wv�t	�

����	vw!�	���tw��xw�~�	t����x�����{w�xw�~	ux	�wx		~�����u���	x����uw�w	�	u��~��tu�x���
����	�	����w	~{	��u��w��uw�	~���*�u���{	�	����w	~{	��	��~x��{�wx	���~�t	{���wx�	&�����	vw!�	
���x�����{w�xw�~�	t��x�v	�	{��wuv	ux���tw��	�u{�u���	{	xx	x�!�		~���#��	xx		����w	~{	|uw�	��
��{�wx	��~�t����xw	�uw��~x		�x�u��wt���	vw!�		����w	~{	�		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��

�<������>?;�
���;����=;�=�<

�����x�����{w�xw�~	�xw~x��	���~x	��tu�w	u��xwx�	�

�����x�~x�	{�~xw~uuv���x�x��t�	�w�1Σg

	x3Σu�	
tt	�	�v	xu~	��	{x���{��w	|uw~����	�|u	����	

�!�t	�	��t	{xw�~�������tuxw�~	�x�	�tu�	�{	tt	~x	{��t��w��	��w�~	~�~	��w	�	t��x�x�	�����x
	�x�	t�����	�	kBT �{	|u

w{���	���~��|u	t|u	�s���
���tt	�	�v	x���xx	w~��	�	��x�x�v�t�{ut�w�	��	���~�	�t�~��xw�~|uw��~x	~��~���tw~�{{	��w�t	�
���t	�v�x���	��	��	{x���{��w	u�u	tt	��|uwuxwtw�	~x{�vv	�x�x��	�����x�	��x�x�v�t�{ut�w�	�
��	{u~	�w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	���{�	�	t��w�x�~{	���|uwtw��	Re�����	{x���{��

w	���x�����{w�xw�	
�	�v	x���xu�w	�t	��x�x�v�t�{ut�w�	� u�|u��t�twvwx	�	�w���{w�xw�~�

�����x�~x���x�v	�	��w���t	�~�v��	�|u�~xw|u	��	��x�xw�~�` �uJ���~x	�w�t	���	�	�w�t	�x	v����(xu�	��	�v	xx	~x�w~�w�	{�v��	~��	t	�t�w��	�	uwt|u�~xw|u	�	�{�ttw�w�~��
"��	���	{x�	�	��w�	~x�	��x�u{xu�	����	��~	�~�{	��wx�~xu~	�xu�	x����w|u	x�!���x�wtt�	�
%���w~x	~�wx��	���w	��	���x�����{w�xw�~�	����uwxt��v�twxu�	�	t�	�~{xw�~���~�	�	��	u��x�v	�
��~�t��x�x	�~��v	~x�t	�u��w~x�$wt���~x���x�����{w��������x�����{w�xw�~�	~�	w�~	��~{�u�t�{�ttw�w�~	~x�	t	��	u��x�v	��	x�	�v	x��	�x��w�	�	���t	u����u��	�����v!x�	�x	t�|u	t	�
t�~�u	u���	�w�u�w�~��

�����x�����{w�xw�~�	�vwx�w~�wt���	vw!�	���	���xw�~���x�x��u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	�t��x�x0−g �	��
2
��t���	vw!�	���	���xw�~��u~�x�xv�t�{ut�w�	��{�wx���t	{���	��	�u~��t��x�x0−g (5s + 5p1/2)

�	
��

2
��t	����tu�xw�~�t	��tu����{w�	��	��u��	��	�w	�x�vw|u	���~�t	twx�wuv����u�� �ux�~���w�	vv	~x
|u	t����x�����{w�xw�~�	�vwxt���	vw!�		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��

�;�
���;����=;�=�<��>����>�<����>������??=�=�<<>?

�%!"(p%$$)$f%!�('(9$$(p+9'+(&!%)'�'"%o)p(ii%)&%p(dd+$+(&%&'"%f%)r9'(i%$�"(+f$�$'(!!#%�
%&p()"$f%"()'%!9"dq9*$("!'+(&fq)&!�('(&d9$%"���{�v����	~�w�~�u���~�v!~	�	���x�����{w�xw�~�
�	v�~�	��~{u~	{�~~�w���~{	�	t�x����w	�	�{�ttw�w�~�	��w�	���~xt��xu�		�wxt��� 	x�u{���wx�	�uw��~x�

�	�{�ttw�w�~�	~x�	�	u��x�v	�	��w���	x��~{t	~x����~x���xw{utw!�	���tu�w	u����������~�	�����u	�wx�� �v	~xw�~~��|u	t�	�w�t	x	v����xu�	w~x	��wxt		��~{�w��	v	~x�	�����w!�	��	��x	~xw	t	x��~{
|u��x�!�����	x	v����xu�	�	ut	` = 0

w~x	��w	~�����w�~�t�~�|u	

����t�~�u	u����~�	�	�	}���tw	x�	�vw|u	��ΛdB

def
= h/

√
2πmkBT

	�x���~�		x�	ux�	�	~w�{�v(
�����t	�t����x�	�	t�w~x	��{xw�~��~x��wx	v	~x{�v�t!x	v	~x|u�~xw|u	�	�w	~x~�{	���w�	�

..����	��������
�	
���	�������
�����������
�����	������������	
�������
�����λdb
def
= h/p ΛdB

��������
����

λdb
�������� 
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�����u��	�	t��{�ttw�w�~�	�xt�~�u	���~x��w�	v	~x�t�x����w	��x�~������	�{�ttw�w�~��u~{��~�	v	~x
�	t��~	��w	x�x�t	�	ux���w�	�����������xw�~�u�vw��w�~�	���x�~��t����	t�{�ttw�w�~��~�	ux
��~{{�~x��t	��tu��uv�w~�t���~�vw|u	�	t�{�ttw�w�~	x	�	{xu	��	�{�ttw�w�~�����w�x�	�����t�
tuvw!�	{�vv	t�	�xt����x�����{w�xw�~�

C?;<�>?;�;��=>

�	�ux�u{���wx�	�uw��~x	�x�		�w�	u~���w�	x�u������w��~�	t�x����w	�	�{�ttw�w�~�	��w�	��
�tx��wx	��t	����t!v	�	t�{�ttw�w�~	~x�	�	u��x�v	�	��w����~�t	u��x�x	�~��v	~x�t�	~~��tw�	�~xt��x�u{xu�	���	��~	��	t��	�v	xx����w~x���uw�	t	��{��ut�w�	
�~�	���xw	tt	�t�~�u	u��	�w�u�w�~�
����~�~{	�		��v	�u�	�	����{�	x{��~�{	���w�	��u�t�t	{xu�	�u{���wx�	&{�~��{���t��	�{�w�xw�~
�	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~���tw��	���~����ux�	��|uw�	�|u	t�~�x�	�

�	�	�~w	�{���wx�	�	{	xx	���xw	�	��{�~��{���t�x����w	�	t����x�����{w�xw�~�	~{�vv	~��~x���t	x��wx	v	~x�	�	u��x�v	���~��x�u{xu�	w~x	�~	���u��~w����u~	x����w	��	~�~x	~{�v�x	t	��w~
�t	{x��~w|u	�|uw�	�v	xu~	{�v����w��~	~x�	t�x����w		xt�	����w	~{	{�~{	�~�~xt	x�u��	v�t�{ut	�
���x�����{w�	��
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��x����w	�	�{�ttw�w�~��x�vw|u	�	~v�{�~w|u	|u�~xw|u		�xx��wx�	��~��tu�w	u���u����	���wx�~�
���	�	v�t	t	tw��		�~��x	u��	�s�xx�~�s���	����*%��t	tw��	�	�z��{��w~���#&��	xt���xw{t	�	�	�u	
�	��t�~~	������*��

�	�ux�	{	xx	���xw		�x�	{�v��	~��	t	���{	��u��	���x�����{w�xw�~�u~	t�~�u	w~x���u{xw�~�t�x����w	�	�{�ttw�w�~�	�x��~{~�{	���w�	��u�w~x���uw�	t	�{�~{	�x�	�~��v	~x�u��	����~�~{	��	
�	����{������~�~{	��		��v	��t�~�u	u��	�w�u�w�~�t�w��	�	uwt�	�w�~	�	x{��

�����x�����{w�xw�~�	��x��wx�		~�uwx	���	{x�ux	t��uw���~{	�u	��v�tw�v	�{�vv	u~	{�ttw�w�~
���w�x�	���t��	��

����� @;��>��<��;?
��u�t	�tw��	��	v�{�~w|u	|u�~xw|u	x��wx	~x{	����t!v	�w�{wt	���u�~�u�w~��w�	��~���w~{w��t	v	~x
�	�tw��	��	�s	��w�����*"���~��u�~��w	{�wx����##����	~(��~~�u� w	x�t�����*����u�~�uxwtw�	��~�
|u��wv	~x����	{�t{ut��	vw({t���w|u	��u���w�xw�~~	t�{��~�u��	���~�|u�wt	�x�w�{wt	�	t	�uxwtw�	������	�~	��w	�

��u��w�~�t�~��u��wt�	�w�x	~{	�	t�x�!�	�	���x�����%�|uw�	������{�	���	�w��	{	tt	({w�
��u����~��u|u	t	��x	~xw	t��w~x	��{xw�~V (R) 	~x�	�	u��x�v	�~	ux�	�	�x�ux��	C3/R

3 �u

C6/R
6�wt���w	�	�u{�u��tu�t	~x	v	~x|u	t	��x	~xw	t{�ut�v�w	~	~1/R�{	

t���wx	�{�vv	~�u�t	
�	���~���	�u{�u��	�w�{u��w�~��u�t���tw�wx��	�	��vut	����v�x�xw|u	����u��tt�~�~��tw�	�x�ux	�t	�w~x	��{xw�~���({�������u�tu���w~�w|u	t	����{	��u��v	~�~x�	�{��~�	v	~x��	v���	{�vv	
t�w�~w��xw�~�
�~��w~x��	��	�u���{	��u�{�ttw�w�~~	t��~���t�uw��~x
u~�x�v	��w	~|u	t�x����w	�uw��	�	��~���tw�	�

�x�ux{�����A ��~�u~�x�xAi 	~x�		~{�
ttw�w�~��	{u~�x�v	B ��~�t��x�xBi�

�t��~�	t�{�ttw�w�~
t	��x�v	���~x��~��	��x�x�Af 	

x
Bf
��	{u~	�v�twxu�	�	������wtwx�ffi��	v�u�	v	~x�u{	~x�	

�	v���	~	 �u	��w�	v	~x�u{u~��t	��~�t	���utx�x�	t�{�ttw�w�~�~�u�x����wtt	��~���~�x�ux	t��uwx	
��~�t	��	��	~xw	t�u{	~x�	�	v���	��w~�wE ���w�~	t��~	��w	�	t�{�ttw�w�~��~�t	��	��	~xw	t�u{	~x�	
�	v���	��~~�x	~ki = ~pi/~ = µ~vi/~

t	�	{x	u����~�	w~wxw�t�	x�~���!�	���|αi〉 = |Ai, Bi〉
t��x�xw~x	�~	w~wxw�t�

~�u������	��~��u��w���ffi
t��v�twxu�	ffi(E)

def
= fαf ,αi(

~kf , ~ki)��utw	u�	x��wx	�{	����t!v	�w�{wt	���u~	�w�w�~���	~��~x	�ux	v����~���	!�	t	x��wx	�{�vv	�w
�~	~����wxu~�u�{�~xw~u�	���xw{ut	���~�t��x�xBi �u�u~	{

w�t		��v�	�	���xw{ut	���~�t��x�xAi�
��	{w

�	�v	x�	x��wx	�t	����t!v	{�vv	u~����t!v	�x�xw�~~�w�	�t� u�xw�{�xw�~���t�{�v����w��~��	{u~
x��wx	v	~x�����|u	x���~�	��	ux+x�	x��u��	��~��z��{��w~���#&���%����	{xw�~	�{�{	��w���	~xw	tt	�
�	{�ttw�w�~dσfi

	�x���~w	{�vv	t	������x�u~�v��	dNαf
(~kf )
�	���xw{ut	�|αf 〉 �

w�u��	��	~��~x

�	����

	��������
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t	x	v�� dt ��~�u~�~�
t	��tw�	dΩfi = dS/R2 �u�t	~�v��	dNαi(

~ki)
�	���xw{ut	�w~{w�	~x	�|αi;~ki〉x���	���~xu~	�u�	�{	S �	~��~xdt�

t����~wxw�~	�x��~{


dσfi
def
=

dNαf
(~kf )/dt

dNαi(
~ki)/(S dt)

=
~jdiffusée;f .d~S

~jincident.~ei

�*���

�$~j 	�xt	�	{x	u��	~�wx��	{�u��~x�
�

����) ��;���;�=�<<;=�>�>�=���=�<��>��=�<>��;�>
�t~�u�	�ux�	x��~�{�w�	{	xx	�w�w�~����w|u	��~�t		��v�tw�v	�	t�v�{�~w|u	|u�~xw|u	

�	�u�w~wxw�t	�x�	����	~x����u~	�~�	�t�~	�����	��w�	�	�	{x	u����~�	ki 
ei~ki. ~R|αi〉�

����~�t��w	
��	{t���xw|u	�~�	ux�w�	|u	{	xx	�~�		�x�w�u��		~u~	���w	���~�	������w|u	���	{{��{u~	u~	
�v�twxu�	ffi�

�	����t!v	�	�w	~x��~{�����u��	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�w~���	~��~x	�ux	v�����u�t	��	u�
�x�v	�A 	xB �	����	~x�����|Ψ〉���	{���v�x�xw|u	v	~x

|Ψ〉 R→∞≈ A


ei~ki. ~R|αi〉+

∑

~kf ,αf

fαf ,αi(
~kf , ~ki)

eikfR

R
|αf 〉




�*���

�$A = A(E) 	�xu~
	�{x	u��	~��v�tw��xw�~��~uxwtw��~xt����~wxw�~�u�	{x	u��	~�wx��	{�u��~x�	

������wtwx�
~j def
= ~

2µi

[
Ψ∗(~∇Ψ)− (~∇Ψ∗)Ψ

]
��~x��u�	x�!�	�{wt	v	~x� 
~jincident = vi|A|2~ei�

�	t��	�v	x
�����w�t	�	~�����w|u	�	A 
|A|2 	�xt��	~�wx��	������wtwx��	����	~{	�	t��x�x|αi〉

���	{t	�	{x	u�
���~�	~ki

���	v+v	t��	t�xw�~


jRadial
def
= ~j.~e~R =

~

2µi

[
Ψ∗(

∂Ψ

∂R
)− (

∂Ψ∗

∂R
)Ψ

] �*���

�	�v	x���{�w�	jRadial;f
def
= ~jdiffusée;f .~ef = [vf |A|2|ffi|2/R2] 	x�	x��u�	������xw��	t�	��vut	*���t�	��vut	wv���x�~x	

dσfi
dΩfi

= |ffi|2
kf
ki

�*�"�

G()'%d9$)+'%f%p%p�9!+'"%$%"9f(&pp(&$9p"#%9)p9dp)df%|ffi|2���x�~�|u�wt	�xx�!�uxwt	��uxwtw�	��	�����v!x�	��{t���w|u	��{�vv	t��wx	��	��u�{�v��	~��	t	�
	��vut	���t	�uxx�ux		�w�����	��t�	���wx|u	t	�	��vut	�|u	~�u��~�~��~���~x��t��t	�|u�~xw|u	v	~x�wt	�ux���w�{��|u		�w��	{�u���~j ��u�t	���v�~x�	��
��x�~��u��w|u	t�{�~�	���xw�~�	t��~	��w	wv���	~

2k2
i

2µ +Eαi =
~2k2

f

2µ +Eαf
��~���	tt	���w	��u�	�x	��

t	���w	��$~2k2
f

2µ > 0 	x���w	�		�v�	��{	tt	��$~2k2
f

2µ < 0�
w�	�{	tt	�w~�{{	��w�t	����v�x�xw|u	v	~x��	t�~	

�	ux����w�	|u	t	���w	�		�v�	�~�w~x	��w	~~	~x����{�vv	~�u�t	�	���~�t����	t��xu�	�	�{�ttw�w�~�
w~�t��xw|u	�	x�	�����~�~{	��	�	����{��

����, E���?��=�<������?��>
3������-2-#�����#-

�%p9dp)df%ffi %$
'l!"+("+$+i!d%��()$p(&&9+$$(&$%&%�%'d%�9i+d'(&+%&f)$n$'�i%A−B�

fq9!"�$
dq#')f%f)p�9!+'"%g��()$!()o(&$f(&p"#$()f"%dq#
)9'+(&f%cp�"�f+&�%"!()"|Ψ〉��(&&9+$$9&'|Ψ〉�+d
$)�'fq%&!"%&f"%d9!9"'+%9$ni!'('+
)%�%'f%d9p(i!9"%"ldq%r!"%$$+(&��g�!()"%&f#f)+"%d%$9i!d+')f%$f%!"(*9*+d+'#ffi�

��	�xt���v��{�	|u	~�u��tt�~��uw��	��tu�w	u���	��w�	���~�t��uwx	�	{	xx	���xw	�
�
���	��������
�	
���	���	������������	����	�
�~j = ~L+ ~S 
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1	������	���#,�-	�����	�-	

����v��{�	�	��w~{w�		�x����wtt	u���wv�tw��	���t		�wx|u	~�u����~��� �	�	{xu�t�����tuxw�~
�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	����
{	�u��|u�xw�~�{�u�t�	���~�t��	{xw�~�����s�t�	u�	u�	v	~x{	tt	�({w
�~x�x��{�wx	���	{u~��	�	|u�~xw�{�xw�~x�u�~�~x�t���	v�t�{ut�w�	���t���|u	��~�~�x�	����t!v	t	�
�x�v	��~xt	u��x�xw~x	�~	���~w�u�u~��	��	��t���t����	u�	���~��	x��wx	�t	����t!v	�

����	vw!�		�x��uxwtw�	�{	|uw��� ��x�	�wx�w�	��	���	t���	�|Ψ〉 �u��	�	�~{xw�~�v�t�{ut�w�	��	~��~���t{	tt	�u{�����{�vv	��~�t�	��vut	�������uw����{�w�	t	��|u�xw�~�{�u�t�	�v�t�{ut�w�	��	��vut	������	x	~�uwx	����	�v�x�w{	��	��x�xw�~�	{��~�	�����	��	|u�~xw�{�xw�~�
���	u�w!v	v�x���	�|uw	�x{	tt	|u	~�u��tt�~��uw��	�	�x�	���	t���	�|Ψ〉 �u�u~	���	�		�~{xw�~�
���~�	��x�vw|u	�|u�~xw��	��u�u~��	��	��uw��	���{�w�	�	��|u�xw�~�{�u�t�	���u�{	�~�u�	tt	�	�~{xw�~����w�t	��

����v��{�	�uw�w	��~�{	{���wx�	�	��t��uw��~x	

����~�t��	{xw�~*���~�u�x��wx	��~�t	{�����x�v	�A 	xB ��~��x�u{xu�	w~x	�~	�w�	����~x�	�
v�v	~x����wx�u�	x�	��w~�~ut���{	|uw��wx	��x�ux	�w�{u��w�~��������	���	��	|u�~xw�{�xw�~�
�t~���	~	�	x�w	~���ux�	�|u�~xw�	�|u	t��x�x�uv�u�	v	~x	�x	�~	�	��x�v	�A 	xB �
��x�	{��w��	�	�~{xw�~����~�	��x�vw|u	��u�t	�|u	tt	����	t���	�|Ψ〉 	�x�t���~�xu�	t
{	��~xt	�	�~{xw�~�Ψrot,M`,`

0 (ϕ~R, θ~R) �����	��u��vwtx�~w	~�	��x�xw�~�	�~���u�Hrot =
~̀2

2µR2
��~t����	~{	

���x�xw~x	�~	�wt~�������	{�u�t��		xt	��|u�xw�~��{�u�t�	���	���uv	~x	~u~	w~�~wx����|u�xw�~�
���w�t	��u~	�����t	u��	̀ �w���	~x	��	v�t��t	��t��|u�xw�~��%�


(
− d2

dR2
+
`(`+ 1)

R2
+

2µ

~2
(V (R)− V (+∞))− k2

E

)
χ`α,E(R) = 0

�*�%�

��u�����~���t��uwx	�	t��xu�	�	t��	{xw�~���"���|u	t����xw	���v�x�xw|u	�	χ`α,E(R) 	�x	~x
w!(

�	v	~x��{�wx	���t	���������	�δ`(E) 	�~	~���uwx	�{wt	v	~x|u	t	��v�twxu�	�ffi ~	�
��	~�	~x

|u	�	�{	���������	��
����~�t��	{xw�~*�"�~�u��xu�w	��~�{	|uw{	����	��u��	�{�ttw�w�~�	��w�	����u��	���~�|u	~�x�	
{��w������w��{�wx|Ψ〉 �u�t����	�x�vw|u		�x�t��� u�w{w	u���~	�	x���u��	�{�ttw�w�~�x�!�	��w�	��t	�����w!�	�{	~x�w	u�	���~�t	��|u�xw�~�*�%~	�	u�	~x+x�		��~{�w	���u�` ≥ 1��	�	ut{���$t����xw{ut	���uwx	�xx	wxt����w�~�$t	��x	~xw	t��wx	�x{	tuw�$̀ = 0�

w�	�t���|u	t	v�u�	v	~x�	�
~���u��	���	{xwtw�~	�t	v�v	~x{w~�xw|u	�	��x�xw�~�x�~x~ut��
�~	~���uw��|u	x�ux	�t	��v�twxu�	��	�w�u�w�~��w~�w|u	x�ux	�t	��	{xw�~�	�{�{	�~	���	~�	~x
|u	��u~�	ut����v!x�	�δ0(E)�

�~w~x���uw�����u��	���w��~��	{�vv��wx��{	|u	t��~���	tt	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~a ≈ −kEδ0(E)�
�	����v!x�	���wxx�ux	�t	�{�ttw�w�~��x�!�����	x	v����xu�	�~�u�t��xu�w	��~���~{	~��x�wt���u�t	�	tw	��~�~�x�vv	~x�u�~w�	�u����~	��w	�u��x	~xw	tV (R)�

��u��xu�w	��~�	~��x�wtt	�
���~�v!~	��	����~�~{	��		��v	�u�	�	����{��|uw�	u�	~x�{{w�	~x	tt	v	~x�	~��	�~��v	�t	�
�	{xw�~�	�{�{	��	{�ttw�w�~��

�w�~�t�~�	~�~|u	t	{�v�t�v	~x��������	t	����t!v	�	��x�v	���	{�x�u{xu�	w~x	�~	��~	�	x��~~	
�	���	��	~{	���u�t	����t!v	�	��x�v	���	{�x�u{xu�	w~x	�~	����	��~	����~�t	�ux��uxwtw�	�{	xx	
�xu�	��u�x��wx	�t����x�����{w�xw�~�

�
���	�������������������������
�	�������
���
�������	�����������������
����	��	
�������������������
�����	������
��
������
 ���	������
�����
��T e,CMN �������	
���������� 
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��u���wx	�t	�����t!v	�����	�	|u�~xw�{�xw�~|u	~�u�~������	��~�|u	��~�t	{�v�t�v	~x����
~�u��u����	��~�|u	t	��x�v	���~x��~��x�xw~x	�~	|αi〉 = |1 : l = 0Ml = 0, s = 0,Ms = 0〉A ⊗ |2 : l′ =
0M ′

l = 0, s′ = 0,M ′
s = 0〉B�	

x|u�wt�w~x	���w��	~x�w�t�u~w|u	��x	~xw	t��	tVRe(R)�
�	��	ut�|αf 〉 ����

w�t	���~x��~{|αf 〉 = |αi〉��&%p(
dd+$+(&(�|αf 〉 = |αi〉 $

q9!!%dd%)&%p(dd+$+(&
#d9$'+
)%�

����� C��><�=>?����?>�>
��u��	���~�|u�wt	�x����w�t	�	x��wx	��		���~���~�v�~�t��w|u	t	�{�ttw�w�~�w~�t��xw|u	��	~w~x��(
�uw��~xu~��x	~xw	t{�v�t	�	���	t��u��w���x	~xw	t��xw|u	�

V (R) = VRe(R)− iVIm
�*�*�

�	xx	���xu{	�	�xx�!�uxwtw��	���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��III
���u���	~��		~{�v�x	t��u��	

�	�w	��u~�x�x���	{{	��x	~xw	t{�v�t	�	�t���x	~xw�~�	t�	��vut	��%*�	�x	��t��t	v�w�t	��������	
δJ(E) 	�x{�v�t	�	�������tuxw�~�	t��|u�xw�~���w�t		�xx�u �u����t��t		~�u�����~xE {�v�t	�	��~
{��w�w��t���{w~	{����	kE ��	{u~	���x

w	��	tt	���wxw�	��~�	�	x��u�	�t	�{�v���x	v	~x����wxu	t�
t���|u	t	��x	~xw	t	�x��	t���~���x��tw�t	�	��vut	���~~�~xt	��	{xw�~�	�{�{	��	{�ttw�w�~�~�u��tt�~��uw��	t���v��{�	
w~�w|u�		~�	{xw�~*���"�

����� ���;�=�<���<�>

��w~x	��{xw�~	~x�	t	��	u��x�v	�	�x��{�wx	���t	��vwtx�~w	~�|u�~xw����u��	���	���	�
H(RNpol

CMN)
���~w���t	��|u�xw�~���*	x�����	��x�v	��x�~x��~��x�xw~x	�~	�t	������x	u��~ri ~	

 �u	~x�u{u~��t	
	xt����xw	�t	{x��~w|u	Hel,BO

���w�t�	��vut	�����~�	�x��~{�tu�u~�����x	u��v�w��	���uwx�V (R)��~�u	�		uxu�	���~���tw��xw�~��~�u�w~�w|u	��~�|u�~�v+v	t��x�x�����	|αi〉�
|Ψ〉 ���w�t�	��vut	*����x�~x��tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�w~���	~��~x	�ux	v������	�u�
t	��vwtx�~w	~�	t�xw�w�x	H(RNpol

CMN)
�v�w��������uv�u�	v	~x�u{	~x�	�	v���	��	tt	��wx���w�	���~�t�������wv�xw�~��w���xw|u	�


[
− ~2

2µ
~∇2
~R

+ [V (R)− V (+∞)]− E
]

Ψ(~R) = 0
�*�&�

�~uxwtw��~xt�	��vut	����	x	~�uw��~x{	|uw	ux	�wx	~�	{xw�~��#���~�u�����~�|u	~�u���u��~�
���	t���	�~�wv���x	|u	tt	��tuxw�~�u�t����	�	�	�~{xw�~�	~θ, ϕ 
Y`,M`

(θ, ϕ) |u	~�u�~�x	��~��u��
w

Y`,M`
(R̂)���
{	�t�~�x�xw�~u�u	tt	R̂ def

= ~R/R�
�	{��w�~�u��	�v	x�	�����	�t	�	~�����w|u	
Y`,M`

	�x	�~{xw�~�����	�	t������x	u��	��x�xw�~�	�~���u�Hrot =
~̀2

2µR2
���u�t���t	u������	~

2`(`+1)
2µR2
��~	�wx��~{w~x	��	~w��w�	{x	v	~xt	v�v	~x{w~�xw|u	�	��x�xw�~�	�~���u��{	|uw�	����w�	vv	~xx�!�

uxwt	��u��xu�w	�t	�{�ttw�w�~�	~x�	�	u��x�v	��
����) :��>?���>�><�><�<�>��;��=>??>�
�~�	{��w�~xt	x����wt	�wx	~�����	x	~uxwtw��~x

Y ∗
`M`

(R̂) = Y ∗
`M`

(θ~R, ϕ~R) = (−1)M`Y`M`
(θ~R, ϕ~R) = Ψrot,M`,`

0 (ϕ~R, θ~R)
�*�#�

�
	����������	���
�
 �����������������

	���������
�	���	����~R′ ���������~R �	
�����
	
	�������	�����������
�����	����������� �������	���������
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�����
	��������	������	���
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�����������	����
	��	���
����	
��������
���
�
������
R′ ��R 
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���w��
�����t��w{�	x�t����#��%����&�	x%�������w~�w|u	t�	��vut	���%��~�u�{�~�x�x�~�|u	~�u�
��u��~������	����xw	�t	{x��~w|u	���x�xw�~~	tt		x�w���xw�~~	tt	��~�t��|u�xw�~*�&�
�~���uv��~�u���u��~��{�w�		~~�x�~xw{wG t����xw	��w���xw�~~	tt	�

�

Ψ(~R) =
∑

`,M`

|αi〉Y`M`
(R̂)G`,M`

(R)/R
�*���

�~�	���x�~x{	xx		���	��w�~��~�t��|u�xw�~*�&��~����	���wx|u	G`,M`
(R) ���w�	u~	�|u�xw�~���w�t	

�	v�t��t	�*�%
 (
− d2

dR2
+
`(`+ 1)

R2
+

2µ

~2
[V (R)− V (+∞)]− k2

E

)
G`,M`

(R) = 0
�*����

��u��	v��|u�~�|u	M`
~�w~x	��w	~x�tu���w{	~�	�x��~�t�~��v�tw��xw�~�	G`,M`

�{	t�����w	~x��w�	v(
v	~x�u	�wx|u	t	��x	~xw	t	�xw~���	~��~x�	t���w	~x�xw�~�	��	u��x�v	��

����, 	���>;�������=��>
�~�	��	~�~x���u�E {�v�t	�	�t�	��vut	��%�	xt	��uw��~x	�	x	~~�x�~x

K`(E) = tan(δ`(E))
�*����

S`(E) =
1 + iK`(E)

1− iK`(E)
= e2iδ`(E) �*����

�~�	ux�{�w�	�t		�{x	u��	~��v�tw��xw�~�	���xu�w����t��uwx	�


G`,M`
(R)

R>ractionα≈ A`,M`(E)
[
j`(kER)−K`(E)n`(kER)

] �*����

R→+∞≈ A`,M`(E)
(−1)`i`

2ikE cos(δ`(E))
e−iδ`(E)

[
eikERS`(E)− (−1)`e−ikER

] �*��"�

�t�u�x��u�{�~{tu�	�		�w�	t	tw	~	~x�	{	xx		��vut		xt��ux�		��vut	���v�x�xw|u	*���

����. @���;�;=��<�>��>��?=�=�>�;�������=��>�
��u� v	~	� � �w	~ ~�x�	 {�v����w��~ wt �u�x ��uxwtw�	� t� 	��vut	 u�u	tt	

���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��III
�*%�	x���~��u�~��w	{�wx����##���"���(��"����


ei
~ki. ~R = 4π

∑

`,M`

i`j`(kiR)Y ∗
`M`

(k̂i)Y`M`
(R̂)

�*��%�

R7−→∞≈ 4π
∑

`,M`

1

kiR

1

2i

[
eikiR − (−1)`e−ikiR

]
Y ∗
`M`

(k̂i)Y`M`
(R̂)

�*��*�

�$~�u����~�~�x����xu{w	u�	v	~x�` t�w~�w{	vu	x{��wt�	���	tw��u~�v��	|u�~xw|u	�	��x�xw�~`��	xx		��vut		�xt����	�u���	t���	v	~x	~(&f%$!9"'+%dd%$
�~�	s �w` = 0��~�	p �
w
` = 1 	x{���~uxwtw��~x{	xx		��vut	��~�t��|u�xw�~*����$kf = ki = kE

��	x	~{�v����~xt	�x	�v	�	~e−ikER

�{	u���~~�����t	�	��vut	�*��"	x*����~x��u�	t��v�twxu�	

A`,M`(E) = A4π cos(δ`(E))Y ∗
`M`

(k̂i)i
`eiδ`(E) �*��&�

��{�v����w��~�	�x	�v	�	~eikER
	�u�~wx����v�x�xw|u	v	~x~�u����~�R̂→ k̂f

�t��	t�xw�~�	{�	�{��	


fαi,αi(
~R,~ki) =

2π

ikE

∑

`,M`

Y ∗
`M`

(k̂i)Y`M`
(R̂)[S`(E)− 1]

�*��#�

�
�����������
�����	�����	���	����G ���	���	����χ`

α,E(R) ���
��
������
�������������������� 
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�~����	���wx|u	t		�{x	u��	~��v�tw��xw�~A = A(E) ~	
 �u	�u{u~��t	��	xx	�	t�xw�~�	ux	~{��	

���{�w�		~uxwtw��~xt��	t�xw�~�
�w��z��{��w~���#&��"�����

(2`+ 1)P`(cos θ) = 4π
∑

M`

Y ∗
`M`

(k̂i)Y`M`
(R̂)

�*����

�$θ def
= ̂̂ki, R̂
	xP`(x)

def
= 1

2``!
d`

dx` (x
2 − 1)` �

����	tt	t�̀ ème 	�~{xw�~��t�~�vw�t	�	�	�	~��	P`�
�

��	��vut	*��#�	ux�t����	���{�w�	���u�t�	��v	

fαi,αi(
~kf , ~ki) =

1

2iki

+∞∑

`=0

(2`+ 1)(S`(E) − 1)P`(cos θ)
�*����

σii
def
=

∫
dΩii

dσii
dΩii

=
+∞∑

`=0

π

k2
i

(2`+ 1)|S`(E) − 1|2 �*����

���	{xw�~	�{�{	x�x�t	���~~�	���t�	��vut	*���	�x��x	~u	��
{	�t�	��vut	*�"���w~x����xw�~�u�t��~�t	��tw�	��	�	{xu	���w��}��~��	~�~�z��{��w~���#*�����%���	~uxwtw��~x

√
4π

2`+ 1
Y`0(θ, ϕ) = P`(cos θ)

�*����

	xt	��	t�xw�~�����x��~��v�tw��xw�~�	�Y`0 	x
���w��
�����t��w{�	x�t����#��%���*�	x%�%�����


Y`0(θ, ϕ) = (−1)`Y`0(π − θ, ϕ)
�*����

����� ����;?=�;�=�<><�<>��=>

�	�	�~{xw�~����w�t	�G`,M`
(R) ~	��~x���~��v�tw��	�	~�~	��w	{�vv	��~�t�	��vut	��%"��~

�	��	~�~xt	�{�t{ut����{��	~x���~��wx|u�wt�u��wx�x����	����t	���{�w�	t	���	t���	v	~x*���	t�	�~{xw�~
|Ψ〉 �w�	{x	v	~x��u�t�	��v	


Ψ(~R) = 4πA
i`

kE

√
π~2kE

2µ

∑

`,M`

|αi〉Y ∗
`M`

(k̂i)Y`M`
(R̂)eiδ`(E)χ`(R)/R

�*��"�

�$���w�t	�	��vut	�*��"	x*��&�χ`(R) ~	���	~��tu��	M`
	x	�x~��v�tw��	~�~	��w	���~tw	~��	{

G`,M`
(R) 	�x


G`,M`
(R) = 4πA

i`

kE

√
π~2kE

2µ
Y ∗
`M`

(k̂i)e
iδ`(E)χ`(R)

�*��%�

����	t�~�|u	twvwx	���v�x�xw|u	�	Ψ ���{�wx�t���


Ψ(~R)
R→+∞≈ 4πA

2ikE

∑

`M`

Y ∗
`M`

(k̂i)

[
eikER

R
S`(E)− (−1)`

e−ikER

R

]
Y`M`

(R̂)|αi〉
�*��*�

����- @�??=�=�<=<�?;��=��>

�	���x	~xw	t�����w|u	���~xx�u �u����	t��v�w�{�vv	~�u����~��u�����|u�wt~���������x�xw~x	�~	�
~�u����~�αi = αf

	�~~	�	ux���w��w���x��wx	�t	�{�ttw�w�~�w~�t��xw|u	��s�w��~�	ux��w�t��	{xw�~
	�{�{	�	{�ttw�w�~w~�t��xw|u	{�vv	�x�~x	�x�	tw�	�u~�v��	�	���xw{ut	�|uw	~x�	~x��~�t��x�x|αi〉
�
���	��������������������	���������������
���������/����
�1��
������	��������
�	����θ �������������/	
�������1

��
����θ �	����	
���	����� ��������	���������������	���
������	������	�������  �
�������������	�������
�����������������
�	������
������������
���~ki
������	������� ���
�������
��������

������������
�������������
��
���	����� 
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����xw		~e−ikiR
�	x|uw~	���x	~x�������xw		~eikiR

�{��	tt	��~x{��~�����x�x���w~x���u{xw�~��u~	
���xw	wv��w~�w�	�u��x	~xw	t�	�v	x�	v���tw�	�{	���{	��u��
�tu����{w��v	~x�t��	{xw�~	�{�{	�	{�ttw�w�~w~�t��xw|u	�	�xt	~�v��	�	���xw{ut	��������	����
u~wx��	x	v��	xt	�u�w~{w�	~x��~t����	tt	�u��w��u�{	xx	��w��~�	{xw�~	�{�{	��������xw�~�u�	
���{xw�~w�	����w��}��~��	~�~�z��{��w~���#*������&%��u����	~(��~~�u� w	x�t�����*�}VIII

���

σinél
i = σréac

i
def
= − 1

jincident

∫

sphère

~j.d~S = − µ

|A|2~ki

∫

sphère
jRadial.R

2 dΩ
�*��&�

��	��vut	���v�x�xw|u	*��*�	xt�	��vut	*���	�v	xx	~x�t����	x��u�	�


σinél
i = − µ

|A|2~ki
~

2µi

16π2|A|2
4k2
E

∫

sphère
R2 dΩ

∑

`M`

∑

ˇ̀M̌`

Y ∗
`M`

(k̂i)Y`M`
(R̂)Yˇ̀M̌`

(k̂i)Y
∗
ˇ̀M̌`

(R̂)×

2ikE
R2

(
S`(E)S

ˇ̀∗
(E)− (−1)`+

ˇ̀
) �*��#�

�t�u�x�t�����uxwtw�	�t���x��~��v�tw��xw�~�	�Y`M`
(R̂) |u
w	�u�~wxδ`ˇ̀ 	

x
δM`M̌`
��uw��	v��	~~	��u�t	�

�~�t	�k̂i
w~wxw�u�����u���x	~w�t�	��vut	�~�t	

σinél
i =

π

k2
i

+∞∑

`=0

(2`+ 1)(1 − |S`(E)|2)
�*����

����/ @;��>�>���;��=��?>�=�><�=��>������<����>��=�<�
��u��tt�~�uxwtw�	�w{wt�v�x�w{	��S

�
S ��u���{�xx	�w~������~w	������w��s	��w�����*"��������


S = U(+∞,−∞)
def
= limt→∞U(t,−t) �$ U 	�x

t������x	u� �����tuxw�~ ���w��~x
���w� ����	~(��~~�u� w	x�t�����*��III

�
|Ψ(t)〉 = U(t, t0)|Ψ(t0)〉� U {�~�	���~x

t�~��v	��~	~��(
�uwx|u	S 	�xu~

wx�w�	SS† = S†S = 1�
���~��wx��	{{	����~wxw�~�|u	�	~�	�	~�~x�u~	�w�w�~

���	~��~x	�ux	v�����w�~������	�t = −∞u~�x�x|~ki, αi(t = −∞)〉�{	tuw{w���tu		x

Sαi,αf
(~ki, ~kf ) = Sfi = 〈~kf , αf |U(+∞,−∞)|~ki, αi(t = −∞)〉 = 〈~kf , αf |~ki, αi(t = +∞)〉 �*����

�	|uw��~~	�w	~t	�	~�����w|u	���v�twxu�	�	������wtwx��	x��~�wxw�~��~uxwtw��~x~j��~�	ux	~
���uw�	���w����~��u�~��w	{�wx����##���""�%���t�	��vut	


Sfi = δfi + 2i
√
kikfffi

�*����

�	x��wx	v	~x	�x��t��t	��u��	u����xw{ut	��w�{	�~��t	��v�w��t���|u	�	u����xw{ut	�A 	xB ��~xw~�w�{	�~��t	��wt	�ux��v�x�w�	��u�~xw��v�x�w�	�t	�	�~{xw�~����{��	~x	���~�	~{��	|αf 〉 = |αi〉
��w�	�

�	v�t�{	�|αf , ~kf 〉���
�
PN 	�xt������x	u��	�	�vux�xw�~�	�~���u�w~x���uwx	~�	{xw�~��&�����


|αf , ~kf 〉N,sym
def
= Cnorm(1± PN)|αf , ~kf 〉

�*����

������������
��������
�������
	���� 1
4π

∫
dk̂i�������	�������������	�����
�����
�	���	�������Y`M`

(R̂) �	


∑

M`

1

4π

∫
dk̂iY

∗
`M`

(k̂i)Yˇ̀M̌`
(k̂i) =

∑

M`

1

4π
δ`ˇ̀δM`M̌`

=
2`+ 1

4π

	�����	�����������
�∑
M`

Y ∗
`M`

(k̂i)Y`M`
(k̂i) = 2`+1

4π
�
��
�		
��	��
�����	� ������� ������� ������ 

��
���	�
����T ��	�
������
	���������K ��	�
�����
�	��	��������R ���
	�������� ����	�����	
������������� �����
������������	
�S def

= 1− 2πiT
def
= 1+iK

1−iK
 ����������	��
����������������	������	�����	����
2π �����
�

��
�
����������
��
����������	��������ffi �.�	����������	���
�������
	1 �	�	�
��������������������	�
���δfi 
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�	�w�~	�x�~x+ ��u�t	�����~�	x−��u�t	�		�vw�~����
�~uxwtw��~xt�	��vut	*����	x	~uxwtw��~xt		�wx|u	U {�vvux	��	{PN ��~��wx|u	

Sfi;N,sym
def
= N,sym〈~kf , αf |U(+∞,−∞)|~ki, αi(t = −∞)〉N,sym

�*����

= 〈~kf , αf |U(+∞,−∞)|~ki, αi(t = −∞)〉 ± 〈~kf , αf |PNU(+∞,−∞)|~ki, αi(t = −∞)〉
= Sαi,αf

(~kf , ~ki)± Sαi,αf
(−~kf , ~ki)

��w~�	��w�~{��~�	~kf 	~−~kf 	x��~{θ def
= ̂̂ki, k̂f

	~π − θ�
�~uxwtw��~x*����~��wx|u�wt	�ux{��~�	���~�t�	��vut	*�"���~w���~xt��	{xw�~	�{�{	
fαi,αi(θ)

def
=

fαi,αi(
~R,~ki)

���fαi,αi(θ)± fαi,αi(π − θ)�
��w~x����xw�~�	t��	{xw�~	�{�{	�w���	~xw	tt	�	�v	x�t�������x	~w�

σii =

∫
dΩfi

dσ

dΩfi
=

∫ π/2

0
2π sin θ dθ|fii(θ)± fii(π − θ)|2

�*��"�

��vv	w~�w|u��������	~(��~~�u� w���������{�wt	�ux	�w�	�xx	~xw�~�	~�w~x���	�|u	�u�t	�	vw(	���{	
0 ≤ θ ≤ π/2�t	��x�x�~kf 	

x−~kf
�x�~x����w|u	v	~xw�	~xw|u	��

�	�	��vut	�*����*���	x*����v�~x�	~x|u	!()"d%$*($(&$$%)d%$d%$(&f%$!9"'+%dd%$` !9+"%$+&'%"�
o+%&&%&'�9d("$
)%!()"d%$�%"i+(&$p%$(&'d%$(&f%$` +i!9+"%$��x�!�����	x	v����xu�	�~�u�����~��
|u	�	ut	t��~�	` = 0

w~x	��w	~x�t	�		�vw�~�~	�	���w	~x���~{����x�!�����	x	v����xu�	�
�	�����~�u~w~�x�~x{	|uw�	����	�t�����u~	{�ttw�w�~�u�	v	~x�t��xw|u	�w�	���	{δ` ��	

t���	��(
vut	*����~	��	~�~x���	~{�v�x	t	{���{x!�	����~w|u	�u		�vw�~w|u	����{�wx

σii =

+∞∑

`=0

4π

k2
i

(2`+ 1) sin2 δ`(E)
�*��%�

�t���|u	t�	��vut	*��"�	���{�wx

σii =
8π

k2
i

∑

(−1)`=±1

(2`+ 1) sin2 δ`
�*��*�

m&"%i9"
)%)&%�%'!)"%i%&'
)9&'+
)%f%$'9'+$'+
)%*($(&+
)%�()�%"i+(&+
)%�Hd%f()*d%i%&'f%d9
$%p'+(&%�p9p%�

	
�
� ����
������������	���������������
	����������������������	�

���������

��)�� 	����?>���<��;?>�><��<��=�<��>����
;�;�>�

�	�	��vut	���~���tw��~x�x�u �u����	{�	����xw{ut	���~��x�xw~x	�~	�v�w���~�t	{���	�tu�w	u��
{�u��	��	��x	~xw	t��	tt	��t�	��vut	*�����~x�	tt	��	��~x�x��tw	���~�u~{�����xw{utw	�t����	t�
��v�~�x��xw�~�	t�	��vut	#��#	v�w��~�	ux{�~�utx	��w�	x	v	~x���~��u�~��w	{�wx����##���""����


fii =
1

2iki

+∞∑

`=0

(2`+ 1)(S`ii − 1)P`(cos θ)
�*��&�

ffi =
1

2i
√
kikf

+∞∑

`=0

(2`+ 1)S`fiP`(cos θ)
��u�f 6= i

�*��#�

��u����~w��~����	�w��	����	u��(��������	�����
δfi` (E)
def
= S`fi��~uxwtw��~x*�"��~x��u�	wvv��w�x	v	~x


��
�����	
�������������	�����������
�����	�������
��������������������������	
�������	��������
���������������������������
��������������	���	��
����� �� 
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σii =

∫
dΩii

dσii
dΩii

=
+∞∑

`=0

π

k2
i

(2`+ 1)|S`ii − 1|2
︸ ︷︷ ︸

σ`
ii

�*����

σfi =

∫
dΩfi

dσfi
dΩfi

=
+∞∑

`=0

π

k2
i

(2`+ 1)|S`fi|2
︸ ︷︷ ︸

σ`
fi

��u�f 6= i
�*�"��

�9!"%i+�"%d+�&%f(&&%d9$%p'+(&%�p9p%#d9$'+
)%�&('#%9)$$+σél
ii
�
d9$%p(&f%d9$%p'+(&%�p9p%+&#d9$�

'+
)%σinél
fi
!()"d9"#9p'+(&|αi〉 → |αf 〉�

�	���vv	����{��	~x	�~	��~x���w~�~w	����vv	~�u�t	�	���~�t����	t��xu�	�	�{�ttw�w�~�	��w�	��t	�����w!�	�{	~x�w	u�	�~	t�w��	~x����	�|u	{	�x�w~	��~�	����xw	tt	��t	���vv	���~x��~{twvwx�	����
` < `max�

��)�� �>��=�<>��;�>=<�?;��=��>
�~���	tt	�	{xw�~	�{�{	w~�t��xw|u	��u�	{xw�~	�{�{	�	���{xw�~���u�t���w	i 
σinél

i =
∑

f 6=i σfi��~uxwtw��~x∑
f 6=i |Sfi|2 = 1 − |Sii|2 |u

w����w	~x�	t�u~wx��wx��	t�v�x�w{	S��~��xw	~xt��~�t��u	�	t�	��vut	*���


σinél
i =

π

k2
i

+∞∑

`=0

(2`+ 1)(1 − |S`ii|2)
�*�"��

t��	{xw�~x�x�t	��u�t���w	i 	�x��~{

σtot
i = σinél

i + σii =
2π

k2
i

+∞∑

`=0

(2`+ 1)(1 −ReS`ii) =
4π

k2
i

+∞∑

`=0

(2`+ 1) sin2 δii`
�*�"��

�~�	v��|u	|u	

σtot
i =

4π

k
Imfii(θ = 0)

�	t������	tt	t	x����!v	��xw|u	�ut��	t�xw�~�	}���(�	w	�t�(�t�{�	��
m&"%i9"
)%9)$$+
)q+dn9)&i9r+i)i!()"d%$$%p'+(&$%�p9p%$fq(&f%̀ Hσtot,max

i = 4π
k2

i
(2`+ 1)�(&

9!!%dd%p%d9Hd9d+i+'%)&+'9+"%�{��{	t�����w	~xwvv��w�x	v	~x�u	�wx|u	|S`ii| ≤ 1
�{��∑

f 6=i |Sfi|2 =

1− |Sii|2
��

	
�
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�����	��	������������������������
�
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�~		�w�{	�	��vut	��x��tw	���~��wx|u�	tt	���~x��~~�	�	~	�~{xw�~�	��	ut���������	�δ`��	u�{�t{ut	�x	~��w~{w�		�{wt	�wt�u�x�	����u��		��{x	v	~xt	��|u�xw�~��{�u�t�	����u�t	�	�~{xw�~����w�t	�
G`,M`
�	x��	~��	~��		~�uwx	t����xw	���v�x�xw|u	�{	|uw	�u�~wxt	���������	����{�v����w��~��	{�	�	��vut	��u�	~�	�	*��"��w�~�t�~�|u	t	�v�x���	�w~x����t	��u�	�w��v�~~(����w~�	�|uw{�~�uw�	~x�t�{�t!��		���~�w�~�	}��~�	�v	xx�~x�����tu	��wv�t	v	~xt	���������	���~x�u�x�uxw~x��	���~x	�

���ux	�~	��w	� 	~	t	���x�wtt	��w��~{������u��tu��	��x�wt�~��u���{�~�utx	�t	{�u���	�t�u�	���	~��~~�u� w��**
�xx�
������t���	~��	��{{x�{�u����	���x	v	~x�{�u���{{x(�	��{{x(�	���xv�
�t	�xx�!�wv���x�~x��u�~�u��	�	����	�{	|uw�	����	�����	x	v����xu�	�w�	���u��	�{�ttw�w�~�
�	����	�~	��w		~x�	�x�v	�	��w�����u��tt�~���~{�xu�w	�	~��x�wtt	���������	��	xt	�	���~��	t	�
{�t{ut	����u�t	�	�w�t	��~	��w	��
�����u{w�	�wv�tw�{�xw�~�~�u��tt�~��	�	~w��~�x�	�w�w�~�wv�tw�x	�	t��	{xw�~*���
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��,�� 	����?>�>�>�=?�>�=�<>����,/��@������>�><���;�>�<>��=>
3��-���������2-	,��	2-	-��,

��x�~�ractionα

t	����~���{xw�~�u��x	~xw	t���~wx	~�	{xw�~���"�����u���ut�~�x��wx	�t	�	�w�t	�
�~	��w	��~�u��u�����~���~{kE �	xwx�w�	�kEractionα � 1��~�	ux��~{{��w�w�R ���w��~x1/kE � R �
ractionα ���~�1/R2 � k2

E
���~�t��|u�xw�~*����~�	ux��~{~��tw�	�t	x	�v		~k2

E
�	��~xt	x	�v	{	~x�w	u�	��	�tu�R� ractionα

��~�	ux��~{�u��w~��tw�	�t	x	�v	���~	��w	��x	~xw	tt	����|u�xw�~���w�t	*���
�	�w	~x

(
− ∂2

∂R2
+
`(`+ 1)

R2

)
χ`α,E(R) = 0

��~xt���tuxw�~��~���t		�x


χ`α,E(R) = c`1R
`+1 +

c`2
R`

�*�"��

��~�R � ractionα �
t�twvwx	���v�x�xw|u	��%�	�x��~{��t��t	��	�tu�ρ = kER � 1��~�	ux��~{

uxwtw�	���~���%�t	�twvwx	�	~0 ��~~�	����t	�	��vut	���%�	x��%���u���x	~w�


χ`α,E(R) ≈
√

2µ

π~2kE

[
cos(δ`(E))

(kER)`+1

(2` + 1)!!
+ sin(δ`(E))

(2` + 1)!!

(kER)`

]

�~{�v����~x��	{t�	��vut	*�"���~	~���uwxt	���t	u���	c`1 	
x�	c`2�

�uw�


tan(δ`(E)) ≈ c`2
[(2`+ 1)!!]2c`1

k2`+1
E

�*�""�

��vv	x�ux	�t	�	��vut	����	~�	~x�	e2iδ`(E)�w�	��	δ` v��u
t�π� (&!%)'

f(&p+i!($%"δ` ∈
{−π/2, π/2}��9�("i)d%����i(&'"%9d("$
)%tan δ` → 0 $+kE → 0�	x��~{|u	tan δ` ≈ δ`�

�t�u�x
�t�����uxwtw�	�t�������wv�xw�~S`i,i = e2iδ` ≈ 1+2iδ` = 1+2i(Re(δ`)+ iIm(δ`))

��~�*���	x��~�*�����u�
��x	~w�t	�	��vut	��	}	x�	���%	x��x�wtt�	�����w�~	�	~��"#


δ`(E)
E→0∝ k2`+1

E

�*�"%�

σél
`

E→0∝ k4`
E

�*�"*�

σinél
`

E→0∝ k2`−1
E

�*�"&�

�$���u���v�~x�	�t	�	��vut	�*�"*	x*�"&�~�u����~�uxwtw��t		�wx|u	t�t�w	~�uw���~{	*�"%	�x
��t��t	��u�t����xw	��	tt		xt����xw	wv��w~�w�	�	δ`��%$p(%�p+%&'$f%!"(!("'+(&&9d+'#�()!d)'�'d%)"$(!!($#$�$(&'9!!%d#$d(&�)%)"$f%f+�)$+(&����~x
�	t	��xu�w	����tu�~�t	�{�~��|u	~{	�����w|u	��	{	�t�w��	�	uwt���w~�w|u	t	u���v�w~	�	��tw�wx��

/��-�#��������-����	�	�-��-#��	�	�-

�	�	��vut	�*�"*	x*�"&w~�w|u	~x|u	x�ux	�t	��	{xw�~�	�{�{	����u	t	��	{xw�~�	~�~�	s�w�	�
` = 0�x	~�	~x�	���t���|u	t��~	��w	�wvw~u	��	���utx�x�x�wx����w�w�t	�{��t���|u	t��~	��w		�xx�������	�t	�����w!�	��	��x	~xw	t�|uw~�	�w�x	~x|u	��u�` ≥ 1�~	�	u�	~x+x�		��~{�w	����ux	t�uxwtwx��u
���	t���	v	~x	~�~�	����xw	tt	��������x��~{��u�t	�	����w	~{	��	�w�t	�~	��w	�

��u~	�	�{�~��|u	~{	�wv���x�~x	�	�x|u������	x	v����xu�	t	�		�vw�~�~	�	���w	~x����	~x�		u��
�~	�	x�����!�t�	��vut	*��*�t��~�	s~	t	�{�~{	�~	����
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��,�2���
��u�|u	t	�	��vut	�*�"%�*�"&��w	~x��t��t	��wt	�uxx�ux�������|u	kEractionα < 1�

�	t�	�u�~wx��~�
t	{���u{��wuvE < ~

2

2µ(ractionα )2
≈ kB × 130µK ��u�t	{��w��	ractionα ≈ 100 a0��	�tu��t�	��vut	*�"�~�	�x��t��t	|u	�wt	x	�v	�	��x	~xw	t	�x�w	~~��tw�	��t	�	��~xt�����w!�	

{	~x�w	u�	��u�t	��	u�x	�v	��t	���~�	~c`1 	
xt	�	xwx	~c`2

��w�	��w
∣∣∣Eα(R)χ`α,E(R)

∣∣∣�
∣∣∣ `(`+1)

R2 χ`α,E(R)
∣∣∣�

��u�{	t�wt	�ux|u	∣∣Eα(R)c`1R
`+1
∣∣�

∣∣∣ `(`+1)
R2

c`2
R`

∣∣∣��	t�wv���	��~{

|Eα(R)| � 1

R3+2`

�*�"#�

�~���xw{utw	���u�` = 0
+d�9)'
)%|Eα(R)| � 1

R3
p%
)+&q%$'!9$d%p9$!()"d%!('%&'+%df)!"%i+%"#'9'

%rp+'#%&C3/R
3 
)%&()$9o+(&$#')f+#�!()"p%!('%&'+%d'()'%$d%$(&f%$!9"'+%dd%$p(&'"+*)%&'��9"p(&'"%f9&$d%p9$f)!('%&'+%d%&C6/R

6 f%dq#'9'�(&f9i%&'9dd%$�("i)d%$$(&'o9d9*d%$!()"dq(&f%s %'dq(&f%p���u�u~��x	~xw	t	~Cn/Rn
t���|u	` > n−3

2
�w�	�t���|u	|Eα(R)| � 1

R3+2`
~�	�x�tu����w���t�t�w�	

�	uwt	�x���w�����x	����&������&*��

δ`(E)
E→0∝ kn−2

E

�*�"��
�9��)"%�f%dq9"'+pd%f%��%''%'9d��jkk��9+&$+
)%d9�("i)d%�jh�f%dq9"'+pd%f%��(%$'%&%'9d��jkkk��
p(&'"%f+$%&'p%''%f%"&+�"%9�"i9'+(&%'$%i*d%&'+&f+
)%"
)%d%$�("i)d%$���������$(&'o9d9*d%$9)i(+&$
e)$
)ql̀ = 4

�

��,�� �;?�<��>���>�=���=�<><�<�>s�C����>>�>��=�>
��u��	~�~��	��w�|u	��u�t	�	�w�t	��~	��w	��x�ux�	��v!~	�t��~�	s�t	��ux�	��~�	����xw	tt	�
~�w~x	��w	~~	~x������x�~�|u�	~uxwtw��~xt		�wx|u	P`=0(cos θ) = 1�

t�	��vut	*���v�~x�	|u	d9f+�)$+(&
�#d9$'+
)%()+&#d9$'+
)%�%$'9d("$+$('"(!%�
3��������
m&9!!%dd%d(&�)%)"f%f+�)$+(&%&(&f%s H

a
def
= lim

kE→0
−tan δ0(E)

kE
= lim

kE→0
−δ0(E)

kE

�*�%��

��vv	~�u�t����~�v	~xw�~~��t��uwx	�	t��|u�xw�~*�"%��~�	ux��~���tw�	�{	xx	���~wxw�~��u�
x�ux	�t	���t	u���	̀ �v�w�{	t��v�w~���w~x��+x{���	ut	t��~�	s {�~x�w�u	���u��tu��	��x�wt��~��u���
~��~v�w~�{�~�utx	����v�x�����w����%��
��	{t�	��vut	*���	xS0 ≈ 1 + 2iδ0 ≈ 1 + 2ikEa��~��

wxwvv��w�x	v	~x|u	σél kE→0≈ 4π|a|2
���~�

t	{���	����~��~x��u�	��wxσél kE→0≈ 8π|a|2�	xσinél kE→0≈ − 4π
kE
Im(a)�
��u��tt	��tu�t�w~|u	{	xx	

������wv�xw�~�~�u��tt�~�uxwtw�	�t�x����w	�wx	�	t����x�		�	{xw�	�
�����--�-����-

��x����w	�	t����x�		�	{xw�	��x���w�w~	tt	v	~x���	t����	��u�t	�{�ttw�w�~�~u{t��w�	��~u{t��~(
~u{t��~���~�t	�|u	tt	�t	���x	~xw	t���~x~	xx	v	~xv�w~��w	~{�~~u�	x��tu�{�u�x	���x�	|u	t	�
��x	~xw	t��x�vw|u	���~��u����	�	���x	��t���xw{t	�	���s�tt	�	x�t����*����u��tu��	��x�wt���~���~wxt�	�~{xw�~���t�~��	vkE

(R) ���~x
t	v+v	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	|u	χ0

α,E(R)v�
w�

�x�~x���x�ux���~w	���u~�w~u�

vkE
(R)

def
=

1

sin δ0(E)
sin(kER+ δ0(E))

�~�{��w�w��~��v�tw��xw�~��u�|u	vkE
(0) = 1�

�~uxwtw��~xt����~wxw�~*�%���~�	v��|u	|u	���u�
R
����limkE→0 vkE

(R) = limkE→0
sin(kER) cos(δ0(E))+cos(kER) sin(δ0(E))

sin δ0(E) = 1 + R
a
	u~	��v�~�x��xw�~�wvwt�w�	

�v!~	�t�	��vut	��u�	~xuxwtw��	
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lim
E→0

χ0
α,E(R) ≈

√
2µ

π~2kE
sin δ0(E)

(
1− R

a

)
≈
√

2µkE
π~2

(R− a)
�*�%��

��u��tt�~��	��	~��	t�w��		xt	�~�x�xw�~�uxwtw��	���~�t��	{xw�~���"����u�{�t{ut	�t�~��v�tw��xw�~
�	�	�~{xw�~��u{�~xw~uuv����~{�t{ut	��~{∫ +∞

0

[
χ0
α,Ebχ0

α,E=0e − vkE
bvkE=0e

]
dR��	�{�~�wxw�~��u�

twvwx	�vkE
(0) = 1 	xχ0

α,E(0) = 0 �
w~�w|u	v′kE

(R = 0) = kE cot δ0(E) 	xv′kE=0(R = 0) = − 1
a

	�u�~w��	~x
�t���t�	��vut	�wx	�("i)d%f%�%'�%��	t�~����	~(��~~�u� w���������""�	x�s	��w�����*"���&����uf%�d9''��9p�$(&��	t�~��t�~~	������*��


kE cot δ0(E) = −1

a
+ k2

E

∫ +∞

0

[
vkE

(R)vkE=0(R)− χ0
α,E(R)χ0

α,E=0(R)
]

dR
�*�%��

�~	�w��~xx	~��	kE �	��0 �~��wx|u	

kE cot δ0(E)
kE→0≈ −1

a
+

1

2
k2
E 2

∫ +∞

0

[
v2
kE=0(R)− (χ0

α,E=0)
2(R)

]
dR

︸ ︷︷ ︸
Reff

�*�%��

�$~�u����~����~w Reff

)+$q9!!%dd%d9!("'#%%�%p'+o%{��	tt	v	�u�	�����w!�	v	~xt��w�x�~{	�u�t�|u	tt	

v2
kE=0(R)�

w�!�	�	χ0
α,E=0(R)�

t		�{x	u�2 	�x{��w�w��u�{���	���~��	�u����~���{xw�~��u~��x	~xw	t	~�uwx�{������~	�xu�	��x�wtt�	�	�{�~�	��	~{	����w�t���xw{t	�	���s�tt	�	x�t����*���v�~x�	|u	{	xx	�	t�xw�~
	�x��t��t	��u�Eα(R)� 1

R5
�{�	�x(�(�w�		~���xw{utw	���u�~����x	~xw	t�	~C6/R

6�

�����,-	2-	-��,	

��	��vut	x�w��~�v�x�w|u	S0 = e2iδ0 = cot δ0+i
cot δ0−i

�	�v	x�	���uw�	wvv��w�x	v	~x�	t�	��vut	*�%�
|u	

σél kE→0≈ 4π|a|2 1

(Re(a)|a| −
1
2k

2
E |a|Reff )2 + (Im(a)

|a| − k|a|)2
�*�%"�

kEReff�1≈ 4π|a|2 1

1− 2kEIm(a) + k2
E |a|2

�*�%%�

σinél kE→0≈ −4π

kE
Im(a)(1 + 2kEIm(a))

�*�%*�

���,��������2��	,-	��,��,	���,���	�-	
�~�	ux�v�tw��	�	~{��	{	xx		��vut	��u�t	��x	~xw	t�	
�~�	����t�C6/R

6 	~uxwtw��~xt�	��vut	
�	��t�~~	������*��"����#�


kE cot δ0(E)
kE→0≈ −1

a
+

1

2
Reffk

2
E +

2µπC6

15~2a2
k3
E +

8µC6

15~2a2
k4
E ln(kEa0)

�*�%&�

�~	�ux�	v�x���	��x����	t����������w���w~�~��t�v��uv�������t�v��uv	x�t���������	u�{�t{ut
	�x�����u�t		�wx|u	��u�u~��x	~xw	t	~C6/R

6 	x��~�t	{���$̀ = 0�
t�{�~�wxw�~�	��tw�wx���*�|uw�	

���uwx��~�t	{���u{��wuv�R� 117a0
��	t�������wv�xw�~�	vw({t���w|u	}�����u�t�	�~{xw�~χ0

α,E=0
�

�	{�u��	�u~	�w�x�~{	R∗ t���~	�	��tw�wx���u~		��vut	�~�t�xw|u	���v�x�xw|u	{�t{ut�	��u�u~
��x	~xw	t	~Cn/Rn�

�����w���w~�~��t�v��uv�������t�v��uv	x�t���������xw	~~	~x�w~�w�	�	��vut	�
�~�t�xw|u	���~~�~xχ0

α,E=0(R) ��u�x�uxR��	�{�t{ut��wv�t	��v!~	~x�t����u����utx�x��uw��~x�
�

����	����
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ā
def
=
√

2

(−2µC6

~2

)1/4 Γ(3/4)

Γ(1/4)

Cs≈ 12, 61[C6(u.a.)]
1/4a0

�*�%#�

Φ
def
=

1

~

∫ +∞

Rint(E=0)

√
−2µ[Ead

α (R)− Ead
α (∞)] dR

�*�%��

=
1

~

∫ R∗

Rint(E=0)

√
−2µ[Ead

α (R)− Ead
α (∞)] dR+

√
−µC6

2~2(R∗)4
�*�*��

Reff =
ā

3

≈8,7537︷ ︸︸ ︷[
Γ(1/4)

Γ(3/4)

]2 [
1− 2

ā

a
+ 2(

ā

a
)2
] �*�*��

δ0(E) = Φ +
π

4
− 3

2
√
π

Γ(5/6)Γ(2/3)

︸ ︷︷ ︸
≈1,293 55

(−2µC6

~2

)1/6

k
2/3
E

�*�*��

a = ā
[
1− tan(Φ− π

8
)
] �*�*��

Φ 	�x��
�~w���t�	��vut	*�%�	x��w~x	���!x	�t��w�	�	t�	��vut	����{�vv	t�����	��~	��w	~utt	�

��x�~��u��w|u	t�����	√ −µC6

2~2(R∗)4
�wxu�	���!�t	��w~x�	��{{���	v	~x	�x�u���w	u�	���t�	��vut	����

v�~x�	��~{|u�wt���	�u{�u��	~�u���	t�	�~{xw�~���~�	��u�R > R∗�
ā �	ux��w~x	����x	�{�vv	u~	t�~�u	u��	�w�u�w�~�v��	~~	��w�	�	~�u�����~xt	��x	~xw	t�|u	t(
{�~|u	�{	|uw�	�w	~x��u����	�|u	t�����	x�x�t	Φ 	�x�t��x�w�	�

��	��vut	*�*�	�x��t��t	|u��wv	~x u�|u��kE(u.a.) ≈ 1�{	|u
w	�u�~wx��u�t	{��wuv���	{C6 ≈

6500u���
�
E < kB × (600v

����t���|u	t�	��vut	�	}	x�	*�%��u~	��tw�wx�	~�~	��w	��!��	����	�w�
�tu�	�w�t	�

��	��vut	*�*�	�xx�!�wv���x�~x	{��	tt	��~~	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~��tt	v�~x�	����wtt	u��|u�wt��
75%�	{

��~{	�	~�u�����~x|u	t�����	x�x�t	Φ 	�x�t��x�w�	�|u	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~��wx���wxw�	����ux�	� v�x���	� �~x �x� ���	t����	�� {wx�~� ��� 	�	v�t	 �s��w~	�{u����"� �������#� 	x
���v�x�����w����%� �&#�{	�	�~w	�� �ux�~xt	x	�v		~C10/R

10
�v�w����{	tuw	~C8/R

8
��ux����wt

�	���w���w~�~��t�v��uv����������v�x�����w����%�v�~x�	~�x�vv	~x|u	t�	��vut	*�*���~~	u~
���utx�x���{w��0, 5%���u�t	{�t{ut�	a���	{u~{��w��	R∗ = 100 a0

��~�t�	��vut	*�*��
�()" p(&&9�'"% d9 d(&�)%)" f% f+�)$+(&� +d $)�' f(&p f% p(&&9�'"% d9 !�9$% +&'%"&%∫ R∗

Rint

√
−2µ[Ead

α (R)− Ead
α (∞)] dR %'

d%p(%�p+%&'C6�

3��-���������-�#����-���,-2-,�,��
�-��2-2���	���
�t	�w�x	{w~|���~�	�	�vwtt	���u�t���x	�vw~�xw�~	����wv	~x�t	�	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~

����x����t�xw�~����xw��	t���	{x���{��w	�	t��x�x	�~��v	~x�t�
��uxwtw��xw�~�	��	{x�	�v�t�{ut�w�	��{�v�t	x����	�v	x�	x��u�	�t�	��v	�u��x	~xw	t����	�
v�x���	��	x��	���������w�t����	~�w{	����	��x	~xw	t�x�~x{�~~u�t�	��vut	*�*�	�u�~wxt�
��t	u��	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~��	xx	v�x���	��x�uxwtw��	��u��w	x���v�w���u��	��t{�tw~�
�tu�t�u����t	�~w�	�u��w���xw�~~	t���~x�tu��	�����	xt�{�u��	�	��x	~xw	t	�xv�w~��w	~{�~~u	���w�t�x��t	���	 ��x��tt	��~���~���������

��s	�u�	�	��	{xw�~�	�{�{	��	{�ttw�w�~�
�~	v�x���	x�!�uxwtw��	{�~�w�x	����xw���u~�w!�	�~w��x���		x�xu�w	�t	x	v��τeq ~�{	���

w�	
��u�u~�	x�u��t��|uwtw��	��	x	v��	�x��w�	v	~x�w�	{x	v	~x�	tw��t��	{xw�~	�{�{	�	{�ttw�w�~
�t��xw|u	��	x��~{�|a|2��	xx	v�x���	~	�	�v	x����	��x	�vw~	�t	�w�~	�	a�

������	���������
���������
���������	����
�
��2, 7 �������������
���
�	����
���	�����	��������������nσelv ���
����2, 7/τeq��

�
n ����	����������������v ����
�������	
������������� 
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���xu�	�	���	{x�	��	���x�����{w�xw�~�
�~{��~�	�~xt�t�~�u	u����~�	�ut��	��	���x�����{w�xw�~��~{��~�	t��w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	
R
�t�|u	tt	t	���x�~	�x��������{	t��	�v	x�	���~�	���w�	{x	v	~xχ0

α,E(R)�
�wt	��x�v	���~x

�u���vv	~x	��w���E ≈ 0��~��
t����{{!��t���t	u��u��������		x��~{�t���t	u��	a���x����w	�	t����x�����{w�xw�~�	x~�x�vv	~xt��	{xw�~#�%�����v�~x�	��{	��w~x|uw	�x���	t����

��~�t��	{xw�~���&���
"���~~�w���~{	�u�	�~w	�~w�	�utw��	~�~xw{w��~x�u�t��	{xw�~*�"��	x~�x�vv	~x�u�t�	��vut	*�*"�
�u�	t����wxw�~�	�����~�~{	��		��v	��
�	t��	ux�		�w�	������x�����{w�xw�~���w�t	��	{xw�~�&�����u&�*�%	x&�*�*��u�����	{x���{��w	
x���wxw�~~	tt		~ 	xv�t�{ut�w�	
�tu�w	u���x��	��	��v���	���xw|u		�	{xu�	����	�	v�t	�u���

2�����w	v�~~	x�t�����*��t��	x�t��������
%��xu�w	�t	������w�x���	�{�~�	~��x��
�~w~x��+x���~�w���~x��u�t�t�~�u	u��	�w�u�w�~xw	~x�t����tw��xw�~�	{�~�	~��x�	}��	(�w~�x	w~
���	u����u�x�u�t	���x�wt��~�	~��w	�u�{�u���	����	~(��~~�u� w����#�����	~(��~~�u� w���������	~(��~~�u� w������������u�a > 0

t	{�~�	~��x	�x�x��t	{�vv	��u�t	�{�~�	~��x��� ����tw���
22��(f = 1,Mf =
−1)�|87��; f = 1,Mf = −1〉 	x|87��; f = 2,Mf = 2〉������u�a < 0

t	{�~�	~��x	�xw~�x��t	��u(�	t���u~x�!��	xwx~�v��	���x�v	��{�vv	��u�
7�w(f = 1,Mf = −1)�

�%$f+�#"%&'%$i#'�(f%$��(&'!%"i+$f%f#'%"i+&%"d%$d(&�)%)"$f%f+�)$+(&$f(&&#%$f9&$d9'9*d%��j�c+�&9d(&$
)q+d%r+$'%9)'9&'f%d(&�)%)"$f%f+�)$+(&$
)q+dn9f%p()"*%$f%!('%&'+%d�y&!"%&9&'%&p(i!'%d9$'")p')"%�n!%"�&%d%)"&(i*"%f%o+%&''"�$+i!("'9&'�(&!"#��"%9d("$)'+d+$%"d%$d(&�)%)"$f%f+�)$+(&$
aT
'"+!d%'%'aS $

+&�)d%'�
)+&%$(&'!9$f%$!9"9i�'"%$!�n$+
)%$�i9+$$(&'p9dp)d#%$%&!"%&9&')&!('%&'+%d
'�#("+
)%&%!"%&9&'!9$%&p(i!'%d9$'")p')"%�n!%"�&%�aT %'aS !%)o%&'

f(&p�'"%'"�$f+�#"%&'%$f%$
d(&�)%)"$f%f+�)$+(&$!()"d%!('%&'+%d"#%d+&pd)9&'d9$'")p')"%�n!%"�&%�i9+$"%��'%&'d%p(i!("'%i%&'f)!('%&'+%dlp()"'%f+$'9&p%��~�	ux�t���	����	�� �ux	����v�x�xw|u	v	~xt��x�u{xu�	���	��~	��u�
���uw�	t	��ux�	�t�~�u	u���	�w�u�w�~���w�~�t�~�x�ux�	v+v	|u	t�{�ttw�w�~	~x�	�	u��x�v	���~�t��x�x���	��~|f = i + 1/2,Mf = i + 1/2〉 = |s = 1/2,Ms = 1/2〉 ⊗ |i,Mi = i〉�	�xu~	{�ttw�w�~��	{��w~x�x�t�t	{x��~w|u	1 	x�$t	��w~~u{t��w�		�x��	�|u	

�����	{x�x	u����	{���{x!�	�	{	xx	{�ttw�w�~	�x��~{
��	�|u		��{x	v	~x{	tuw�u��x	~xw	tx�w�t	x���~��x�u{xu�	���	��~	�	x��~{aT ≈ a|f=i+1/2,Mf =i+1/2�

��,�) E���<;<�>�>�=���=�<�E���<;<�>�>����>
��u��tt�~�v�~x�	�|u�wt	�w�x	u~	�	t�xw�~�wv�t		~x�	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~	xt��~	��w	�u�	�~w	�
�x�xtw��u��x	~xw	tt���|u	{	tuw({w	�xx�!����{�	�	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~��~�u����	�����~�x�ux	{	xx	�	{xw�~�|u�wt~���|u	�	t��w�u�w�~�t��xw|u	�a 	xδ` ��~x��~{��	

tt	��
�	{��w~�t��xw|u	�	��x��wx��tu�x�����u�t	~�v�	����~�~{	�	�	����{��

0�	�����-2���-�
�-��,,--���2-s
�u�����~�|u	t	�uwx��	��x	~xw	tEα(R) �

wxu~~w�	�utw�x�!���!��u�	uwt�	�w���{w�xw�~�w�	�u~
~w�	�u���~	��w	Eα(+∞) + Elié ��	{Elié < 0 	x|Elié| x�!��	xwx�	��~xt����	�~�	u��u�uwx���~�	ux
���~w�κElié

def
=
√

−2µElié

~2
	x�	��	~��	t�x����w	�	t����x�		�	{xw�	��	{�	�	�~{xw�~���~�t����w�~

{t���w|u	v	~xw~x	��wx	~�~�tu�	~�w~u�v�w�	~e−κEliéR 	x	~{��~�	�~xkE 	~iκElié��~��xw	~x�t	���x�wt��	{	�{�t{ut��wv�t	��	u�	~x+x�	x��u�����~�����	~(��~~�u� w�������
u~		��vut	�~�t��u	���t�	��vut	*�%�
−κElié ≈ 1

a + 1
2κ

2
EliéReff�

�~	~���uwxt�	��vut	wv���x�~x	
�	tw�~xt�t�~�u	u��	�w�u�w�~�t��~	��w	�	t��x�xtw�

��
���	��
������������
�������	
��	���	
������� �������
������	�	���	��������
��������
��
�������
������

����
�����������
��
����
��	�����������������������������	
��������������
�������	
���	���	������
���� 
��/�
�����1��	
���	�������������
���������	���
������	��	
��R 
���	����	������������	�	�������
	�������


aS��	

�����	�	�����	�����
������������
�
	�������	��
�������
����������
���	
��S = 0 
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�������������������
���� �%�

a ≈ 1

κElié

1

1− 1
2ReffκElié

> 0
�*�*"�

σél kEReff�1≈ 2π~2

µ(E − Elié)

�*�*%�

���	u�w!v		��vut	����w	~x�	t�uxwtw��xw�~�	t���	vw!�	��~�t�	��vut	*�%%�m&"%i9"
)%
)%$+d%&+o%9)$%"9!!"(p�%f)$%)+d�d9d(&�)%)"f%f+�)$+(&f%o+%&'+&�&+%�d9$%p'+(&
%�p9p%#d9$'+
)%9)$$+�m&!9"d%f%"#$(&9&p%fq#&%"�+%&)dd%%&(&f%s�()f%"#$(&9&p%f%f+�)$+(&��~	x	tt	����~�~{	�	�w�u�w�~��x����	���	��~�t	{��wuv������~�x	x�t�����&�	xw~x	����x�	{�vv	x	tt	
�w�t�	��vut	*�%%���
��x�~��u��w|u	���	�x����t�xw�~����wt��u~~w�	�u�|u��w(tw���u~	�~	��w	Equasi−lié > 0 �u(�	��u�
�u�	uwt�	�w���{w�xw�~
a ≈ − 1

k
Equasi−lié

< 0 	x

σél ≈ 2π~2

µ(E + Equasi−lié)

�*�**�

��x�~��u��wu~	���~�	�	��	v�t�~{		~x�	t	�	�~{xw�~����~�	��u{�~xw~uuv	xt	�	�~{xw�~����~�	�
�	t��x�xtw�����t�x�~��wt�w~����#��#�v�~x�	~x���	�	v�t	|u	


χ0
α,E(R) ≈ −

√
µkE

π~2κElié(κ2
Elié + k2

E)
χ0
α,Elié(R)

�*�*&�

.������-2-�-���	���� � �
�~�	~��~x�δ0 ��~{���{x!�	{�~x

w~u���w�t��	{xw�~*�"���	x	~~�x�~xn0
t	~�v��	�	~w�	�u�tw���u

�uwx��	��x	~xw	t��	{` = 0 


δ0(E = 0) = n0π
�*�*#�

����v�~�x��xw�~��~���t	�	{	xx		��vut	�{�~~u	��u�t	~�v�	x����!v	�	�	�w~��~�	�x�w�{wt	����w�~�t�~�|u	t	x����!v	�	�	�w~��~	�x�u��w��t��t	��u�t	��~�	�` 6= 0�
wt���{�wx
δ`(E = 0) = n`π���u���u��~����w�u~	w��	�	t���v�~�x��xw�~	~�uw��~x���~��u�~��w	{�wx����##�{��������t

�u�x�		�w�	{���x�	t����	�~�	u��u�uwx��	t���t	u�0 �����t	u���	tt	(D0)α
	{��|u		�w�|u�u~~w�	�u

tw��������x�κElié = 0�a ����	��~{���w�t�	��vut	*�*"��	t���t	u�+∞ �t���t	u�−∞�{	t��	ux�w�	���w�t�x�~�	~x	��~�t����~wxw�~*�%��|u	t�����	δ0(E = 0) �w	~x�	{��~�	��	π�

5��2�����2-	������������	-����,�		�	�-
�~	�ux�	v�x���	�	��v�~�x��xw�~|uw �	v�t	���w��w �wv�t		�x��uxwtw�	�t�{�~�wxw�~�����	
|u�~xw�{�xw�~�	}��|uw��~~	x�ux�	�uwx	t	~�v��	���x�x�tw���

�t{�~�w	~xw{w��+x�	��u�	~x�{��
{�vv	t	v�~x�	t��|u�xw�~*�*��t�����	~{	�unème0

~w�	�utw��u�	uwt	�u�~wxt�{�~�wxw�~�	|u�~xw�{�xw�~
�w���	~x	�	����


Φ = π(n0 +
1

2
) +

π

8

�*�*��

�	t�~�	�x����u���	~�~x{��~�u����~��u���	�%*|u	t�������wv�xw�~}��~�	�x��t��t	|u	��u�
R� 117 a0�
��
	���	�������	���	��
����� ������
�
��	����v′kE

(R = 0) = kE cot δ0(E) ���
����	����	
�	��
�
����R = 0
��

e−κ
EliéR .���
�����	� ����
�������������	��	�	
�����	���	�
���a��	�����	�������
�
����
	����
��
�������	���
�
���	������������������������ .�
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���� ����������������	
	�����
��������������
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	� 
���	����������	������
����	�������
�����	��������������������	

�
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���

δ0(E = 0) = (n0 + 1/2)π 
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�tu�w	u���ux	u���~x{�	�{����{�w�	u~	{�~�wxw�~�	|u�~xw�{�xw�~�tu���~���t	�t	�	u�w!v	����	
�	}��~�����~�	��	�|u	�w	~��~��u���{�~�utx	��}�w��	�u	x�t�����#��u�����x	x�t�����#���u�{	�
~�u�	tt	�{�~�wxw�~��	|u�~xw�{�xw�~��w�~�t�~�|u	��u�t����~x�	�~w	�~w�	�utw�t�{�~�wxw�~����	�x
x�!���~~	���{���	{xw�~~�	�x��~{��	tt	v	~xuxwt	|u	��u�t	x�ux�	�~w	�~w�	�utw��u��x	~xw	t�
0�	�����-2-����-��8��#-�-	�����-��������,-2-��-�����
�-��� %

��

�t	�x�~�x	����w����~��u�~��w	{�wx����##�{�������|u	��wt	�w�x	u~~w�	�utw���u�t��~�	` 6= 0
{	t�~	�����|u	����	����~�~{	��~�t	��	{xw�~�	�{�{	��t�����w!�	{	~x�w	u�	t�	v�+{��~x���u��tt�~�
���{�~x�	��w�|u	{	t�{	����uwx��u�u~~w�	�u|u��w(tw���~x	t~w�	�u|u��w(tw��	t��~�	̀ ����~	��w	Equasi−lié

` +Eα(+∞)��	����w���{w	���	�	xxu~~	t�{�vv	
{	t���x��xu�w��u{���wx�	���%�����u��	�	�w	1/Γ`v 	�

x��~{twvwx�	��~�	uxx��wx	�t	����t!v		~
uxwtw��~xt��~	��w	{�v�t	�	���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��III

�����
Equasi−lié
` − i~Γ`v/2��~�uw��~x���~��u�~��w	{�wx����##�{�����"��~�	ux��w�t�	�	xxu~~	t{�vv	u~���{	��u��	���w~(

x����xw�~��~~�~xtw	u�u~	�~�	u~w|u	v	~x�w�	��	~x	��~�t�	��vut	�	t��w�u�w�~*�����	��vut	*��"
{�~xw	~xu~x	�v		~eikEReiδ`(E) − (−1)`e−iδ`(E)e−ikER���	��vut	*��*�	�v	x�t����	�w�	|u	t����	~{	
���~�	{�~�	��	~x	��wx�	x���uw�	���e−iδ`(Equasi−lié

` −i~Γ`
v/2) = 0

��~����	tt		~	�	x|u	���vv	v	~xw�~~�
�t��uwx	�	t�	��vut	*�*�~�u����~�Re(kE) > 0 	t��~�	{�~�	��	~x		�x��~{ei~kE . ~R

���~���	t���	v	~x
�u��	vw	�����	�ux�u��	t���t	u��	����~�~{		�u�~wxe−iδ`(E) ≈ C[E − (Equasi−lié

` − i~Γ`v/2)]�
�$C 	�x

u~	{�~�x�~x	�
���~�uw��~x���~��u�~��w	{�wx����##� ���#�"��	x	~uxwtw��~xt		�wx|u	δ` 	�x��	

t ��~
~��xu�w	|u	�	�{�ttw�w�~��t��xw|u	����~���uwx


S` = e2iδ`(E) =
(e−iδ`(E))∗

(e−iδ`(E))
= e2iδ

(0)
`
E − Equasi−lié

` − i~Γ`v/2

E − Equasi−lié
` + i~Γ`v/2

�*�&��

�$e2iδ(0)` = C∗/C �	����	~x	e2iδ`(E)
t�w~�	t�����~�~{	�w�	�t���|u	|E −Equasi−lié

` | � Γ`v�
�~���uwx�	t�

	��vut	*���t	�	���	��w�~��uw��~x	�		~�u�����~x|u�wt~���|u�u~	�	ut	����~�~{		~�~�	`	�wx	�
�	}�	wx(�w�~	�


f(θ) =
1

2ikE

+∞∑

`′=0

(2`′ + 1)(e2iδ
(0)

`′ − 1)P`′(cos θ)

︸ ︷︷ ︸
f(0)(θ)

−(2`+ 1)

kE

~Γ`v

E − Equasi−lié
` + i~Γ`v/2

e2iδ
(0)
` P`(cos θ)

�*�&��

σél = σél,(0) +
(2`+ 1)π

k2
E

(~Γ`v)
2 cos(2δ

(0)
` )− 2 sin(2δ

(0)
` )(E − Equasi−lié

` )~Γ`v

(E − Equasi−lié
` )2 + ~2(Γ`v)

2/4

�*�&��

�~�	v��|u	|u�	~����	~{	��u~~w�	�u|u��w(tw��t��	{xw�~	�{�{	�w�	��	�		���~t��	~x�w	~~	��u�u~	
�~	��w	��w�w~	�	{	tt	�	t��x�x��~���t	�	����~�~{	�		��v	�u�	����~�~{	�	�w�u�w�~��9�("i)d%���g
!"()o%
)%�f9&$d%p9$fq)&%"#$(&9&p%f%�("i%�dq(&f%s &q%$'!9$d9$%)d%lp(&'"+*)%"%'p%d9i�i%$+dq#&%"�+%%$''"�$*9$$%�
��s����� 
 �~ x��wx	v	~x 	~ ����	~{	 �	 {�ttw�w�~� w~�t��xw|u	� 	�x 	�	{xu�

��� ���~��u�~��w	{�wx����##� {����"%� wt 	�u�~wxt	v+v	���utx�x	~�	v�t���~x t	Γ`v
�u~uv�(

��x	u����Γ`v,αi,αi

�	tw��t��	ut	��w	��	~x��	αi��
t���|u	t	Γ`v �

u��~�vw~�x	u�	�xt���vv	�	Γ`v,αf ,αi
��~{�v����~xt�	��vut	*�"�	xt�	��vut	���~��u�~��w	{�wx����##���"%�����~x��u�	���	�	v�t	

|S`fi(E)|2 =
~Γ`v,αi,αi

~Γ`v,αf ,αi

(E − Equasi−lié
` )2 + (~

∑
f Γ`v,αf ,αi

/2)2

�*�&��

.�
���������	��	���������������	
�	���
������������������(e−iδ`(E)) ≈ 1 − iδ`(E)�����������

~Γ`
v = 2

(
∂δ`

∂E

∣∣∣∣
E=E

quasi−lié
`

)−1

���������
���������������
�
��� � ������������
�������	��	��δ`
��	����
�����������
���������
����	����
�������
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��,�, E���<;<�>�>	>�
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3��������

�	�	��vut	�*�*%�u*�&�w~�w|u	~x|u	t	�����~�~{	��	u�	~x+x�	�u	�{�vv	�	���t	�	~�~	��w	
�	t��v�twxu�	�	�w�u�w�~��u�	t��	{xw�~	�{�{	���u��tt�~�uxwtw�	�{	xx	w~�w{�xw�~���u����~w��	�
����~�~{	���u�t	�{�ttw�w�~�w~�t��xw|u	��
��u��	��	~�~��t���t	��x	~xw	t{�v�t	�	��~~����t�	��vut	*�*
V (R) = VRe(R)− iVIm(R)�

�~�uw(
��~x�z��{��w~���#&��%�*���~���	tt	������~�~{	�	�	����{�t	���t	�	~�~	��w	�	VIm����	{x

w�~*���&
�v�~x��|u	VIm �	

�!x	t	�{�ttw�w�~�w~�t��xw|u	��d%$"#$(&9&p%$f%�%$�*9p�$(&'f(&pd%$"#$(&9&p%$f9&$
d9$%p'+(&f%p(dd+$+(&+&#d9$'+
)%��	x	tt	�����~�~{	�������w��	~x��u�u~	�~	��w	kE x	

tt	|u�wt	�w�x	u~~w�	�u|f〉 = |~kf = 0, αf 6= αi〉
���~xt�v+v	�~	��w	|u	t��x�xw~wxw�t |i〉 = |~kE , αi〉�

��~�{	{���t	�{�u�t��	�	~x�	i 	xf �	�v	xx	~x
�	{��	�u~�x�xf ���w��~xkf = 0�

���wx	��		�x��~{~utt	����u��	�	�w		�xt�~�u	�	x��������wtwx�
�	�	x�u�~	���~�t��x�xi 	�x

	�w�t	�t��	{xw�~	�{�{	σfi �	�
w	~x�t������~�	���u�	�	{xu	��~�t����	t�

x����w	�	t����x�����{w�xw�~u~x��wx	v	~x��u~	��w	�u�	�x	{�u�t�	�u~	��w			�v�		|uwv�~x�	��	
�w�t�	��vut	#�"�	|u�	~�tu��	t��u�v	~x�xw�~�	t��	{xw�~	�{�{	w~�t��xw|u	�t�����	~{	�	t��x�xf
� �ux	u~��������	�δii` 	

x{��~�	��~{t�t�~�u	u��	�w�u�w�~�
����x	{xw�~	����wv	~x�t	�	�����~�~{	��	�	����{�	�x���w��w�wv�t	�wt�u�x�	{��~�	�kE

 u�|u��
x��u�	�u~	{�!~{w�	~{	��	{u~�x�x���w��~xkf = 0 	t	�x	{�~w|u	�uxwtw��	���u���{	t	�t�����w���{w�xw�~���w�{���wx�	���%���~x�t���uxwtw���t	��{�vv	���	�	v�t	t���x	{xw�~�	t��x�xαf �u

t��w����wxw�~�	
αi�
t���|u	t��~{��~�	kE�

5�	2-	����-	����2	
��	{�	��x�v	�	��w��~�u����~�	��	~xw	tt	v	~xkE = 0�

t�v�x���	uxwtw��~xt����w�xw�~	����wv	~x�t	
�	kE 	�

x�w�{wt	�v	xx�		~�u��	��~	�ux�	v�x���	|uw�	v�t	���	����t		�x�	{��~�	�t	��x	~xw	t
��u�	�w�	�������x�	t�{�!~{w�	~{		~x�	i 	xf ���u�{	t��~{��~�	t	�w~x	��{xw�~����wx���� �ux�	
{��v��t	{x��v��~�xw|u			�	x�x����	�	x�		v�~����t�{	v	~xtuvw~	u����w�	��vut	��"�	���wx���
{��~�	v	~x�	�	~�wx��u	~{��	���� �ux��u~	�ux�		��!{	���x�v	��

����	vw!�	��x	{xw�~�	����~�~{	�	�	����{���	{�	��x�v	�	��w������ux�	�	����w	~{	����ux	
�~	��w	���w	~x�u������~x�x����tw��	����x�	�	{xu�	�����~�u�		x�t�����#���~�u~{�~�	~��x�	}��	(�w~�x	w~�	���wuv�	~{��~�	�~xt	��x	~xw	t��	{u~{��v�v��~�xw|u	B 	x	~�	�����~xt��w����wxw�~
�	t��x�x|αi〉 = |MS = −1/2,MI = 3/2〉 {�u�t���u�B = B0

��	{|αf 〉 = |MS = 1, I = 1,MI = 1〉 �u
���u�

u~	�	u�w!v	����~�~{	���	{|αf 〉 = |MS = 1, I = 3,MI = 1〉�
��

�~	�ux�	v�x���	�	��x	{xw�~��x�uxwtw��	������u�x	wtt		x�t�����#� 
	~�xu�w�~xt����x�����(
{w�xw�~��	{��u��x�x�	�����x |85��+85��; f = 4,Mf = −4〉 	x	~��t���~xu~{��v�v��~�xw|u	�
���u�x	wtt		x�t�����#��	v��|u	~xu~	�u�v	~x�xw�~�	�w�~�t|uw	�x�u	�t�{�!~{w�	~{	��	{t��x�x
|85��(f1 = 3) + 85��(f2 = 2 �u3);Mf = −4〉�	x�!�t�~�u	�u��	�	�w	��	xx	����~�~{	��x���	��vw~�	�������	�x�	x�t�����#�	~�xu�w�~x�	�x	v���	�	t���xw�~��~�u~�w!�	v��~�xw|u	�
��u�t	{��wuv�	�����w{xw�~�x����w|u	�	�w�x	~x���w����	�	v�t	�����	tv�~�	x�t�����#����u~w|u	
���	���xw�~	�x{	tt	�	 �
ut	xw�	x�t��������� �~{��~�	�~x t	�����v!x�	���u~���	�u��xw|u	���
�
ut	xw�	x�t��������v	�u�	~xt�x�	�v�tw��xw�~�	|133��; f = 3,Mf = 3〉�u~	����~�~{	�������x�B0 ≈
30��u����


ut	xw�	x�t���������~x�u��w��x	�vw~�	~�xu�w�~xt��w����wxw�~�	|133��; f = 3,Mf = −3〉
�	u�����~�~{	��	�	����{���u�{	x�x�x���w��~x�30��u��	x�34��u��	u~	x��w�w!v	����~�~{	�������t	v	~x�x����	���	�	��22��u�����x�~� �u��w |u	 �	 ���~�	� �	{xw�~� 	�{�{	� w~�t��xw|u	� �~x �x� ���	���	� ���~� ��(
��~�~{	�� ��� ��	�w~�	x�t�����#� �u���(��	tw~	x�t�����#��� �w�~�t�~� �u��w ���w� ���
.
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∆ 	

�
	�������	��B = B0

a = ã

(
1 − ∆

B −B0

)
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	�	v�t	 �����zutw	~~		x�t�����&��u~	��~xw(����~�~{	���u� 87����u�t	|u	t wt ~�����	�|u	���
�	{�ttw�w�~�w~�t��xw|u	�	~x�	|f = 1,Mf = −1〉 	x|f = 2,Mf = 2〉��	t�����w	~x�u	�wx|u	t	�t�~�u	u��
�	�w�u�w�~��u�{	��	u��x�x���~x	��xuwx	v	~x��	�|u	t	�v+v	��t	�����	�δ0 ��~x��~{

t	�v+v	�
	x�	�v	xx	~x�	�w~x	�	��	~{	��	�x�u{xw�	�t����u���{	��u�w~�t��xw|u	��	t���	�vw�t����	���xw�~��u~
��u�t	{�~�	~��x|87��; f = 1,Mf = −1〉 	x|87��; f = 2,Mf = 2〉�

��

	
�
� �����
����

��x����w	�	�{�ttw�w�~�	~x�	�x�v	�	��w�		�����	w{w��x����~��vv	~xuxwtw��	��u�	��t�wx	�t	�
��~~�	��	���x�����{w�xw�~|u	~�u��tt�~�����	~x	���~�t	{���wx�	�uw��~x�
���vwt	�{���{x��w�xw|u	�	��	~xw	tt	��	{	xx	x����w	�t		�wxt	�tu�v��|u�~x	�xt	�	xwx~�v��	���~�	�

���xw	tt	�̀ |uw{�~x�w�u	~x�u���{	��u�{�ttw�w�~~	t��~���xw{utw	���u��	x�!�����	�x	v����xu�	��t��~	��w	
	�x�w	�w�t	|u��u{u~	����w!�	{	~x�w	u�	~	�	ux+x�		��~{�w	��	ut	t��~�	s �w�	�` = 0

�w~x	��w	~x���u����~���v�~x��t	�	��vut	���~���t	���~~�~xt�	���	��w�~�	��	{xw�~�	�{�{	��t��xw|u	�	xw~(
�t��xw|u	�	~	�~{xw�~�	��	ut���������	��t�w~�~w�	�	�~{xw�~����~�	����w�t	��	��	u��x�v	���~
���xw{utw	����u�t	�x�!�����	�x	v����xu�	��t	�{�ttw�w�~���~x{���{x��w��	����u~u~w|u	����v!x�	
t�t�~�u	u��	�w�u�w�~��~	�~�t��	�tu���u���	�v�~x��|u	t�����	~{	��t��~	��w	�	{�ttw�w�~��	~w�	�u�tw���u|u��w(tw����	ux�v	~	����ux�	��~�	����xw	tt	��w~x	��	~w���~���t	�t����	����~�~{	�		��v	���u�t	�{�ttw�w�~��t��xw|u	���u�	����~�~{	�	�	����{����u�t	�{�ttw�w�~�w~�t��xw|u	�����u����~��u��w��x�wtt�t	�t�w��	�w�~	���~~�~xt����w�xw�~�	��	{xw�~�	�{�{	�	~	�~{xw�~�	
t��~	��w	�	{�ttw�w�~��	u���v�w~	�	��tw�wx�	�x	~{��	�u 	x�{�~x���	��	�
�w�~�t�~��u��w|u	t�x����w	�	�{�ttw�w�~�	~x�	�	u��x�v	���~�t��x�x	�~��v	~x�t	�x���	t����	
��~�t	{�v�t�v	~x����	x	�x�	��w�	��~�t	{���wx�	{�~��{���t�x����w	�	t����x�����{w�xw�~�

.�	���������
����
�����	��
���������	���
������������������	���	����������	������	�������������

σ“Spin Flip” =
π

k2
E

∑

`

(2`+ 1) sin2(δSingulet S=0
` − δTriplet S=1

` ) �� 
��
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���x��	 ��w�t	x �w~�ut	x �x�x���	��~f w~	��w	u�
|f = i− 1/2 = −mf 〉

6Li −2160 ± 250 45± 2, 5
7Li −28, 1 < aT < −17, 2 34 ± 5 > 0(B < 0, 1T)

23Na aT = af=2,Mf=2 = 65, 3 ± 0, 9 19, 1 ± 2, 1 55, 4 ± 1, 2
39K aT = af=2,Mf =2 = −17± 35 140± 6 af=1,Mf =−1 = −20± 64
85Rb −440± 140 |aS | > −1200 −450± 140
87Rb 106 ± 13 88± 14 105± 7

133Cs� −1100 < aT < −200 < 0
133Cs

�
|af=4,Mf=4| > 260

133Cs
� |af=3,Mf =−3| > 600

133Cs
�

|af=4,Mf=4| > 380
133Cs

� −380 < aT = af=4,Mf=4 < −315 −225 < aS < −191
133Cs

�
|aT | > 600

133Cs� a|f=3,Mf=3〉+|f=4,Mf =4〉 = aT ≈ −400a0
133Cs

�
|aT | > 400

��	
�����������
����������	������������������ �	�������
�����	�������� � �	�
�		
��	� ���������������C6 ≈
−6840� 	 
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��~�u	u��	�w�u�w�~�	��w���	~x��t{�tw~�	~u~wx���x�vw|u	�a0�
�	xx	x��t		�xxw��	�	t�x�!�	

�	��u	��(��	tw~����#�	x�	���xw{t	��	��	w~�	~����&��	w~�	~����#��$t	���	��	~{	���~x���{w��	����u�
23��t	���~~�	�����w	~~	~x�	���~��		t	~�~�
	���������������u�x�u�t	�w��x��	��u��x���wuv
�~{�~�utx	���}��~	x�t���������t	�ux~�x	�|u�wt	�x{�u��~x�����w��tu�w	u�����tu�xw�~���~~�~x�	�
���utx�x�x�!��w���	~x��~�u����~���w��{��w���~���ux	�w�{ux��t	�t	���~~�	�|uw~�u��	v�t�w	~x���w�t	�����	���	��	u��t	��tu����t	��w�	�{�~x	~�~xx�ux	�t	���~~�	���{	~x	����u���~~�~��u��wt	��x�wt
�	��w���	~x	���t	u����u�t	{��wuv���x�~�|u	��	�	�	�~��w��t	����#���~~	~x�u��w��u�t�v+v	
{�ttw�w�~�t	��	t�xw�~�δ1 ≈ [−107(6)a0]

3k3
E
	xδ2 ≈ [−52(7)a0]

5k5
E
�	x����w�	~xu~	�	x��v��u	�(���~�	~��w�	�u~	�	{xw�~�	{�ttw�w�~�t��xw|u	~utt	��u�E ≈ kB × 150µ
��
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��~|u	t�t	{xu�	�	t�x����w	�	t����x�����{w�xw�~��wxv�w~���w�	�~�u����~�{��w�w��w~���	�
	~x�	t	��	u�{���wx�	�x����w|u	�{�~{	�~�~xt	�{�ttw�w�~�	~x�	�x�v	�	��w��	xt����x�����{w�xw�~�t	�
��w~{w��u����utx�x��{�~{	�~�~xt����x�����{w�xw�~���x�v	�	��w����x	~u���~����ux�	��|uw�	�|u	t�
~�x�	���u�{�vv	~{	��~������{�w�	t	�	����w	~{	�{�~{	�~�~xt	��wv!�	�t	��tu�t��	������~x�	x	�vw~	�
���t	��wv!�	�t	��tu�t�u���	xt	�v�t�{ut	���x���~u{t��w�	���w�~�t�~�w{wt	�wx	

�xx�
������������{�	�x	��	�u�	 ~w�v�~�{�x���u��v�w~��xv
|uw��~~	t	�~w�	�u��~	���xw|u	�	xt	����~��~{	��	��w�	���t{�tw~���~x~�u��tt�~����t	��

�
�
� �

2

���	{�	�{�	w~x	~�w�	���~x�v	~��t����	���xw�~��u~{�~�	~��x�	}��	(�w~�x	w~��������!~	��
�	�vw����xx	w~��	��u�t�������!~	��t��w��|f = 1,Mf = −1〉�	x�!����~�	��	~�wx��	x�	���	t���	��	�x	{�~w|u	��	��x	{xw�~���u~	��	{x���{��w	�~	�

����	vw!�	 �	x t��	ut	� 	����w	~{	�	���x�����{w�xw�~��	{�	 t�������!~	 	��w���x� 	�wx	
����s���	x�t��������~�u��tt�~�t���{�w�	��w!�	v	~x�

�	��x�v	���������!~	��t��w��|f = 1,Mf = −1〉 ��~x{�������x�	�v�tw��xw�~��	{u~���{�����~w|u	
����twuv	x�w������~�u~	��~	�		��x{��v�v��~�xw|u	B ≈ 6

�	wt�	��v	~x�t���u~����0, 15
�

��	{u~	�	~�wx��	1016�x�{v3������x�����{w�xw�~	�x	�	{xu�	���t�x��~�wxw�~�u~���x�~����	{�	�
~�x�xw�~�	~{������	�u~���uw��~x	


b3Σ+
u −→ a3Σ+

g (v,N)

����x	{xw�~�u���{	��u�uxwtw�	t�������xw�~�u	�w�{	�ut��	�	xt��u��	�{	~{	����uwx	���t����	�(
{wx�xw�~�	�v�t�{ut	����x�����{w�	����u�x�	��w	���~x���	���	�	~	�~{xw�~�u{��v�B��	xx	���	���xw�~�	�v	xu~	�xu�	�~	�	�x	�v	�
~�~(��w���xw|u	��u��vwtx�~w	~�|uw�	u�	~x+x�	�{�wx�{�vv	u~µBBeff

��	{Beff ≈ 1
��
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����������� � 	 ��	�������������������
����������������������	�����������	�n ≈ 1014 	����3 ���
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�	��{	~x	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~�u�t���twuvv�x��x��t	�w�����~�u~�w!�	v��~�x�(��xw|u	�
�~x�x����tw��	�������	�x	~	~�	x�t���������u	t|u	���w	���~x���	���	���
{	�u{��~�	v	~x�ux�u�
��w�~w��xw�~��	~~w~��u����{w�xw�	�t���|u	t	t��	�	~x�		~����~�~{	��	{t��x�xv�t�{ut�w�	��{	 �u��{	xx		����w	~{		�xt��	ut	���tw��	�u��	��x�v	�	��w��~�~�t{�tw~��
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��ux	�t	�	����w	~{	��~x�x����tw��	����t�v+v	�|uw�	�t�u~w�	��wx��	�w{	���u�x�~��	������~�t	���u�	�	��~��tt���ut	x�
�	twx�wuv	�xw~x��	���~x{��wt{�v���x	�	u�w��x��	��u~����~7�w�93%

�	xu~		�vw�~6�w�7%
���	

�tu�{�	�xu~�x�v	��wv�t	����t	{x��~��	x��~{u~x�!���~�{�~�w��xx	�x���u�t�x����w	�

-�)�� �;����>�>�=>>�?>�>�>���>�>�;��

�� ��	vw!�	 ���	���xw�~ �	 t� ���x�����{w�xw�~ �u� �w2
	ux 	�wx	 ��u� t	� �	u� w��x��	�

����s{�t	��~�	�	x�t�����%�	x�������v	x�t�����%����~�u~��s����t	�	��v�	u�	�x{������u~	
v��ut�xw�~�w�u~v��ut�x	u��t	{x��(��xw|u	�t�{��u�t		�w�{	�u�ut��	��w!�	������x	{xw�~uxwtw��		�x
{	tt	�	�	�x	�	��x�v	���u	{�vv	���u{xw�~�	t��u��	�{	~{	��uwx	�t�x��~�wxw�~�	���x�����{w�xw�~


(1)1Σ+
u −→ (1)3Σ+

g (v,N)
[
(0−g , 1g; v, J)

]

�$t	�~�x�xw�~���~x{	tt	��u{������	�u~��uw��	~x�	{��{�	x��u{���{���u���tu����~����w�
t���u�	��*���	&����	t��	��	���x�����{w�xw�~	�xu~t��	��	500v���x������{�w	x	�{�tw���u�u~���w�x��	500µv��~	v	�u�	���{w�	�	t��u��	�	�w	�x�vw|u		ux	�wx	�t��w�	�	t�	��vut	��""	x�	t�{�v����w��~
�	���w	���(�w���xw�~~	tt	��N = 0, 1, 2

� u�|u��−100{v−1 ��u�t�twvwx	2s1/2 + 2p1/2
��	{t	�{�t{ut�w��u�

��u~��x	~xw	t�����u��	���~~�	����������w�t����	~�w{	���	tw�	���	���~~�	���(w~wxw�	x�	�{�t{ut�
���v�x�xw|u	���	xx	�xu�		ux�	��w�	����s{�t	��~�	�	x�t�����*�	~x	~�~x{�v�x	�	|u	t|u	�(u~��	�
	�	x��tu��~�|u	~�u����~���x�wtt��	~�	{xw�~�����tt	�	�vwxu~	x�!����~�	���{w�w�~��~�t�v	�u�	
�	t��u��	�	�w	���w�xw�	�

-�)�� �>�>����=><�>����>�����?>����������>��;�=�<�>?���;���<�;�><�;?

����x	{xw�~�u�	�~w	�~w�	�u�v = 10
�tw��u�uwx��	��x	~xw	t (1)3Σ+

u (7�w) �	�v	x�	{�~~��x�	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~���w��	{xw�~*�"���"��
�~���~xt	t��	��	���x�����{w�xw�~��uw���~{		�w�t	��u�3Σ+

g (v = 64 ou v = 65, N = 1)�	x	~
��t���~x

t�	��|u	~{	��u~�	{�~�t��	���~��	�	{xu	�t�x��~�wxw�~3Σ+
g (v = 64 ou v = 65, N = 1)→ (1)3Σ+

u (v = 10)�
�������v	x�t�����%���~x���	���u~	�wvw~uxw�~�u�w�~�t�	���x�����{w�xw�~�v�w~��	�	�x	���x�v	����	{w	uxw~x	����x�{�vv	u~	�	x�uxt	�(���~	�
t	���t�{	v	~xtuvw~	u�w~�uwx���t	�	{�~�t��	�v	x
t	��	vw	���������~�~{		t	��ux�	�	�	x�{�vv	t	���	u�t	v	~x�	t��x�x	�{wx����t	�	{�~�t��	���u
t	���{	��u���v�~w~�	��	�w�	�t���������xw�~���u~	v�t�{ut		��w�	(1)3Σ+

u (v = 10)
�{���	����vw��w�~

���~x�~�	���u~���x�~�u�	{�~�t��	�	x�ut��	��	���x�����{w�xw�~|uw�	��~~	u~	��w�	���x�v	�
�w�����	u�	~x�{��x���

���xu�		ux�	��w�	����������v	x�t�����&���	{t	6�w
t��u��w�	utt	�	�~w	�~w�	�u	ux���	�����~	
�xu�	x����w|u	w~{tu�~xt��x�u{xu�	���	��~	�	�vwx��	�x��w�	t	�t�~�u	u���	�w�u�w�~�w~�ut	x	xx�w�t	x
��u�t	��	u�w��x��	��utwx�wuv����~x{	t����x�	x�t�����%�	x�������v	x�t�����*�����w	~x�� ��xu�w�t	��	vw	�vw~wvuv��w~x	~�wx��u��	{x�	�	���x�����{w�xw�~��u�	~���uw�	u~	��t	u������{��	�	t�
t�~�u	u��	�w�u�w�~���w��	{xw�~*�"�������w�~�t�~� t�w~x	����x�xw�~ ��x�wtt�	 �	 t� �x�u{xu�	 ���	��~	 �	 {	� ��	{x�	�� 	�	{xu�	
��� �������v	x�t�����*�� ��
{	�u~x��wx	v	~x�	�xu���xw	 ��t��t	��~� t	{���utwx�wuvv�w�
~�~�u���wuv	 �w�~�t�~��u��w t�w~x	����x�xw�~	x t�����w�w�~��u~		��v�xw�~�	v�t�{ut	� 	��w�	�
������x��~���t���~�����#��

-�)�) C
���;����=;�=�<�;<��<��<�><�;��>
��>��=<��>=<

�����x�����{w�xw�~��x���{	vv	~x���	���	��~�u~{�~�	~��x	xt	����t�{	v	~x�tuvw~	u��~x�ux+x�	v	�u�����~��u����	�	���x	��u�wx	
�xx�
���x�v{��t��w{	�	�u�
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�	�	����w	~{	��~x�x���w~{w��t	v	~x���tw��	����t��|uw�	�u�����������wx�	���u���s���t�~����~�t	���u�	�	��ut�	xx����|uw�	�	����~�	��x�x	~��x�	{�x���tt�~�	�	uxt��	{�~�	����tw�	�t�
���x�����{w�xw�~���x�v	��	��

2
	��w���

-�,�� ��
=���=�>�>?;�
���;����=;�=�<;�>��>�;���>����=��

�	� �xu�	� �u� t	 ���wuv	u�	~x t	���	vw!�	� |uw �v	~!�	~x � t����x�����{w�xw�~�u�����	
����������	wv	x�t����#&��

�	��xu�	��	��	�x	����x�v	���~�t	��w!�	�v��~�x�(��xw|u	�	x�	�{�ttw�w�~�|uwt	�	~�	~��	~x��~x
�v	~��t�uxwtw��xw�~��u~t��	���~�	��u�	�{wx	�t	��x�v	�w~���	~��vv	~x�ut��	��	�w��	��	��	xx	
v�x���	��wx	��	u�{�ut	u���	uxuxwtw��	���	�	v�t	����}��~�x�	x�t��������u������ut	x�t�������
��~��	�	����w	~{	�|uw�	u�	~x+x�	{�~�w����	�{�vv	u~	��	vw!�	w~�w{�xw�~��u~��	{x�	�	���x���(
��{w�xw�~��	t��x�x0−g

���	��{�t��	�ut��	����������x�t�twvwx	�	�w���{w�xw�~~��x�~x|u	�	2����wt
~		ux�������w�t	��w�	~xw�	�t	���w	����	���	��

-�,�� �;���>��=�<=�<=��>

����	vw!�		����w	~{	�	���x�����{w�xw�~	ux	�wx	�����	xx	x�t������������x	{xw�~uxwtw�	t��ux�(
w�~w��xw�~���x�x�v�t�{ut�w�	����v�x�xw|u	v	~xtw���3p + 3p���{�tw���xw�~	~	��|u	~{	�ut��	��	
���x�����{w�xw�~	�x	�	{xu�		~{�v�x�~xt	���t	v	~x�	�	��~�	���u~�x�t�~�����(�	��x���	��w�u�u~
t��	���twuv(~��~��~	���{w�w�~�	t�����	�us��	�x�w~�w��x	~u	�

��w�~w��xw�~|uw�uwxt����x�����{w�xw�~�������	ux�		�w�	����ux�w�~w��xw�~�������u������x�(
w�~w��xw�~�w�	{x	���������u�t�w~x	����x�xw�~�	{	����{	��u�~�u��	~����~��u���	��	~{	���~~�	���~�t��	{xw�~���*��	����{	��u���~x


2Na(f = 1ou 2) + hνL + hν ′L
P.A.→ Na∗2(3s + 3p) + hν ′L −→

{
Na+

2 + e− P.I.
Na∗∗2 (3p+ 3p)→ Na+

2 + e− A.I.

�&���

t	��	u����x�~���u��~x�u~�~����	~w��uv+v	t��	���~��	{x�	�w���xw�~~	t��x����	�����
{	�u�w�~�t��w�~�����������x	~u	~�tx	�~�~x�100
���t	t��	�

�	���x�����{w�xw�~��	{t	�t��	���	�w��	��	��w~�~t	�w�~�t��w�~	�xx���wv���x�~x���	�	��v���	~��x�~x
������	�wxu~��	{x�	���~x{�vv	�x�x�	�����xNa(f = 1) + Na(f = 2) 	�x�u��

w���	�������xx�w�uxw�~
�	t����w	�t��x�x�xx��{xw	1g

	ux	�wx	��
{	�u~	v�x���	�	�	~u	{t���w|u	�t�{�v����w��~�u{�	�{w	~x
���v�x�xw|u	C3

�xx	~�u��	{{	tuw��x	~u������tw{�xw�~�	t�	��vut	s���wx	�	�	���(}	�~�x	w~�

-�,�) �;����>�>��;=>��>�
���;����=;�=�<>�?;��������>
��>��<>

���x�u{xu�	���	��~	wv���x�~x	�	{	���	{x�	��v	~���wttw�v��~�zutw	~~	����"�����	t���	�u~	
x����w	��	~�~x	~{�v�x	{	xx	�x�u{xu�		t	�{�u�t��	���w���xw|u	�	u�	~xw~x���uwx���~�{	xx	x����w	
�����wttw�v�	x�t�����*����	{�	����utx�x���u~	|u�twx�w~�xx	~�u	������twx�~�	x�t�����"��xu�w!�	~xt�������wtwx��u���{	��u��	���x�����{w�xw�~	x��u��w�	~x�v���tw�	�t����v�x�w		xt��x�u{xu�	���	��~	
�	���w	��	���x�����{w�xw�~���	���	���	���w~{w��t	��w�{utx��x����w|u	���ux�	t�t�u��	u��	�	��vut	����w���������*����~x
t��{{��w��	v	~x�u~�v��	���x�x�t���|u	t��~�������{�	�	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~
	x�u�x�uxt		�wx�	�	��w�x��wx	�u~v�u�	v	~x~u{t��w�	���w�	��~�t���~	w~x	�~		xx�!�t	~x��~�u~	
t�~�u	��~		�x	�~		�	�v�x���	��	{��~�	v	~x�	����	��wtt		u�	~x��~{���	t����	���~		��tw{�xw�~
���	���x�wtt�	�	ux+x�	x��u��	��~���w	�w~��	x�t�����#��|uw	��tw|u	~x	~���xw{utw	�|u	t	~�v��	
���x�x����	��~��{�~�w���	���~�t	��|u�xw�~�{�u�t�	�	�xx	t|u	�	ut	u~	����tuxw�~wx���xw�	�����{��	
	�x����w�t	�����tuxw�~�����{��	�	�����x	�x���	u�	{���	��!��{	tt	��x	~u	���u~{�t{utuxwtw��~xt	{���{��	�u~�w�	���~�t��x�u{xu�	���	��~	���u�x	�vw~	�w~�w|u�~�|u	t	x��wx	v	~xx����w|u	
�	��w	�w~��	x�t�����#� w~�w|u	u~	��x{�u�t��	���	��~	~x�	t	��x�x�0+

u
	x1g 	
xu~{�u�t��	~�~(

��w���xw|u	�w~�w�	{x�w�t	1g
�	~x�	0−g 	

x
2u

����	~�~x�u	�wx|u	{	��	u��x�x��~xt	v+v	{�	�{w	~x
���v�x�xw|u	C3�

w�	�t	v+v	{�v���x	v	~x	~C3/R
3��	x��wx	v	~x�	��wttw�v�	x�t�����*����wxtuwvw�



������2
�*�

	~��w�	~{	u~{�u�t��	���w�tw��u�	{�~�����		~x�	t��x�x1g 	x
t��x�x0−g

�w~�w|u�u~{�u�t��	���	��~
	~x�	t��x�x0+

u
	xt��x�x0−g �����tt!t	v	~x�{	���	t���	v	~xx����w|u	���xtw�	x�t�����"��	~�u�v	~x�~xt��	~�wx���
{	�u~

�����������u��w�	~x����	��	���u�170{v−1�	~�tu���u~��	{x�	��w�~�����t�~xu~��	{x�	�	��x�x�
1g, 0

+
u

����������u~	{�ut	u���u~��	{x�	�	�	�x	���x�v	��	t��x�x0−g ���vv	v	~xw�~~���~�t��	{xw�~��&���t��x�x1g �	�
w	~x(1)1Πg

�{�u�x	�w�x�~{		x	�x��~{w~�{{	�(
�w�t	����xw��	t��x�x3Σ+

u
�u1Σ+

g
�	�����x���t���	u�~�xu�	tt	x�!�	�w�t	�	���w	�1g 	�x�

��	���	���
���xtw�	x�t�����"�	x�xu�w�	�w�t	v��!t	x����w|u	���{��	~x�|uw�	�v	x����wtt	u����	�xwv	�t�x	v��(
��xu�		~�xu�w�~xt	�	��v	���	��x�~xt��w�x�w�uxw�~v���	tw	~~	�	��~	��w	�w~{w�	~x	��	xt	�w~x	~�wx��
��	��x�~xt	�������xw�~��	��~�	����xw	tt	����+x�	��u~�~���t	�����w!�	�{	~x�w	u�	��u	�~��v	~x�t�
�	���w	���x�xw�~~	tt	��

-�,�, �>�>�>���>�>�;��

���x�x0−g �u���
wuv	�xu~�x�x�u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	���u�	~����~w���t�w~x���u{xw�~����{	|uw

�	�v	xu~	v���tw��xw�~x����w|u	��u���	�	t�{�u��	�	��x	~xw	t{��{	tt	({w	�x�u�	v	~x���v�x�xw|u	�
��� u�x	v	~x�u��x	~xw	tx����w|u		�wx����z�~	�	x�t�����*��	~x	~�~x{�v�x	�	|u	t|u	�(u~��	�	�	x�
�u�	~�	{xw�~�����	�vwxu~	���~�	���{w�w�~��~�t�v	�u�	�	t��u��	�	�w	���w�xw�	��	xx	�xu�	
����t�t���	vw!�	vw�		~��w�	~{		����wv	~x�t	�	�	�	x��	t�xw�w�x	��	�	x���	~x�	�x�v	�w~�w�w�u	t���

���xu�	�u~w�	�uv = 0 �u��	{x�	w~�w|u	u~~�u��	t��~�	p ��~�t��x�x	�~��v	~x�t	u~	�xu�	
��x�wtt�		ux	�wx	�����w	�w~��	x�t�����*��|uw�u�	~x�w~�w	�x��w�	t	�t�~�u	u���	�w�u�w�~af=1,Mf =−1	xaf=2,Mf=2�

-�,�. ����>�>?;����=����=;�=�<
�s�t	~���	x�t�����*�uxwtw�!�	~xt���x	{xw�~�����������u�{	t�wt�{��!�	~x�����w�u�w�~}�wtt�uw~

�xwvut�	��~�u~	���	��xu��	�u~		��|u	~{	�tu��t	u	�	30���|u	{	tt	�ut��	��	���x�����{w�xw�~�
�	��x�x�0−g 	

x
1g

��u��u��w	~�	�x	���~x�w~�w��x	{x���
�	�{�u��	��	��x	~xw	t��	{�x�u{xu�	���	��~	|uw�	��{{���	~x��w�x�~{	w~x	�v��w�w�	��	{t��x�x

0−g �
��~x�	�	u�x��	�
{	tt	����~x{�vv	twvwx	���v�x�xw|u	3p3/2 + 3s(f = 1) 	x{	

tt	����~x{�vv	
twvwx	���v�x�xw|u	3p3/2 + 3s(f = 2)

�|uw	�xt�twvwx	�����	~x	��~~�	���t�{�u��u�	�	�{�u��	���
�����	~{	�	~w�	�u�v ≥ 20 ��~�

t	��	{x�		uxw~x	����x�	���t		�wx|u	{	�~w�	�u���~x�u(�	��u��	t�
twvwx	3p3/2 + 3s(f = 1) 	x|u

�wt���~x��~{����w���{w�����w�t��	{xw�~��������

-�,�� ����>������>�>�����>�����>���>��=�<
�}t�~��	x�t�����&�	x�u�x�ux�z�~	�	x�t�����&�uxwtw�!�	~x�	u�t��	���w�xw~{x���u�x	�x	�x�ux	�t	�{�v�w~�w��~�����w�t	��	�	u�{�ut	u����~		�w�t�	��|u	~{	�	t�u~�	�t��	��u���	�u�u~	��w	�	

���x�����{w�xw�~�wt��u�	~x��	{t	�	u�w!v	
	�{wx	�u~{�~xw~uuv���ux�w�~w��xw�~	x��w�t		�{x	u��	���~{�(��~��~��{wtt	���	{t�t�~�u	u����~�	����~��~�~x	�~�t�w���{xw�~�����w��	�	�	x��	���t�{	v	~xtuvw~	u���xwvut	�t��vw��w�~�	��s + s�
w�~w�	��w����������u���������u	~{��	�xwvut	�t��vw��w�~�	��

�	��x�x�tw����	xx	�	�~w!�	v�x���	|uw�	ux	��v	��	�v�t�{ut	�	��w�	�~�������~~���u�t	v�v	~x�	���utx�x�
�	����u{xw�t	�	�{wt	v	~xw~x	����x��t	��
-�,�- D���>�>����=><�>�>����������>?���>�><��
�w�~�t�~�|u	t	��	�~w	�����	t���	v	~x�{�~{	�~	~xt����x�����{w�xw�~�ut��	�����	xx	x�t�������
	xt���	{x���{��w	�	���x�����{w�xw�~��	u�{�ut	u����	{�	�~�v��	�|u�~xw|u	�J �	��x�xw�~�t	�������}w�	t���������{	|uw�	�v	x�	���uw�	�	~�v��	u�	�{�~�x�~x	���	{x���{��w|u	��
.
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��ux	�t	�	����w	~{	��~x�x����tw��	����u~	�	ut	�|uw�	��x�����u~w�	��wx��u��~~	{xw{ux����~�t	���u�	�	�wttw�v���x��tt	�	x�	������ut��

-�.�� C�>�=>����>���>�>�����=����=;�=�<

�	��x���wuv	�w�x	��u��	u�w��x��	�����~w|u	��x��t	�39�	x41�	xu~w��x��			�vw�~w|u	v�x��x��t	��u��	�	�w	1, 25vwttw�������~~�	��40���	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~	u�	~x���tw��	���	{t��t�v	~xt	�tu����~��~x�w�	�39��
93, 3%

��
�~		�w�t	��	vw	��w!�	v��~�x�(��xw|u	�	��x���wuv���tw�����w����	��#��t����x�����{w�xw�~	ux	�wx	���w�	v	~x������~�	x�t�����*��	~uxwtw��~xu~t��	��w���	300v���u�t	�w!�	�500µ

��t	
v+v	t��	��	�x�	�	��v�	u����~�ux�	t��	��w���	2�	�{�tw���u�0, 5vv�	�x�	t��	��	���x�����(
{w�xw�~�

�	��x�x�1g�0−g 	
x

0+
u

	u�	~x���	��������	�x	����x�v	��u�w!�		~{�~��u��xw�~����������	�
�x�u{xu�	����	��~	��u��x�xw�~~	tt	�~	��~x�������tu	��	xt��x�x0+

u
	�x������t	v	~x����w���{w����t	

{�u�t��	��w~(���wx	|uw�tw	u��~�t���~	w~x	�~		~x�	t��x�xb3ΠΩ=0,u
��	��t	|u	tx	~�t	0+

u (p3/2)
�	x

t��x�xA1Σ+
Ω=0,u

��	��t	|u	tx	~�t	0+
u (p1/2)

��
���x�x0−g

	ux�u��w��x	{x�������~�	x�t�����&��	~uxwtw��~xu~t��	��{�t���~x{�~xw~u�v	xx�~x�t�	��|u	~{	ν2
� u�x�	��u�	�	{xu	�t�x��~�wxw�~

0−g (v, J)
hν2−→ |Ω|±gu(4s+ 5d)

hν2
�u

hνPA−→ K+
2
�uK+ �&���

�	xx	~�u�	tt	v�x���	�	��x	{xw�~w�~w|u	�t	�w�~���~x{�tt	{x����
{	�u~���~	tx��~��	�vwx�	{�v�t�(
x	�t	��	{x�	�u0−g ��u�t	�~w�	�u��	�	xwx�v |uw�x�w	~x���	~x��u��	{x�	�	�	�x	�

����~�	x�t�����*��
�uw����~�	x�t�����&��w~x	����x!�	~x{t�w�	v	~xt	��	{x�	�	t��x�x0−g 	

xt	�{�u��	��	��x	~xw	t��w���(
xw|u	��	{	x�x�x�u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	��	���~~�	�{�~{	�~�~xt��x�x1g �u�	~x+x�	��{{����	��u~	{�u��	�	��x	~xw	t�������� �{�~~u	�

-�.�� �;�
���;����=;�=�<��>����;�>�

�	��t����	�	t�t�~�u	u����~�	λ2
�	�vwx����~�	x�t�����&{���	�{wx	����u~���{	��u��wvwt�w�	�{	tuw��{�wx���t�	��vut	&����	��x�x�|Ω|±gu(4s + nd; v′, J ′) ��	{n = 4, 5, 6 	x|Ω|±gu(4s + ns; v′, J ′) ��	{

n = 6, 7 	~���x�~x�	0−g (v = 0 ou 2, J)
�
���w~x��+x��uxwtw�	�t	~w�	�uv = 0 	�x|u

�wt	�u�~wxu~	�		~+x�	�
���~{�(��~��~x�!��~	�∆R ≈ 7 a0

�{����	�~{xw�~���~�	�w���xw�~~	tt		�xx�!�t�{�tw��	����xu�	�	�
�x�x�	�{wx�����{	xx	v�x���	�	��u�t	����~�~{	��xw|u	(��xw|u	�hνPA + hν2

�	�xv�xw��	���t��xu�	
�	t��ux�w�~w��xw�~�u�	t�����w���{w�xw�~|uw�������x	�{wt	v	~x��~��	x	t��x�x��
�	�{�t{ut��	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	��	{	��x�x��~x�x�	�	{xu������s��w~	�{u�~��x���{	����&��

-�.�) :��>��=�<�>���;��><���>����=����=;�=�<
���~�	x�t�����#��uxwtw�!�	~xt�w��	���	t����		~�	{xw�~���%��u��xu�w	�t	����{	��u��	{��~�	v	~x
�	�x�u{xu�	�~	���w�t	{�v�t�v	~x��%	xt���u�	������w�t	�{��v��uw��~x

Ω±
gu(4s+ 4p3/2)(v, J)

����w���{w�xw�~
−→ Ω′±

gu(4s + 4p1/2)
hν2−→ Ω′′±

gu(4s + 5d3/2)
hν2 ou hνPA−→ K+ �&���

�~{�v����~xt	��	{x�	w�~w|u	��wx�		���v	~x�xw�~�����	~�~x�	��x�x�1g(4s+4p3/2)
	x0+

u (4s+4p3/2)�w~�w��x	~u��	{t	��	{x�	�	�	�x	���x�v	��u�w!�	����~�	x�t�����#���u�	~x���uw�	
t	�������wtwx��
�	{��~�	v	~x��	�x�u{xu�	�~	�|u	t	{��w�	v	~x	~x�	t��x�x�xx��{xw	1g(n0s+ n0p3/2)(v)(

1Π1,g)
	xt��x�x
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	��	��
�����
�	����������v ����	�������
�	�������
���������������
������	��������������
�	�	������	������
���	���
��	�	���
��	
��������	������������� 
��
��	����	��0	��������������������������������	�����
���
������	
���������������∆J = 0,±1��	
�	�
	��

�����
����	
��
����
�	����	�0−

g (v = 0 ou 2, J ± 1) ��0−
g (v = 0 ou 2, J ± 2) 



�����2
�&�

���ut�w	0+
g (n0s+n0p1/2)(

3Σ+
0,g)
�	�wxu	�	��v = 91�	x	~

�~|u	t	���{	��u��	{��~�	v	~x�	�x�u{xu�	�~	
��vw~�~x��u�t	��x���wuv	�x�	�u{�u�t��	��w~(���wx	�{�u�x	�w�x�~{		~x�	0+

u (4s + 4p3/2)(
3Πσ=+

0,u )
	xt��x�x1σ=+

u (4s+ 4p1/2)(
3Π1,u)�

-�.�, ����;�1u
�~��uxwtw��~xt�w��	�	�		~+x�	����~{�(��~��~|uw�	�vwxt����	���xw�~�	������~w�	�u��w���xw�~~	t�
�	t��x�x0−g �

���~�	x�t�����#���u�	~x���tw�	�t���	vw!�	���	���xw�~�	�8 ��	vw	��~w�	�u��w���xw�~~	t�
�	t��x�x�u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	1u�

t��x��	w~x	�v��w�w�	��w�~w��xw�~��~�t	���{	��u���{�wx���
t�	���	��w�~&���|uw�x�wx u�|u��t���1u(4s + 5d3/2)�

�x�~x�	v�t�{�	���0+
g (4s + 5d3/2)���

x�!�	�w�t	
���	�~�	u��	{	�uwx��	x���uwx����		��x�	�	x����	��~�{�u�t����	{t���x�xw�~�

-�.�.B�?���?>����=�>�

�	�	�~w	����utx�x��x	~u�����w��t��	x�t�������	�xt�����u{xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	����u�	~
�	���t	��~�t����u{���wx�	����%���{w�t	v	~x{�~��{���{	�u 	x�
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�	�	����w	~{	��~x�x���w~{w��t	v	~x���tw��	����t��|uw�	�	��~�	w�	~�t�u~w�	��wx��u�	�����u�xw~�����|uw�	�	z��	w~	���t����t�u~w�	��wx��	s���t�~��	uxt��	{�~�	����tw�	�t����x�����{w�xw�~
���x�v	��	��	��w���

-���� �;�
���;����=;�=�<><�=��>�=��?;=�>

����	vw!�		����w	~{	�	���x�����{w�xw�~{�~{	�~�~x85���{�v����~x�72%�u�u
�w�wuv~�xu�	t�	ux

���tw��	����swtt	�	x�t�������	~uxwtw��~xu~	x	{�~w|u	�	�w!�	�w��t�w�	���	t�����(���	��~�~{	��xw{�t
�w��t		��{	�����������������	�w!�	�w��t�w�		�x{�~�xwxu���u~t��	���u~	�uw���~{	��	~�w��~1, 5���	
v��	��u��w	~��s

00
	�{�tw���u�10µv���~�	{����	�t	���������{	t��	�	�x�tx	�~��200

�����	{t	�
t��	���u�w!�	v��~�x�(��xw|u	�u��~x25v���uw�t	s�����	�x{�u���u��~x100v��u{�u���	�|u	tt	��t	�
2 700�x�v	�

���u~	�	~�wx���	~�w��~1012�x�v	����{v3 ��u�u~	x	v����xu�	��	~�w��~0, 5v
���	�x�~x

��~�t	����������~x��uvw��ut��	��	���x�����{w�xw�~|uw	�xt	t��	���������tuwv+v	���~�{�v�x	�
	~�uwx	t	~�v��	���x�v	��	�x�~x�	~wttuvw~�~xt��{��~xwtt�~�����|u	~{		�x	~�uwx	����x�		~��{�t�~x
�	0, 18{v−1 t��~	��w	�ut��	���~v�w~��	2

�	u�	�1000{v−1 ��~x�w~�w��t������	����
w	�0−g (5s+5p1/2)	x1g(5s + 5p1/2)

tw���3Σ+
g
��~x�w~�w	�{wx�	��w~�w|u	��~���ux	t����w	0+

u (5s + 5p1/2)
tw�	�1Σ+

u �
�	���{wtt�xw�~��	t�	�~{xw�~���~�	�	t��x�x	�~��v	~x�t��~x�w	~�	����uwx	���~	�xu�	�	�{�u��	�
�	�	�x	�	~	�~{xw�~�ux	v���	���x�����{w�xw�~�	�v	x�	x��u�	�u~x�u��	�	�x	��	�ut��	��	
���x�����{w�xw�~
βPA ≈ 1011{v3

����	xx		����w	~{		ux�	��w�	�����tw~		x�t�����"�	~�v�tw���~x��u~	�{x	u�10 t��	~�wx�	x�u�x�ux
	~uxwtw��~x���u�t����x�����{w�xw�~�u~�	{�~�t��	���u~	t���	u��	��w	�	1s���tx	�~��200

���
��	{t	t��	����������{	{w�	�v	x��uxwtw�	�t	��������	�{{����	~x�	�	u���w	��	���x�����{w�xw�~�
��u���wx	�t	��	�x	�	��~�t	�v	wtt	u��{�~�wxw�~�	x�		�w�	u~��	{x�	��u�t�twvwx	5s + 5p3/2��	����w	�0−g (5s + 5p3/2)�1g(5s + 5p3/2)

	xt����w	0+
u (5s + 5p3/2)

�w�	�{	tt	�|u	~�u����~����	t�	� u�|u	
t�

0−g , 1g
	x0+

u
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����	vw!�		����w	~{	�	{�ttw�w�~�	~x�	�x�v	��t{�tw~�	��w����w~(��t��w����w�	���~xt	��x�v	���~x
��~�u~�x�xMf

�w	~���~w�	�xu~		����w	~{	�	���x�����{w�xw�~���tw��	��������~	�	x�t�����%����
��t��w��xw�~���u��w	�95%

��tw	u�u��~x0, 6µ���
{	�u~	�w�{	�u��t��w��σ+ �{{�����u�t�x��~�wxw�~

5s(f = 3) → 5p3/2(f = 3)�u~�	��v�	u�	�x�u��wt���u����xx���	��t	��x�v	�x�v�����~�5s(f = 2)��	xx	��t��w��xw�~�tw	u��~�t	���������t���|u	t	t��	���������	�x{�u�����	{u~{��v��	7��u������{!�	t	�1, 9µ��	���x�����{w�xw�~|uw�~x�u��wtw	ut���|u	t	t��	���������	�x{�u��	t	t��	���������
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��w~x��+x�	~����w�|u	�	��x�v	���t��w����5s(f = 3,Mf = 3)�x
w	~x�{	|u	{	��~x�	�����~�

w~�w�{	�~��t	�	x��~{|u	�	ut	�t	��~�	�` ��w�	�{�~x�w�u	~x�	x�u�x�ux|u	�	utt��x�xx�w�t	x�t	���w~��t	{x��~w|u	���~x�u��w��t��w���	~Ms = 1/2
�	�x�{�~�w���	��{	|uw�wv�tw�	t	x��wx	v	~x���	�{wx�xw�~

�	t��x�x0−g (5s+ 5p1/2)
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	�{x	u��	u��	t�w~x	~�wx��	���w	���t��w��	�����t�	�	x�����~w|u	�v	~xw�~~��t��uwx	�	t�	��vut	*��*��
�	��	{x�		uxt���	vw!�	���	���xw�~��u~{���	��	�u~����u�t��x�x0−g (5s+ 5p1/2)


j = 0 	xJ ��~x
	~	�	xx�u��	u��w	~���~w��
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��	{x�	�	��tw~		x�t�����"���	{wtuw�	�v	x��w�	~xw�	�t	���w	��	{	��	{x�	�	x	~uxwtw��~xt	�x����w	����������	t����	���~�t����	~�w{	s��	��{�w�	t	����utx�x��	��x�x�1g 	x0−g ���u~��x	~xw	t���������w����	~�w{	��{	|uw�	�v	x��	�x��w�	u~	��t	u����{w�	�u{�	�{w	~x���v�x�xw|u	C3�
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uxwtw����u�t����x�����{w�xw�~	x|uw	�x��t���	~{�u��~x�u�u~	�t��	�	20����u~t��	������~�t�~(
�u	u����~�	476, 5~v��

tx	�~��20
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���	��w�	�	�	����w	~{	���	{�	��x�v	���t��w����	�vwx��}�	�x	~	x�t�����*������	��	�t	x	v��
|u	v	xt	���x!v	��u�x���	��	�����	�	xxu~~	t�t�����w!�	{	~x�w	u�	t���|u�wt	�w�x	u~	����~�~{	�		��v	�

���xu�	�	t���w	0−g (5s+5p1/2)(v, J = 4)�	�v	x�	��~�	�t��~�	̀ = J = 4�	
t��x�xx�w�t	x	�~��v	~x�t	

�}�	�x	~	x�t�����*�����	��u�	~x|u	t�w~x	~�wx��	{	xx	��w	��xu�	�	~	�~{xw�~�	t��uw���~{	�ut��	�
�	���x�����{w�xw�~��tu��wx	|u	t	���w	�J = ` = 0 �uJ = ` = 2�	x|u

�	tt		�x�t���w	���w~x	����x�xw�~
�	{		�wx��{�ut	�	t�����	~{	��u~	����~�~{	�		��v	�	t��~�	g�{��t��u��	�	�w		�x�t���1/Γ`=4

v
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��	{Γ`=4
v = Γtunnel + Γinél���{�~

��v�xw�~	�x��x	~u		~	�	{xu�~xu~	���x�����{w�xw�~��ut��	��w�	�
	~	~����~x��u��~xt	x	v���$t	t��	���������	�x�x	w~x��	u��ut�	��uw���~x��	���x�����{w�xw�~
��u~	�u��	�	0, 45,µ�����������u~x	v�����w��t	��	��	vw	��ut�	���	u�t	x�u�t	��x�x��t�w~x��w	u�
�	t�����w!�	{	~x�w	u�	�t���|u	t	�	u�w!v	���~�	�{	u�|uw�~x	ut	x	v���	t�x���	��	���u�t�
�	�	u�t	���~{�v����~xt	��w�	��	���w	���x	~u	����t	��	u��ut�	�	x{	tt	���x	~u	����u~�	ut
�ut�	��}�	�x	~	x�t�����*��u�	~x��x	�vw~	�1/Γtunnel ≈ 3µ��{	|u

w�	�vwx��	~���uw�	t����wxw�~�	
t�����~�~{	�E ≈ 0, 6v

���t���|u	t	��vv	x�	t�����w!�		�x�≈ 2, 6v
������x	�vw~�xw�~�	{	xx	

���wxw�~��~~	�{{!��t�t�~�u	u��	�w�u�w�~���w�t��	{xw�~*�"���"���~v��!t	�	x�u��	�	u�t	v	~x
�ttw���	�{�t{ut���	�	x�		v�~�	�v	x��	�x��w�	t����wxw�~�	t�����~�~{		xt�t�~�u	u��	�w�u�w�~�	
t��x�xx�w�t	x���x�~��u��w|u	t�{�v����w��~�	t�t���	u��	��w		����w	v	~x�t		xt���t	u��	Γtunnel�	�v	x�����tu	�t	������xΓtunnel

Γinél
≈ 2�

�~	�ux�	����~�~{	�		��v		ux���	���	�����}�	�x	~	x�t�����&���u�t��~�	d ��u�t��x�v	87��
�{�v����~x�28% �u�u
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50~�u~		����w	~{	�ut��	~	�ux+x�		�wx	�s�w�t��w�		xt�w~x	~�wx��~��v	�	J = 2
���	�|u	%�	�w�

�u���w	u��J = 0
�~	t�w��	����	��ux	|u�~x�t�����	~{	��u~	����~�~{	�		��v	��	�	����w	~{	��~x�x���w~x	����x�	�����}�	�x	~	x�t�������	~�xu�w�~x�	v�~w!�	��x�wtt�	t�w~(

�u	~{	�	�{�ttw�w�~�w~�t��xw|u	��u	��ux	�v	��w~x	��{xw�~�w��t�w�	(v��~�xw|u		x�	��w~(���wx	�u
�	u�w!v	����	�

-���� E>�
>��
>���>�<=>�<=�>;�?=������><�=>?
�	�	����w	~{	��	v�t��t	��{	tt	���{�wx	�	~�	{xw�~&�����	�vw�	~x�����w	x�t�����&��	~���~xt	t��	��	���x�����{w�xw�~��	�uw���~{		�w�t	��u�t�x��~�wxw�~85Rb(f1 = 3,Mf1 = 3) + 85Rb(f2 =

3,Mf2 = 3) → 0−g (5s + 5p1/2)(v, J) 	x	~
��t���~xt�	��|u	~{	��u~�	{�~�t��	����	�	{xu	�t�x��~�wxw�~

0−g (5s + 5p1/2)(v, J = 2)→ (a)3Σ+
u ��
����	��	�u~	�wvw~uxw�~�u�w�~�t�	���x�����{w�xw�~�u	�u~	�	x

�uxt	�(���~	���u���u�	~w�	�u�tw�����	����w	~{		ux�	��w�	��u��	u��ux�	���t	u���	v�
��w~x	����x�xw�~	�x���	t����		~���	�~�	u��	tt	xw	~x{�v�x	�ux�!�	��xv�t�~�	���	��~	~~I 	x~S
	x�u	�wx|u	t��x�xRb(f1 = 3,Mf1 = 3) + Rb(f2 = 3,Mf2 = 3) �	�v	x��	{t	��	u����x�~���������
���xx	w~��	t	��x�x�f = 6, 5 �u4���x����w	v���tw�	t�{�u��	�	��x	~xw	t	~�	u����xw	�
u~	���xw	�
��u�R < 20 a0���~��

x�u{xu�	���	��~	��$~f = ~I + ~S
�x�u�x��w���~x�	��~�~�v��	�|u�~xw|u	��	x

u~	���xw	���v�x�xw|u	��$~f = ~f1 + ~f2�|u
w	�x��x	�vw~�	���t��{��~�	�t	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	�	xt	��vwtx�~w	~���	��~���w~x��+x�	{	xx	v�x���		�x|u	t	���x	~xw	t��w~�ut	x�ux�w�t	x���~xt����xw	

w~x	�~		�xv�t{�~~u	v�w�~�w~x	��w	~~	~x|u	���t�����	�{{uvut� u�|u��R = 20 a0
�	xt	u�����w�xw�~�

	~�~	��w	�φS 	xφT
���	�	�~{xw�~����~�	���w�t	����w�t�	��vut	*�*��	wt�u�x��~{�	x��wx	�{	�

����v!x�	�{�vv	�	����w��t	��|u	t��~� u�x	��u��	����uw�	t	���~~�	���~	�~�t��	��������	{�	�
��w	�{�u�t�	����w�t����	~�w{	��������	"����	�v	x�t�����	�x��w�	t	�t�~�u	u���	�w�u�w�~��	{u~	
���~�	���{w�w�~�
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���~��		t	~	x�t�����#��~x����uu~	�u�v	~x�xw�~�	t����x�����{w�xw�~	xu~���t�{	v	~x	~
�~	��w	�	���w	��	���x�����{w�xw�~	~����	~{	��u~	����~�~{	�	�	����{��

��	����w	~{		ux���tw��	��� ���u�x	wtt		x�t�����#�����xu�	���x	�u�t�����~�~{	�u	�ux��~�(		�xw~�t��xw|u	��w�t�w~x	��{xw�~���{��~�	�	~x�	Rb(f1 = 2,Mf1 = −2) + Rb(f2 = 2,Mf2 = −2) 	x

Rb2(v, J ;Mf = −4)�|u	
t��~���~�	��w�t�x��~�wxw�~	~x�	{	��	u��x�x�	xt��x�x0−g (5s+ 5p1/2)�����|u	t�����~�~{	�������x�u~	�~��v	�u�v	~x�xw�~�	t�������wtwx��	����	~{	�u�	u�w!v	�x�x	�x���	���	

	xt	x�u��	���x�����{w�xw�~�	�w	~xtuw�u��w�~��v	�
��	����w	~{		�x���tw��		~���w�~xt���t	u���u~{��v�v��~�xw|u	�x�xw|u	��u|u	t�~t�w��	300v�

��u��	�x��wtw�	�����~x�	��t��w�	�t	��x�v	�	x�	�	����	��u��ux��u~	�	{�~�	t	��x�v	��	�x�~x����
�uw���~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~	�xx�!�	�w�t	�0, 1��{v2���u���wx	�t	�����t!v	��	��xu��xw�~	x
���t���w��	v	~x�t�����~�~{	�������x�	��B = 165��u��	x�u~	

t���	u����tu�	�6��u���
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�	�	����w	~{	���{�wx	����{��	vv	~xv�~x�	~x|u	t����x�����{w�xw�~��x����	���	��u�x�u�t	�
�t{�tw~�����ux�	�w~	��v�xw�~��	u�	~x+x�	��x	~u	�����xw��	�{�ttw�w�~�	~x�	�t{�tw~���	��!{	��w���	~x	��
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��v�xw��xw�~v� 	u�	{�~�w�x	��	{�	�{�	��	����{����	�{�{	��	�		��w�w��	v	~x�������xw	��~�t	�
�w!�	�v��~�xw|u	���u�t���x	~xw�~�	�{�~�wxw�~��	t�{�~�	~��xw�~�	}��	(�w~�x	w~��~�ux�	w~x��+x
�w	~x�u�w��t	�	�v�~	~x����{w��{	�v�t�{ut	��|uw�	ux�	�v	xx�	�	t	��w��	�	�{�{	v	~x	~uxwtw��~x
�	�{��v���t	{x�w|u	����u�v�~x�	��~�	~�	{xw�~��*��|u	{	�x��	��	�w!�	���~x	~	�wxuxwtw���t	���u�
x�ux	�t	�v�t�{ut	����u��xu�w	�{	�v�t�{ut	���x���~u{t��w�	���tu�w	u���|uw�	��w!�	~x��~{�	u���u�tu�w	u���x��	�
���t{�tw~���~�u~v+v	�w!�	v��~�x�(��xw|u	��	��w~{w�		�xx�!��wv�t	�wt �u�x�	v	xx�	��~�t�
{	ttut	t	��	u�	��!{	�	x�	�w����	��	��	u�x��	��	t��	���	�w��	��	�w�	��	��	u�t�~�u	u�����~�	�
�w���	~x	��	x��~{�	���xw|u	�����{w�	�����vw t	����utx�x���{	~x���~�	ux{wx	�t	��xu�	��u�t	�{�ttw�w�~�w~�t��xw|u	�	~x�	��	x��
�����	tt	�	x�t�������	x	~x�	�w	x�������{�t	�	�	x�t��������

-�-�� �����=><�>��>�
���;����=;�=�<

�	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~��~xu~�	u�tu��w�{wt	���~�{	��w!�	���u�t	�����	~�wx��	�x
	~	�	xu~�	u�tu�	�w�t	|u	��~�t	��ux�	��w!�	��	xt	�{�u��	��	��x	~xw	t�xx��{xw�	��	���	vw	��
�x�x�	�{wx���~xu~	���w�xw�~	~C6/R

6 	x~�~	~C3/R3�
���	t����u�{�~��|u	~{	|u	t	���x�~�ut��	�

�	���x�����{w�xw�~	�x��������u~	�w�x�~{	w~x	��x�vw|u	�tu�{�u�x	|u	��u�t	�{�u��	�	~C3/R
3�

�	���{	��u�	�x��~{v�w~�	������t	����	�{�t{ut�	�	{xu��������~��~��x��tt	�����#�v�~x�	~x|u	t	����x!v	�t	��tu�	������t	��{	u���	{t	�tu����~�C6
	xt	�v	wtt	u��	�{x	u���	���~{�(��~��~

��u�t�	�{wx�xw�~���~x���	x������	�{�t{ut���~x{�~��v������s��w~	�{u�~����	����u�����"�|uw
{�~�	wtt	~x�(4s)

���
(5p)�

�	� ��	vw!�	� 	����w	~{	� �	 ����x�����{w�xw�~��	v�t�{ut	� ��x���~u{t��w�	� 	u�	~x 	�	{xu�	�
��������	�	x�t���������u�������	�	����w	~{	��	��	v�t	~x�u�	����w	~{	����twvw~�w�	��	���x���(
��{w�xw�~���tw��	�����}��~�x�	x�t��������u������ut	x�t��������u���2�	x���

w�	v	~x��{�wx	�	~
�	{xw�~&�"����	�w�~�����+ ��~x���	��������ux�w�~w��xw�~��~	�xu�		~{��~�	�~xt	��uw���~{	��	�
�	u�t��	���	�w��	��		x	~uxwtw��~xu~	����x�����{w�xw�~���	{�	�t��	��w~���	~��~x��	�t��	���	
�w��	��	�w~�w|u	|u	t	��	u����{	��u��		��v�xw�~�uw��~x���~x����w�t	�


Na(3s) + Cs(6s)
hνCs−→ NaCs∗

hνNa−→ NaCs∗∗
autoionisation−→ NaCs+ + e−

�&�%�

Na(3s) + Cs(6s)
hνNa−→ Na∗Cs

hνCs−→ NaCs∗∗
autoionisation−→ NaCs+ + e−

�&�*�

�t	�x������t	|u	t����x�����{w�xw�~�	v�t�{ut	���x���~u{t��w�	��	�����tw��	��~�u~	uxu����{�	�

�.�����	�	�����
���	������������������	��������	�����	���	����������������	���� �������	����
������
��
����	���������
�����
����
�
�
���C3

�
A〈np|B〈n′s| 1

4πε0R3 (~µA.~µB − 3(~µA.~n)(~µB.~n)) |ns〉A|n′s〉B ������������	


B〈n′s|~µB |n′s〉B = 0 
���	��������	�������������������	���������
��	
�������
��������
��
�����������
�������������
 � 
�������

����������	�0−
g (5s+ 5p1/2)

���������������������C3
������
��
��	���	�������
	�������	��
����� 
����
��
��

E(0−
g (ns+ np1/2))(R) = E(ns+ np1/2) +

1

R6

[
1

2
(CΠ

6 + CΣ
6 ) +

1

6
(CΠ

6 − CΣ
6 ) − 4C2

3 (1 + ε)2

3~2ASO(R)

]
�
 ��
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/���� @�<�>���>�;�>

�����x�����{w�xw�~���x�v	�	�xu~���{	��u��$�	u��x�v	�A 	xB �~�u�x��wx	��~���w~{w��t	v	~x
t	{���u{��wuv���~�t	u��x�x	�~��v	~x�t������	~x��u{�u���	t	u�{�ttw�w�~�u~���x�~�		��|u	~{	
νL
t��!�	v	~x��{�t�	�	��t	��u�	���������x�t�	��|u	~{	ν0

��u~	x��~�wxw�~�x�vw|u	����x�x�����w��	
	�xt��tu���x�ux	v����{�wx���t	{���{��	�u~�
|f + vf 〉 =

∣∣nl + n′l′, |Ω|, σ, ω;Jf ,MJf
, vf ;R

〉
����x�x

�	�����x	�x|u�~x�tuwu~�x�x�t	{x��~w|u	|αi〉 = |1 : niliMliMsii〉A⊗|2 : n′il
′
iM

′
li
M ′
si
i′〉B �	��	u��x�v	�	~x��~x	~{�ttw�w�~��	{u~v�v	~x{w~�xw|u	`��()$&('%"(&$|αf 〉

d%$#'9'$#d%p'"(&+
)%$� |f〉 d%$#'9'$#d%p'"(&+
)%$9o%p"('9'+(&�%'|f + vf 〉 ()|f, vf 〉
dq#'9''('9d�f%i�i%!()"|i〉��%$&('9'+(&$$+i!d+�#%$

$%"(&'9)$$+)'+d+$#%$%&&('9&'f !()"
dq#'9''('9d�

��~�~�x�	{���t	���{	��u��	���x�����{w�xw�~���{�w��


Cs(6s) + Cs(6s) + hνL → Cs∗2(6s + 6p3/2;Jf , vf )

��	{{	�~�x�xw�~�
~ω0 = Eαf

(+∞)− Eαi(+∞) = [E(6s) + E(6p3/2)]− [E(6s) + E(6s)]�

/���� @�<�=���;�=�<��<>����=��>�

��{�~�	���xw�~�	t��~	��w		x�	t�|u�~xwx��	v�u�	v	~x���{�wx���w�t	�~�x�xw�~��	�	{xw�~��%�


1

2
mAv

2
A +

1

2
mBv

2
B + Eαi(+∞) + ~ωL = Etot

f +
~2k2

CMN,f

2M

�#���

mA~vA +mB~vB + ~~kL = M~vCMN,f
�#���

�~�t	��~x�u{����t��	u�w!v		��vut		x	~�w�w��~xt	���utx�x���4mCs = 4mA = 4mB��~�
�xw	~xt�

	��vut	��~~�~xt�{�~�wxw�~�	����~�~{	

EvfJf
− Eαi(+∞)− ~ωL = E − EDoppler − Erec

�#���

EvfJf
− Eαf

(+∞)− ~δL = E − EDoppler − Erec
�#�"�

�$t��~�uxwtw��t	�~�x�xw�~�Etot
f = EvfJf

�Erec
def
= (~~kL)2

2M ≈ kB×0, 5n
���u�t��~	��w	�	�	{ut�t���t	u�

~uv��w|u		�x��~~�	��~�t	{���u{��wuv��	xEDoppler
def
= 1

2(~vA+~vB).~~kL
��u�t��~	��w	����t	��u��	vw	�

����	���w�t��	{xw�~"�������~����	tt	�u��w|u	~δL def
= ~ωL − [Eαf

(+∞)− Eαi(+∞)] = ~(ωL − ω0) < 0�

�&&



�&# ������
�����
��
�������������������������������
����

/���) �<������>��;=�?>��<>��=>�
�	xx		��vut	wv���x�~x	v�~x�	|u	t����x�����{w�xw�~	�x���xw{utw!�	v	~xw~x��	���~x	��	{�	��~	�(
�w	��	{�ttw�w�~E

	�w�t	��	~	�	xt�{�~�wxw�~�	����~�~{	�	���t���x�!��w�u����u�~�x�	{���{	tuw�u
{��wuv��	~�u�����~xu~	x	v����xu�	����t	�TD ≈ 125µ

��~�u����w��~��u~	�~	��w	����t	��	t�����	
�	< v > ~kL

def
=
√

8kBT
πmCs

~kL ≈ kB × 8µK ≈ h× 0, 2
s������~	��w	�	�	{ut�x�~x	~{��	�tu�	�w�t	��~��wx

|u	t�{�~�wxw�~�	����~�~{	�	��

EvfJf
− Eαi(+∞)− ~ωL ≈ E

�#�%�

�	�	��{	xx		���	��w�~|u	~�u�uxwtw�	��~���~�x�ux	t��uwx	���t���	u��	t�{�~�wxw�~�	����~�~{	
�	���	t�����	�	kBT �

��u��	��x�v	�	��w���	tt	�	����~{�	t�����	�uv����	�x���~	x����w	���{w�	
�	�����~{��	~��		~{�v�x	t�t���	u���	{x��t	�ut��	�	xt�t���	u��u~w�	�u	�{wx��
�~	 w~x���u{xw�~�w�x��w|u	 � t����x�����{w�xw�~	~x�	 �x�v	� �~�~(	��w����	ux +x�	 x�u��	
��~���	w~	�	x�t�������	x��~��������~���~xu�����&�}�{���u�	x�t�����#��

/���, :����?>�><����
;�=��>
��u��tt�~�	�	{xu	�u~x��wx	v	~x{�v�t	x��	~�~x	~{�v�x	t��x�u{xu�	�~		~�	��	~�~xx�ux	�t	�
~�x�xw�~�{�~{	�~�~xt	{��v�t��	�|uw�~x�x���~~�	��u{���wx�	z���������	t�~�	~���xw{utw	�t	tw	~
	~x�	t�w~x	~�wx��ut��	�	x��~�v�twxu�	�
I = ε0|Erad|2c/2 = c

∫
ρ(ν) dν���u� ~�u� w~��w�	��~� 	��	~xw	tt	v	~x �	� ��xw{t	� ��	xx	x�t�����%� �w	�w~��	x�t�����*�

�wtt	x	x�t�����&�����twx�~�����&��	w~	�	x�t��������
����v��{�	�	{	{���wx�	�	��t��uw��~x	

������	�	u��x�v	�	x�	�	u��x�x�|i〉 	x|f〉�
��~�t	{���	�	u��x�v	��~�u��tt�~�x��wx	�t����x�����{w�xw�~{�vv	u~���{	��u�w~�t��xw|u	|uw	�wx����	�t	{�u�t	���x�v	��	t��x�x|i〉 �t��x�x|f〉��	x��wx	v	~x�	�������u�t��{�wxu�	�	|Ψ〉 �u�t����	�x�vw|u	��u�t��x�x|i〉 �u����	x�u�t����	v�t�{ut�w�	��u�t��x�x|f〉 �u��ux��t~���u���tu�|u���{�w�	t	��|u�xw�~�{�u�t�	��t	{�u�t��	�	~�~x�	−~µ. ~Erad

���u�{	��x�x�	x��	~	�x��w�	
t��	{xw�~	�{�{	�	{�ttw�w�~��	x��wx	v	~x�	�	{xu�	~�	{xw�~#����	����~���tw���x��w��x�x����u�
x��wx	��	����{	��u�x	t�|u	t�����w���{w�xw�~��	~xu	tt	�	t��x�x���x�����{w��ut����x�����{w�xw�~
��	u�{�ut	u����~	~���uw���u��wt�	���~��~xt�t�~�u	u��	�w�u�w�~	�xv��w��	���t	{��v�
t��	��

������	�	u��x�v	���	{�tu�w	u���x�x��	��w~��
����w�		~{�v�x	�	��x�x��	��w~��	t��x�x�u���	�x	�wx	��~�t	{�v�t�v	~x��������x	�vw~�xw�~
���{w�	�	��x�x�v�t�{ut�w�	��u��ux	�x	�wx	��~�t��	{xw�~��*��	{�u�t��		~x�	t	��	u��x�x�	�x
{�t{ut���~�t��	{xw�~��&���	{x�u�{	��t�v	~x��wt~����tu�|u��uxwtw�	�t�x����w	��	u��x�x���u�
�x	~��	t	����utx�x��{	{���tu���~���t��	{w�	��	�wx��~�t	{�v�t�v	~x����~�u�~	��~~	��~�
w{w|u	t	��w~{w��t���utx�x�

�������u~�w!�	v��~�x�(��xw|u	�
�~		�w��x��tw	t�������wtwx��	���x�����{w�xw�~��u��	u��x�v	��wt�u�����uxwtw�	�t��	~�wx�
�u�w!�		xt	~�v��	x�x�t���x�v	����u�	~���uw�	t	~�v��	�	v�t�{ut	����x�����{w�	����
�	{�~�	��~�~�x�	x��wx	v	~x��~���	{xw�~#���	x��	{��	{xw�~#�"���w~���t	�x����w�t	��uxwtw(
�	�{	�x�w~	�������wv�xw�~���u�	���wv	��	v�~w!�	�~�t�xw|u	{	x�u��		��v�xw�~�{�vv	t	��	~x��wtt	x	x�t�����&�	x�zutw	~~	����*�	t��	{xw�~#�%	�	{xu	t	t	tw	~	~x�	{	��	u�x����w	����
{�v����w��~�	�	{xu�	~�	{xw�~#�*��~�t	{���	t��x�x0−g ��	

t�x����w	��	{t�	����w	~{	��ut!�	��
u~����t!v	{��t�	����w	~{		�x���tw��		~{��v�	��x�t���|u	t	v��!t		�x�����u�t�����x�!�	�u
{��v�	�w�t	�

�
���	��������	����	
����	
��������� ����������� �	��	
������
����������	���Erad
���������	����������������

� � ����4πε0 = 1 
���
���
��	
�����������������������
 � 
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�
�����������

z	��w���{�w�	w{wu~	x����w	{�v�t!x	�	t����x�����{w�xw�~��u��	��x�v	���~��x�u{xu�	w~x	�~	�
�tt		�xw~��w��	�	~t�{�v�t�x�~x��	{u~	x��w�w!v	��w	��	t�x����w	�	�����twx�~�����&���
��u~	�	�	���~��	x��wx	�t	����t!v		�x��uxwtw�	�t		��v�tw�v	���x�x����wtt�����t	����x�~��ut��	����~�	~x�	���~�t	��x�wt~�u�~��tt�~�{�~�w���	�|u	t	��	u��x�x���~���w~���t	{x��~w|u	���x�xw�~�

|i〉 = |αi; `,M`〉+ |(N + 1)hνL〉 	
x|f〉 = |nl+n′l′, |Ω|, σ, ω;Jf ,MJf

〉+ |NhνL〉�
��u�{�~xw~u	��~��~�x	�|i〉

	x|f〉 t	�v+v	�x�x���~�t	����x�~�t��	���
�	��vwtx�~w	~�u���x!v	�	��t	��vwtx�~w	~��	u�{�����tu�t	x	�v	��w~x	��{xw�~−~µ. ~Erad/2�

�~
�	ux�	�	����	~x	�t	{�u�t��	−~µ. ~Erad/2

��~�u~	�w�w�~�	{�u��	��	��x	~xw	t���wtt�	����t	����x�~�
t��	����	�{�u��	��	{�u�	~x���u�E = 0

�	~u~��w~xRC ���	
t���w~x�	��~��~��~�	ux{�~�utx	�t�

��u�	%�&���	�"��w	~|u�	tt	~	��wx����	��w~�	��~�u~	�w�w�~�	{�u��	��	��x	~xw	t���wtt�	���
�9i#'�(f%
)%&()$9dd(&$f#o%d(!!%"+p+%$'%&�9+')&p9dp)df#'9+dd#f%$%p'+(&%�p9p%+&#d9$'+
)%%'
f(&pf%"#$(&9&p%f%�%$�*9p�+&f)+'%!9"d9$%"�

/���� ���;�=�<����?�>��>��������=����;��
/����2������2�������,2-2��-�����
��	{t	�~�x�xw�~�{w(�	��u��t��x�x�x�xw�~~�w�	�	�w�u�w�~���{�wx


|Ψ〉 =
∑

`,M`

Gi(R)/R|i〉 + Ff (R)/R|f〉+Gp(R)/R|p〉
�#�*�

��u����~�w{w�wv�tw��t	�~�x�xw�~����������x�t�	��vut	*���Gi,`,M`
(R) 	�x~�x�Gi(R)�

���x�x|f〉 ~�	�x���u~�x�x�x��t	�~�u����~���~{� �ux�u~{�~�t |p〉 ��~�t	x��wx	v	~x���{��	~x
{�vv	{	t�	�x	�wx��~�t���xw{t	�	�zutw	~~		x�t�����"��"��|uwxw	~x{�v�x	�	���w���{w�xw�~	~u~�x�x
����uwx|p〉 = |αp; `p,M`p〉�

�������-2-	�	������	���#,�-	-�2����-��	��	-�#����-�����������	

�	��|u�xw�~�{�u�t�	�����xw	~~	~x�	t�v�~w!�	u�u	tt	���w�t�	��vut	����u{�v�t�v	~x��	~~��tw(
�	�~xt	�{�u�t��	����w�u�	x���w�tw�	~x�	|i〉�|f〉 	x|p〉 


[−~2

2µ

d2

dR2
+ Vi(R) +

~2`(`+ 1)

2µR2
− E

]
Gi(R) = −〈i| − ~µ. ~Erad/2|f〉Ff (R)

�#�&�

[−~2

2µ

d2

dR2
+ Vf (R) +

~2Jf (Jf + 1)

2µR2
− ~δL − i

~

2
Γperte(R)− E

]
Ff (R)

�#�#�

= −〈f | − ~µ. ~Erad/2|i〉Gi(R)− ~Γp(R)Gp(R)[−~2

2µ

d2

dR2
+ Vp(R) +

~2`(`+ 1)

2µR2
− E

]
Gp(R) = −~Γp(R)Ff (R)

�#���

�$Vi(R) = Ei(R)− Ei(+∞)�Vf (R) = Ef (R)− Ef (+∞)�
���{w��~�t	�	~��	��w���	~x�x	�v	�����~xx�ux	{���	�w~�w|u�~�|u	�t�x��~�wxw�~t��	�~���	{x�~x|u	t	�{�����~~�	��t	{x��~w|u	���~

�u��̀
p = `i
|u	~�u����~�~�x�`�

�
�	x��	���|u�xw�~��|uw��~x�	v�t��t	��u��|u�xw�~��	��	xx	x�t�����%��%��	�x��{�wx��~�t���xw{t	
�	�	�u	�	��u�vw~	~����*��*�	x��%��t		�wx|u	t��~�wxw~x���uwxu~x	�v	�	�	�x	�iΓperte�{�v�

t	�	
��~~	t	~�v�	��x	~xw	t{�v�t	�	�{	xx	v�x���	��	x	�v	�	�	�x	Γperte(R) �	ux���	~��	�	R �~�u�
���{w�	��~�{	��w~x�tu�x����	x�	���u�	x�u�t	�x��	��	�	�x	����w�t	���ux�	�|u	t	��	�x	�tw�	��

.���������
��������������
��������	�������	���	�������������� �����
��
����	
��	�����	����	� �����������
�	
��������
��	� �������������	
��	�����	������
� 	����
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Γp
��������w���{w�xw�~���	�	v�t	�x�u�ΓJv

������vw��w�~���~x�~�	�x�u�Γspon�|u
w	�x��~~����t�

	��vut	z��*�����w�~w��xw�~��uv+v	���{�ux	��u�t�	�	x�	t�����wx�	x{��
�	xx	v�x���	�	�v	xx���	x��wx	��tu�w	u��{��

��������w���{w�xw�~�
��u���	�u~�	~�����w|u	�u��w���	~x�{�~�u���~�	ux�	~�	��t�	����w	~{	�	��x	{xw�~�	�	���(
v	~x��	t�����w���{w�xw�~	�	{xu�	��~�t�	����w	~{	{�~{	�~�~x�

2
	x	��tw|u�	��~�t��	{xw�~&�%��	

�~�	ux���	�	v�t	�	~�	��|αp〉 = |ns+np1/2〉�
	�u�{��~�	v	~x��	�x�u{xu�	�~	�Γp(R) 	�x�

t���
�	tw��ux�u��	����w���{w�xw�~ΓJv �

	xΓperte(R) 	�x�	
tw��ux�u����vw��w�~���~x�~�	Γspon�

��~�{	
{��Vp(R) = Ep(R)− Ef (∞)− ~δL�

�� |p〉 	�xu~{�~�t�	��x	{xw�~�
���vwt	��	�x	�Γp(R) + Γperte(R)��	u

t	u~	���xw	���xw{w�	�u���{	��u��	��x	{xw�~���u��u���(
�	��~�|u	t	���{	��u��	��x	{xw�~��	�����uwx�����w�	��	{u~x�u�|uw�	���	tw��Γp�

}w	~|u	
t��|u�xw�~#���v�~x�	|u�u~		�w���~�t��x�x|p〉��~�	ux�	x�u�~	���~�t��x�x|f〉��~�	ux�u����	�
|u	Γp
x��wx	t��vw��w�~���~x�~�	�wt�u�x��u�{	t��	��	~��	{�vv	{�~�t |p〉 = |i〉

�
���~�{	{���

Vp(R) = Ei(R)− (Ei(+∞) + ~(ωL − ωspon)) {��
wt��	~{��	t��~	��w	��u~���x�~���~x�~�	~v�w~���~�	ux�t����	~�	��Γperte

{�vv	x��wx�~x�	t�����w���{w�xw�~�
��Γp = 0�

w�	�����	{�~�t|p〉�
��	�xt�x����w	�	�����twx�~�����&�	Γperte

x��wx	t��vw��w�~���~x�~�		x�~~��tw�	u~	��	~xu	tt	
����w���{w�xw�~�t���x	{xw�~	�x	�wx����	�x	���x�v	�|i〉�

"������x�����{w�xw�~��	u�{�ut	u���
�t�u����	{�~�w���	�~Γp(R) {�vv	u~{�u�t��	�−~µ. ~EradL2

�w~�uwx���u~�	{�~�t��	�	~x�	|f〉 	x
u~�x�x�t	{x��~w|u	|p〉�
�~~�x	��

~Ω(R)
def
= 〈f |−~µ. ~Erad/2|i〉 	{��Ω(R) �	��

w~x	����x�{�vv	u~	�ut��xw�~�	���w���	~��~x
�	R�
�~~�x	���u��wχ(0)

i
	xχ(0)

p
t	���tuxw�~��~��v�tw��	�	~�~	��w	��	��|u�xw�~�{�u�t�	����{��	~x	�

��~�t	{���$wt~�������	{�u�t��	�w�	�t���|u	~Ω(R) = 0�Γperte(R) = 0 	xΓp(R)�
���~~�x	���u��w

F
(0)
f = Ψvib

f (R)
�|uw	�x~��v�tw��	�1

��
c+�&9d(&$
)%p%''%i#'�(f%&%!%"i%'!9$f%"#%rp+'9'+(&9!"�$d9f#$%rp+'9'+(&$!(&'9&#%��%!d)$%dd%
&%p(&$+f�"%
)%dq#i+$$+(&$'+i)d#%o%"$dq#'9'f%f#!9"'fq#&%"�+%E %'&(&o%"$'()$d%$9)'"%$#'9'$f)
p(&'+&))ifq#&%"�+%E′ %'%$'f(&p�f9&$p%$%&$�)&%'�#("+%%&p�9i!d9$%"�9+*d%�

/���� E���?��=�<�>����;�=�<�����?�>�
�%p9dp)d9i%&9&'9)"#$)d'9'f(&&#!9"d9�("i)d%���h�d%d%p'%)"!%)'f+"%p'%i%&'$qn"%&f"%�%$'$+i!d%
i9+$d(&��&()$+&f+
)%"(&$f9&$d9$%p'+(&��g�h�p(ii%&'9""+o%"!d)$"9!+f%i%&'l)&"#$)d'9'9!!"(p�#�
p%
)+$%"'f9&$d%'"9+'%i%&'f%$#'9'$9o%p$!+&%�%p')#f9&$d%p(i!d#i%&'��g�

���2-2-Ff (R)

�~x��	���~�~�u�	~��	vw	�tw	u�t��|u�xw�~t��tu�wv���x�~x	
t��|u�xw�~#�#��~���u����	��|u	t��~
�	ux���	t���	�t���tuxw�~Ff (R) �u�

t����	|v〉
�~�x�xw�~�wv�tw��	��u�|v;Jf 〉

��	��x�x������	�Ψvib
v (R)

�u��x	~xw	tVf (R)�

Ff (R)
def
=
∑

v

avΨ
vib
v (R)

�#����

�$t���vv	���x	�u��w�u�t	{�~xw~uuv�

�
�����������	���	��������	
�����
����|i〉 ��������|(N +1)hνL〉 �����|p〉 ��������|NhνL〉 ����

������	��
����������
�
������	�� 
�
����������������	��������������������������������������������	���	��
��	���	�����Ff

��
	�
������Ψvib
vf

 ���
���������������	
��������
��	� �������������
�����������������������

�������	
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�~uxwtw��~x{	���	t���	v	~x��~�t�	��vut	#�#	x	~uxwtw��~xt���x��~��v�tw��xw�~�	�	�~{xw�~�
�w���xw�~~	tt	��w�	�	~{�v����~x����wx	���〈Ψvib

v (R)| def
= 〈v|��~���uwxt���t	u��	�{�	�{w	~x�av �u

w�
t�~�u�	tt		���	��w�~#���


Ff (R) =
∑

v

〈v|~Ω(R)|Gi〉R + 〈v|~Γp(R)|Gp〉R − i〈v|~2Γperte(R)|Ff 〉R
E − Ev + Eαf

(∞) + ~δL
Ψvib
v (R)

�#����

��~�t��uwx	�~���~w��

~δresL
def
= ~δL + Eαf

(+∞)− EvfJf
= ~(ωL − ω0) + Eαf

(+∞)− EvfJf

�#����

|uw��~~	�	~{�v����~x��	{t�	��vut	#�%�t	��{�t��	t��	����������x�t�����~�~{	��~�u�����~xt�����~�~{	�w	~w��t�	�t	x	�v	��w~{w��t�	t���vv	#�������w	~x�	t�|u��w(~uttwx��u��~�vw~�x	u�
��u�v = vf �~�u�~	�����~���~{|u	{	

x	�v	��~{�v����~x����wx	���〈vf |~2Γperte(R)��~���
w�	�t���

�	�x��w�	t���t	u��	〈v|~2Γperte(R)|Ff 〉R�{	|u
w�	�v	x���{�w�	�~�t	v	~x


Ff (R) ≈ 〈vf |~Ω(R)|Gi〉R + 〈v|~Γp(R)|Gp〉R
E + ~δresL + i〈vf |~2Γperte(R)|vf 〉R

Ψvib
vf

(R)
�#����

���2-2-Gi(R)

�����,-
�����,-2������Gi(R) ���|u�xw�~#�&	~Gi 	�xu~	�|u�x
w�~tw~��w�	�t���tuxw�~��~���t		�x

t���vv	��u~	��tuxw�~���xw{utw!�	~�x�	Ge,i(R) 	x�	
t���tuxw�~��~���t	B`,i(E)χ

(0)
i (R)+C`,i(E)χ̃

(0)
i (R)

�	t��|u�xw�~��~��	{�~�v	v��	���u��tt�~�{��w�w���~�t��uwx	t�	�~{xw�~χ̃(0)
i (R)��u�����	{�~~u	

x�ux{�vv	χ(0)
i (R)

�{��Vi(R)
t�	�x��{�vv	���~xt	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	���	{ki = kE

�


χ̃
(0)
i (R)

R→+∞−→
√

2µ

π~2ki

1

ki
ei(kiR−`π

2
+δ

(0)
`,i (E)) �#��"�

�~uxwtw��~x�t�	�w�
Gi(R = 0) = 0�
t����twx��	Gi(R) 	x

t		�wx|u	Im(χ̃
(0)
i (R)) = χ

(0)
i (R)/kE

�{��{	�
�	u�	�~{xw�~��~xv+v	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u		x��~x��tuxw�~��	t�v+v	�|u�xw�~���~��wx|u	
Gi(R) = Ge,i(R) +B`,i(E)χ

(0)
i (R)��~uxwtw��~xt�	��vut	*��"��~{�	�{�	���x	~w�t	�x	�v	�S`ii�

��~w�����~�u����~�{��w�wt	�~�x�xw�~�
�tu��wv�t	��	�����twx�~�����&��%���~�w~�w|u�~x���t	����	~��~{	�	~M`

�


Gi(R) = Ge,i(R) +B`,i(E)χ
(0)
i (R)

R→+∞−→ −A`,i(E)(−1)`i`
√

2µ

π~2ki

[
eikiRS`ii(E)− (−1)`e−ikiR

] �#��%�

8�,�����#������,���-Ge,i(R)
��u�{�t{ut	�S`ii(E)��

�~w���t��|u�xw�~#��%�wt�u�x�	{�t{ut	�G`e,i(R)�
�~�	v�t���~x��~�t��|u�xw�~#�&��~��wx�|u�u~	��tuxw�~���xw{utw!�	�~utt		~R = 0

�	�x��~~�	���

Ge,i(R) = πki

[
χ

(0)
i (R)

∫ R

+∞
χ̃

(0)
i (R′)~Ω(R′)Ff (R

′) dR′ − �#��*�

χ̃
(0)
i (R)

∫ R

0
χ

(0)
i (R′)~Ω(R′)Ff (R

′) dR′
]

R→+∞−→ −πki
√

2µ

π~2ki

1

ki
ei(kiR−`π

2
+δ

(0)
`,i (E))〈χ(0)

i |~Ω(R)|Ff 〉R
�#��&�

����	��	�����������
	�����	��
�������
�������dχ
(0)
i

(R)

dR
χ̃

(0)
i (R) − dχ̃

(0)
i

(R)

dR
χ

(0)
i (R) = 2µ

π~2kE
��������������
����	���

�����	�
���	�	�����������	
����
��
��	��
����
 �
	
��M = R ��M = +∞ 
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����

�	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	��x���x	~u	~uxwtw��~xt�	��vut	#��"�w~�w|u	t		�wx|u	χ(0)
i
	�x��	t����

{�v����w��~��	{t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�	χ(0)
i (R)��~~����t�	��vut	��%*	�u�~wxwvv��w�x	v	~x

B`,i(E) = −2iA`,i(E)eiδ
(0)
`,i (E)��	tw	~��	{t	�~��v�tw��xw�~�{��w�w	����t	�	��vut	�*��&	x*��"	�x��~{

��~~����

A`,i(E) = −4πAY ∗
`,M`

(~ki)i
` 1

2iki

√
π~2ki
2µ

�#��#�

B`,i(E) = 2i

[
4πAY ∗

`,M`
(~ki)

i`

2iki

√
π~2ki
2µ

eiδ
(0)
`,i (E)

]
�#����

�~{�v����~xt�	��vut	#��&��	{t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	��~~����t�	��vut	#��%��~x��u�	


〈χ(0)
i |~Ω(R)|Ff 〉R =

kiA`,i(E)

πki
eiδ

(0)
`,i (E)

[
S`ii(E)e−2iδ

(0)
`,i (E) − 1

] �#����

5�,��,2-S`ii(E)
��u�{�~{tu�	�w�	���u�x��u�	�S`ii(E)�

wt�u�x�	{�v���	�{	xx		��vut	�{	tt	��x	~u	
	~vutxw�tw�~xt�	��vut	#������〈χ(0)

i |~Ω(R) 	v�t�	u�	u�	v	~x�{	xx		��vut	{�~xw	~x�	�x	�v	�	~
〈vf |~Ω(R)|Gi〉R 	

x	~〈vf |~Γp(R)|Gp〉R |u
�wt~�u�	�ux��~{{�t{ut	���xu�w�~�t	��	vw	�x	�v	�wt�����tu	�

	~uxwtw��~xt	�	��vut	�#����uw�#��*	x	~�~#��%����


〈vf |~Ω(R)|Gi〉R = 〈vf |~Ω(R)|Ge,i〉R +B`,i(E)〈vf |~Ω(R)|χ(0)
i 〉R

�#����

=
〈vf |~Ω(R)|Gi〉R + 〈vf |~Γp(R)|Gp〉R
E + ~δresL + i〈vf |~2Γperte(R)|vf 〉R

Ξi(I) +B`,i(E)〈vf |~Ω(R)|χ(0)
i 〉R

�#����

�$~�u����~�uxwtw��t�~�x�xw�~

Ξi(I)
def
= πki

∫ +∞

0
Ψvib
vf

(R)~Ω(R)

[
χ

(0)
i (R)

∫ R

+∞
χ̃

(0)
i (R′)~Ω(R′)Ψvib

vf
(R′) dR′ − �#����

χ̃
(0)
i (R)

∫ R

0
χ

(0)
i (R′)~Ω(R′)Ψvib

vf
(R′) dR′

]
dR

|uw	�x��~{{�~~u	x|uw���w	tw~��w�	v	~x��	{t�w~x	~�wx�t��	��{��wt���w	{�vv	(~Ω)2�

.����-�-��	��#,�����-�Γp(R) = 0
�xu�w�~�u~v�v	~xt	{��Γp(R) = 0����|u�xw�~#����	�v	x

�t����	x��u�	�〈vf |~Ω(R)|Gi〉R�

w�t��|u�xw�~#�����~��xw	~x	�{wt	v	~xFf 


Ff (R)
Γp(R)=0
≈ B`,i(E)

〈vf |~Ω(R)|χ(0)
i 〉R

E + ~δresL + i〈vf |~2Γperte(R)|vf 〉R − Ξi(I)
Ψvib
vf

(R)
�#��"�

�~	�	{xu�~xt�{�v����w��~�	{�	�{��	��	{#����~�u�x��u��~�t�	��vut	�~�t	

S`ii(E)
Γp(R)=0
≈ e2iδ

(0)
` (E)

[
1− πki

ki

2i〈vf |~Ω(R)|χ(0)
i 〉R〈χ

(0)
i |~Ω(R)|vf 〉R

E + ~δresL + i〈vf |~2Γperte(R)|vf 〉R − Ξi(I)

]
�#��%�

|uw	�xt�	��vut	�	�����twx�~�����&��&"��
�()$9dd(&$)'+d+$%"�!()"d9$)+'%� d9&('9'+(&Γperte

def
= 〈vf |Γperte(R)|vf 〉R !()"

d%'9)rf%!%"'%� d9�("i)d%��g�!"#p+$%d%$%&$f%Γperte(R)��	��	~�~������	~xt�x����w	��~���t	��	{Γp(R) 6= 0�
�uwx	�t��w�{u��w�~|uw��uw�wt��|u�xw�~#����wt~�u��	�x	�{�t{ut	�〈vf |~Γp(R)|Gp〉R�

�������������������Ψvib
vf

(R) ���
������������
����������
�	����
��������
	�������������
��������������������

�����~Ω(R) ��Γperte(R) ������������	��
�����
����	��
����
	����
	���
���R �	����������
	����	
R = +∞������
���
〈χ(0)

i |~Ω(R)|Ff 〉R 
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���2-2-Gp(R)

���xu�	�	Gp(R)��
�	�	{xu	�	v�~w!�	x�!��wvwt�w�	�t��xu�	�	Gi(R)�

�~	�	xt	��|u�xw�~�#�&	x#�����~xx�!��	v�t��t	��+d$)�"9f%p�9&�%"~Ω(R) %&~Γp(R) %'i %&p
f9&$d%$�("i)d%$!"#p#f%&'%$	wt

	�u���x�ux�	v+v	����	�t	x	�v		~Y ∗
`,M`

(~ki)
��~�t�~��v�tw��xw�~�	Ge,p

���w�t�	��vut	#��#��
5��#���-�-���	��#����	�- �t��x�ux�	v+v	u~���~�{��~�	v	~x�t	{�v���x	v	~x���v�x�(
xw|u	�	{�	�{��	�x�w���	~x�	#��%�~�u��tt�~�{�	�{�	�u~{�v���x	v	~x�	t�	��v	


Gp(R) = Ge,p(R) +B`,p(E)χ(0)
p (R)

R→+∞−→ −A`,p(E)(−1)`i`

√
2µ

π~2kp

[
eikpRS`pi(E)

] �#��*�

�('(&$9)$$+
)%d%$p(i!("'%i%&'$9$ni!'('+
)%$��j�%'��g�+i!($%&')&%)&+
)%$(d)'+(&9)r#
)9'+(&$
p()!d#%$��()$9)"+(&$9+&$+!)&('%"&($$(d)'+(&$Gi,i, Ff,i %

'
Fp,i
�p(ii%+d%$'fq)$9�%f9&$d9"#$(d)'+(&

f%$#
)9'+(&$p()!d#%$d("
)%d%p9&9dfq%&'"#%%$'|i〉�p(ii%+&f+
)#%f9&$d%p(i!d#i%&'��j����	{�v(���x	v	~x���v�x�xw|u		�x�w	~{	tuw�	{�	�{��{���	~�	��	~�~xt	�	��vut	�*��*	x*����	x	~uxwtw��~xt	�{�v���x	v	~x����v�x�xw|u	���~~�����t	�	��vut	�#��%�#��#	x#��*��~��wx|u	t	{�v���x	v	~x
���v�x�xw|u	�	|Ψ〉 ���~w	���#�*	�x�Ff (R) ��{���x	���~	~xw	tt	v	~x�t�w~�~w�


|Ψ〉 R→+∞−→ 1

R

∑

`,M`

[
4πAY`,M`

(R̂)Y ∗
`,M`

(~ki)
1

2iki

] [
eikiR(S`ii(E) − 1 + 1)− (−1)`e−ikiR

]
|αi〉+

[
4πAY`,M`

(R̂)Y ∗
`,M`

(~ki)
1

2ikp

] [
eikpRS`pi(E)

]
|αp〉

�#��&�

|Ψ〉 R→+∞−→ A

[
ei
~ki. ~R +

∑

`

(2`+ 1)P`(cos θ~ki, ~R
)
eikiR

2ikiR
(S`ii(E)− 1)|αi〉+

�#��#�

∑

`

(2`+ 1)P`(cos θ~ki, ~R
)
eikpR

2ikpR
S`pi(E)|αp〉

]

�uw	�x�w	~t	{�v���x	v	~x��~~����t�	��vut	*���	x|uw�	�v	x�	�	x��u�	�t	�	��vut	�*��#�
5�,��,2-S``i(E)

�	��	~�~��������t	���v�~�x��xw�~����{��	~x	��	t�xw�	��Gi(R)�
�~x��u�	

B`,p(E) = 0 	{	t��x�wx����w�w�t	{��t���w	��	~x��		�xt���w	i 	x~�~t���w	p�wt~		�ux��~{���
���~�		~x��~x		~e−ikpR���	��vut	#����	�w	~x��u�Gp(R) 


〈vf |~Γp(R)|Gp〉R =
〈vf |~Ω(R)|Gi〉R + 〈vf |~Γp(R)|Gp〉R

E + ~δresL + i~

2Γperte

Ξp
�#����

�$Ξp
	�x��~~����t�	��vut	�~�t��u	�#����
�	v+v	t�	��vut	#����	�w	~x


〈χ(0)
p |~Γp(R)|Ff 〉R =

kpA`,p(E)

πkp
e−iδ

(0)
`,p (E)S`pi(E)

�#����

5�,��,2-,���#,���2-fpi
2-2���	������,�	��	�-

��u�{�~{tu�		x{�t{ut	�S`pi(E)
����xw��	t�	��vut	#����wt~����tu�|u��	���wv	�Ff �|u

w	�x��~~�
���t�	��vut	#�����t�u�x��u�{	t���uxwtw�	�t�	��vut	#����uw�#������u���x	~w�

〈vf |~Γp(R)|Gp〉R = 〈vf |~Ω(R)|Gi〉R
Ξp

E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξp

�#����

〈vf |~Ω(R)|Gi〉R =
B`,i(E)〈vf |~Ω(R)|χ(0)

i 〉R(E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξp)(E + ~δresL + i~

2Γperte)

(E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξp)(E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξi(I))− Ξi(I)Ξp

�	�Gi
i, F

i
f
��F i

p
	
��������	��������������	���	� ������� 
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����

�~t	�uxwtw��~x��~�t�	��vut	#�����uw�	~uxwtw��~xt��	t�xw�~#�����~���uxwx�u�	��vut	�|uw��~���(tw�	~x#��"	x#��%


Ff (R) =
B`,i(E)〈vf |~Ω(R)|χ(0)

i 〉R(E + ~δresL + i~

2Γperte)

(E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξp)(E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξi(I)) − Ξi(I)Ξp
Ψvib
vf

(R)
�#����

S`pi(E) =
A`,i(E)eiδ

(0)
`,i (E)

A`,p(E)e−iδ
(0)
`,p (E)

×

−2iπ
〈χ(0)
p |~Γp(R)|vf 〉R〈vf |~Ω(R)|χ(0)

i 〉R(E + ~δresL + i~

2Γperte)

(E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξp)(E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξi(I))− Ξi(I)Ξp

�#����

�	xx		��vut	�	��v!~		�{wt	v	~x�t�	��vut	����	�}��~�~�zutw	~~	����*�|uwx��wx	t����x���(
��{w�xw�~��	u�{�ut	u�����x����w	���	t����	w{w�	�v	x��~{�w	~�	x��wx	�t	����{	��u���v�~�ut�
���x�����{w�xw�~��	u�{�ut	u���

��	��vut	�	���wv�t	��~�t	{���$|p〉 = |i〉 ���w�t	�̀eme {����{�wx	~���	�#��{���t���A`,i(E)
A`,p(E) = 1�

/���) F�;=�>�><��=��?=��
��u��tt�~�w~�w|u	�w{wu~		���~�tu��wv�t	�����w�	����	�|u	��uv+v	���utx�x���u�	v�t�w	��~�
{	xx	v�x���	t����	t��xu�	�u{����~���t��	~�~x	~{�v�x	t	���w~����u��tt�~�	~w~�w|u	�t���v��{�	
{�v�t!x	�

5�,��,2-Ff -��
��,�	���,��	���������

�t�u�x�	�u����	��!�t	�����x|u	Ff (R) ≈ avf
Ψvib
vf

(R)
���w�t�	��vut	#����		~uxwtw��~xt�	��vut	#�#

�~���w�	�w~�w�w�	{x	v	~x�t�	��vut	#����

6��,�	�����2-,��	�������� #�����,��,-�Ff
��~~�w���~xFf �

t��|u�xw�~#��~�u���~~	Gp�
�~	�	x�~	��ut�~x������~�		~x��~x	�~�u��u��~�

Gp = Ge,p
���~w	���t��|u�xw�~#��*���	{i↔ p 	x~Γp(R) �u

tw	u�	~Ω(R)
�		~�w~����~xt��|u�xw�~#���

|u	~�u��	~�~��	x��u�	�	x	~{�v����~xt	���utx�x����wx	���〈vf |~Γp(R)�~�u��
�x	~�~�t�	��vut	#�����~t�uxwtw��~x��~�#�����~��xw	~x

Ff (R) ≈ 〈vf |~Ω(R)|Gi〉R
E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξp
Ψvib
vf

(R)
�#��"�

�t�u�x	~�uwx	�	�w�	|u	t	{�u�t��		�x	�w�t		x��~{|u���	{u~	��~~	������wv�xw�~Gi(R) ≈ G(0)
i (R)�

{	|uw��x	�vw~	{�v�t!x	v	~xFf �
�	xx		��vut	�	ux�t���+x�	{�~�w���	�{�vv	u~		�{	tt	~x	������w(

v�xw�~�	t��|u�xw�~#��"	{�	�x	~	�	xt�v+v	��u	|u��~�~��tw��t	x	�v	Ξi(I) |u
w	�x�	xwx{��I 	�x	�w�t	�{�	�x�u��wu~	��~~	������wv�xw�~�	t��|u�xw�~#�����$wt�u�x�	~��tw�	��u��wΞp�

6��,�	�����2����#���-�-���	��#����	�-2-Gp
�t�u�x�	{�~{tu�		~{�v����~xt�	��vut	#��"���	{Gi(R) ≈ G(0)

i (R)
�����wx	���〈χ(0)

p |~Γp(R)���u�
��x	~w���w�t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	#��&�t�	���	��w�~�~�t	

Gp(R) = Ge,p(R)
R→+∞−→ −πkp

√
2µ

π~2kp

(−1)`i`

kp
eiδ

(0)
`,p(E)eikpR

〈vf |~Ω(R)|G(0)
i 〉R〈χ

(0)
p |~Γp(R)|vf 〉R

E + ~δresL + i~

2Γperte − Ξp

�#��%�

�~�u�����~x{�~~uG(0)
i
	x��~{��~tw	~��	{χ(0)

i

���w�t�	��vut	*��%��{	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	
��~~	��
{	�t�	���	��w�~#�*{	tuw�	|Ψ〉 	x��~{�w�t�	���	��w�~*���~��{{!��fpi �
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/���, @
;<�>�><��>?;?�<��>���>�=���=�<

�������{�	���{��	~x	v�~x�	��ux���	���	t��|u�xw�~#��%�|u	Sii(E) 6= e2iδ
(0)
` (E)�w�	�|u	d9!"#$%&p%fq)&p()!d9�%p�9&�%d9d(&�)%)"f%f+�)$+(&�p(ii%&()$dq9o+(&$f#el+&f+
)#d("$f%dq#')f%f%$"#$(&9&p%$f%�%$�*9p��

��u����{w�	�����xu�w�~�Ξi(I)
�	x��~{Ξp

���~�	ux�{�w�	t�	��vut	#�����u�t�	��v	�tu�{�v��{x	
�uw��~x	


Ξ(I) = −πkE
∫∫

0≤R≤R′
Ψvib
vf

(R)~Ω(R)χ
(0)
i (R) dRχ̃

(0)
i (R′)~Ω(R′)Ψvib

vf
(R′) dR′ − �#��*�

πkE

∫∫

0≤R′≤R
Ψvib
vf

(R)~Ω(R)χ̃
(0)
i (R) dRχ

(0)
i (R′)~Ω(R′)Ψvib

vf
(R′) dR′

= −2πkE

∫∫

0≤R′≤R
Ψvib
vf

(R)~Ω(R)χ̃
(0)
i (R)χ

(0)
i (R′)~Ω(R′)Ψvib

vf
(R′) dR′ dR

�$~�u����~��{��~��R′ 	xR��u�����	��t��	{�~�	tw�~	��~uxwtw��~x#��*	xt		�wx|u	Im(χ̃
(0)
i (R)) =

χ
(0)
i (R)/kE

�v	~xw�~~�t����	t	u����~wxw�~���~��wx|u	


Im(Ξ(I)) = −π
∣∣∣〈vf |~Ω(R)|χ(0)

i 〉R
∣∣∣
2

|uw�{�vv	~�u��tt�~�t	��w��x���uwxt��t���w��	v	~x����uw���~{	�	t���w	�t����xw	��	tt	��~~�~xt	
���t�{	v	~xtuvw~	u���~~�x	��u�	~x

~Ω
def
= 〈vf |~Ω(R)|χ(0)

i 〉R
�#��&�

|uw���~wxt��ut��xw�~�	���w�
��u����~w���~�u~x�u����t�	��vut	


Γstim
def
=

2π

~

∣∣∣〈vf |~Ω(R)|χ(0)
i 〉R

∣∣∣
2

=
2π

~
|~Ω|2 �#��#�

�~uxwtw��~xt	�~��v�tw��xw�~��	χ(0)
i
	xvf ��~�	v��|u		~	

�	x|u	Γstim
�t��wv	~�w�~��u~x�u�w�	�

�−1 	~�u���	�w	~���~��t��	{xw�~#���%�$~�u�v�~x�	��~�|u	Γstim
�	ux��w~x	���	x	�{�vv	u~x�u�

���vw��w�~�xwvut�	�
�~�	���u��~x��~�	ux���{�w�	t�	��vut	#��%

S`ii(E)
Γp(R)=0
≈ e2iδ

(0)
` (E)

[
1− i ~Γstim

E + ~δresL −Re(Ξ(I)) + i(~

2Γperte + ~

2Γstim)

]
�#����

|uw	�x�w	~t�	��vut	�	�����twx�~�����&��#"���~	~xw�	wvv��w�x	v	~x����u~���	t���	v	~xtwvwx�
�	Sii(E)

def
= e2iδ`(E) ≈ 1 + 2iδ`(E)�

t	{��~�	v	~x�	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~a(0)�

a
Γp(R)=0
≈ a(0) +

1

2kE

~Γstim

E + ~δresL −Re(Ξ(I)) + i(~

2Γperte + ~

2Γstim)

�#�"��

�w�~�t�~�|u	{	xx	v��w�{�xw�~~�	�x����w�	{x	v	~x�w�w�t	t����	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~
���w�x�ux�	v+v	t��	{xw�~��������t	�	��vut	�{�vv	#��#~	{�v���x�~x|u	t�	�~{xw�~~�~�	�xu���	
χ

(0)
i (R)�
�t	�ux�xu�w	�u~�ux�	���{	��u�����	�	v�t	{	tuw��{�wx��~�t��	{xw�~���������u���x	{x	�

{	xx	v��w�{�xw�~�

/���. �;��>����>���;?>��?;�>�>��;������=��=�<��=��?�>
��u��tt�~�w{w��~~	�u~��	��u�	t���w�		~{�v�x	�	t�t���	u���	{x��t	�ut��	���w~�w|u	t�w~x	�(

���x�xw�~�	Γstim
{�vv	u~x�u����vw��w�~�xwvut�	�
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~ΓLaser
t�t���	u���	{x��t	�	~�x�	t��	��x��w|u	v	~xΓLaser ≈ 1

s���{	~x���t�	��|u	~{	
νLaser�~�u���u��~�v���

tw�	�t��	~�wx���	{x��t	���~	��w	���u~	t��	~x�w	~~	���w�t�	��vut	z�%�

ρ(ν) = ρ0(νLaser)h×
(

~ΓLaser

2π

1

(hν − hνLaser)2 +
~2Γ2

Laser
4

)

︸ ︷︷ ︸
dP (hν)

dhν

�#�"��

��	��vut	I = c
∫
ρ(ν) dν

	�u�~wxρ0(νLaser) = I/c���~�x�ux	t��uwx	 	�u����	��w
~ΓLaser � ~Γperte

��u�~	������w��w~x���	��u�dνL�

.���2����		���	����,�-
�~uxwtw��~xt	�~�x�xw�~�|uw�~x�v	~��t�	��vut	z��"�~�u����~�Γstimulé

def
= Bh→bρ(νhb)�

�~x��	���~�
~�u���������ρ(νhb)�

�t�u�x���w��w��uxwtw�	�z�"	xz��"	xt�w~x	~�wx��ut��	���u�x��u�	�

Bh→b =
c

4hI

2π

~

1

3

1

gh

gb∑

α′=1

gh∑

α′′=1

∑

P=X,Y,Z

|〈h|Erad~µ.~eP |b〉|2

��uxwtw��xw�~�	#�"��	�v	x�	{�t{ut	�Γstimulé
def
= Bh→bρ(νhb)�

��x����w	�v	~�~x�t�	��vut	z�"�u�����wx�	t�tuvw!�	w��x���	�~�~��t��w��	��wt	�ux��~{t�
�	��	~��		~x	~�~x{�v�x	�	t���t��w��xw�~�ut��	���~	���tw{�xw�~�w�	{x	�	t��!�t	�����	�	�vw���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*�������(�*��u���w	��w{�����#���"�"���~~	t	x�u����vw��w�~�xwvut����w��u��w����	~(��~~�u� w	x�t����#&��
��


Γstimulé =
2π

~
|〈f + vf |~µ. ~Erad|i+ vi〉|2

dP (hν)

dhν

�#�"��

�	{�t{ut	�x��t��t	��u��	u��x�x�tw��~��v�tw����1��~�	v��|u	t	tw	~��	{t�	��vut	#��#�|uw�	�v	x��w~x	����x	�Γstim
{�vv	u~x�u����vw��w�~

�xwvut��

�
�
� ��
�	�����������������

/�)����=?=�;�=�<�>?;�>��=�<>��;�>=<�?;��=��>�����<>��=>�>���>��>����;��
�u�tw�~�u~w~�x�~xt	{�~�t|p〉�

6��,�	�����2-,�	-�����-����-2-��������
����xw��	t��	ut		��vut	#����t�	��vut	*�����	�v	x�	x��u�	�t��	{xw�~	�{�{	w~�t��xw|u	�w�	�t	
~�v��	���x�x�|f〉 	��v��	~	�~{xw�~�u�u����x�x�|i〉��~�uw��~x���	�	v�t	�����twx�~�	x�t�����"���~~�x	�|S`fi(E)|2�t�������wtwx��	x��~�		�x����	t�	���	�w�	�~{xw�~�����{wx�	x~�x�	P (E, `, δresL )

�|uw���w�	��~{�	~uxwtw��~xt	�	��vut	�#���	x*���


|S`fi(E)|2 def
= 1− |S`ii(E)|2 =

~Γperte~Γstim

(E + ~δresL −Re(Ξ(I)))2 +
(

~

2Γperte + ~

2Γstim

)2
�#�"��

���������	����������
��
���	�	�
���S
������������������	�����	�
��	
���������������������� �������	�	�
���

S �����������������
	�������
���
������
�
���	��
��������	
���f �����
����
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��u��	x��u��~��w~�wt�	��vut	�	��	xx	x�t�����%��&�����vw�u~��w~x�	��x�wt{�~{	�~�~xt���x	{(
xw�~��	xx		���	��w�~�	ux+x�	������{��	�	t�	��vut	z�*��~~�~xt�������wtwx���	�{wx	�u~�x�v	�
�~�	�t���~x��~�t	�̀eme {����{�wx���	�#��	x	~uxwtw��~xt�	��vut	#���	xt����~wxw�~*�"��
�~����	���wx|u	t�������wtwx��	x��~�		�xP (E, `, δresL ) ��

wx+x�	��~~�	��� |S`pi(E)|2��~{�v����~x
t�	���	��w�~|S`pi(E)|2 ��x	~u	

�	~{��v�	�w�t	w�	���	{(Ξ(I)) ≈ 0
�	xt�	���	��w�~���{��	~x	1− |S`ii(E)|2

��~~�	���t�	��vut	#�"���~�	v��|u	��|u	t	�x����w	���	{�u��~�t���w	|p〉 ��~~	~x�	����utx�x�
�	v�t��t	��

6��,�	�����2-,���#����	-2�����#����,-#���	��#,��-�,-	��,��,	
�~�u	�u{�t{ut{�v�t	x��	{��w~ �w~�w|u	w{w�u~	v�x���	�wv�tw��	��u����w�	��uv+v	���ut(
x�x��u��	�|u	��wt�u�x��uxwtw�	�t����x�x�!�	�u{��v�	�w�t	�t�	��vut	#������{�wx�t���
S`ii(E) ≈
e2iδ

(0)
` (E) [1− iε`]���	{ε` � 1�

t	{�t{ut�	t��	{xw�~	�{�{	w~�t��xw|u	���w�t�	��vut	*��#|uwwv�tw|u	
` = `′

�	�u�~w��u~x	�v		~

[1− iε`] [1 + iε∗`′ ]− (−1)`+`
′ ≈ −i [ε` − ε∗`′ ]

`=`′≈ (−i)2iImε`
�#�""�

	~�	v�t���~xε �������t	u���~�	x��u�	t�	��vut	#�"���	{�u~uv���x	u�(~Γperte + ~Γstim)~Γstim
{	

|uw~	{��~�	�w	~��~�t�����x�!�	�u{��v�	�w�t	�$~Γstim � ~Γperte�

�##����-#��,-	�����,-	2-��-�����
�-�

��	��vut	#�"��	ux�{�	�xt�w��	uxwtw��	��� �����~	�	x�t�����%� ����+x�	w~x	����x�	{�vv	u~		��vut	�	}�	wx(�w�~	���t�u�x�	t�{�v���	��t�	��vut	*�&��u�u�	t�~�x	�����	�*��

/�)�� :��<=�=�<�>��;?��?�>��;���>�
���;����=;�=�<
6��,�	�����2-	#�������-	2�#��
-
�~�~xw{w��~x�u�t	x��wx	v	~x��	{��w~�~�x�~�nMji

t��	~�wx����x�v	�����	~x���~�t	�w!�	v��~�x�(
��xw|u	��~�t��x�x|6sMji〉�

�	��	~�~�t	�~�x�xw�~��	t�	��vut	��%��u�w~{tu�	t	����	~��~{	���u�(
�w	~~	��	t��uw���~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~I = IPA

~(r0)
	x�	t��	~�wx��x�vw|u	���u����~w���~�

��~{nPA(~r0, t; t, dt) {�vv	�x�~x
t��	~�wx��	v�t�{ut	�	��v�	��u��w~x~r0 ��~�

t��x�x|f + vf 〉 	~
x�	t 	x

t+ dt�
�	�ux	�x�	{�t{ut	�t	x�u�Kf,i(~r0)

�~�x�xw�~�wv�tw��	��u�Kf+vf ,αi
(~r0)

�		~v3��−1	���~w	
���

nPA(~r0, t; t, dt)

dt

def
=

∑

Mji
≤Mj′

i

nMji
(~r0, t)nMj′

i
(~r0, t)Kf,i(~r0)

�#�"%�

def
=

∑

Mji
≤Mj′

i

nMji
(~r0, t)nMj′

i
(~r0, t)βPA;i(IPA,0)

IPA(~r0)

IPA,0

def
= n2

at(~r0, t)KPA(~r0)
def
= n2

at(~r0, t)βPA(IPA,0)
IPA(~r0)

IPA,0

|uw	�xt�	��vut	�	��x��		x�t����##���*���~��{��~x|u	nat
def
=
∑

Mji
nMji

	�xt��	~�wx��x�vw|u	
���~���	~��		~{�v�x	t	���w~���{	xx		��vut	���~wxβPA;i(IPA,0)

�w~�w|u	t	���t	u��v��	~~	�KPA
	x

βPA(IPA,0)
|uw{�!~{w�	~x��	{t	���t	u����x	~u	���u��	��x�v	���t��w����

�����	�
�
�������	������	����������	����
�	������������������������������������	��������
��
�	��
����� ���
���	�	�������	����������	����	���
������������	
�	��
����� 
� 
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�~	w~x����xw�~���w�t�	��vut	��*��	�v	x���{�w�	


NPA(t; t, dt)

dt
=

∑

Mji
≤Mj′

i

βPA,i(IPA,0)nMj′
i
(~0, t0)N

PA
at;Mji

=
∑

Mji
≤Mj′

i

Kf,i(~r0)
IPA,0

IPA(~r0)
nMj′

i
(~0, t0)N

PA
at;Mji

def
= βPA(IPA,0)nat(~0, t0)N

PA
at

def
= KPA(~r0)

IPA,0

IPA(~r0)
nat(~0, t0)N

PA
at

def
= RPA(IPA,0)N

PA
at

�#�"*�

��	{�	�~�x�xw�~���w�	~x	��	��t	u��v��	~~	��~�x�vv	~xRPA(IPA,0)
�	~�−1

�|uw	�xt	~�v��	�	
v�t�{ut	����x�����{w�	�����x�v	��~�t���~	�	���x�����{w�xw�~��u~�v��	�	NPA

at

�	x����	{�~�	��~�	x��u�	�w~�wt	�	��vut	���%	x��*�

/�)�) @;?��?���;��Kf,i

�>����;�=�<�����<>��=>���>��>
��u��tt�~�x��wx	�w{wt	{����u~	{�ttw�w�~w~�t��xw|u	�u�	�x	�w�	���~~�~xtw	u��	�����uwx��	���{xw�~�tw��	�	{	t�~�u��	�v	xx���	{�v��	~��		~�uwx	t	x�u��	���x�����{w�xw�~�
�	��	~�~�t	�~�x�xw�~��	t�	��vut	*����~���~wxt��	~�wx��	������wtwx������w�t��x�x|αi〉 ��	{

t	
�	{x	u����~�	~ki dnαi(

~ki)
���
 dNαi(

~ki)
def
= (Svi dt) dnαi(

~ki)�
�~��wx�w~�w|u	t	~�v��	Kαf ,αi(E) =

∫ dNαf
(~kf )/dt

dnαi
(~ki)

�u~wx�v3��−1
����x�x�|αf 〉��x	{x����u~

wx��	x	v�����u�u~�x�x|αi〉���u~
wx��	��tuv	�

���{�wxKαf ,αi(E) =
∫
vi dσfi = viσfi

{�vv	t	����uwx�	t��wx	��	�	t�xw�	vi =
√

2E/µ ���t��	{xw�~
	�{�{	σfi��	~�v

��	Kf,i
�	|f〉 ��x	{x����u~wx��	x	v��|u	tt	|u	��wxt��~	��w	E �	i 	�x��~{


Kf,i = 〈Kαf ,αi(E)〉vitesse = 〈viσfi(E)〉vitesse =

∫ E=+∞

E=0
P (E) dE

√
2E/µ σfi(E)

�#�"&�

�$P (E) dE 	�x
t�������wtwx���u�|u	t��~	��w	�	{�ttw�w�~E ��wx{�v��w�		~x�	E 	xE + dE�|u

�wt~�u�
	�ux�����	~x{�t{ut	��

/�)�, @;?��?���;���>��;��=�<
��-�
�-2��	,-�-���-2-��		-
�~��wx|u	���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*�
��}�����E = ~p2

2µ = µ
2 (~vA − ~vB)2 	x~p = (~PA − ~PB)/2���u�u~����	x	v����xu�	T ��~v�~x�		�{wt	v	~x�t��w�	�	t��w�x�w�uxw�~�	��wx	��	��	s���	tt(

}�t�v�~~��u�~vA 	x~vB�|u	
t��w�x�w�uxw�~�	��wx	��	��	~vA − ~vB def

= ~v
���~�t	{����u~�wv!�	�$

µ = MA/2 = MB/2
����u�	���	��w�~


P (~vA − ~vB) d3(~vA − ~vB) =

(
µ

2πkBT

)3/2

e
−µ(~vA−~vB)2

2kBT d3(~vA − ~vB)
�#�"#�

�~x��u�	��~{���~�t	{	~x�	�	v���	�u~	�w�x�w�uxw�~�	s���	tt(}�tx�v�~~��~	~���uwxwvv��w�x	(
v	~x


P (E) dE =
16π

(4πkBT )3/2

√
Ee

− E
kBT dE

�#�"��

�~�u�����~xu~	�w�x�w�uxw�~v���	ttw	~~	�	��wx	��	��w�	�	~uxwtw��~xt�	��vut	#�"���u�	�	{xu	�t�v��	~~		~�wx	��	��~�t�	��vut	#�"&��~x��u�	


Kf,i =
h2

(2πµkBT )3/2

+∞∑

`=0

(2`+ 1)

∫ E=+∞

E=0
dEe

− E
kBT |Sfi(E)|2 �#�%��

�$~�u����~��	��w�t�	��vut	*�"��



�����
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5�,��,2�����2-#�����		��������
�~�uw��~x��w	�w~��	x�t�����*��u�����twx�~�	x�t�����"���~uxwtw�	t�	��vut	#�"�����u����w�	��


Kf,i(~r0) =
h2

(2πµkBT )3/2

+∞∑

`=0

(2`+ 1)×
�#�%��

∫ E=+∞

E=0
dEe

− E
kBT

~Γperte~Γstim(~r0)

(E + ~δresL −Re(Ξ(I)))2 +
(

~

2Γperte + ~

2Γstim(~r0)
)2

�	xx		��vut	��$t��~�	��tw{wx�t����	~��~{	��u��w	~~	�	I = IPA(~r0)
�	�wx�������x�	t��x�xw�(

xw|u	�	}�tx�v�~~��u�E�	tt		�x��u�	~x�{�wx	��	{t�	�~{xw�~�	���xwxw�~x��~�t�xw�~~	tt	QT =(
2πµkBT

h2

)3/2 {�vv	��~�t�	��vut	�������u|u	twt	�ux�� �ux	�u~	�{x	u�T v�~|u�~x��	t���xw{t	�	
�	�u	��	w~	�	x�t��������

�
�
� ������������������

�~�w|u�~�t	����utx�x���~~�����t	{�v�t�v	~x����|uw�	��	~~	~xt�x����w	���{��	~x		~� �ux�~xt	��w~�t	{x��~w|u	��w�~�t�~�|u	t	{�t{ut	�	{xu���~�t	{�v�t�v	~x~��������ux�	�ux|u	�	��~~	�
u~		���	��w�~������{��	��	�	�{x	u���~�ut�w�	�	~ 	u	x|uw�	u�	~xv��w�	�t	{�t{ut�ux�u��	���(
x�����{w�xw�~��~{�~��|u	~{	t	��w~~u{t��w�		�xw~x���uwx���~�x�ux		�w�w~x���uw�	t��x�u{xu�	���	��~	�
v�w���~�x	~w�{�v�x	{�v�t!x	v	~x�u{���{x!�			�vw�~w|u	�u����~w|u	�	�~���u�		~{	t�t�x����w	
	�xu~	x����w	�����{��	�
��	{t	�~�x�xw�~��	t�w~x���u{xw�~#�����t	{�v�t�v	~xv�~x�	�t���|u	t�w~x	��{xw�~����~w	{�vv	
��~�t�	��vut	#��&�	~x�	t	��x�v	�	~{�ttw�w�~�	t�~t��~�	` 	x���~xu~v�v	~x{w~�xw|u	x�x�tJ 	�x


~ΩMJf
;`,J =

√
2I

cε0

[∑

mS

(−1)
mJf

−mSCJmS
1,−mJf

+mS ;Jf ,mJf
CJmS
SmS ,`0

µ
vf ;i,mS

mJf
−mS

(E)

]
×

�#�%��

εMJ−MJf
(RNpol

CMN)

√
(2Jf + 1)(2`+ 1)

(2J + 1)
CJMJ

1,−MJf
+MJ ;Jf ,MJf

�$εMJ−MJf
(RNpol

CMN) ���
w�~	t���t��w��xw�~�ut��	��	xµvf ;i,mS

mJf
−mS

(E) 	�x
t	v�v	~x�w��t�w�	�	t�x��~(

�wxw�~|u	~�u�{�t{ut	��~���~�t	{���wx�	�uw��~x���w�t�	��vut	#�%%��
�	{�t{ut�ux�u��	���x�����{w�xw�~	�u�~wx�t���


Kf ;i(~r0) =
h2

(2πµkBT )3/2

∫ E=+∞

E=0
dEe

− E
kBT

∑

MJ `

(2`+ 1)
�#�%��

~Γperte;MJf
2π

(E + ~δresL )2 + ~2

4 Γ2
perte;MJf

∣∣∣∣∣
∑

J

C
JMji
jMJ ,`MJ−MJi

C
jMji

siMsi
,s′i,Ms′

i

~ΩMJf
;`,J(~r0)

∣∣∣∣∣

2

|u	t��~{�v���		�{wt	v	~x�t�	��vut	#�%���~�t�����x�!�	�u{��v�	�w�t	�$Ξ(I) ≈ 0�

��
���	��������	��
����� ���������	��	������
���
�����
�
���	��
����� ������������������	
�������
����	
���
�
�������������	������������� � ����������������
	��	�	�|p〉 �������	����������
�����	����������
����	����
�	�	���
�
�����
�������
�	��
����� �� 
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�
�
� ����
�	������������������������������	�����������������

��u��~w�t	{�t{ut�ux�u��	���x�����{w�xw�~�����u�t	�	��vut	�#�"%	x#�%���t~	~�u��	�x	�tu�|u��
{�t{ut	�

~ΩMJf
;`,J
��~~����t�	��vut	#�%���t	�ux��~{{�t{ut	�µvf ;i,mS

mJf
−mS

(E)�
�~uxwtw��~xt�������wv�xw�~

{	~x��!�	z����~�	��v!~	�u{�t{ut�u�	ut	�{x	u��	���~{�(��~��~qi,E;vf ,Jf
���~wx����	~�u�����~x

|u	RC 	�
xt	��w~x{	~x��!�	�


qi,E;vf ,Jf

def
= |〈χ`,(0)i,E |ψ

vib,MJf
,Jf

vf 〉R|2 �#�%"�

µ
vf ;i,mS

q=mJf
−mS

(E) ≈ √
qi,E;vf ,Jf

〈
γf , |Ω|±g,u;R

∣∣∣µ(1)
q (Rmol)

∣∣∣
2S+1

Σ+
mS ,ω′=(−1)S (6s + 6s);R

〉

~ri

(RC)
�#�%%�

≈ √
qi,E;vf ,Jf

µ
vf ;i,mS
q (RC)

�#�%*�

��u��tt�~���u�t��uwx	����	�t	�~�x�xw�~���~���t	��ux��wx	v	~x��	{��w~�{�	�x��u�|u�w~�u�
���~�~�x�χ`,(0)i,E

�utw	u�	χ(0)
i
�

��u��tt�~���~~	�|u	t|u	�	���	��w�~������{��	��u	�{x	u��	���~{�(��~��~�{	|uw�	�v	xx��u~
{�t{ut�~�t�xw|u	�ux�u��	���x�����{w�xw�~��	{�t{utt	�tu����{w��	���w	~��w�	vv	~x��x	~u���
w~x����xw�~~uv��w|u	�	t�w~x����t	#�%"�

/�.��D�����=�;�=�<�>?�;>��;��>���>	�;<���@�<��<
�##����-	��#,-2�#���,��-

�����x�����{w�xw�~�	~��~���ttw	u�u~	�w�x�~{	RC �$
t�	�~{xw�~�w���xw�~~	tt	�	t��x�xv�t�{ut�w�	

��u��ux���{wtt	���w�	v	~x��u	��!��u��w~x�	��~��~RC��
t���|u	t�	�~{xw�~��u������{wtt	�	�u{�u�

�tu�t	~x	v	~x{�vv	{	t�	�x�w�w�t	�u�t���u�	%�&�
�����u{�t{ut�	t�w~x����t	�	�	{�u��	v	~x√qi,E;vf ,Jf

= 〈χ`,(0)i,E |ψ
vib,MJf

,Jf
vf 〉R��~�	ux������wv	�

t�	�~{xw�~�u���χ`,(0)i,E
�������t	u�	~RC��u��ux�	���

w~x�t	���{wtt�xw�~��	t�	�~{xw�~�u���ux�
���~~w�wt	��~x��~�t�w~x����t	�	�	{�u��	v	~x��w~�w


√
qi,E;vf ,Jf

=

∫ R=+∞

R=0
dRχ

`,(0)
i,E (R)ψ

vib,MJf
,Jf

vf (R) ≈ χ`,(0)i,E (RC)

∫ R=+∞

R=0
dRψ

vib,MJf
,Jf

vf (R)
�#�%&�

�$~�u��v	xx�~�t	���t	u������tu	���u��wv�tw�	��{���	ut	t	{����w~x	��w	~������w~x	����x�xw�~�u
~�v�������wv�xw�~�	tx��	�x�t�����w�	~x��~��xw	~xt	v+v	���utx�x	~�	v�t���~xt�	�~{xw�~�u��ux
���u~		�~{xw�~������xw�~~	tt	�δ(R − RC)�

��u��tt�~����{w�	�{	xx	�w�w�~�wv�t	{w(�	���u�v�w�	tt	
�	�v	x�� ��	v�~x�	�|u	
�%&(i*"%f%i(d#p)d%$!�('(9$$(p+#%$$%"9f(&pf+"%p'%i%&'!"(!("'+(&&%dl

|χ`,(0)i,E (RC)|2�m&$(&f%9+&$+�"�p%ld9!�('(9$$(p+9'+(&d9�(&p'+(&fq(&f%f%dq#'9'�(&f9i%&'9d!()"d%$'"�$*9$$%$#&%"�+%$�

��#����	-2-,��##����������2-,��
�t~�u�	�ux���{w�	�t	{�	�{w	~xvutxw�tw{�xw	�	χ`,(0)i,E (RC) ��~�

t�	��vut	#�%&|uw����w	~x�	t��v(
�twxu�		x��~{�	t�~��v�tw��xw�~�	ψvib,MJf

,Jf
vf (R)���vv	�	ut	t����xw	���{�	�u��w~xx�u�~�~x	�x��w	u��|u��wv	~xw�	~xw|u	�RC

� �u	��u~��t	��~
�	ux�	����	~x	�ψvib,MJf

,Jf
vf (R) ���t�	�~{xw�~���w�����~~�	���t�	��vut	���"


ψ(R) = (−1)v
√

2µ

~

(
~2

2µ(−FC)

)1/6√
ω

︸ ︷︷ ︸
CAi

AiryAi

[
(R−RC)

(
2µ(−FC)

~2

)1/3
]

�#�%#�
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���������������������
������������������ ���

�~uxwtw��~x�� ∫ +∞
−∞ AiryAi[x] = 1

3 + 2
3 = 1

���w� �����v��wx��~��x	�u~���&�����"�������"�"&	x���"�%����~���uwxt�	��vut	


√
qi,E;vf ,Jf

≈ χ`,(0)i,E (RC)CAi

(
~2

2µ(−FC)

)1/3

= χ
`,(0)
i,E (RC)(−1)v

√
~ω

−FC
�#�%��

6��,�	�����2����#���-�-��-�Cn/Rn
2�#��-���-,

��u�uxwtw�	��~���u�	~xt�����x�!�	|u	t����x�����{w�xw�~~	�	����uwx����x���{�u�x	�w�x�~{	���	{{	xx	����x�!�	�~�	ux�u����	�|u	�	utt	��	vw	�x	�v	�u���	t���	v	~x���v�x�xw|u	�u�x�w�	����	{n = 3 �u6
� Cn

(RC)n = ~δL��~uxwtw��~xt�x����w	�	�	���(}	�~�x	w~��u�{�t{ut	�ω�w�	�	~uxwtw��~xt	�	��vut	�s��	xs�*���	{t�~�x�xw�~T0(0)
�	s������~x��u�	�~�t	v	~xt�	���	��w�~


√
qi,E;vf ,Jf

≈ χ
`,(0)
i,E (RC)(−1)vf

(
~2π2

2µn(−~δL)

)1/4
√

2

T0(0)
n−1/4 �#�*��

�~�	ux�u��w	�x��w�	ω �	t�v	�u�		����wv	~x�t	�	t�	���{	v	~x	~x�	t	�~w�	�u��w���xw�~~	t��
{�vv	{	t�	�x�u�������~�t����	~�w{	s�����
�&%9)'"%&("i9d+$9'+(&9#'#)'+d+$#%!9"��+dd%'%'9d��jkk���%dd%$)!!($%!()"d%p9dp)df%ω �%')&

+�

)%i%&'!()"p%d)+dl�
)%d%!('%&'+%d%$'d+&#9+"%��%)"$"#$)d'9'$f(&&%&'%r9p'%i%&'d9i�i%�("i)d%$9&$
d%�9p'%)"√ 2

T0(0)n
−1/4 ≈ 1, 24�

/�.�� D�����=�;�=�<�>?;���>�=�<��;�?�<��=��,.�

�~	�ux�	v�x���	��u�t	{�t{ut�u�	{�u��	v	~x��x��������	����zutw	~~	����*����	�xu~	v�x���	
�~{w	~~	���	t�	v�x���	�	t����	�w�~�t	~�v����w	~x�{�vv	~�u�t����~��u��u	�wx|u	t�	��vut	�~�t	#�*���	�!x	�t�	�~{xw�~���~�	�u�����
�tt		�x	~	�wx���	��wvwt�w�	�t�v�x���	���{��	~x	���	�x	~|u	t|u	���x	u~	v�x���	�	����	
�x�xw�~~�w�	��~�t�|u	tt	�~~	��	~�	~{�v�x	��~�t�w~x����t	�	�	{�u��	v	~x|u	t���~	�$t	�
�	u�	�~{xw�~����~�	��~x�	�����	�|uw���w	~x�t�v+v	�wx	��		{	xx	����x�!�	x���uwxt�{�~�	�(
��xw�~�	t��~	��w	{w~�xw|u	�	t�xw�	�	�~���u�|uw	�xt�����x�!�	�	���~{�(��~��~��	{�t{ut���x�wtt�
��~��zutw	~~	����*����	~�w�}	x�"��	x�}�w��	�u������ ����	�wx��~{~�xu�	tt	v	~x�������x�	t�
���w��	�	t��w���	~{		~x�	t	��	u���x	~xw	t��t	���utx�x�~�t	�x


√
qi,E;vf ,Jf

≈ χ`,(0)i,E (RC)
√

~ω

(
d(Eαf

(R)− Eαi(R))

dR

∣∣∣∣
R=RC

)−1/2 �#�*��

�~�u�����~xt��u��w|u	t	��x	~xw	t�u��ux���w	�tu��wx	�w�	�|u	n < 6
�|u	{	tuw�u�����~

�	ux�t���	�w�	t�������wv�xw�~
(

d(Eαf
(R)−Eαi (R))

dR

∣∣∣
R=RC

)−1/2

≈
(

d(Eαf
(R))

dR

∣∣∣
R=RC

)−1/2

≈ (−FC)−1/2��~

�	x��u�	�t���	��{x	v	~xt�	��vut	#�%��
�()$9o(&$f#i(&'"#
)%d%$9!!"(p�%$f%��)d+%&&%�jkk��%'��+dd%'%'9d��jkk���%&)'+d+$9&'d9&("i9�d+$9'+(&�����f(&&%&'%r9p'%i%&'d%i�i%"#$)d'9'�
�}�w��	�u������	x �zutw	~~	����*��~x{�v���	�t�	��vut	#�%���	{�	�{�t{ut��u�	v	~x|u�~xw|u	��wt���v�~x�	~x�w~�w����tw�wx���|u	t|u	��u�{	~x��!����u�` = 0, 1, 2 	x35 a0 < RC < 300 a0�

�.
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/�.�) 	�<��=�<���<�>����<�;�><�;?
�t~�u��	�x		~{��	u~�	�~w	���w~x����{w�	�
t	{�t{ut�	χ`,(0)i,E (RC)�

�u�����~�{w(�	���u�|u	t|u	�(u~	�
�	�����w�wtwx����������wv�xw�~���~x�	���v�w~	��	��tw�wx��tt�~x�	RC → +∞ �	��t	�RC �	xwx��

�����vut	����v�x�xw|u	���	{	�~{xw�~��	}	��	t�
�~�	uxuxwtw�	�t�	��vut	��%���t��t	��u�R > ractioni ≈ 100 a0������	~��~{		~�~	��

w	�	δ`(E)
	�x��~~�	���t	�	��vut	�*�%&	x*�*��
�	�	��vut	���~x��t��t	�t���|u	t����x�����{w�xw�~�	����uwx����~�	�w�x�~{	���	��vut	*�%�	ux���	�	v�t	uxwtw��	������x��~���t���~�����#����u�t	twx�wuv�	tt	v�~x�	|u	

χ
`=0,(0)
i,E (RC) ∝

√
kE

�#�*��

�����vut	�	��{x	���u�u~��x	~xw	t	~C6/R
6�

��u��tt	�	~�	���	�����w!�	�{	~x�w	u�	���~�	ux��~�	��uxwtw�	�t	�	��vut	��x�!�t�u��	�{��
	��{x	���u�u~��x	~xw	t	~C6/R

6
��	��������#���ut	�	��vut	��tu��wv�t	�v�w�u~w|u	v	~x�

�~	��w	~utt	�	���w���w~�~��t�v��uv�������
�����vut	��	vw({t���w|u	��

�����x�����{w�xw�~��	�	{xu�~x��	��w�x�~{	��	t�����	�	RC ≈ 50 a0�
wt	�uxx	~w�{�v�x	�	x�ux

t	��x	~xw	t��t	�u�������wtt	u��+x�	��u�	~x|u�~x�t�uxwtw��xw�~�	t�������wv�xw�~�	tx��{��t�	�~{xw�~�u����	ux	tt	�u��w��{wtt	��wx	�
��w��	t��tu��wv�t		�x��uxwtw�	�t�������wv�xw�~�	vw({t���w|u	}�������u�	���wv	�t�	�~{xw�~
���~�	��~�t���~	w~x	�~	��	����t!v	|uw�	�x	�x��wx	�	�x{	tuw�	t�~��v�tw��xw�~���u���ut�~�
	~	�	xu~		�~{xw�~~��v�tw��		~�~	��w	�wt	�ux��~{��{{���	�t����xw	w~x	�~	�t����xw		�x	�~	�
�	{�v�t�v	~x���v�~x�	|u	


|~Ωfi|2 ∝ k2`+1
E

�#�*��

�	{�����xw{utw	�` = 0 	�x��
 ���v�~x�����t�	��vut	#�*��wt�u�x	~	�	x��u�t	��v�~x�	��	

����	v�t	�t	�	��vut	�#�%��#�%%	x#�*����	��vut	#�*�	�x����w�w�t	{���	~uxwtw��~xt	�	��vut	�#��#
	x#�"���~��wx|u	|~Ωfi|2 	�

x������xw�~~	t�|S`fi(E)|2 ��~xt����	~��~{		~�~	��w		�x��~~�	��w�t�	���	��w�~*�"�����t�t�w�	�	uwt�u�t��	{xw�~w~�t��xw|u	*�"&��~{�~�x�x		~{��	u~		�w�w{w
t�w~x��+x�����w�x��wx�t����x�����{w�xw�~{�vv	u~	{�ttw�w�~�

"��w	~��	{u~	���~�	t�~�u	u��	�w�u�w�~�
�~ �	ux ������{�	� {	xx	 t�w �	 t� 	��vut	 *�*& ���w� �u��w 	��(
vut	 ���~��u�~��w	{�wx����##� ������"����~	�	x���~�t	{����u~~w�	�utw�x�!����{�	�	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~�	~uxwtw��~xt	�	��vut	�*�*"�	x�������u�t�	�~{xw�~�	t��x�xtw��	~�	�x�~x
��u�	~x|u�~������tw�wx���!��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~���~��xw	~x

χ
`=0,(0)
i,E (R)

kE�k
Elié≈

√
µkEa3

π~2

√
2ωµ

πp(R)
cos

(
1

~

∫ R

Rint

p(R′) dR′ − π

4

) �#�*"�

m&%&f#f)+'
)%!()"` = 0 %'!()")&%
d(&�)%)"f%f+�)$+(&�"9&f%%'!($+'+o%|~Ωfi|2 ∝ a3kE�

�q9i!d+')f%f%d9�(&p'+(&fq(&f%%$'f+"%p'%i%&'d+#%ld9d(&�)%)"f%f+�)$+(&�

�
�
	 ������������
���	�������0−g
��u��tt�~����tw|u	��u�u~	�	v�t	{�~{�	x�t��x�x�u{��wuv0−g (6s + 6p3/2)

�t	�	��vut	���~���t	�
|u	~�u��	~�~�����x	~w�����~x�	{�vv	~{	� 	��u���w�w~�w|u	�u~	������wv�xw�~|u	~�u����~�	�wx		x|uw�	ux������	�uxwt	��~�t	{���	t��x�x0−g �

�	x�x�x�u~	���~{�	���ut�w�	���u{	��{	|uw�	��
{�u{w�t��u�t�	��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	����w~�w�	~�tu��u��w~x�	��~��~	�x��w	u��wt	�w�x	u~
��w~x�	��~��~�u��w~xx�u�~�~x{t���w|u	w~x	�~		wt	�ux	~x	~w�{�v�x	t����u{�t{ut�	t��v�twxu�	
�	������wtwx���	�{wx�xw�~�{��{	{w�	ux	~x���~	��	�	�	x���w~x	�	��	~{	�w~x��	���~x��



������������������������
����

0−G
���


�t	u��	`
��ux	u�	~µK

��ux	u�	~s�� Rmax/a0

0 0 0 ∞
1 35 0, 75 220
2 190 3, 9 167
3 530 11 140
4 1 150 24 125
5 2 100 44 110
6 3 500 72 100

����#��
}���w!�	�	��x	~xw	t{	~x�w	u�	�u{��wuv��	{�t{utuxwtw�	V (R) ≈ ~
2`(`+1)
2µR2 + C6

R6
��	{C6 ≈ 6 500

u~wx���x�vw|u	��Rmax
���w�~	t	��w~x�$t�����w!�	�xx	w~x��~v��wvuvRmax ≈

(
6µC6

`(`+1)~2

)1/4 	xt�

��ux	u�	�x��~~�	���E` ≈ 2
(
`(`+1)

6µ

)3/2
~3√
C6
��	�����w!�	���~x�	����	~x�	��u�t���u�	�������	�#&�

�	x	�	x~�	�xwv���x�~x|u	��u�t	�~w�	�u����	�~������{�	��	v = 0
��u�uwx����~�t	{��{�~x��w�	t	�	{�u��	v	~x�	�	�~{xw�~����~�	���	�	{xu		~	�	xv� ��wx�w�	v	~x�u��w~xx�u�~�~x	�x	�~	�t	��	u�	�~{xw�~���w���xw�~~	tt		x�u{�~xw~uuv�	t��x�x	�~��v	~x�t����~x�t���x�ux	��	u�u~	�tu����~�	

�v�twxu�	��		�wx�	uxx�ux		�w��tx��	�t�w~x	����x�xw�~~�!�	�	t��v�twxu�	�	���w	��u��	{x�	���w�
t��	{xw�~#�%���{�vv	�	����	~x�~xt���t	u� |χ`,(0)i;E (RC)|2��t	�x�	x�ux		���~�tu����{w���	�	{xu	�t�w~x����xw�~~uv��w|u	�u	�{x	u��	���~{�(��~��~����~x�	{�~xw~u	��w�~�t�~�|u	t�	��vut	��%&�u{�v�t�v	~xv�~x�	���~�t	{���	t��x�x0−g �

t�
�	t�xw�~


Jf = `, `+ 2 �ù − 2
�#�*%�

` est ��w��wt	��x�v	���~x��t��w��� �#�**�

/����B;��=�>�>E;�=
�~uxwtw�	t�	��vut	��&���u�{�t{ut	�t	v�v	~x�w��t�w�	�	x��~�wxw�~��~~����t�	��vut	#�%%�


〈
3Σ+

Ω,u

∣∣∣µq
∣∣0−g
〉
(RC) ≈





µ(0)
√

6

[
1−

(
20 a0
RC

)3
]
�wq = Ω = ±1

−µ(0)
√

2√
3

[
1−

(
16 a0
RC

)3
]
�wq = Ω = 0

�#�*&�

�$µ(0) = Dns,np

√
2
3 = −

√
2C34πε0 ≈ −4, 48|qe|a0���	{

t���t	u�C3 ≈ 10, 035e2a2
0
|uw����w	~x�	���t	u��

	����wv	~x�t	��	�u��	��	�w	��{�wx	���~�t�x��t	������	#��
��u��tt�~��u����	�w{w|u	t����x�����{w�xw�~�		�wx��~�t	�uwx�	�x	�~	�	t��x�x0−g �

t	vw~wvuv�	
{	�uwx�	x��u��~x�	��25 a0��	�

	��vut	�#�*&w~�w|u	~x|u	t	��w��t	��	��~xw~���	~��~x��	t��w�x�~{	
��u�t	�~w�	�u����w��~xRC & 50 a0�

w�	����w�t���u�	�������w��~x−18{v−1 . δL�

/���� A���>�>��;<�>�����;���>�
���;����=;�=�<
��u���ut�~������	~x��~~	�u~	��t	u�x����w|u	�ux�u��	���x�����{w�xw�~���u�{��w�w���~�{�vv	

��t	u��
RC ≈ 100 a0�a ≈ 300 a0
���w�t�x��t	*�����	�*���{	|uw	�u�~wx~δL ≈ C3

R3
C
≈ −4, 4× 10−23zw�	�

≈ −2, 2{v−1���u��tt�~��	�tu��u����	�|u	t�x	v����xu�		�x�	30µ�	x|u	t	��x�v	���~x��t��w�����w	~|u	{	t�~	{��~�	���t	�����	��	���~�	u���	�x�u����	{u~	�	~�wx��u{	~x�	�u�w!�	���t	�

nat
def
= nat(~0, t0) ≈ 1017�x�v−3�
{	xx	x	v����xu�	��	ut	��{��RC < Rmax

�t	��~�	���	{` = 0, 1
w~x	��w	~~	~x�{�vv	t	v�~x�	t���ux	u��	�����w!�	�{	~x�w	u�	��	t��x�x	�~��v	~x�t�u{��wuv��~~�	���~�t�x��t	#��
��vv	t	�
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�x�v	���~x��t��w����t�	��vut	#�*%�w~�w|u	|u	�	ut	t��~�	` = 0
w~x	��w	~x���u��wv�tw�	�t	�{�t{ut�

~�u��u����	��~�|u	~�u��xu�w�~�t���w	��x�xw�~~	tt	Jf = 0���vv	~��~����t	{�t{ut�u	�{x	u��	���~{�(��~��~��~~����t�	��vut	#�*���~x��u�	


√
qi,E;vf ,Jf

≈ χ`,(0)i,E (RC)(−1)vf

(
~2π2

6µ(−~δL)

)1/4

× 1, 24 ≈ 2, 5× 10−11
χ
`,(0)
i,E (RC)

(−~δL)1/4

��	��vut	#�%�	�u�~wxJ = 1 	x
��	t���t	u��	MJ

�{��t	t��	�	�x��t��w��	xεMJ−MJf
(RNpol

CMN) = 1
��

��	���	��w�~#�%%	xt	���t	u���	��w��t	���~~�	����t�	��vut	#�*&	�u�~w��	~x�t���


~ΩMJf
;`,J(~r0) =

√
qi,E;vf ,Jf

√
2IPA(~r0)

cε0

−4

3
√

6
µ(0) ≈ −1, 42 × 10−38

√
IPA(~r0)

χ
`=0,(0)
i,E (RC)

(−~δL)1/4
�#�*#�

�		�{x	u��~�ut�w�		|uw	�xt	�	ut{�	�{w	~x�w���	~xw�~xt�x����w	��	{��w~�	t�x����w	��~���w~
	��ux 4

3
√

6

w{w�{	x	�v		�x�	xwxv�w�t	�����	��	���~�	u���	u�	~x+x�	���	��w���	~x���u����ux�	�
x��~�wxw�~��~�x�vv	~x�wt��~��	~�	~{�v�x	t	��w���	~x	�{�v����~x	����	��~	����~{��w�w���~x{�vv	x�u��	�	�x	Γperte;MJf

≈ 6, 6× 107�−1
�{���	���~��~x�t��u��	�	�w	v��	~~	

�	15~���~~�	���t�x��t	��%���	�#��	x	~uxwtw��~xCJMji
jMJ ,`MJ−MJi

C
jMji

siMsi
,s′i,Ms′

i

= 1
�t	��x�v	���~x

��t��w���	x` = 0
��t	�	��vut	�#�"*	x#�%��	�v	xx	~x���{�w�	


RPA = nat
IPA,0

IPA(~r0)

h2

(2πµkBT )3/2

∫ E=+∞

E=0
dEe

− E
kBT

~Γperte;MJf
2π
∣∣∣~ΩMJf

;`,J(~r0)
∣∣∣
2

(E + ~δresL )2 + ~2

4 Γ2
perte;MJf

�#�*��

�u	t��~�	ux���{�w�		~uxwtw��~xt�	���	��w�~#�*#��u�t�	��v	


RPA = 1.31 × 10−80 IPA,0

(−~δL)1/2T 3/2

∫ E=+∞

E=0
dEe

− E
kBT

(
χ
`=0,(0)
i,E (RC)

)2

(E + ~δresL )2 + ~2

4 Γ2
perte;MJf

�#�&��

|uw�	�v	x�	v�~x�	�t����w�xw�~�ux�u��	���x�����{w�xw�~	~	�~{xw�~�	��w���	~x�����v!x�	����u��~w�t	{�t{ut�wt~�u�	�ux{�~~��x�	χ`=0,(0)
i,E (RC)�

��u��tt�~�uxwtw�	�t�	��vut	*�%�
χ`=0,(0)
i,E (RC) ≈

(
8µ3

π2~5

)1/4
E

1
4 (RC − a)�|u

w~�u��	�v	x���{�w�	�~�t	v	~x


RPA ≈ 6.71× 10−33 IPA,0 (RC − a)2

(−~δL)1/2T 3/2

∫ E=+∞

E=0
dEe

− E
kBT

E1/2

(E + ~δresL )2 + ~2

4 Γ2
perte;MJf

≈ 5× 103 s−1�#�&��

���	�~w!�	��t	u���x�{�t{ut�	��u�u~	�uw���~{	t��	��	100v��w�	�u~	w~x	~�wx�t��	��	IPA,0 =
106��v−2 	x�����~�~{	~δresL = 0 	t�w~x����t	��x����tu�	~uv��w|u	v	~x��
{	�u{��~�	v	~x�	���w��t		~E/(kBT ) 		tt	��ux0, 012/√kBT �
�('(&$'()'f%$)+'%
)%dq("f"%f%�"9&f%)"%$'+&p(i!9'+*d%9o%pd%$i%$)"%$%r!#"+i%&'9d%$��q(*�
$%"o9'+(&f%$!%"'%$fq9'(i%$f9&$)&!+��%i9�&#'(�(!'+
)%%&!"#$%&p%f%!�('(9$$(p+9'+(&i(&'"%f%$
!%"'%$f%dq("f"%f%30% �$9p�9&'
)q)&!+��%$%"%p�9"�%%&1$%&o+"(&+d%$'&("i9df%'"()o%")&'9)rf%
0, 3i(
d#p)d%$�("i#%$!9"9'(i%$!9"$%p(&f%�����9'�#("+%!"#$%&'#%+p+&%$q9!!d+
)%f(&p!9$�
�t	�x	�{wt	�	x��u�	�u~		��	u���~�t���t	u��ux�u�x��u��	�~�u�~	��vv	�	~	�	x���	~{��v�	�w�t	��~uxwtw��~xE ≈ kBT 	xIPA(~r0) ≈ 106��v−2 ��~�t�	��vut	#�*#��~x��u�	

~Γstim = 2π
∣∣∣~ΩMJf

;`,J(~r0)
∣∣∣
2
≈ ~[1, 2 × 1011s−1]� ~Γperte;MJf

= ~[1, 8 × 107s−1]
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0−G
��%

�~�	��	~�~xt	{�t{ut�	t�w~x����t	#�&����	{�u��~�vw~�x	u�~
2

4

(
Γperte;MJf

+ Γstim

)2 {�vv	t	�u��!�	
t�	��vut	#�%���~��xw	~x�t���

RPA ≈ 0, 08 s−1 �#�&��
s�w�t	�t���	u���	�w	~~	~x�~��v	��~Γstim = ~3× 1010z�	�u�~wxu~	t���	u��	�tu�w	u������{�v����	
�u�t���	u��	����wv	~x�t	�|uw��~x���{�	��	~Γperte;MJf

� �9'�#("+%!"#$%&'#%+p+&%$%i*d%f(&p!9$
"%!"(f)+"%d%&(i*"%f%i(d#p)d%$!�('(9$$(p+#%$(*$%"o#%$��9"d9'�#("+%&%!"%&f!9$%&p(i!'%d%'9)rfq#i+$$+(&$'+i)d#%#&("i%%r+$'9&'d("$f%dq%r!#"+%&p%�
)+$%f#"()d%%&p�9i!�("'� �t{�~�w	~xw{w�	
���{w�	�w{w|u	t�	����w	~{	�	����ut	x�u �u��	~�{��v�	��x��w�	�Γstim � Γperte

�{�vv	~�u��	~�~�
�	t	��w���t���|u	t	��w�~�u��	���x�����{w�xw�~��~xx�!�t�w~���xx	w~��	t���xu��xw�~	~w~x	~�wx��
�t	�x���xw|u	v	~xwv����w�t	��	�	{xu	��t�	�w�t�	����w	~{		~{��v�	�w�t		x�����	��	�u~�w�~�t�	
���x�����{w�xw�~�
/���) :��=�>><�>����;���>>�����;�;=��<;�>�?�>����=><�>
�~�u�����~xt�t�w�	�	uwt#�*���tw�	�	x	~t��	���x�~x��~�t�	���	��w�~#�&���~��wx|u	


RPA ∝ IPA,0

(−~δL)1/2T 3/2

∫ E=+∞

E=0
dEe

− E
kBT

E(2`+1)/2

(E + ~δresL )2 + ~2

4 Γ2
perte

�#�&��

��~~	t�	��v	�	���w	��	���x�����{w�xw�~��t	�x�t���	�{wt	�	��w�|u	t	��vv	x�	���w	��	���t�{	��	{t�x	v����xu�	���	��vut	#�&�w~�w|u	
	~	�	x|u	t	v��wvuv�	���w	�	�x��	u��!��wxu��uv��wvuv�	t�	�~{xw�~e−

E
kBT E(2`+1)/2�|uw	�x

�xx	w~x��u�Emax = kBT (2`+1)/2�
�~�	ux��~{���uv	�t����w�		����wv	~x�t	�u��vv	x�	���w	�����

������x�t	u����wxw�~���	tt	����


���w�	�u��vv	x�	���w	�	~�~�	` �	~s���νres;max
L ≈ −2`+ 1

96
T (	~µ

�
)

�#�&"�

�~	w~x����xw�~~uv��w|u	�	t�	��vut	#�&�{�~��v	{	xx	t�w��d�9)'f(&p!"%&f"%%&p(i!'%p%''%f#"+o%f%
)%d
)%$���d("$f)!(+&'9�%f%$"9+%$��~�u�����~x|u	t	�t�w��	�	uwt�*�"���w	~x��t��t	�����	�	v�t	��u�` ≥ 4
��~�u���xw	~��w�~�


νres;max
L (en MHz) ≈ −6− 2

96
T(	~µ

�
)

�#�&%�

����u�	#��wttu�x�	{	xx	���w�	��	�{�t{ut��wvwt�w�	�	u�	~x	�	{xu���u�t	���wuv�v�w���~������	�
t�t�w��~���t	���{��	~x	����w���	xx	x�t�����%���u�	"	x%���~�	v��|u	�u�t���u�	#��u~�t���w��	v	~x���~���ux	�	�u~	�	x�	�uw���~{	t��	����u�t���w	
0−g (v = 4)�

�~�	v��|u	�u��w|u	t���|u	t�x	v����xu�	�u~u��	���x�v	��wvw~u	t	���w	��	�w	~~	~x
�tu���v�x�w|u	�	x�		��v	t��	~x�w	~~	��~�	ux	~	�	x��w�t�	��v	�	���w	�{�vv	���utx�~x�	t�	��v	t��	~x�w	~~	�u	�t�t���u	u�~�xu�	tt	��	t�	��v		���~	~xw	tt	�u	�t��w�x�w�uxw�~�	��wx	��	�
x�ux{	{w��~�������t	�t�w��	�	uwt��	�w�~	���w�~�t�~�x�ux�	v+v	|u	t�� u�x	v	~x�	���w	��	
���x�����{w�xw�~�	�v	x�	���uw�	t�x	v����xu�	�x�vw|u	�v�w�|u	t����{w�w�~~�	�x|u	�	50% 	~�w��~���u���u��~�	~�~�	v��|u	�|u	t���|u	t�x	v����xu�	����	�	200µ��30µ

���u�	u+x�	v�w~��t��~�	
���xw	tt	d�w������x�{��	tt	~	�	ux�tu�x���	��	�t�����w!�	{	~x�w	u�	�	xt��~�	p 	�x	��x	v	~x�wvw~u�	�
/���, @;?��?�>?;����>�>�=>���<��;�����=��;�=�<<>?

��	��vut	�ux�u��	���x�����{w�xw�~{�v���x	u~x	�v		~~Γperte;MJf

|u�wt~�u�	�ux{�t{ut	����u�
�wv�tw�	�t	{�t{ut��~�	ux	�w�	t	{�t{ut��~���t	~uxwtw��~xt�	��vut	��%#�~�u��tt�~��u����	�|u	t�
���ut�xw�~�u~w�	�u|f ; vf 〉����!�	u~	�����x

wxw�~u~w	��v	�	�MJf
��	t�~�	�x�	ux+x�	���	��{x	v	~xt	{��t����	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~�v�w�~�u���ut�~��	ut	v	~x��~�{	xx	�	{xw�~��~~	�u~

����	�	���~�	u��	t��u��	�	�w	�	�~w�	�u�	�{wx��	xt�{�v���	��t��u��	�	�w	�x�vw|u	��	�����x�!�	�|u	~�u��tt�~�	�w�	�	��~x u�xw��	���~�{���	t��x�x0−g v�
w�	tt	��	�x	~x�tu���~���t	v	~x

��t��t	��
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����#��
�xwtw��xw�~�	t�	��vut	#�&���u��	����uw�	t	���	{x�	�	����wv	~x�u��	���w	�0−g (v = 4) 	x

0−g (v = 6) 	�		�{x	u��	������xw�~~�twx�	�x{��w�w��u��	����uw�	�uvw	u�t	���~~�	��w	~|u�wt��wx����w�t	�	t��x��tw�{�v�t!x	v	~x�wt��~{�~~��xt	�	�~{xw�~����~�	�	t��x�x	�~��v	~x�t������wxw�~
��	tt	�w�	�{	tt	uxwtw��	x����w|u	v	~x��u�t�� u�x	v	~x��	t���w	0−g (J = 4, v = 6) 	�x

w~�w|u�	���u~	
�!{�	�t�t�w�	���w�	#�&"	�x��~{{�~��v�	�	tt	t	�	���		���~	~{��	�tu�{t�w�	���t���u�	�������
x	v����xu�	|uw	�xuxwtw��	��u��	����uw�	�uvw	u�t	���	{x�	���w~�w|u	t	�t���	u��Γperte/(2π)ux

wtw��	�
��~xv	~xw�~~�	�����v�twxu�	�	��w�~�u�	�x~��v�tw��	�10 �u�

t���w	J = 2�

�����,-	
�����,-	
�	��	~�~�t�	��vut	z��%���	{�	�~�x�xw�~��wv�tw��	���� t�uxwtw��xw�~�	t�	���	��w�~���%	x
�	�
�����t��w{�	x�t����#��#�"��%����~~�~xt	x�u����vw��w�~���~x�~�		~x�	u~~w�	�u��(�w���xw�~~	t
vf = v′′, Jf = J ′′ �u���w	u��~�~��t��w��w�	���	{u~	�����xwxw�~u~w	��v	�	�M ′′

J

�	xu~~w�	�u��(
�w���xw�~~	tv = v′, J = J ′ w~	��w	u����u��~x+x�	u~�x�xtw��uu~�x�x�u{�~xw~uuv���u~�x�x�t	{x��~w|u	
�w	~���~w


Av′J ′m′
J ;v′′J ′′m′′

J
=

64π4ν3
v′J ′;v′′J ′′

3hc3
1

4πε0

(
C
J ′m′

J

1,q;J ′′m′′
J

)2
|µv′;v′′q |2

�#�&*�

�$

µv
′;v′′
q

def
=
〈
Ψvib,J′

m′
J ,v

′

∣∣∣
〈
Ψel
m′

J

∣∣∣µ(1)
q (Rmol)

∣∣∣Ψel
m′′

J

〉
~ri︸ ︷︷ ︸

µ
m′

J
;m′′

J
q (R)

∣∣∣Ψvib,J′′

m′′
J ,v

′′

〉R �#�&&�

	�xt	v�v	~x�w��t�w�	�	t�x��~�wxw�~���w�t�	��vut	#�%%��µm
′
J ;m′′

J
q (R)	�x

t	v�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	
���t��w��	~q��	t�x��~�wxw�~���~~���~�~�x�	{�����t�	��vut	��&����~�x�xw�~�wv�tw��	|u	~�u�
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0−G
��&

���~�uxwtw��		�x����x�	�~�x�	{���$t��x�x�t	{x��~w|u	w~	��w	u�����3Σ+
m′

J

�u�1Σ+
m′

J=0

�	�x{�~~u���
t	��!�t	��	��t	{xw�~g ↔ u���u

	�	t�~t���t	u��	m′
J
�

��u�x��u�	�t��u��	�	�w	�u~w�	�u��(�w���xw�~~	tv′′, J ′′ �u���w	u��wt	�ux��vv	��u�x�u�t	��x�x�
��x�xw�~~	t���w���xw�~~	t�	x�t	{x��~w|u	�w~	��w	u��


Γmol = (τvie,rad
mol )−1 =

∑

v′

∑

m′
J

∑

J ′
Av′J ′m′

J ;v′′J ′′m′′
J

�#�&#�

��u���u��~���u��uw��	t	{�t{ut	~�u�����~x|u	νv′J ′;v′′J ′′
	�x{�~�x�~x�{��t	��	{�u��	v	~x��	�	�~{xw�~����~�	��w���xw�~~	tt	�~	��~x�����{w��t	�|u	�u�u~	�	xwx	�t��	���~	��w	�{�vv	~	t	���w(�	��~���~�t��	{xw�~#�*�%����u��tt�~����{�~��|u	~x~�x	�ν ��u�νv′J ′;v′′J ′′�|u	

t��~��u������tu	����
ν6s,6p3/2

�uν6s,6p
��~�t��tu���x�	�{���

��~�~�x�	{���{�vv	w~�w|u��u���ux�	t��	{xw�~#�*�wt~�	�w�x	|u�u~	�	ut	�w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	�
~�x�	RE′′−E′����w��~xt�{�~�wxw�~�	���~{�(��~��~

��
E′′ − V ′′(R) = E′ − V ′(R)�

��u�w�	~xw�	��~�
{	��w~x�u�({	~x��!�	〈v′|R|v′′〉R�{	|uw~�u��	�v	x��uxwtw�	�t�	��vut	z�����u{	|uw�	�w	~x�u
v+v	t�	��vut	#�%%����u��tt�~��	�tu��u����	�|u	t	�	�~{xw�~��w���xw�~~	tt	���~xw~���	~��~x	
�	�~�v��	�|u�~xw|u	�J ′ 	xJ ′′�{	|uw�	�v	x�	�����	�t���vv	�u�J ′ 	x��uxwtw�	�t��	t�xw�~��u~wx�(
�wx����w��
�����t��w{�	x�t����#��#����#��
∑

J ′

(
C
J ′m′

J

1,q;J ′′m′′
J

)2
= 1�
�~uxwtw��~xt�	���	��w�~#�&*�~�	ux

�~�t	v	~x���{�w�	t�	��vut	#�&#��u�t�	��v	


Γmol =
64π4ν3

3hc3
1

4πε0

∑

m′
J

∑

v′

∣∣∣∣
〈
Ψvib,J′

m′
J ,v

′

∣∣∣Ψvib,J′′

m′′
J ,v

′′

〉R∣∣∣∣
2

︸ ︷︷ ︸
qv′;v′′

∣∣∣µm
′
J ;m′′

J
q (RE′′−E′)

∣∣∣
2 �#�&��

��vv	�	�~w!�	����x�!�	�~�u��tt�~��u����	�|u	t	v�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	
∣∣∣µm

′
J ;m′′

J
q (RE′′−E′)

∣∣∣
2

~	���	~���	�|u	����	E′ �w�	��	v′��~t	~�x	���t���

∣∣∣µm

′
J ;m′′

J
q (R′′)

∣∣∣
2
��	|uw�	ux�	 u�xw�	�w{w�	

�	u�	���~��t���	vw!�		~w~�w|u�~x|u	t��t��	���~	��w	�$t		�{x	u��	���~{�(��~��~qv′;v′′ 	�x���~�	�xu~	�t��	�x��wx	�t��	{�~�		~uxwtw��~xt		�wx|u	t	�w��t	���w	t	~x	v	~x��	{R�{�vv	t�w~�w|u	t	�	��vut	�#�*&�

5��#����	����-�,�2���-2-��-�����	�-
�uw�|u	t���vv	�	�{�	�{w	~x��	���~{�(��~��~��ux1

���w�t�	��vut	z��#���~�	ux���{�w�	t��|u�xw�~#�&���u�t�	��v	�~�t	


Γmol ≈
64π4ν3

3hc3
1

4πε0

∑

m′
J

∣∣∣µm
′
J ;m′′

J
q (R′′)

∣∣∣
2 ν=ν6s,6p≈ Γat

∑

q

∣∣∣∣∣

√
3µ

m′
J ;m′′

J
q (R′′)
Dns,np

∣∣∣∣∣

2 �#�#��

�$~�u����~��u�����ν ≈ ν6s,6p
��u�t��	�~w!�		��vut		xuxwtw��t��u��	�	�w	�x�vw|u	�Γ−1

at ≈ 30~�
�

�	�t��x�x�6p ��~~�	���t�	��vut	��""��~�	��	~�~xt�	��vut	#�*&��~~�~xt	v�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u		~	�~{xw�~�	R′′��~x��u�	��u�
R′′ ���~�


�

��
���������
	������������������������
�	�����
���
�����
���E′′ ������	�	�	����������
�������������
V ′′(R) ��	���������	����������������
������
�	�����
���
�����
���E′ ������	�	�	����������
�������������
V ′(R) ����������
�������������������

�� � ��E′′ − V ′′(R) = E′ − V ′(R) 

��������
������������
	����
��
������
�	����
�����������������V ′′(R) − V ′(R) ����

���������
��������������������������
������
���E′′ − E′ �������	���

��������	�������
�����	�
����	��������	����������	����������������
 
����
�

������	������	��
�	����������������
������
�
����������������������������������������
����	�0−

g

���
�
����
��

������	���������
�	����	����������
���
���	���
��V ′′(R) ���������

���

������	���������
�	������
�� 
��	����������
����������������
��������������������
��
������������������	
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Γmol(0
−
g (6s + 6p3/2) ≈ 2Γat

[
1−

(
22a0

R′′

)3
]

�#�#��

�	�{�t{ut��wvwt�w�	��	�v	xx	~x���x��tw�t	���~~�	��	t�x��t	��%���	�#�
�w�~�t�~�|u	{	{�t{ut~	��	~����	~{�v�x	t	�	�	x��	�	x����	t�xw�w�x	��v�w�|u	{	t��	ux+x�		�wx�wv�t	v	~x	~uxwtw��~xt	�	���	��w�~���&*	x��&&��	����utx�x���~x����wtt	u����~~����~�t���(
xw{t	�zutw	~~	�~�
w�u��������	~�u�����~xt	�{�	�{w	~x�aΠ(R)	xaΣ(R)�	

t�	��vut	��*�w~���	~��~x�
�	R

��

/���. �<����>?��<>��=>�=<��=��>�>�>��>
���wx�~�w{wt	����t!v	wv���x�~x�	t��w�x�w�uxw�~�	t��~	��w	{w~�xw|u	Ē′ �v��	~~	��	t�xw�	�	�
�x�v	�{�������t����	�{wx�xw�~�	t�v�t�{ut	���x�����{w�	��~�uw��~x��wtt	x	x�t�����&�	x	~��	~�~x
{�vv	�������~	��w	t�twvwx	���v�x�xw|u	�	t��x�x�u�����~�	ux	�xwv	�Ē′ ����v′ �x�~x��x	�vw~����E′�


Ē′ ≈
∫ E′=+∞
E′=0 E′∑

m′
J

∑
J ′ Av′J ′m′

J ;v′′J ′′m′′
J

dE′

∫ E′=+∞
E′=0

∑
m′

J

∑
J ′ Av′J ′m′

J ;v′′J ′′m′′
J

dE′
≈
∫ E′=+∞
E′=0 E′qv′;v′′ dE′
∫ E′=+∞
E′=0 qv′;v′′ dE′

�#�#��

�$���u����uw�	t��	u�w!v		��vut	�~�u����~�uxwtw��t	�v+v	�����x�!�	�|u	���{��	vv	~x�w~�w|u	t		�wx|u	t	�	�~{xw�~����~�	��w���xw�~~	tt	���~x���	�|u	�w~���	~��~x	�	t���t	u��	m′
J
{��t	�{�u��	�

�	��x	~xw	t��~x���	�|u	�������~���	��
�	{�t{ut�~�t�xw|u		�x�w�{wt	���wtt	x	x�t�����&��~xv�~x�����u�t	{���u{��wuv	x��u�u~��x	~xw	t

�u�	v	~x	~C3/R
3
�t��	t�xw�~


Ē′ ∝ −~δL
�#�#��

��	{u~{�	�{w	~x�	������xw�~~�twx��	t�����	�	4��	xx		��vut	�	�v	x�	{�v��	~��	��u�|u�wt	�
�x�v	�|uwxx	~xt	��s������!�t����	�{wx�xw�~�	t�v�t�{ut	���x�����{w�	����wx	��	�	{��xu�	�u�w!�	
	�xvcap ≈ 30v

����w~�w��!�|u	t	��{�t��	|δL| 	�x�	
t�����	�u{v−1�t	��x�v	�|uwxx	~xt	�w!�	��%

!"(p%$$)$f%!�('(9$$(p+9'+(&%$'f(&p�9p+d%i%&'f#'%p'9*d%%&i%$)"9&'d%$!%"'%$fq9'(i%$��	{�t{ut~�	�x�tu���t��t	��u�t		�~��	��uwx��	��x	~xw	t��~�	ux�t���uxwtw�	�u~	w��	����w|u	
���{�	�	{	tt	�	���~{�(��~��~
t��~	��w	{w~�xw|u	�	t�xw�	�	{�~�	��	��w~�wĒ′ ��wx+x�	���t�	~	�wx
{	t��u����	���ux�	�����x�!�	��{�vv	t		�wx|u	t	v�v	~x�w��t�w�	���w	�	u��t���t	u��	t��~	��w	
{w~�xw|u	��~�t��x�x�	�����xw�	�


Ē′ ≈ 〈Ψvib
v′′ |E′′ − V ′′(R)|Ψvib

v′′ 〉
|uw�	�v	x�	�	x��u�	�t�	��vut	#�#��	~uxwtw��~x�	�v�x���	�	x�	�	��vut	��	vw({t���w|u	���~uxwtw��~x
���	�	v�t	t�	��vut	s�"���~�t�	���	��w�~s�"%��~��xw	~x


Ē′ =
1

2
(v′′ + 1/2)∆Ḡexp

v′′ =
1

4
(v′′ + 1/2)[Eexp

v′′+1 − E
exp
v′′−1]

�#�#"�

{	|uw�	�v	x��	�xwv	�	����wv	~x�t	v	~x�		���~x�!��wv�t	t��~	��w	{w~�xw|u	�{|uw�	�

�
�
� �����
����

�	���{	��u��	���x�����{w�xw�~w~x	��w	~x���	��w�x�~{	�w~x	�~u{t��w�	�w~x	�v��w�w�	�	~x�	t	��w�(
x�~{	��$t��{��~�	w~x	��w	~x	xt	��w�x�~{	��$t��x�u{xu�	���	��~	w~x	��w	~x��~x��wx	v	~x�~�t�xw|u	
{�v�t	x�	ux��~{+x�		�	{xu��t��	ut	w~{�~~u		�xt���ut	��	�~{xw�~���~�	�	t��x�x	�~��v	~x�t��	�
��	{x�	��	���x�����{w�xw�~�	u�	~x�w~�w�	�v	xx�	u~	��x	�vw~�xw�~���{w�	�	t��x�x	�~��v	~x�t�	�
�t{�tw~��
��
�������������
	�������������
�������������
�
�������	
����������
�
�	������
���������������������
��������	� ������ 
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z��w���	t������~�{	{���wx�	u~	x����w	��	~�~x	~{�v�x	t	���w~��	��x�v	��{	xx	x����w	���	(t����	��~�t	{�v�t	v	~x��	v�~�	�	�{�t{ut����	�t�u����v�w��v!~	��	����utx�x����	��wv�t	��
�	�x����w	���	{	x��~���w~��w�!�	~x	��	~xw	tt	v	~x����	�{�	�{w	~x��	�t	���(�����~��~	�w���	~{	
	��	~xw	tt	w~x	��w	~x��	{t�w~x���u{xw�~�u��w~~u{t��w�	��	{���{x!�	����~w|u	��u~	���	v�t�	���x�v	�
��t��w����v!~	�t��w����wxw�~�	��~�	����xw	tt	���w�	��

��x����w	���	t����	~	��	~����	~{�v�x	t��x�u{xu�	���	��~		x~	xw	~x���{�v�x	�	�{�u(
�t��	�	~x�	{�u��	��	��x	~xw	t��~	x����w	�~�t�xw|u	��	~�~x	~{�v�x	t��x�u{xu�	���	��~	�	ux+x�	
	�	{xu�	���w���������*��wttw�v�	x�t�����*���v����x	x�t���������	~uxwtw��~xt	v+v	{�~	����	
��v�~�x��xw�~	t	�{�t{ut���~x�	�u{�u��tu�t�u����
z��wv�~x��t��|uw��t	~{	�	�x��wx	v	~x��	��wtt	x	x�t�����&�zutw	~~	����*����	�w��	��w��������x�	x����t���~���u~{�x�	x���t��|uw�	�	}�z�
	������	t��ux�	����������x�ux��wx	v	~x
�	��wtt	x	x�t�����&���ux�	u~	~��v�tw��xw�~�w���	~x	� ��w� �ux�t�v��	~~	�u�t��~	��w	w~wxw�t	�t�
��w�		~{�v�x	�	��~�	����xw	tt	�` �{	|uw�	�v	x��uxwtw�	�t	�t�w��	�	uwt��	�w�~	���t�	�	x�	t����w�xw�~��	{��u�w��t	�t�	�	x�	���w~�	x�u	�{x	u��~�ut�w�	�����	~�~x�u	�wx|u	t���	v�t�{ut�w�	
	x{	tuw�ut��	��	���x�����{w�xw�~~	��~x���t	�v+v	������������x�t��w�w�~�u���u�	�u�����w�	�{	tt	�	�zutw	~~	����*��w	�w~��	x�t�����*�� ��w	��	~xw	tt	v	~x� �ux�u~	{�v����w��~��	{t	x�u�
�		��v�xw�~	����wv	~x�t�u~		��vut	�~�t�xw|u	��~~�~xt	���t�{	v	~x�	���w	�	~	�~{xw�~�	t�x	v(
����xu�	�w~�w|u	t���w�		~{�v�x	�	t����	~��~{	���xw�t	��~�t��	~�wx��x�vw|u		x��~�t�w~x	~�wx�
t��	�|u�wt	�x~�{	���w�	�	x��wx	���u�	�w�	u~	{�v����w��~���{w�	��	{t�	����w	~{	�

�	x��wx	v	~x	�	{xu�~	{�~{	�~	|u	t	{���u{��v�	�w�t	~	��	~�~x���	~{�v�x	t��vw��w�~�xwvut�	
�	��t	��ux�	��x�x��u{�~xw~uuv�t�{�v����w��~��	{t�	����w	~{	v�~x�	u~	���~�	�w���	~{		~x�	t	�
x�u�v	�u���	xt	�x�u��	���x�����{w�xw�~{�t{ut���u	~x�	t	�t���	u���	���w	����	���	�	x����wx	����
�w���	~{		�x��~���ux	�u	�u~x��wx	v	~x�	{��v�	�w�t	|uw~�	�x������tw��	����wv	~x�t	v	~x���
��~�vw|u	�u~u��	���x�v	�	��w��	�x��~���ux	v��w��	���t�����	~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~�t���w�		~{�v�x	�	{	���~�v!~	�w~�w|u	t���w�		~{�v�x	�	t��x�u{xu�	���	��~	�	u�	~xv��w�	�
t	�{�~{tu�w�~�	x������{�	�t	�{�~{tu�w�~�x����w|u	��	�{�~{tu�w�~�	����wv	~x�t	��
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����� C?;<���
;�=��>
�	{���wx�		�x��xw{ut�	~�w��	{xw�~��{�v��	~�~x{	xx	�	{xw�~{�~��{��	�u~	w~x���u{xw�~�w�x��w|u	
�u�u 	x�����	{xw�~����	t�x	t	��w���	~x	��x��	�{���~�t��w|u	��	~�x�		����w	~{	�		��v�xw�~�	
v�t�{ut	�	��w�	��	{��wuv������x�����{w�xw�~���w~x	����x�xw�~�u���{	��u��		��v�xw�~�	xt	��t	
��w�wt��w��	��x�x�0−g 	

x
1u
��~x��{�wx���~�t��	{xw�~�������	��x	{xw�~���w�~w��xw�~�	�v	x�u��w

�����tu	�t��w�x�w�uxw�~�	�~w�	�u���(�w���xw�~~	t��	u�t���{�vv	{	t�	�x	��tw|u���~�t��	{xw�~��"�
�	v��!t	x����w|u	��	���~�w�~��tw�xw|u	�	�v�t�{ut	��	�v	xx�~x��	�x��w�	�	���~~�	�	����wv	~x�t	�
t�x	v����xu�	�	�v�t�{ut	�	��w�	�	�x����	~x�	~�	{xw�~��%����	{xw�~�uw��~x	��	{xw�~��*��w	~x
{�~{tu�	{	{���wx�		~����	~x�~xt	��ux�	�	����w	~{	��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	���w~�w|u	{	�x�w~	�
�	���	{xw�	�{�vv	t	�w��	��	�	x	tt	�v�t�{ut	��

����� �<������>���?���?>����=�>�
��ux{�vv	t	�	����w	~{	��	�		��w�w��	v	~x���x�v	�� |uw �~x�v	~�� 	x�v!~	~x	~{��	� �	�
���	t���	v	~x� wv���x�~x�� t	�	����w	~{	��		��v�xw�~�	v�t�{ut	� 	��w�	�{�~�uw�	~x��	~�v(��	u�	� ���tw{�xw�~�� �~�	ux ��~�	� � t���xw|u	v�t�{ut�w�	� t���xw|u	~�~tw~��w�	� t�w~x	�	���v�(
x�w	 ���w� �����v�~	x�t�����%��� t�uxwtw��xw�~�	 	x��	~�	��	v�t�{ut	���u� t�~�~�twx�������w	���w���	w�	v�~����&���t�v�x��t��w	��ut���	{x���{��w	�	x�!���ux	����tuxw�~��u	~{��	�t�����w�wtwx�
�		�w�	�	�x	�x�	�~��v	~x�u�{�~{	�~�~xt	v��!t	�x�~�����	x{��	����	t���	v	~x��tu����{w�|u	��u
��v�w~	�	�v�t�{ut	�	��w�	���~x���	�	v�t	
t�{�wvw		��w�	��	{�	��x�x�v�t�{ut�w�	����	�wx	v	~x��(�~w��t���	~xu	tt	{���xw�~�	{�~�	~��x��	v�t�{ut	��uv+v	t	�t��	��v�t�{ut	���t�������xw�~w��x��w|u	
�	v�t�{ut	���ut��xu�	�	��	{xw�~�	�{�{	��	�	t���xw�~��(�w���xw�~~	tt	��~�w|u�~�|u	t�{�wvw		��w�	
	�xvw�	�����x	~��x������w|u	
t�x	v����xu�	�u����~~	v	~x{��vw|u	�		�~���w�~�~xt��~w�	��	�x
�	2, 73

��	xt	�x	v����xu�	�|u	~�u�uxwtw��~���~x��!��	10000 	�w�w~	��w	u�	��

����) ���=�<�>�>����;���>
��u�uxwtw��~�x��w�~�xw�~��w���	~x	��	x	v����xu�	

���9'%i!#"9')"%'"9&$d9'+(&&%dd%T = Ttrans

H
�tt		�x��~~�	���t��w�x�w�uxw�~	~�wx	��	�u{	~x�	�	v���	�

���9'%i!#"9')"%o+*"9'+(&&%dd%Tvib
H

�tt		�x��~~�	���t��w�x�w�uxw�~�x�xw�xw|u	��	}�tx�v�~~�nv1/nv2 = e−(Ev1−Ev2 )/(kbT ) �	�~w�	�u�
�w���xw�~~	t��
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���9'%i!#"9')"%"('9'+(&&%dd%Trot



�tt		�x��~~�	���t��w�x�w�uxw�~�x�xw�xw|u	�	�~w�	�u���x�xw�~~	t���

����|u	~�u����t	��~��	v�t�{ut	�	��w�	���~��tu��	���{w�w�~�wt����w���	t�x	v����xu�	x��~�t�(
xw�~~	tt	�

����, ��=?=�>�?>�>���=�=��>�><��;�?;�>��

��u��tt�~�x�ux�����������	~x	��w�x��w|u	v	~xt	���	vw!�	�w��	�{�~{	�~�~xt	�		��w�w��	v	~x���
t��	����x�v	��u�	v�t�{ut	�|uw	u�	~x�u�����	���uw�~�u�	����	��~�t	�v�x���	�v��	�~	������u	��t��uwx	�u�u{{!��u�		��w�w��	v	~x���x�v	�~	ux�	����t��	��

�-	�2�-	��	����	�-	
�~	��	vw!�	w��		ux���	t����		~v+v	x	v��|u	t	�w��	�{�~{	�~�~xt	�		��w�w��	v	~x�	�
�x�v	����t��	������xt	����%�����|u�t������w�wtwx���u~	�	xtuvw~�(	�w���w|u	���uw~�	��	v	~x�tuvw~�(
{�t��w|u	���	x{	���~xv+v	t���!~	v	~x�	�t��	���

�~�tu��u�		��w�w��	v	~x���t�tuvw!�	�wt�u�����t�uxwtw��xw�~�	��w���	~x	�x	v����xu�	�Tvib�Trot
��u�t	�		��w�w��	v	~xx��~�t�xw�~~	t
{�vv	x�ux���(

x!v	�	x�	�v�tw�	���{�ttw�w�~�wt�u�x	~	�	x�	�		��w�w�u~	�	��	u��x	v����xu�	�Trot
�uTvib

��u�
�		��w�w�Ttrans�

��-����-���,�	�����-�#����-���,-2-�-����2�		-�-��#��,�	-�
�~	w��	�wvwt�w�		ux�	��w�	����� 	u���&#�t����	����ux��u�		��w�w��	v	~x�	��x�v	����t��	��	x
���tw��	����� 	u�~���wx~	����#������~xt	��	vw	���t	~xw��	v	~x���x�v	��

��	����w	~{		�x���tw��	��~�u~		~{	w~x	{�tw~��w|u	�1, 5v�	t�~��	x12, 7{v�	t���	���	v�tw	�	�����
2
�	x�	�		~~�v��	���w��t	{	|uw�	�v	x�		�w�	���w	�t	�����v!x�	�{�ttw�w�~~	t��	t�	����w	~{	��

x�	�v�tw��	�250◦
��u�t�u~	�	�����w�	x�300◦

��uvwtw	u��~t��	���2
�

10, 6µv�
�u~�uw���~{	�	

300
�	x���~xu~���w�x��	|u	t|u	�{	~xwv!x�	��	�x{�twv�x�	xx���	��	t	�����~�t	|u	twt����uwxu~	
x��~�wxw�~	~x�	t	�~w�	�u��w���xw�~~	t��(100) 	x(001)�

�	�	�~w	��	���	�{wx	���w�	v	~x��	��u~�x�x
(000) �
��~	��w	w~	��w	u�	����{	��u��~xw(�x��	�
t�~�u	u����~�	�u���x�~4, 3µv

�{	|uw�		��w�wxTvib�
���x�xw~wxw�t(100) 	�x�	�	u�t�����	�{�ttw�w�~�x�	�v�tw��~x	���	{t	����	�x�~x�{	|uwx	~�����w��	�
Ttrans����

wvw~uxw�~�	x	v����xu�	|u	t��~��xw	~xt	t�~��ux�� 	xt��	�	�xv	�u��	���t���x	{xw�~�
�uv��	~��u~v�~�v!x�	���u~	���w�xw�~��u~vwttw!v	�	t���	��w�~��~�t�	~{	w~x	����wvw~uxw�~�	
x	v����xu�		�x	�xwv�	�1◦

��{	|uw	�xw~�u���~x��u�����uw�	�	�v�t�{ut	�	��w�	��

�-	�2�-		���-��-	�#��	,����,�	�����2��-����2�		-�-��2-	����-	
�w�~�t�~� x�ux ������� t�	����w	~{	 �	 ���	{xw�~ ��u~  	x� �u�	���~w|u	 �	 ��

2��� ��	��v�~~	x�t����&�� 
 wt�uxwtw�	~xu~t��	��{�t���~x|uw w����w	��~�t	���wx t	 	x� {	|uw
�	�v	x���t�v+v	�{{��w�~�		�w�	�	t���	{x���{��w	�{��t	 	x~�	�x���w�|u	t���|u	t	t��	�	�x�
����~�~{	������	{xw�~��x	~u		�xv	�u��		~��t���~x���xw�t	v	~xu~��x	{x	u���t�v	~x�	xu~��x!~	
��w�~w��~x�t����w��	�	�v�t�{ut	��	��

2
���	��u�{	~x��	�	v�t�{ut	����w�	��x�~xx�!�	�w�t	��	t�����	
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��u~vwttw!v	�t���x	{xw�~	�x���tw��		~��~{���~w��~xt	�w�~�t�x	{�~w|u	�	�t�{�(w~����	{t�{�u�u�	
�ut��	��t�	��|u	~{	�	400����	�	~��~x�{�vv	t�	����w	~{	���{��	~x	�{	xx		����w	~{	�	�v	x�	
v	xx�		~��w�	~{	t�	�	x�	t�tuvw!�	�u�t��wx	��	x��~�t�xw�~~	tt	�	�v�t�{ut	�v�w�~	�	�v	x���
����x	~w��	�v�t�{ut	�	��w�	��
�~	w��	~�xu�	tt	��u��		��w�w�t	�v�t�{ut	�	�x��uxwtw�	�t�v�x���	|uw�	�v	x�	�		��w�w��	�
�x�v	��{�	�x(�(�w�	t	�		��w�w��	v	~xt��	����~�{	��wx���	�	{xu	�u~���~�~�v��	�	{�{t	��������xw�~(
�vw��w�~���~x�~�	��u����tw�	�t	�		��w�w��	v	~x�	�	u�x	�ux�!����~�~�v��	�	~w�	�u���(�w���xw�~~	t�
�	��t	�|u	t��	���	�{wx	u~	v�t�{ut	���~x�������u~���x�~t��	����x	{�~w|u	�	�		��w�w��	v	~x
�	v�t�{ut	����t��	��	|uw	�x��~{t�uxwtw��xw�~��u~~�v��	�w��~x	�|u	�	t��	���	��v�	u�����w�t�
�	{xw�~%���*���~	w��	��xu{w	u�	��u�{��	�t	�~�v��	u�t��	���	��v�	u��~�{	���w�	��u�		��w�w��	v	~x
�	v�t�{ut	����t��	�	ux�������	����}��~�	x�t�����*���	�	��|u	~{	��������w�	���~x{���	���
{	�u~vwtw	u��v�~{�~�xwxu���u~ 	x�	t�v�t�{ut	��		��w�w��u~�ux�	 	x�wxu�	~���w!�	�	����w~�w
t�w~�u	~{	�ut��	���	{x�ux	�t	�	��|u	~{	��	x��~�wxw�~�	x�	����~{�		��w�w��	����{{�������t	�	�x
��~{�ux�v�xw|u	v	~xv�w~x	~u���v�x���		�x	~�	��~{�	x�!�{�v�t	�	�	x�	{		�wx�w�{wt	�v	xx�	
	~�u��	��tt	~�{	��wx	�������u~��t����	�	t�	��|u	~{	t��	���u�u~�		��w�w��	v	~x��x�xw�~~	t�t	
�		��w�w��	v	~xx��~�t�xw�~~	t�u��w	~x	~�uwx		x�~�t	v	~x�t	�		��w�w��	v	~x�w���xw�~~	t	�x��x	~u	~
��xu��~xx�ux	�t	�x��~�wxw�~���u	{	tt	��	~�~x�	v = 0��

}��~�	x�t�����*��xu�w	~x	~��x�wtt	{���	��
2��

$t	�w~�ut	xX1Σ+
g (v′′ = 0 − 9, J ′′ = 0, 2)

	��v	u~{�{t	|u��w(		�v���uv�w~�105 {�{t	��vw��w�~(
������xw�~��~��	�x	~�x��t	����	{B1Πu(v

′ = 0, J ′ = 1)��~{�~{tu�w�~�{	�v�x���	���~xx���{�v�t	�	���u�+x�	vw�	�	~�u��	�u~	�	�v	xx	~x�������x	~w�
u~�		��w�w��	v	~x	�{�{	�

����. �>�>���=�=��>�><��;��
���;����=;�=�<

����	vw!�	vw�		~��w�	~{		����wv	~x�t	�	v�t�{ut	�	��w�	��T ≈ 0, 3v
����x����tw��	��~�~�x�	

�|uw�		~���#�	~���x�����{w�~xu~	��w�	���x�v	��	��2�
�	xx		����w	~{	��x�t���	v	~x�	t�x�	��~�

t	� �u�~�u�
�{w	~{	������wt���#�������{w	~{	�	�����v�w���#��"����	~�u�	t���	���x	u������	x���#�%&���	s�~�	��" uwtt	x���#��#����u�t��{w	~{	���	x���#������{w	~{		x��	~w���	�x	v��	���#��*�����x�~w{��~��	v��	���#��"*���{w	~{	�
w	���{	v��	���#�����	x�	�~w!�	v	~x��~��u����� uwtt	x������%���~��xw{t	�	�ut���w��xw�~	�x���u��~����	{�	�{�	�v��������""��
��v� 	u�	���xw	�	{	{���wx�		�x{�~��{��	�t��	~!�		x�t��	�{�w�xw�~�	{	xx		����w	~{	����
�wtt	u������	~x�	��~� ��w��	xxw	x�t�����#������~x{	t�w~�w|u�~�t	��w���	~x	�w��	�|uw	u�	~x�	x��~x
	~{��	��������	���u�{��	��	�v�t�{ut	�	��w�	�����xw��	t����x�����{w�xw�~�

�	�ux�	{�	�{��{�~�w�x	�x��u�	�u~���{	��u��	��v���	��xw|u	���x�~x�	�	u��x�v	�	��w��tw��	�
	x�	�v	xx�~x���xx	w~��	u~~w�	�uv�t�{ut�w�		�{wx��	���	�{wx�~x�	��u~~w�	�u�	t��x�x	�~��v	~x�t�
�	��{��v�����{w�|u	��	�v	xx�~x���xx	w~��	v = 0, J = 0

�w�	��	�		��w�w�	Tvib
	xTrot

��	��~x	������	~
�	{xw�~��*����{	 �u���	ut	�t	�v�t�{ut	���2 	x

�
2
�~x�u+x�	����uwx	�������x�����{w�xw�~�v�w�wt~		�wx�u{u~��ux	|u	�	��{��v���	{���xw�~	x�	��x	{xw�~�wvwt�w�	��	��~xuxwtw�����u��	~�v��	u�	�

�ux�	�v�t�{ut	�����	{xw�~��*���	��{�~��{��	�t��	�{�w�xw�~�	��ux�	����	���xw�~��	v�t�{ut	�	��w�	�
|u	t�~�x�	�

���#�	�����#���,���������2-,���,���,-����2-��
2

�~�xu�w�~xt	�	�{x	u���	���~{�(��~��~	xt	�x�u��	���	�{wx�xw�~	~x�	�w���	~x��x�x��	t�v�t�{ut	
�wv!�	�	twx�wuv����x��~���t���~�����&����w��u��w���x��~���t���~�����#��{�t{ut	~xt	���{	��u�t	
�tu�	������t	��u�	��v	��wv�t	v	~x�	�v�t�{ut	�	��w�	�������x�����{w�xw�~����xw��	7�w�	x�u��!�	~x
	~{�~��|u	~{	t	���{	��u��uw��~x�	~~�x�xw�~�u{������	�u~��


7Li +7 Li (onde ` = 0)
hν1−→ 13Σ+

g (v′1 = 51, N ′
1 = 1)

hνspon−→ a3Σ+
u (v′′1 = 10, N ′′

1 = 0 ou 2)
�����

���vw��w�~���~x�~�	~	�	u�t�~x{�vv	�x�xtw�|u	t��x�x(v′′1 = 10, N ′′
1 = 0 ou 2)�

t	�90% �	��ux�	�
���	�{wx�xw�~��		�~x��~�t	{�~xw~uuv����x��~���t���~�����&��u��!�	~x	~�uwx	t	���{	��u��uw��~x
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2

�	�v	xx�~x���xx	w~��	v = 0 


a3Σ+
u (v′′1 = 10, N ′′

1 = 0 ou 2)
hν2−→ 13Σ+

g (v′2 ≈ 10, N ′
2 = 1)

hνspon−→ a3Σ+
u (v′′1 = 0, N ′′

1 = 0 ou 2)
�����

���	�~w!�	�x��	��w	~|u	�	u�t�~x���	��	~xw	tt	v	~xv′′1 = 0�~	�	u�t	���u~w|u	v	~x{	�	�~w	�
�w
�~�	ux�	�		{xw�~~	�t�v�x���	�wt�u�x�	�	{�vv	~{	�t��x��	�	��v���	�u�t	��ux�	�~w�	�u���	xx	
�xu�		�x�x	~�u	�u{���	6�w	x�	t��x�xX1Σ+

g
������x��~���t���~��������

���#�	�����#���,���������2-,���,���,-����2-7�
2

��~� t	 {�� �$ t��x�x ���x�����{w� �	 ���	�{wx	 ���~x�~�v	~x �	�� �	� �x�x� �u{�~xw~uuv�
�}�~��~�zutw	~~	����%�	u�	~xt�w��	��uxwtw�	�u~�	{�~�t��	�	�{wx�~xt��x�x���x�����{w���u�	�	{(
xu	�u~	���x�����{w�xw�~��	u��x��	��{�vv	{	tt	v	~xw�~~�	�u���������	&�%����	��u~�x�x�	
���	u�t�~x���	��	~xw	tt	v	~x����vw��w�~���~x�~�	�	��u~�x�xtw���	��ux	u����	~~	~xt�	�	v�t	��u~
�x�x�	����	���v�w�|u	tt	|u	��wxt�v�t�{ut	�wt��wx+x�	����w�t	�	x��u�	��	x	t��x�x��

���#�	�����#���,���������2��	�����2-�	��

�zutw	~~		x�t�����#� �	��	~~	~x t�w��	 �	 t� ���x�����{w�xw�~ � �	u� {�ut	u�� ���	t����	
����}��~�~�zutw	~~	����*�v�w�	~���x�~x��u~{�~�	~��x�x�vw|u		x	~x��wx�~x����u~{�~�t�	
�	�x	|p〉�t�{�ux	�u	�t�����wx��	���	~xu	tt	�v�t�{ut	�	��w�	�����uwx	���~��u���t��u��w�	��	��	��t�x����w	���	t����	�t��	{xw�~#�����|u�wt�u�x�	v��w�	�t��!�	v	~x��u��	x��u�	�t	����utx�x�
�	�}��~�~�zutw	~~	����*�zutw	~~		x�t�����#���{��|u	�x��	�t��vw��w�~���~x�~�	�	ux+x�	�	v�t�{�	����	t��vw��w�~�xwvut�	���w�t�	����w	~{	
��x�wtt�		~�	{xw�~&����������	����{	��u���v�~�u����	����{	��u�����������������w�t��	{xw�~��*�����

��w~x��+x�u{�~�	~��x	�x��~�~��v	�	~�wx�
 t	x�u��	���x�����{w�xw�~�	��	~{�~��|u	~{	
x�!��t	��� �zutw	~~		x�t�����#�v�~x�	~x|u�	~v�w~��	100µ���tu��	t�v�wxw��	��x�v	��	u�	~x+x�	x��~�	��v��	~v�t�{ut	�	��w�	������w~{w��t	�w�{utx�	����wv	~x�t		�x�	{�~x��t	����	�wx	v	~xt	�	��|u	~{	��	��	u�t��	�����u���u��w��������~{�w��	t��vw��w�~���~x�~�	�{�vv	wt	�x�u�����
����}��~�~�zutw	~~	����*���	{t	{��w�~δresL = −E���u��xu�w	��~�{	{w��~�t��	{xw�~�uw��~x	��~	�ux�	w��	��u�	��v	��	�v�t�{ut	�	��w�	�{�~�w�x	�	��v	��	�v�t�{ut	�	~���x�����{w�~xu~	
��w�	���x�v	��wxu����~�t	v+v	�wx	��u~���	�u��xw|u	��	��	~�wx���xx	w~x	���~�t	����	�u���xw|u	�
�	�v	xx��~x��~���ux	���w�	v	~x�	x	tt	�	����w	~{	��	~���xw{utw	�	~�w�����~xu~{�~�	~��x��~�u~
���	�u�

�
�
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���	��	���

2

z	�	x��{	w{wt	����ut	v	~x{���~�t��w|u	|uw~�u��	�vwx�	���tw�	�t���	vw!�	���	���xw�~�	v�t�(
{ut	�	��w�	��

����� @
�=����<?;�>����?��;<�

��	����w	~{	�|uw{�vv	~��	~���*�{�~{	�~�wxt����x�����{w�xw�~���x�v	�	��w���	{��wuv��	�w�(
���wxw		����wv	~x�t	x~�x�vv	~xt��	�{�w�xw�~�	�t��	���	���x�����{w�xw�~���ut��	���w�~w��xw�~	x�u
���{	��u��	��x	{xw�~��w�~���~x��x�wtt����~�t	��	{xw�~�%�"	x%�%�

3����,����-�,-	-�#���-��-	-�#-��-	

�	{��wuv�x�~xu~�x�v	x�!�t�u���t����	�{wx�xw�~�	�v�t�{ut	����x�����{w�	�	~�	~��	�	u��x�v	�
���{�����~x��	{u~	�wx	��	�v ∝

√
E
mCs

��tu�t	~x	|u	��~�t	{���	��ux�	��t{�tw~��	x|uw�	ux��~{+x�	
w~	��w	u�	�t��wx	��	�	{��xu�	�u�w!�	�
�
�����	����	�	����	�	����	��	�� 
��	
��������������������������������	��

�����	����	
�
��������	�	����	��
���
����	�� 
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��&

��u�����u��	{	��w�{utx����tu�w	u��v�x���	��	u�	~x+x�		~�w����	��	~���xw{utw	�t�����w�wtwx�
�	�uw��	t	�	����w	~{	����tw��	���	{u~�ux�	�x�v	t�u���t	�u�w�wuv��	�	~��~x����~x�	{��	�u~�����������~xt����	�~�	u�	�x��	~�w��~1v�{�v����	�t����	�~�	u���	~�w��~1���u~��s����~�u�x	�x
v	�t�uxwtw��xw�~�	t���x	{xw�~w�~w|u	�|uw���wx	�wx�	���	u�	��u�t	���wuv	xt	�u�w�wuv�

5����2���-2��-�����#������	�����",���2-2���,�	-�#�,	�-������2-,�,��
�-��2���2-

�	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~��{�wx	�	~�	{xw�~��*�~xv�~x��|u	t��~��u��wx��x	~w��	��	�x	�
�	t�����	�	50

���	��	�x	���~x	~���xw	{�v�	~��	����t	�	v�tw����	�u�w!�	v��~�x�(��xw|u	���~xt	
x	v��{���{x��w�xw|u	�	�	v�tw����		�x�	t�����	��u~	�	vw�	{�~�	��~	~���uwx|u	t	x�u��		��v�xw�~
�	v�t�{ut		�x�	t�����	�	RPA ≈ 1v�

t��x−1��−1 	~{�~�w����~x|u	t	t��	��	���x�����{w�xw�~{�u��	
x�uxt	�w!�	��~uxwtw��~xt��|u�xw�~��*	x	~	�xwv�~xt��u��	�	�w	�	�v�t�{ut	��	~�w��~dt ≈ 30~��
�~��xw	~x������wv�xw�	v	~xu~~�v��	�x�xw�~~�w�	�	v�t�{ut	����x�����{w�	����t�


NPA(t; t, dt) = RPA(IPA,0)N
PA
at dt ≈ 1× 108 × 30.109 ≈ 3

�����

}w	~|u	{	~�v��	��wx	�w�t	�t���x	{xw�~���w�~w��xw�~�	v�t	����w�t	{��	tt	�	�v	x�	��x	{x	�u~
w�~u~w|u	���uxwtw��xw�~��u~t��	��{�t���~x{�~xw~u�	v�t	t��tu��wv�t	��u�{�tt	{x	�t	�w�~��		���~
w~w~x	���v�u	��	�w�����~x�����u~x	tt��	��~�u����~�uxwtw��u~t��	��ut��|uw��	�tu�t����~x��	
�	��tw��	�u~	���~�	�~	��w	�	�v	xx�~x��w�~w�	�	�{�{	v	~xx�u�t	��x�x����w�	vv	~x�u~	wv�ut�w�~t��	�~�w�~w�	|u	t	�v�t�{ut	����x�����{w�	�����	~x	���~�t	�w!�	�}w	~|u	{	~�v��	��wx	�w�t	�wt��wx+x�	~��~v�w~�v	�u���t	���u�	�	{xu	�u~	w�~w��xw�~�w�	{x	�t�t�~�u	u����~�		ux{��w�w	�≈ 720~v���w���u�	�����

����� A��><�=�<����>�=>���>���>><��=?=�;<��<>�=��>?;�>��C������=�<��=�<�
�;<�?;�=��>?;�>��

��������-	2����-�����2�#�-��-�	#-���-
��	�x��~�{	xx	{�~��u��xw�~|u	t	��	vw	���	{x�	�	���x�����{w�xw�~	ux���tw��	~uxwtw��~xt��w��	
�}�����%&��(���100v��{�vv	t��	��	���x�����{w�xw�~���~xt�	��|u	~{		�x��t��	����u~{��~(
�	v	~x�	x	v����xu�	��	{u~	�wx	��	x��w|u	�	10v~���{v−1��	��	{x�	�����	~x�	~��u�	���	�x
��x	~u	~v	�u��~xt	~�v��	��w�~���+

2
	x��+ �{��|u	wv�ut�w�~t��	��w�	�x�ux	�t	�0, 1���uw�	~

v��	~~�~xw~	��v�xw|u	v	~x�u�u~	�w��w~	�	v	�u�	����u��	����xw�~��	��	{x�	��tu����{w�	��wt	�ux
������~{�w��	��u{xu�xw�~��	�wx	��	��uv�x	u��t	��t����	�	t��w��		�x��~{�tu�t	~x	x	�x��x	~u
���u~{�u��~x��tw������t����w~�x	u��	{�vv�~�	���vv	�xx	~�u��	utt	�w�~�t��w�~���+

2
��~~	�{{!��u��	{x�	�t	�w�~�t�	��+ 	�x��!��	100 	�w�

�u���w	u�	x����w	~x	��	~xw	tt	v	~x�	��x�v	�	�{wx����~�t��x�x6p3/2
���t	�t��	���	�w��	��	��

4#����	�����2-	#�������-	
�~		�w�t	���	vw	����	{x�	��	���x�����{w�xw�~���tw����t	�����v!x�	�	u�	~x��xwvw�����~����x	~w�t	v	wtt	u��w�~�t����w�t	��	~�v��	u�	���w��	�vw�	~x�	���~w�t	�{�wx!�	��uw��~x�

���	�w!�	��wx+x�	�	�	xwx	�wv	~�w�~	x�~��wxuxwtw�	�u~��{�t��		~�ut��xw�~��	~�w��~−3Γ 	x

Itot ≈ 6Isat
�w�	�I ≈ Isat ��u�{

��{u~�	�	�w�{	�u��w!�	���
�~	�	x�t	�w!�		�x�w~�wx�!��	~�		x�	u+x�	�	{�u�	�x�tu�	�{wt	v	~x���t	t��	��	���x�����{w�(
xw�~��~�w!�	u~�	u�tu���tuvw~	u��	ux	~x���~	�u~�w�~�tu~�	u�tu�wv���x�~x�v�w�t	��uwx
�	�w�~�����uwx����t����x�����{w�xw�~{�u��	���t	�t��	���	�w��	��	�	�w	~x�u��w�tu�wv���x�~x���x�	�w!�	{�~xw	~x�w~�w��!��	5 	�w�v�w~����x�v	�|u�wt~	�	ux	~{�~x	~w��wt��~�u�v	~x	t��uw���~{	�	t��w��		�{t��	�

�
��	��
���
���������������
2 + 2hν →��+ + e−+

������
2 + 2hν →��++

��− �����������	�����

���
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��

����) ��;<�>����>�>�=>�>���?���?>�����>��;�?>?;�>��>�
���;����=;�=�<>�?>�
?;�>���=��>�

3-	��,���,-	2-,��
�-2���-2-��-

��w~�x�tt�xw�~��u~��{�	u�v�{�~w|u	���w�t���u�	%�����	�����u�t	x�� 	x�u	�w�{	�u�	���x���(
��{w�xw�~�	�vwx���ttuv	�	x�	{�u�	�{	tuw({w�uv�v	~x��utu��~�ux�w~�w��x	~w�t���~�vw|u	��{�wx	
���t	�w�~�t���	t���u�	��"����	������~�	v��|u	|u	t	x	v������x	~xw�~�u���wv	�x�xw�~~�w�	�u~		�w��ttuv�t	t��	��	���x�����{w�xw�~�	�xx�!�t�~���tu�w	u��vwttw�	{�~�	��	x�|u�u~		�w�t		�w�{	�ut��	�
�{{utx��t	x	v�������	���xw�~�	�v�t�{ut	���~~�~x�	�w�~���+

2
�	�x	x�!��t	����tu�w	u��vwttw�	{�~�	����	���t	u����~x�tu�w	u������	��	���~�	u��u���w	u�	��u��u��	��	�w	�	�v�t�{ut	�	�{wx�	��|u	t|u	�

�w��w~	��	~�~��	{�~�	���
������w�wtwx�|u	~�u����x�����{ww�~��	�v�t�{ut	���~�t��x�x	�{wx�2u(6s + 6p3/2)

|uw�u~	�u��	
�	�w	�	�tu�w	u��vw{���	{�~�	���	ux�wx	�{��x�	�{��{	x�x�x~�	�x	�{wx��t	|u��x�!�t�~�u	�w�x�~{	w~x	��x�vw|u	���w����	����	x~�x�	��	{x�		��t��	�	��w�x�~{	��w	~w~	��w	u�	��100 a0�

�w�~�t�~�|u	
~�x�	���x!v	�	��x	{xw�~�ut��		�x��~���ux	�	�	��v�~x��u�	�	{xu	�t���	{x���{��w	�	t��x�x2u�{	|uw~�� �v�w��x����tw�����w�~w��xw�~�ut��	�w�	{x	�	�v	x	~	�	x��w�~w�	�t	��x�x�|uw�~xu~	x�!�
t�~�u	�u��	�	�w	{��t	~�v��	�	v�t�{ut	�	�{wx�	�	~���wv	�x�xw�~~�w�	���w�t�	��vut	����	�x�t���wv���x�~x�
��u���vv	���~{���w���t�{�~{tu�w�~|u	~�u����	��w�~�t�w�~w��xw�~�	�v�t�{ut	���~�t��x�x

	�~��v	~x�t���

5�������2����	#��,-	,�	-�	2-#��
-�
-

����u�	���v�~x�	u~��uwx��w�~���+
2
���w�u	t�v+v		~t����	~{	�	t��	��	���x�����{w�xw�~

����~�~x��	��uwx	�x�	�u�t��	���	�w��	��	{��wt�	v�t	�uw��	tw~��w�	v	~xt	����v!x�	�	��xu��xw�~�
��~���twvw~	�{	xx	��u�{	�	��uwx�~�u����~��u���wv�t�	�	x�ut��	��	�w��	��	�w�	�t	t��	�	�{t��	�
	~t	����w~ 	{x�~x����u�t	����w~ 	{x�~��	~��{�t�~xt�	��|u	~{	�ut��	�v��x�	��w�t	v��ut�x	u�
�{�u�x�(��xw|u	���w���u�	%�"���	v�~w!�	�{	|u	t	t��	�	�{t��	~	��wx�tu�w~ 	{x���	����t!v	
��w~{w��t	�x|u	{	t��	��	v	x�t����t��	��u���~v��	~�xu�	t|uw�	ux+x�	���{�	�	�	��|u	~{	��	
�w��	��	���u����~���~{���~�t	�	����w	~{	��uw��~x	��{�u������w|u	v	~xt		�w�{	�u��
{	�u~	{	ttut	
�	��{�	t��{	|uw�	�v	x�tu���~���t	v	~x�	���uw�	���uw���~{	���t�~x���u��
{	�u~	t�v	�	����w�
v�~x�	�u�u~��ux(���t	u�|u	t��~{�vv�~�	�t	{x�w|u	v	~x��	{w~�u��	�vwx�����	��	�	~{�u��~xx�u�t	�t��	��{�~xw~u����t	v+v	x��	�	{�ux	|u���	{t	�v�t�{ut	�����uwx	����t	t��	��	���x�����{w�xw�~�w�	�u~�w�~�t�	v�t��t	�u�w�~�t���	t���u�	��"����	��tw{�xw�~�	{	xx	����u{xw�~�	v�t�{ut	��x��t	�
���t	�t��	���	�w��	��	�	����~~�	�u{���wx�	�����%�

�
�
� ��������������	���
����������	���	��������	�������
����������

	���
2

��u~w|u		��tw{�xw�~�	{	����	���xw�~���w�~���+
2
�tu�w	u��vwttw�	{�~�	����!�t�{�u�u�	�	�t��	��

�x�wx|u	~�u�	��vw�~��	�v�t�{ut	��x��t	����{�~{tu�w�~�uw��~x	��wv���	��~{
t	�v�t�{ut	��x�w	~xw�~w��	���~�t��x�x	�~��v	~x�t���u��tt�~������	~x~�u��xx�{�	��t�{�v����	~�w�~�	�v�{�~w�v	�
���{w��v	~�~x�t��x��	�~�t	|u�	�xt�w�~w��xw�~�

��
	��
����
��������	�2u(6s+6p3/2)
������������
	������	
�	��
����
���������������
������	������������
������������
���	���������
��	
��
��
�	��
����� 
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�����
����������
�	�����������	������������
	�����	��
����� 

 ���
��	����	���������
	���
���������R ≈ 1

10
λ̄ ≈ 250 a0���

�
��
�~γspon ≈ 15µ� 
�����	
�����������	�a3Σ+

u
����X1Σ+

g �
������������
���������������������	������
����������	����	����X1Σ+

g  �.
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��)�� C������=�<�>���?���?>���;�?>��=�����;<�>�>?;��;<�
>����?�=�>��=��;<�>
=<�>����=;=�>����=��0−g (6s + 6p3/2)

��w~x	����x�xw�~�u��	{x�	��x�	�	{xu�		~����tt!t	��	{t	��	{�	�{�	�	����wv	~x�t	���~� u�x�~xt�	��vut	s���	�	���(}	�~�x	w~�~�~�v�tw���	�{	xx	���w��	�	t�	����w	~{	���~��xw	~xu~{�	�{w	~x
���v�x�xw|u	C3

�	t�����	�	−12 e2a2
0
{�v��xw�t	��	{t��x�x0−g (6s + 6p3/2)

���w�t�x��t	��%���	�#��
��u��xu�w	��~�	~��x�wtt	��	{x�		~�	{xw�~���*����!�t	�	��t	{xw�~g → u ~�u�

w~�w|u	�t���|u	
t	�v�t�{ut	��x��t	�|u	~�u����	���~���~x������t	v	~x�t�w~�u	~{	�	t��x�u{xu�	���	��~	�u�{	xx	
{�~{tu�w�~�	��x��wx����t�~�x	��"�����	��*���~�t��x�xa3Σ+

u ��t	�w�x	u~�ux�	�uwx��	��x	~xw	t��	{t	v+v	{�	�{w	~xC3�
t	�uwx�2u�|u	~�u��	~�~��

��{��x	�
��~�t��	{xw�~���{��	~x	�

����w��~��u�t�|u	tt	�	utt��x�x0−g ��~~	�	�v�
t�{ut	��x��t	���t���|u	t	��ux�	��x�x����	����

	����wv	~x�t	v	~x��~�t	��ux�	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~�{�vv	t	1g �u
t	0+

u �
�x�w	~x��	�|u	

{	�x�w~	v	~x	�{wx����~�~�x�		����w	~{	�	�xt��uw��~x	
t	�{�u��	��	��x	~xw	t��~x�	����	~x�	�	~��u�	������~x��w�	v	~x�u��ux�	��x�x��t����~{�	���ut�w�	�	t��x�x0−g ����	~x	u~	�	~x		�w�t	�{	|uw
�	�v	xt�	�w�x	~{	��u~��w~x�	����~{�(���~��~��w�x�~{	�|u	~�u����	t�~��w~x	�v��w�w�	x�!�	������t	
�t����	�{wx�xw�~	~u~�x�xtw���	��ux�	��x�x�{�vv	1g ~	����	~x	~x|u

�u~�	ut��w~x�	��~��~�t	
��w~xx�u�~�~x{t���w|u		�x	�~	��$t�	�{wx�xw�~	x��~{�u��wt����	�{wx�xw�~�	����uw�	~x����w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	{���	���~��~x�u��w~xx�u�~�~x	�x	�~	RC 	�xx�!����~�	�{	x��	�

��x�x�	���	�{wx	����~{
��	�|u		�{tu�w�	v	~x	~�	u��x�v	�tw��	���~�ux�	�uwx��	��x	~xw	t����	~x	u~	���~{�	���ut�w�	���u{	��u~	�w�x�~{		������t	��u�t�
���	�{wx�xw�~	~�x�x�tw��
t��x�x1u�v�

w�wt~�	�x���	�{�{	v	~x	�{wx��u	�wx|u	t	��x�v	���~x��~�
t��x�x6s(f = 4)�

��u���x�wtt	��~�{	��w~x	~�	{xw�~������

��)�� C���>������=�<=�;�=�<�>���?���?>��;<�?���;���<�;�><�;?
3�#-�2���--����-�	���2-		�
����2����	

��v	�u�	�	t����	~��~{	�u~�v��	��w�~���+
2
��x	~u�	~	�~{xw�~�	t��uw���~{	t��	�w�~w��~x		ux

u~	�	���	vw!�	����tw��	�����	���utx�xv�~x�	x�!�{t�w�	v	~xu~	���	~��~{	tw~��w�	�u~�v��	��w�~���+
2
	xu~	���	~��~{	|u����xw|u	��u�t	~�v��	��w�~���+��	xx	�	�~w!�	���	~��~{		�x	�{wt	v	~x

	��tw{��t	���t�w�~w��xw�~��	u����x�~�����xw��	��x�v	���(6p3/2)����
��	~��~{	tw~��w�	�u��+

2
	�x

�tu��x��~�	�{���~���xx	~�t��u��w�u~	���w�xw�~|u����xw|u	��uw�|u	�	u����x�~���	t�~�u	u����~�	
720 ~v

���~x~�{	���w�	���u��xx	w~��	t		�~��u�uwx�v�t�{ut�w�	�	��+
2

����xw����x�x���(�w���xw�~~	t�
��u�t�twvwx	���v�x�xw|u	6s+ 6s�

��~�	{�v��	~��	{	��������	���~�	{�	�{��|u	t�x�xw~x	�v��w�w�	
�	ux�	�v	xx�	u~	w�~w��xw�~��	u����x�~�����	~x�~xu~	���w�xw�~tw~��w�		~w~x	~�wx����
�������-���2����-,���	��#����	�-�-��"6s+ 5d

���	{�	�{�	�	t��x�xw~x	�v��w�w�	�	�x��u~	���x	����wv	~x�t	v	~x�	~v��w��~xt�t�~�u	u����~�	
�ut��	��{�t���~x�	x���ux�	���xx����w|u	v	~x�	~�xu�w�~xt	�{�u��	��	��x	~xw	t�v�t�{ut�w�	��

����u�	���v�~x�	|u	t�w�~w��xw�~	�x	�{�{	t���|u	t	����x�~�w�~w��~x��~x��~�u~			~+x�	
���~	��w	��	~�w��~700{v−1 {�v��w�		~x�	13 900{v−1 	x14 600{v−1��	t���w~x	���!x		~{�~�w����~x
|u	t�x��~�wxw�~�x�vw|u	6s → 5d �	|u

w!�	u~	�~	��w	�	��!��	14 600{v−1 	x|u	t	�uwx�a3Σ+
u
�u~	

���	�~�	u���	~�w��~250{v−1����x�xw~x	�v��w�w�	�	{�	�{���	v�t	��~{+x�	t��x�x3Πg(6s + 5d) |u
w�

u~	���	�~�	u���	~�w��~950
�
14 600 − 13 900 + 250){v−1����~x���xu�w	��tu�	~��x�wt{	��	{x�	���~�t��	{xw�~��"����w~�w|u�~�t	��ux�	�		~+x�	���w�~w��xw�~����w�t	��
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������������������∑
k

〈f |−~µ. ~Erad|k〉〈k|−~µ. ~Erad|i〉
Ei+~ωion−Ek

��
�����	������
����	�
�� |k〉 ����������
��
�	

���������
����
���	� ����
����� ���� Erad ∝

√
I
���
�����
�����	����	������	�����	�
	�������I 
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Ei + ~ωion ≈ Ek��
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2
��

��-,		���,-	����-		�����	2�����	�����#�		��,-	�

�~�	�����u{�t���~x���722 |u	~�u���w�~�uxwtw��
��
�~�u����~�	�������w�~w�	���	{t	�{�t���~x�

���751����722����698���s������vw~	%*����������u�t��532~v�{�uv��
w~	520�{�uv��

w~	460�
���390 	x	~�~t	������x�w�t��355~v��~���	��	�t���t��tu���x�ux	v��t�����	~{	��u~	w~�v	|u�~xwx���w�~���+

2
���u	��	{t������(

vw~	%*��$t�|u�~xwx���w�~��	�w	~x~	xx	v	~x��x	{x��t	�{	|uw�	ux{�!~{w�	��u~	w�~w��xw�~���~x
{�vv	�x��	w~x	�v��w�w�	�	��x�x�v�t�{ut�w�	�tw��t�twvwx	6s + 7s

�{���	���~��~x�u~	x��~�wxw�~
�x�vw|u	�540~v

��
���tu���x�	{	���	{x�	�	u�	~x��x	~u�	~w~x	���v��~xt		�w�{	�u�	��v�	u�4v�

�����~x��	~���	�
t	t��	�w�~w��~x���u���wx	�|u	t��~��v	|u�~xwx���w�~���+ ����	~�~x�	��x�v	���~�t��x�x6p3/2(f

′ = 5)
~	�w	~~	�	�xu��	�t	�w�~�t�	�w�~���+

2
��	{w~�u��	�vwx�u��w�����	��	���t�	��|u	~{	�u������x�w�t��

u~��	{x�		�w�t		~w�~���+ �	x~�~���	~w�~���+
2

�
�
�~	x	~x�xw�	���v�tw���xw�~�u��	{x�	��x	~u�

{�~�w�x	����u�x��w�	t	�w�~�tu~		�w��u��	u���	{	x��~�t��	��	���x�����{w�xw�~���~���twvw~	�t	�
���uwx������	~�~x���ux�	�t��	����	xx	v�x���	~��	~	�wx �v�w���~~��	��~����utx�x���~�w|u�~�	~�~
|u	t�	��|u	~{	�u��������u�t�	|uw	uxuxwtw��		~�uwx	�������	����w	x�t�����#����	����w	x�t����������w�t��	{xw�~��*����	v�t	v�w~�	�{�{		x~��v!~	������t	v	~x����t���xu��xw�~�	�x��~�wxw�~����u�
~�x�	���x�t����	t�	���w�{	xx		��|u	~{	�t	�w�~�t�~��v	�	��+v��|u�wx{	tuw�	��+

2
�

��~�	{�~��v	�t�w~x	����x�xw�~�	~�x�	�{��v���	�{wx�xw�~��	u��x��	�����uv����t���u�	����
��	{t	���722�~�u����~�	�������w�~w�	���	{u~�	ut���x�~��~	���w	ux��~{���tw����	{t	���390���u�w�~w�	���	{u~���x�~�	��722/2 = 361~v�

s�t�	u�	u�	v	~xt	{�t���~x�v�u��wx��		���~w~(
	��tw{��t	���!�u~	�	u�	�		�~{xw�~~	v	~x	xt��uw���~{	�	���xw	�x�wxx�!�	�w�t	���u����~���~{
���w�	v	~x��x���u�t���tuxw�~|uw{�~�w�x	���u�t	�t�	��|u	~{	�u���722 ��
{	�u~{�w�x�t��u�t	u��
���vw�t	�����t!v	��	|u�twx��		�w�{	�u���xw�v�xw�v	�	x���{{����	����	���w�t��	{xw�~%�"���|u�wt	�ux�uw��	��	{t	{��~�	v	~x�	t�~�u	u����~�	�ut��	��{�t���~x�~�u����~��u��x	~w���u�t�	��(
|u	~{	��u�t�	u~	�uw���~{	�	0, 1vz����ut�	��	{w~	~�u������	�vw������	��	�t	�w�~���+2 ���~

x
t	~�v��	��wx+x�		�w�t	�v+v	�wt��~��v	�w�~�t�	��+ ~�u�	~v��|u�wxu~	���xw	��~{�~��|u	~{	�t	
���{	��u���w�~w��xw�~��x�w~x	����x�{�vv	w~�w|u��u�t���u�	���
t	��	u���w~x��	��~��~�	t��x�xw~x	�v��w�w�		~x�	~x	~ 	u�t	��w~xw~x	�~	��u�t���	vw!�	x��~�wxw�~�t	��w~x	�x	�~	��u�t��	u�w!v	��w~�w��	��tw|u	t		�wx|u	t	���{	��u���	u����x�~��	ux+x�		�{�{	�v�w�~�~{	tuw�u~���x�~u~w|u	�
�~		�w�{�v��w�t	v�{�~w�v	�		��v�xw�~	x�	��x	{xw�~�	{	�v�t�{ut	��x��t	��wt~�u�	�tt�wx
{�~~��x�	�tu����{w��v	~x|u	t��x�w	~xt	��x�x�v�t�{ut�w�	���(�w���xw�~~	t��	t��x�x	�~��v	~x�t|uw
�x�w	~x�	u�t����	xx	�xu�	�	����{�wx	���!�t�����	~x�xw�~��u~�ux�	�{��v��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��o+9t��x�x1u�

��)�) �;����;�=�<�>��?���?>����=�>����?���;�1u
4�	-�������2-,�����1u
��~�t	��	vw	���	{x�	�u�tw�����w���w��	xxw	x�t�����#���ut���u�	����t�x��~�wxw�~�	��t	~w�	�u

�w���xw�~~	tv = 1 �	
t��x�x1u

��	��−172�����x�wx�� ��w�w�t	�v�w�	tt	~����wx����x�w~x	����x�	
��
�

�����w	�w���xw�~~	tt	�|uw	ux���w�	v	~x�xx�w�u�	�t��x�x1u�	�x{
t�w�	v	~x�����u	t����	t�uxwtw��xw�~

�ut��	��w
���10
	�w��tu��uw���~x|u	t��w��	��}���	{	xx	���w		�x����	~x�	��~�t	{���wx�	�uw��~x

	x���t���u�	��������xx�w�uxw�~�	t����w	�t��x�x1u
	ux	�wx		~uxwtw��~xt��x�u{xu�	���	��~	|uw	�x	~

	�	xx�!����~�	���t�	���{	v	~x�w���xw�~~	t|uw	�x{	tuw�xx	~�u	xt		�wx|u	t����w	�����+x	�	��−7{v−1

��u�t�twvwx	�	�w���{w�xw�~�{	|uw{���	���~��t����	�~�	u��xx	~�u	��u�{	�uwx��	���~�	�t�~��xw�~�
��
�
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2

�������
�{��v��	����	~x�~xt	�{�u��	��	��x	~xw	t�	�����w	�����#��w~�w|u�~xt	�x��~�wxw�~�uxwtw��	�
��u�t�	��v�xw�~	xt���x	{xw�~�	�v�t�{ut	�	��w�	��	��

2
o+9t��x�x0−g

�ut��x�x1u���x��~�
wxw�~��w�	{x	�

	~x�	t	�~w�	�u����{�	��	t�twvwx	6s + 6p3/2
	x��+

2
~�	�x�������w~�	{��	tt	~�	�x������	���	��	

v+v	x�u�t	��{��v������w�t	�~	��~x�������w~������ux�	�x��~�wxw�~����~{�(��~��~���~x����w�t	��
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3�����-	��,���,-		���,-		���#��2���-	#��,�����1u

��w~x	����x�xw�~�	v�t�{ut	��x��t	�����uwx	����t�	�{wx�xw�~�	t��x�x1u 	�x�
wvwt�w�	�{	tt	���	t����	

��u�t��x�x0−g ���
���~{�	���ut�w�	�	�	~x	���u{	���w�x�~{	w~x	�v��w�w�	�v+v	�ww{wt��w�x�~{		�x

t��!�	v	~x�tu����~�	��	�v	x�u�v�t�{ut	����x�����{w�	���~�t��x�x1u �	�	�
��	�{wx	�	�{�{	v	~x

��~�u~~w�	�u�	t��x�x	�~��v	~x�t�|uw	�x	~�uwx	w�~w��	~�	u��x��	��w�u~���{	��u�|u	~�u�
�tt�~��xu�w	���	���{	��u����{w�	�x�tu�{�v�t	�	�{�u�	�	t����~�	�x�u{xu�	���	��~	|uw{�v�tw|u	t�w~x	����x�xw�~�
��u���x�wtt	��~��u{���wx�	�uw��~xt	���	{x�	1u�	x~�x�vv	~x

t		�wx|u�	~���������t�	�{wx�xw�~
�	t��x�x1u 	�

x�	�u{�u��tu�	�{�{		x	��v	��~{�	�u{�u��	v�t�{ut	��x��t	��

�
�
� 
��������������������	�������
���
������

z	����	~x	w{wt	����t!v	�	t���x	�vw~�xw�~�	��x�x���(�w���xw�~~	t�	u�t���

��,�� @;?��?��
���=��>�
5�,��,2-	��-���-��	2-�������5��2��
��u�w�	~xw�	�t	��w�x�w�uxw�~���(�w���xw�~~	tt	�����uwx	���~�	ux�	~x�	�ux�	��{�t{ut	�t	�	�{x	u��
�	���~{�(��~��~	x	~���uw�	t	�������wtwx���	���	�{wx�xw�~��	{�t{ut	ux���tw������tw�w	��utw	u�
��	{t	��x	~xw	t�	t��x�x0−g �

�x	~u	����wv	~x�t	v	~x	xt	��x	~xw	tx����w|u	�	t��x�x(a)3Σ+
u
�

�����-2-��,�2���2-	��,��,	
�	�{�t{ut���~xtwvwx�����t����{w�w�~�	�{�u��	��	��x	~xw	tuxwtw��	��|uw~�	�x|u	�	t�����	�	
|u	t|u	�{v−1�	x���t		�wx|u	t��x�u{xu�	���	��~	~�	�x�����w�		~{�v�x	�{	|uw�	ux���	��	�
����t!v	���u�t	��x�x����{�	��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~	x	~�~|u	t	�	ut	�{x	u��	���~{�(��~��~~	
�u�x������{�w�	t�������wtwx��	���	�{wx�xw�~{��t���t	u��uv�v	~x�w��t�w�	�	x��~�wxw�~�	ux �u	�
u~��t	wv���x�~x��	�{�t{ut���~~	~xx�ux�	v+v	u~	x�!���~~	w��	�	t������xwxw�~�	����ut�xw�~�
�	��x�x���(�w���xw�~~	t��	~��v�t�{ut	��x��t	��

����	{x���{��w		����wv	~x�t	uxwtw��	{�~ �w~x	v	~x�u�{�t{ut�x����w|u	��	�v	x����x	~w��	��	~(
�	w�~	v	~x�{�v�t�v	~x�w�	��u�t	����ut�xw�~����x�x���(�w���xw�~~	t��	u�t���

��,�� ��=?=�;�=�<�>?;��>��������=>>����=�><�;?>
�~��u�	�����~x�	����uwx�t	���	{x�	���w�~���+

2

����xw	tt	v	~x�u�tw�������w��	xxw	x�t�����#���
��x	~u�	~v��w��~xt�t�~�u	u����~�	�ut��	��{�t���~x|uww�~w�	t	�v�t�{ut	��

�#�����2-,�����0−g (v = 4, J = 2)
�~���~xt	t��	��	���x�����{w�xw�~�|uw	�xt	�w
����u�t���w	0−g (v = 4, J = 2)�

t	��	{x�	����	~x	
u~	���~�	�wv�tw{wx����u����~�w~x	����x�{	t�	~uxwtw��~xt	��w~{w�	�	���~{�(��~��~��	���utx�x	�x
�{��v�xw���u�t���u�	�����t�	v�t	|u	t	��x�x��	u�t�����t����	�{wx�xw�~��w	~x�	��x�x�x�!����{�	��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~����w��	��w�~	~�~	��w	�	��x�x��	�����x	�x	�w�t	�{	|uw�wv�tw�	~�x��t	v	~xt�w~x	����x�xw�~�u��	{x�	���vv	w~�w|u����{��	vv	~x�t��x�xw~x	�v��w�w�	�	v�t	+x�	t��x�x3Πg(6s+ 5d) |u

w�u~	���	�~�	u�
{���	���~��~x������wv�xw�	v	~x�t�t���	u��	t�		~+x�	��w�~w��xw�~���u�w~x	����x	��tu����{w��v	~xt	
��	{x�	�wt	�ux	~	�wxuxwtw�	�t	{���{��	�u~���u���w�|u	t�w~x	��{xw�~��w~(���wx	���w�t��	{xw�~�������t!�	t�����~��	�{	~{		x|u	t��x�x3Πg(6s + 5d) 	�x	~

	�wx	��v��	x��w��x�x�2g, 1g 	x0g
�{	�	�~w	�	�x

	��v��	0−g 	
x

0+
g

���������	t�w~x	���tt	�	�x�u{xu�	�~	�w�	�100{v−1 w{w��	�x��w��x�x���~x�{{	��w�t	�
�w�t	��x�x�0−u , 1u |u

w	��v	~xt��x�x�	�����x(a)3Σ+
u ��	��	{

x�	t	��	{x�	����	~x	��~{{t�w�	v	~xx��w�
�x�u{xu�	�{���	���~��~x�t�w�~w��xw�~�w�t	�x��w��x�x����{wx��	x������	��	t�w~x	���tt	�	�x�u{xu�	�~	
�
100{v−1

��
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����	�0−g (v ≈ 140)
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�
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�	���
�	���
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+
g , 0

−
g )(v′ = 0 − 6) 
���
.������
�
�	����
��
��
����
�	� �	�������

'����
�	� �	�
� ����� ���
�
�
�	�������&���

���������	��������	�	����
!&�
���
.��
�����	����.�
�'���������,������	��
.�	�/��
	��
�
��
��4
��0�����	��4
����������	����1��
�
��	�
�����
���
����
��	��
���
������16��−1 �
*��
��!�
���
��	�
�
��	��
�������
���

����
�������

	���
������
���!���
��	�����	��������	�	����
!&�
���
�
��	�
���!�	�����
��
��

��	*�����
���	��2g, 1g 
�0g��
+	

��*�
�
��	�
����
��!�
�����!�
�����*�
��!�
�*�
�	����
�����
�
��
�
�
�
���	���
���	��
��+	�!�
��	�	�

���
��	�
��
�,�
�	������
�
��
����
����������*�
����
�
�

�������������	��	�
�
��
�������	����	��	�	���
��
��13 890��−1

��	��
��,�
�������
��

���
0����	�1
��!	�
������
	���!�	�����
����	���
���	��(2)3Πg(0

+
g ) 
�(2)3Πg(0

−
g )��
��	�
��������
������	�

�*�
�
��
��
�*�������
��
���
���	��(2)3Πg(1g, 2g)

�	��
���	��0+
g

�0−g ���
����	����
3, 5��−1

���	��,�����	��������	�	����
!&���	�
��
�
��
����
��
��
�����
���	������
�
�����
�	������




����
�����
�����
�����������������������
���� ��%

���w�tw�	{	|uw��t���w�t	���w	���tu�t��~	��w	�u�v	~x	�tu�t	�	�{x	u���	���~{�(��~��~�wvw~u	~x
	xv�w~�t�w�~w��xw�~	�x	�{�{	�	x{	 u�|u��t��~	��w	��	~�w��~13 990{v−1 �$t���	vw!�	{�!~{w�	~{	
	~x�	�t��x�x��u���	xu~~w�	�u�w���xw�~~	t�	t��x�x(2)3Πg(1g)

�������x{	|uw�	�v	x����u��w��u~	
~�u�	tt			~+x�	��w�~w��xw�~��~�u�v	~x�~x	~{��	t��~	��w	�	����x�~���w�~w��xw�~t�	�{�{wx��wvw~u	
{��t	�	�{x	u���	���~{�(��~��~�wvw~u	~x u�|u��t�~�u�	tt	{�!~{w�	~{	�	��14 090{v−1 ��	{t��x�x
(2)3Πg(2g)�

�#�����2����-��v = 140
2-,�����0−g

����|u��~��	t	t��	��	���x�����{w�xw�~�|uw	�xt���}�����u�t���w	0−g (v ≈ 140)�
t	��	{x�	����	~x	

u~	�w���	~{	x�!�~	xx	��	{t	��	{x�	����	~�~x�	t��x�x0−g (v = 4)����x�u{xu�		�xx�!��	~�	��~	~
���uwx|u	t����	�{wx�xw�~�	�u~w�	�u0−g (v ≈ 140) ����uwx�	�v�t�{ut	��x��t	���~�u~x�!����~�
~�v��	�	~w�	�u��w���xw�~~	t��{	|uw	�x{�~��v����t��wv�t	�w�w�~�u��w~{w�	�	���~{�(��~��~t���
�	t��xu�	�	t���u�	����

�	���w	����	���	���u� λionisation > 13 900{v−1 	x|uw����	~x	~xu~��	{x�	{�v�t	�	�	u�	~x
+x�	�t����xx�w�u�	��t�w�~w��xw�~���x�x��w���xw�~~	t�(a)3Σ+

u (v) ��
{	�u�{�!~{w�	~{	���	{t	��x�x�
(2)3Πg(2g, 1g, 0

+
g , 0

−
g )�

�q#')f%f)$!%p'"%!"#p#f%&'�l!9"'+"f%0−g (v = 4)
�!%"i%'f%�9+"%d9$!%p'"($p(!+%

!9"'+%dd%f%$#'9'$(2)3Πg(2g, 1g, 0
+
g , 0

−
g )��&%

�(+$p%''%$!%p'"($p(!+%�9+'%�dq#')f%f)$!%p'"%!"(o%&9&'f%d9!�('(9$$(p+9'+(&f)&+o%9)0−g (v ≈ 140)�!%)'!%"i%''"%
f%�9+"%d9$!%p'"($p(!+%f%dq#'9'(a)3Σ+

u

f)p#�
$+)i�p%
)+&q9e9i9+$#'#"#9d+$#��		�wx|u	t	��	{x�	����	~�~x�	t�w�~w��xw�~�	��x�x�����uwx����t�
���x�����{w�xw�~�u~w�	�u0g − (v = 4) 	x�u~

w�	�u0−g (v ≈ 140) ��~x�	v
�t��t	��w�	�|u	t	�x��w�		~+x�	

��w�~w��xw�~���w�	~x�u�v+v	��~	��w	������w	~x�u	�wx|u	t	��x�x�(2)3Πg
	x(a)3Σ+

u
��~x�wxu���t�u~

��u�t��ux�	�	x|u	t	�	��v	��	�{�u��	��	��x	~xw	t���~xx�!����{�	���w~�w����	�	v�t	�t�w�~w��xw�~�w�t��x�x(2)3Πg(1g)
�{�vv	~{	���x�u �u���	��13 990{v−1v+v	�wt��x�x�w���xw�~~	t��	�����x�	x�u��w

�����w���~�	�x���t	v+v	����	��	{x�	{�v���x	�u��wu~	���w	�	��w	����	���	���u�λionisation < 13 800{v−1 	x|uw����	~x	~x
u~��	{x�	{t�w���	���w	�����w	~~	~x�	t�w�~w��xw�~�����xw��u��w~xx�u�~�~x	�x	�~	�{�~x��w�	v	~x
�u�{�����{��	~x���	��x�x��w���xw�~~	tt	v	~x�	u	�{wx���	t��x�x(a)3Σ+

u
��w�t��x�x(2)3Σ+

g (1g, 0
−
g )���

�x�u{xu�	�	{	��	{x�		�xx�!�{t�w�{��t	��	u��x�x�����!�	~x�	��x�x��w���xw�~~	t��t�w�~��t	�u~��	�
�ux�	���q+&'%"!"#'9'+(&f%p%$!%p'"%!%)'!%"i%''"%fq%�%p')%"d9$!%p'"($p(!+%!9"'+%dd%f%$#'9'$(a)3Σ+

u
%'

(2)3Σ+
g (1g, 0

−
g )����v�twxu�	�u�w�~�t��w�~w��xw�~��u�{	xx	���xw�~�	��	{x�		�x~	xx	v	~x�tu�	�w�t	

|u	t��v�twxu�	����	~�~x�	t�w�~w��xw�~�w�t	��x�x�(2)3Πg(2g, 1g, 0
+
g , 0

−
g )�
��u���u��~���~~	��	u�

w~x	����x�xw�~�	{		�wx
t���	vw!�		�x|u	t��	{�~�	�x��	�	t�w�~w��xw�~�tt�~x�	��t��x�xCs+2 (X2Σ+
g )

	�x�	ux+x�	v�w~�	������t	�t��	u�w!v	w~x	����x�xw�~����w	~x�u	�wx|u	��~�t	{���	t�w�~w��xw�~�w�t��x�x(2)3Σ+
g
|uw��	�	{xu	�	��R ≈ 15 a0�

t	v�v	~x�w��t�w�	�	x��~�wxw�~��wx+x�	�	�u{�u��tu�	�w�t	
|u	��~�t	{���	t�w�~w��xw�~�w�t��x�x(2)3Πg

|uw��	�	{xu	�	��R ≈ 10 a0�
�~	�	x��tu�R {���x�tu�t	v�v	~x�w��t�w�	�wvw~u	��u��xx	w~��	������~�t��wxu�xw�~�	��	u��x�v	���������t�x��~�wxw�~

�x�vw|u	6s→ 5d 	�x	~	
�	xw~x	��wx	��~��u���{�~�utx	��u�{	��w~x�}��t		x�t���������

�#�����2-,�����1u(v = 1)

�	��	{x�		�x{	xx		�w�({wx�!��wv�t	��	t���w~x	���!x	���w�	~{��	t���u�	�������t		�wx|u	t	��w~x
x�u�~�~x�	t��x�x1u 	�

x�wxu��	��R ≈ 30 a0������	�{
wx�xw�~����uwx�t����	��x�x�x�!����{�	��	t�

twvwx	�	�w���{w�xw�~���	��~	��w	��	t�����	�u{v−1 ��u�t�twvwx	�����w��	��w�~	~�~	��w	�	��x�x�
�	�����x	�x��~{x�!�	�w�t	�	~	�wx���{�	�	t�����tuxw�~�ut��	�w�~w��~x��t�t���	u��	t�		~+x�	
��w�~w��xw�~�	�!x	��~{t��x�u{xu�	�w���xw�~~	tt	�	t��x�xw~x	�v��w�w�	�
�~{�v����~x{	��	{x�	��	{t	��	{x�	����	~�~x�	t�w�~w��xw�~�	��x�x�����uwx����t����x�����{w�(
xw�~�u~w�	�u0−g (v = 4)��~�	v��|u	u~		�x�+v	�wvwtwxu�	��	t��w�~w�	|u	t��~w�~w�		~	�wxt	�v+v	�x�x�� �%$!%p'"%!"(o%&9&'f%dq+(&+$9'+(&f%$#'9'$!"(f)+'$!9"d9!�('(9$$(p+9'+(&f)&+o%9)1u(v = 1)
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2

f#i(&'"%
)%d%&+o%9)1u(v = 1) $%
f#$%rp+'%&'o%"$dq#'9'(a)3Σ+

u �
d9"��d%f%$#d%p'+(&u ↔ g %$'

f(&p
*"+$#%�
�	�{�t{ut�	�	{xu������~~	��u�	ttw	�v�~x�	~x|u	t	{���{x!�	g �	t��x�xX1Σ+

g (v, J) 	�x
	��x	(

v	~x�	�xu������t��x�u{xu�	���	��~	��u�R > 25 a0��
t���|u	t��x�x1u

	�xx�!�~	xx	v	~xu���
�!�t	�	��t	{xw�~u → g 	�x��~{

��w��	xt����	�{wx�xw�~�u~w�	�u1u
����uwx�	��x�x�X1Σ+

g (v, J)
v�w��u��w �	��x�x� (a)3Σ+

u ��
�	xx	�	�xu���xw�~���	��~	���wx�� ��x����	���	����wv	~x�t	v	~x

�����	w{�	~v	w	�	x�t����#%�t����	t���	{x���{��w	|u��w({�v�t!x	�	t��x�xX1Σ+
g �

��,�) ��<=�;�=�<��<�
���<�

��~w�	��u~�	ut���x�~�	ux+x�	w~x��	���~x	x�	�v	xx��wx�u��wu~	��	{x���{��w	�wv�t	��~uxwtw��~x
u~	�~	��w	u~�	uw~	��w	u�	�{	tt	�u	�~��u�uwx��	��+

2

�{	|uw�	v�~�	t�uxwtw��xw�~��u~{�t���~x
�v	xx�~xu~	tuvw!�	t��	��	��785~v|u�wt	�ux��u�t	�	~	��|u	~{	�{	|uw	�x��~{�w���	~x�	t���	vw!�	
	����w	~{	��	{t	���722 ��u

�t��	x	~�u�v	~x�~xt��~	��w	��~�	���wx��w��������x�	�u{{	��w�	v	~x
{��{u~�	��x�x�v�t�{ut�w�	��	u�t���t���|u	{	u�({w��~x	~{�!~{w�	~{	��	{t		�~��u�uwx��	��+

2
�

��,�, C>��?>��>���;���=��;�=�<<>?��;���>��;=>����;<�>��

�	��	{x�	�	����	~x��u�t���u�	��������	~x	x��w���w	�����~x	���|u	~�u����~���u�t�w~�x�~x
w�~���	������	vw!�	��w		�x�wxu�	�	��−2, 140{v−1 	x	�x�u�	�����	�t���w	0−g (v = 103)�

�tt	����	~x	
u~	�x�u{xu�	��x�xw�~~	tt	��	~�w��~Bv ≈ 140

s������	{�~�	��w		�x�u�	�����	�u~w�	�u0−g (v = 80) 	x����	~x	u~	�x�u{xu�	��x�xw�~~	tt	��	~�w��~Bv ≈ 240
s����uBv ≈ 180

s���wt��~{��~�	t��xx�w�uxw�~
��x�xw�~~	tt	����x��w�w!v	�	v�t�{	0−g (v = 79) 	x����	~x	u~	�x�u{xu�	|u��w(���utw!�	|uw~	�	v�t	���+x�	u~	�����	��w�~��x�xw�~~	tt	�

�����
��-2-	���-	
����-	
�~	 x	~x�xw�	 ��	��tw{�xw�~ {�~{	�~�~x t���w�w~	 �	 {	� �~�v�tw	� 	�x ��~~�	 ��~� t� x�!�	
�	�
�x��	�{u�������z	�w�~�t	w{w�wv�t	v	~x|u	t	��	u���	vw!�	���w	��	v�t	~x����	~w���u~{�u(
�t��	���	�	xxu~~	t��	~x�	t	�~w�	�u��	��	u��uwx��	�x	�~	��u�R > 20 a0

	xw~x	�~	��u�R < 15 a0���w�t���u�	�����	t��x�x0−g (6s+6p3/2)�
��~�{	xx	w~x	����x�xw�~�wt	�uxx	~w�{�v�x	�	t�	��x	�	�xu���(

xw�~�	t����xw	w~x	�~	�	{	�uwx����t��x�x0−g (6s+ 5d)���x��w�w!v	��w	��u���wx+x�	�u	�u~{�u�t��	���	��~	~x�	t��x�x1u 	x
t��x�x0−g �

t	�uwx�w~x	�~	�	t��x�x1u {�u��~x��~�{	xx	��~	
t	�uwx�	�x	�~	0−g���w�t���u�	������t	�xv+v	����w�t	|u	t	�v�t�{ut	���w	~x���x�����{w�	��w�	{x	v	~x��~�t	��uwx�

w~x	�~	��	t��x�x0−g
�u�	t��x�x1u�v

+v	�w{	t�	�x�	ux������t	{��x�u�t	�~w�	�u��	{	��uwx��	��w	~x
���t	v	~x���x�����{w���{	|uw~	�	v�t	���+x�	t	{����t	�x�u��w��~���ux	~�{	���w�	�	��	~��		~
{�v�x	t	�uwx��	��x	~xw	t�	t��x�x���ut�w	0+

g (6s+ 6p3/2)
|uw�	�w	~x�xx��{xw		~�uw��~xt	�uwx�w~x	�~	

�	t��x�x0−g �
�w~�w|u���	~xu	tt	v	~x�	��ux�	��uwx��	��x	~xw	t{�vv	1g(6s + 5d3/2)�

�ut��x�x���ut�w	
�uw��xx��{xw	1g(6s + 6p3/2)

	x{�����xu�	�	{	���w	�	�x	~{��		~{�u���
�	���w	���~~	~xu~�w�~�t��w�~�~��v	����$t	u��� 	{xw	�	����~x	���{��	tt	�����	~x	~x��{�u�	
�	t�	�	xxu~~	t�u~	���~�	������wtwx��	����	~{	��~�t����xw	w~x	�~	�	�����	�������~xt	��u�t	
�uwx��	t��x�x0−g �

�tt	��~x��~�u~	�tu�u~	���~�	������wtwx��	�	���	�{wx	�	~�	��x�x�tw��	��v�~x
�	�v�t�{ut	�	��w�	���~��	��x�x��w���xw�~~	tt	v	~x�	u	�{wx����	x	�	x	�x{�~��v�����	���	{x�	�
��x	~u�	~v��w��~xt�t�~�u	u����~�	�ut��	�w�~w��~x��	�v�t�{ut	�	��w�	��w~�w����uwx	�t	��~x
��~{��~��	�~w�	�u���(�w���xw�~~	t�x�!��w���	~x��	{	u�����uwx����t����	�{wx�xw�~�	�v�t�{ut	�
���x�����{w�	��~��v�t	���
�~	�ux�	����w�wtwx���u�����uw�	�	�v�t�{ut	�	��w�	���~��	�~w�	�u����{�	��	v = 0 	�x�	���x�����{w	��w�	{x	v	~x��~�t	��uwx�w~x	�~	��	t��x�x0−g �u�	

t��x�x1u��u��~�~
�wv���x	|u	t�x�x

�{�u�x	�w�x�~{	|uw�u���t���u~	��~~	������wtwx��	���	�{wx�xw�~��~��	�~w�	�u�v ���{�	��	0�
�	~�v��	�	��w�	����x�v	�x�!����{�	��x�~xx�!�	�w�t	�{	�	~�	�	���{	��u�	�x���	����	�����|u	
.�	����
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t		�{x	u��	���~{�(��~��~	�x	�{	tt	~x�{	���{	��u���wx~��~v�w~���u��w�����uw�	u~~�v��	~�~
~��tw�	��t	�	v�t�{ut	�	��w�	��

�
�
����
��	�����������
��	�������
���
���	��

��u�~����~� u�|u������	~x���t�|u	�	v�t�{ut	��x��t	��v�w��t�	�w�t		���~�w�~��tw�xw|u	�	~��
v�t�{ut	�w~�w|u	|u~�u�t	����	���~�t�~�x	v����~�t���	xwx	���~	{�u�	�x	���t	t��	���w�~w��xw�~�
{	t�w~�w|u	�� �t	u�	�w�t	x	v����xu�	���u���{�w��~�w{wt�v	�u�	�	{	xx	x	v����xu�	�|uw�	���wx+x�	
���t	�t�x	v����xu�	�	��x�v	���wt��~~��tw�	t��~	��w	�	�	{ut�	��	u����x�~��	���x�����{w�xw�~	x
���vw��w�~���~x�~�	���w�t��	{xw�~�������

��.��B>���>�>?;�>����;���>;���=��>
��u�v	�u�	��	t�x	v����xu�	�	�v�t�{ut	��wt	�x����w�t	�	��w~��w�	��	�v�x���	��	v	�u�	�	t�
x	v����xu�	�	��x�v	��

��v	�u�	�	t�x	v����xu�	�	��x�v	���u~�w!�	v��~�x�(��xw|u	~	�	ux���uxwtw�	�t	����t����t	����w�t��	{xw�~%���"�{��{	tuw({w	�xw~	��w	u��t�t���	u�~�xu�	tt	��	�x	{�~w|u	����	t����	���u�t	�
�x�v	���~x
t	�t�{��(�	{��xu�	�� t	x	v���	��t�t���	{x���{��w	��v�~�t�v	�u�	�	t�{����	~{	
x	v���	tt	�	t��u��	�{	~{	�vw�	 ��~��u���{�~�utx	� ����v��~��ww�����&��������u�u~	���w�	w~x���u{xw�~�{	�x	{�~w|u	��	x�w	~���ux�	����x	{�~w|u	�ux	v���	��t	�xt�u~	�	��tu����{w�	�
	x��~���ux	t��tu��wv�t	
{�	�x{	xx	x	{�~w|u	|u	~�u�uxwtw��~���u�v	�u�	�t�x	v����xu�	�	~��
v�t�{ut	����u�~����~����{�~x�	 �v�w�v	�u��t�x	v����xu�	�x�vw|u	
~�u����~��wv�t	v	~xuxwtw���
��u�t�x	v����xu�	�	~�x�	~u��	���x�v	�t	�~�v��	u�	�v	�u�	��� ����tw��	���~����ux�	��|uw�	��u�t	��w!�	��	{��wuv���u�uxwtw�	��~���~{t�	��vut	"�����~	�ux�	v�x���	�	�v	x�����w�u~	w~�w{�xw�~
�	t�x	v����xu�	�	tt		�x����	�u�t�� u�x	v	~x�	���w	���x�xw�~~	tt	��	���x�����{w�xw�~{�vv	{	t�	ux
	�	{xu���u�t���u�	#����~�xu�w�~x�t	���w	��	��x�xw�~	x	~uxwtw��~xt��	t�xw�~#�*%��~�	ux�	�tu�
{�~~��x�	t	��~�	����xw	tt	�|uwx���	��	~xt	�����w!�	�{	~x�w	u�	��{	|uw��~~	u~	��~~		�xwv�xw�~�	t�x	v����xu�	�x�vw|u	�
z�	��tw{wx	{w(�	���u�t	v��!t	|u	 ��w���	t������u�v	�u�	�t�x	v����xu�	�	�v�t�{ut	�	��w�	������u�	������	"�"wttu�x�	~�x�	�������t	��t����	t�x���t�ut��	�w�~w��~x�x�~x	�	{xu�	����wv	~x�t	v	~x
	~��t���~x���xw�t	v	~xt		�w�{	�ut��	���
{	�u~vw��w�v�~x��u�u~	�t�xw~	�	x��~�t�xw�~�	tw�	�u~
v�x	u�{�vv	w~�w|u����t���u�	%�����	����

��.��B���?=�;�=�<��=?=��>
��u�uxwtw��~�t�	��vut	������~~�~xt	~�v��	��w�~���x	{x���t�w~�x�~x�	t�w�~w��xw�~tion �

t���|u	
t����x�����{w�xw�~�	����uwx	~x�	t0 	xt1 


Nion det(tion) = ηdet ionsηion(Iion,0)
Γlié

Γ
RPA(IPA,0)N

PA
at ×

���"�

∫ t=tion

t=t0

1[t0,t1](t)
w2

ion/4

(σion
r )2 + (σmol

v )2(tion − t)2
e
− d2+[h−1

2 g(tion−t)2]2

2[(σion
r )2+(σmol

v )2(tion−t)2] dt

�$(σmol
v )

def
=
√

kBTmol
2mCs
�σion

r
def
=
√

1
2(σmol

r )2 + ω2
ion/4
xw	~x{�v�x	�	t�x�wtt	�	t���~	��w�~w��xw�~�w~�w|u	

�	t�x�wtt	�	t���~	�$t	�v�t�{ut	���~x����uwx	��wion ≈ 300µm 	�x
t	���w�x��ut��	�w�~w��~x��~�

t���~	��w�~w��xw�~�NPA
at ≈ 4, 6 × 106 	�xt	~�v��	���x�v	���~�t���~	�	���x�����{w�xw�~�RPA

	�xt	
x�u��	v�t�{ut	����x�����{w�	�����x�v	���~�t���~	�	���x�����{w�xw�~�	x����	{�~�	�ηdet ions ≈
0, 2��	����	~x	t�	�{�{wx��	t�{�tt	{xw�~	x�	t���x	{xw�~�	�w�~��ηion(Iion,0)

�	����	~x	t�	�{�{wx��	
t�w�~w��xw�~��u�����	���	~��	tw~��w�	v	~x�	t�w~x	~�wx�Iion,0 �u

t��	���w�~w��xw�~�	xΓlié/Γ
�	����	~x	

t�������xw�~�	v�t�{ut	����x�����{w�	�|uw�	���	�{wx	~x	~�	�v�t�{ut	�	��w�	��x��t	��u�{	�xw�t	�
��+x�	w�~w��	����utw�~�~�|u	{	xx		��vut	���	~�tw~��w�	v	~x�	IPA,0

|uw	�xt�w~x	~�wx��ut��	��	
���x�����{w�xw�~�w�	|u�	tt	~�	�x�tu���t��t	�wt	���w	��	���x�����{w�xw�~��~x��xu��	���



��# ������
�����
�����������
�������
���������

2

��.�) �>����=����
��>��>�>���>��=?=��>�
��u����~����tw��x��w�v	�u�	�|u��ww~���	~��~x	��	t�x	v����xu�	�	�v�t�{ut	����u�{	t��~�u�
���~�uxwtw��


��t�v�x���	��w�~w��xw�~��~�t	�w!�	�
��t�v�x���	��w�~w��xw�~��u�t	�w!�	�
��t�v�x���	��w�~w��xw�~��u�t	�w!�	v�w�	~���x�����{w�~x�	~��~xu~x	v��{�u�x�
�tt	�uxwtw�	~xx�ux	�t�	��vut	��"	x��~xwttu�x��	�	~��u�	��"�

����	vw!�	v�x���	 	�x t�v�w~����{w�	� v�w� �u��w t��tu� �wv�t	� �tt	 	�x �u��w uxwtw��	
�������	����w	x�t����������w�t��	{xw�~��*����|uwt��w~x	����x�	�t��w�	��u~	�wvut�xw�~s�~x	���t�
�t���|u	~�u�uxwtw��~�u~v��!t	|u��w�~�t�xw|u	�

�	��	u��ux�	�v�x���	���~x���	����{w�	��	~�w��~30% �
�w~{	�xwxu�	�u�t�x	v����xu�	T�	x��~x

	~��~�{{���t�u~	��	{t��ux�	���u���x	~�~��	�x	v����xu�	�v�t�{ut�w�	�	~�{{�����	{t	�	�xwv�xw�~�
�	t�x	v����xu�	�x�vw|u	�	x|uw���w	~x	~x�	20 	x300µ��	t�~t	�{�~�wxw�~�	����wv	~x�t	����u�t��	u�w!v		xt�x��w�w!v	v�x���	�t�w~x	����x�xw�~w~xuwxw�	�	t�	���~�w�~��tw�xw|u		�x�w�{wt	����vw���u��	�x	v����xu�	�T < 30µ

��$t�{�ux		�x��	�|u	�	�xw{�t	�t�	���~�w�~��tw�xw|u	�u�u�
{�~xw~u�	v�t�{ut	��w�!�		~	�	x�	{	tt	��u~�wv�t	~u��	{�ux�~x��~�	ux~��~v�w~������	�{	�x�w~�
��w~x�
���~x��+x�	�{{�t���	����t�����wx��t	�v�t�{ut	����x�t	~x�{�u�	�	t	u��wx	��	��	t��	���w�~w(
��xw�~�|uww�~w�	t	�v�t�{ut	��u�t	x�� 	x�u	�w�{	�u�	�wx��~{�������x�	��u�z = 0

t	~u��	v�t�{ut�w�	
�tu�����|u	����u��~�	u�tu������u�t	�w!�	�t	�v�t�{ut	�|uw���xw{w�	~xt	�tu���~x{	tt	��wxu�	�
�u�	��u��{��	tt	��~xu~	���~�	�	~�wx�	xu~	�	xwx	�wx	��	�	�xw{�t	
t	����t	�x��~{�tu��	xwx|u	
{	tuw��u~�wv�t	~u��	{�ux�~x�

�����{w�w�~�	{	�v�x���	�	�xtwvwx�	��~�t	{���	~�x�		����w	~{	���t		�wx|u	~�x�	��x	{xw�~
��w�~�~�	�x�tu�	�{�{		~�	���u��	5vv��u�t	�w!�	�t	�w�~��	u�x	~x�t���t	���wtt	��{{�t���x�w{	�	x~	
��~x��~{�tu�{�tt	{x�����t����t	xx	�vw{��({�~�u���	�v�x���	��	x���{w�t	v	~xt�x��w�w!v	��	u�	~x+x�	���tw|u�	��u��x�v	�o+9t���x	{xw�~�	�w�~���+ 	~v+v	x	v��|u��u�v�t�{ut	��s�t�	u�	u�	v	~x�t����w�xw�~|u����xw|u	�u~�v��	��w�~���+ 	~	�~{xw�~�	t��uw���~{	t��	����u�{�~��|u	~{	�	
���	�{ux	���	{u~	�v�tw�{�xw�~t	��u{xu�xw�~��ut��	��{�t���~x��	�w�~�t�	��+ 	�x��~{x�!���uwx�
	xwt	�x�w�{wt	�	v	�u�	���	{���{w�w�~t�x	v����xu�	�x�vw|u	���{	xx	v�x���	�

�	���	vw!�	�v	�u�	�	�	{xu�	���~~!�	~x�	�x	v����xu�	�v�t�{ut�w�	��u���w	u�	��u�x	v����xu�	�
�x�vw|u	�	�xwv�	���	����{{����	ux+x�		��tw|u����t�	�w�x	~{	��u~����w	~x�	{��v�v��~�xw|u	|uw
�	�xu��	t	�w�~�t�{��wt�u~	�	x�u�t	�v�t�{ut	����w�t�	��vut	��*����t	�x�w�{wt	�	x	~w�{�v�x	
x����w|u	v	~x�	{	x	�	x{��~��v�t�{ut	�~	��~x�����t��w��	��
z��w~��~v�w~�	����	��	x	~w�{�v�x	�	{	x	�	x	~uxwtw��~xt�x����w	���	t����	��~�t����	~�w{	���~uxwtw�	t�	��vut	��#��~~�~xt��	~�wx��u~u��	�	v�t�{ut	�	~	�~{xw�~�ux	v����t�|u	tt	wt	�ux
� �ux	�t�	�	xv��~�xw|u	�	t�~x, y 	xz���~�uxwtw�	�t�x����w	{�v�t!x	� ��w� �ux��	t�~z�	~�tu��	
1/2gt2�u~x	�v	�	

t�	��v	 1
MMJgJµB

∂BZ
∂Z (Z = 0)1

2 t
2��	v+v	���u�y 	xx�	~x	~�~x{�v�x	|u	�u	�wx|u	t	����w	~x	�xv�wxw�v�w~�	��x�	x	~��	~�~x�	�MJ
�w���	~x�����~	�	{xu		~�uwx	u~	v��	~~	

�u�t	�MJ ��t��w�	�	{	{�t{ut�wt	�x����w�t	�		�w�	{���	���~��	t�x	v����xu�	v�t�{ut�w�	��	{t�x	v����xu�	
�x�vw|u	��	xx	v�x���	~�	�x���{�v�t!x	v	~x��xw�	�w��~x	�{��	tt	�	���	�u�u~x��wx	v	~xx����w|u	��(
����wv�xw	�	�	��{	�v��~�xw|u	����u����~���~{���	������t��uwx		�	{xu	��	�v	�u�	��	x	v����xu�	
	~{�u��~xt	����w	~xv��~�xw|u	�
�x�~x��~~�|u�wt	�xwv����w�t	��~�u~�w!�	v��~�x�(��xw|u	�	{�u�	�t	����w	~xx�uxt	x	v���t�v�x���	t��tu��wv�t		�x�t���t�x��w�w!v	����tw��		~���x�����{w�~x�	~��~xu~x	v��{�u�x��t
�u�x	~	�	x��w~x	���v��	t	{��v����!����w����x�����{w���t�w��u	�	{	xx		����w	~{	�t�x	v����xu�	
v�t�{ut�w�	���uwx		�x�	t�xw�	v	~x��w�w~	�	t�x	v����xu�	�x�vw|u	��	��ux�	�v�x���	���~x	~{��	
uxwtw���t	�	~���x�����{w�~xt�����u~	����	v�t���	�
.�
�	������	�����	������	�����Z �Y ���������
��
��
��
�
�	
����	�
������
��	��������
	���
�����
��������
����MJ

�������	�� ������	��	��	����������	������	���������
���MJ
/�����
	��1������� 
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����
�t0 = −15 ��t1 = 0�������������
����
��
�� !��"��#
�������
��	���σion
r = 750 ± 50µ���T = 150 ± 50µ$%��ηdet ionsηion(Γlié/Γ)RPAN

PA
at ≈ 5000 ± 100�&�
��'������(���������	�����)��
�*	�
!�+�������
	���
������������wion ≈ 1, 485��,	�'�	�

���

�#
������

�-����
	���

-��
�����������%��
���
�������Pion ≈ 250 000
.������
���
��/�����

����������������������
���σmol
r ≈ 150µ��"�	���

��	������
�������012��
���
�������PPA ≈

70�.%����	����−1234/��
�	�	�������������������6s(f = 4) + 6p3/2(f
′ = 5)�5

���������������
��������


�������t0 = −∞ �t1 = +∞%����-�	�6�	�	���
�����������(�
�������
��

���
�	��� !��"�	���
7��8�
��	����)����	���'��
0−g (v = 4, J = 2)�9

������������������
��������
�������
 �
��

�%���
�t0 = 0 ��t1 ≈ 2��%�������

�	��
�:	�����
�	��	��

�'������������(�
�������
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�
��
�	��� !��
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��.�, D��?=��;�=�<�����=�?>�������?>
�~{�~�x�x	�u�t���u�	��"|u	�wt�	���	��w�~��"� u�x	���	�wx	v	~xt	�{�u��	�	����wv	~x�t	���u�t	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�wt~�	~	�x����	v+v	��~�t	�w!�	��t	�ux	~���xw{utw	�w~x	����x	�t		�wx|u	t	�w�~�t	�x�tu�wv���x�~x|u	����u��u�t	�w!�	�t���|u�wt
~����u{u~	��u�{	|uw	��v	�	�v�t�{ut	�	��w�	������u�w!�	��~���t���~xt	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�wt
	�x����w�t	�	���w�	�|u	t�{�tt	{xw�~��w�~�	�x�w	~u~w	��v	��u��w���	~x	���ux	u����t~�u�	�ux��~{
	��tw|u	���u�|u�wt	�w�~�t��~�t	�w!�		�x�tu�	�w�t	|u��xx	~�u�

����	vw!�	����x�!�		�x{	tt	�	{�ttw�w�~�	~x�	t	�v�t�{ut	�	��w�	�	xt	��x�v	��u�w!�		{	xx	����x�!�		�x�xu�w�		~�	{xw�~��*����t�	v�t	|u	t	�	�w�t	��	~�wx��uxwtw��	�~	t�w��	����x	tt	�{�ttw�w�~�t	x	v���	�	����uw�	�
���	{�~�	����x�!�		�x{	tt	��u~		�{wx�xw�~���t	t��	��	���x�����{w�xw�~�	�v�t�{ut	�	��w�	��
{	|uw���u�{�~��|u	~{	�	�wvw~u	�t	u�~�v��	��~�t���~	�	���x�����{w�xw�~�w�	���~�t���~	�u
�w!�	��~x	t	�	x��x����	���t����	��xu�	��	��w!�	��w��t�w�	�	x{	��w~x�	��x��wx�	~��x�wt��~�t�x�!�	�	�������������w�~�t�~��wv�t	v	~x|u���	�t�~�u	u�����~�	���{�	��	852~v�{	���~�v!~	
�	�	{�u�t��		�xx�!�wv���x�~x��u��	�v�t�{ut	��	��

2
x�	�vw|u	����w���w~x��~�}�u{�w�x����#����t{�~�w	~�����~{�	t	��	~��		~{�v�x	��u�u~��	~xu	t�w��	��	�	v�t�{ut	�	��w�	���~�u~�w!�	

�w��t�w�	�{	tuw({w~	�	��~x���	�{wx	�{	�v�t�{ut	��
��u�x	�x	�{	xx	����x�!�	�wt	�u���wxv��w�	�t	v��!t		~w~x���uw��~xu~	�{x	u�ηrecoupl(IPA,0) < 1
�	�	{�u�t��	|uw��~~	t�������xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	�|uw��������	~xu~���x�~t��	��u��~x dt′ 	x
���{�w�	t�	��vut	��#��u�t�	��v	


πPA(~r + ~vδt, ~v + ~gδt, t+ δt; t, dt) = πPA(~r,~v, t; t, dt)

[
1− ηrecoupl(IPA,0)δt

IPA(~r)

IPA,0

] ���%�

��.�.B>���>���;���>�
���;����=;�=�<>��>���;�=�<�>��?���?>����=�>�><��=�
?=�;<�?><����>��=�<�

�t	�xwv���x�~x��	�xwv	�t	~�v��	�	v�t�{ut	�	��w�	�	��v�	�����	{�~�	|uw��	���wv	��u�t�	��v	

Γlié/ΓRPA(IPA,0)N

PA
at
�������~������tu	�{��{u~�	�x	�v	��	{	xx		���	��w�~�

�xwtw��~����	�	v�t	t	��	vw	�� u�x	v	~x��t 	ux	�	{xu���	{u~�w!�	�	xwx{�v��	~�~xNat ≈
107�x�v	���u~	�{x	u�∼ 4 ��!���	x��u�t	|u	tσat

r ≈ 0, 3 ± 0, 1vv��	t��	��	���x�����{w�xw�~��(
�w��wxωPA ≈ 250 ± 100µv	xIPA,0 ≈ 70v

��{v2
��u~	�{x	u�∼ 3 ��!������ u�x	v	~x��~~	


ηdet ionsηion(Iion,0)
Γlié

Γ
RPA(IPA,0)N

PA
at ≈ 5000 ± 100

�
���tu�~�{��{u~�	�x	�v	�

��NPA

at



��	��vut	��*	�u�~wxNPA
at = Nat

23/2

(σmol
r )2

(σat
r )2
≈ 8, 8 × 105

��u~	�{x	u�∼ 5 ��!���
��Γlié/Γ




�	������x�	���~{�	v	~xΓlié
Γ
	�x��	u��!���~~����t	�	�{x	u���	���~{�(��~��~{�vv	w~�w|u�

��~�t	��	{xw�~�#�*�"	x#�*�%�
�~{�t{utx����w|u		�	{xu�����tw�w	��utw	u��~~	u~	��t	u���	~�w��~0, 1± 0, 05�

�� ηdet ions



��u����~����tu�ηdet ions
�

0, 2 {��
t	�	~�	v	~x|u�~xw|u	�	���t	xx	�vw{��({�~�u�	�x�	30%���w�t��	{xw�~%�%����	xt�	�{�{wx��	{�tt	{xw�~��wx+x�	���	���~~	v�t���t	������	�	���wtt	�

�{{�t���x�w{	��	�{�	���	�tu�{	xx		�xwv�xw�~	�x{��������	���t	~�v��	��w�~��	�u�t�����u~	w�~w��xw�~�u�w!�	v��~�x�(��xw|u	��u��u~�w!�	�w��t�w�	|u	~�u���w�~�{�~�x�uwx�������{w�w�~
�	{	xx	���tu�xw�~	�x��	~�w��~u~	�{x	u�2�
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�
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�
�����������������
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"� ηion(Iion,0)



����t	u�ηion(Iion,0)
	�x�	�u{�u��tu��w�{wt	����tu	��t�w�~w��xw�~�		�w��~x	~�	u��x��	����vv	

v	~xw�~~�	~�	{xw�~������t	�w�~�tv�t�{ut�w�	���	~�tw~��w�	v	~x�	t��uw���~{	�ut��	���	t�
�w�~w�	|u	~�u��	��~���xu�	�t�u~	�	��	u�x��~�wxw�~����~���ux	t�w�~w��xw�~�{	|uw	�xu~
���{	��u��w���s�w�v+v		~	�{�tw��~xt	t��	��uv��wvuv�w�	�	~uxwtw��~xu~	�uw���~{	�	
Iion,0 ≈ 5.1013��v2

�~�u�~��xx	w�~�~����t	���wv	�	��xu��xw�~��	�{�t{ut�x����w|u	��		�{(
x	u���	���~{�(��~��~�~x�x�	�	{xu����u�t���	vw!�	x��~�wxw�~�s�w���u�{�t{ut	����{w��v	~xt�	�{�{wx��	t�w�~w��xw�~�wt	�ux{�~~��x�	t	v�v	~x�w��t�w�	�	x��~�wxw�~	xt������xwxw�~���{w�	
�	�~w�	�u���(�w���xw�~~	t�{	|uw	�x���xw{utw!�	v	~x�w�{wt	��t	�x~��~v�w~�����w�t	����x	~w�u~	
	�xwv�xw�~������wv�xw�	
ηion(Iion,0) ≈ 0, 01 ��u�Iion,0 ≈ 7.1011��v2�
�~{�~{tu�w�~�	~��	~�~x��u�IPA,0

t���t	u���u~	�{x	u�∼ 3 ��!��IPA,0 ≈ 70v
��{v2��~	�xwv	t	

~�v��	�	v�t�{ut	�	��w�	�	��v�	�����	{�~�		xt	x�u��	���x�����{w�xw�~�


��u��	{���xw�~�	v�t�{ut	�
 Γlié

Γ
RPA(IPA,0)N

PA
at ≈ 2 500 000 s−1 ���*�

RPA(IPA,0) ≈ 30 s−1 ���&�

��	{u~	�{x	u��%��w~{	�xwxu�	�u�t��	�~w!�	��t	u����u�~����~������	tt	v	~x{�	�{������tu	�
���{w��v	~x{��{u~�	�����v!x�	��~�x�vv	~xt	��w���	~x	�x�wtt	���~		����w	~{	�tu����{w�	�	�v	xx��wx
��~���ux	���xx	w~��		~�w��~u~	�{x	u����w~{	�xwxu�	�u�RPA(IPA,0)ηion(Iion,0)��	���t	u���	��~x{�v����	��u���t	u��x����w|u	��|uw����w�	~xu~~�v��	�	�u{�u��tu��t	���	
v�t�{ut	���w~�w|u��u���~~�	�����	~�~x�	�v	�u�	��	�	�x	����x�v	�	~�	{xw�~���"�

�
�
	 
���
���������������	������
���
���	��������������
������
����� �>�;���>����;�=�<��>��?���?>����=�>�
��#�����		��������2-�

2

�~uxwtw��~xt	���{	��u�

39K +39 K
hν1−→ A1Σ+

u (0+
u (v′ ≈ 191, J ′ = 1))

hνspon−→ 11Σ+
g (v′′ = 35 et 36)

���#�

��w��t��	x�t���������u��w�	~x�{��	��	�v�t�{ut	�	��w�	���~�t��x�x	�~��v	~x�t �w�	�t	�w~�ut	x��	
�

2�����	v
w!�	�x��		��v		~�w��~106 − 107v�t�{ut	�����	{�~�	�s�t�	u�	u�	v	~x�v+v	�w{	tt	�({w

�	���	�{wx	~x|u��wv	~x	�{tu�w�	v	~x��	��v = 35 − 36�{	
t�~	�u��w	~x|u	���u~��xx	v	~x��{{w(

�	~x	tt	v	~x�	������t		~x�	t	���{wtt�xw�~��	��	u�	�~{xw�~����~�	��w���xw�~~	tt	��	xt		�{x	u��	
���~{�(��~��~	�xx�!�v�u��w��≈ 0.001

���	x�u��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	���t�x	v����xu�	�	
300µ
��	�x�	ut	v	~x��	~�w��~1000 − 2000 ����	{�~�	�����x	{xw�~�	{	�v�t�{ut	�	�x	�	{xu�	���t�w�~w��xw�~��	u��x��	�

13Σ+
g (v′′ = 35 ou 36)

λ2≈710 nm−→ B1Πu(4s+ 4p; v = 25 ou 26)
λ3=532 nm−→ K+

2

�����

|uw	ux{��w�w	{��t	���x�~���~	��w	hν3
�ut��	���������u�t��0, 7vz�ut���10

���w�~w�	x�!�v�t��
�	u����x�~��t	��x�v	���	t	�w�~�t�	�+ ~	�	�xu��	��~{���t	�w�~�t�	�+

2
�

��vw�		~��w�	~{		����wv	~x�t	�	t�����	~{	�	v�t�{ut	�	��w�	�	�x���tw��		~�xu�w�~xt����tuxw�~
�u�w�~�tv�t�{ut�w�	�	�+

2
	~	�~{xw�~�ux	v���	�uw�t	|u	tt	t��	��	���x�����{w�xw�~	�x�{{utx���	t�

�	�v	x��	�xwv	�t�x	v����xu�	�	~�w��~300µ
��s�t���t�	�w�t	��	�u�w�~�t�t	���{	��u��		��v�xw�~

	�x��u�t	v	~x{�~��v�	���t	��	u���w~x�uw��~x�

�	~��t���~xt	t��	��	���x�����{w�xw�~��	ut�t	��x�x�0+

u
��~x�u����t�w�~w��xw�~

..���
�
���
�������	�������	�����������������	��
�������������������	
�������	���
	��������������500��	
	��
����
������	��
��������	���� 
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2

�	~��t���~xt	t��	��{�t���~x��ut���10
�����u~	�u��	�	7~���	{u~	t���	u���	{x��t	�	10����

��w�~w��xw�~�t	�{���	���~��~{	���	{t	��x�x�B1Πu(4s + 4p; v = 25 ou 26)) ��~x�
��	���	��

��u����	��	�{	�	�~w	���w~x�wt��x�~�{	���w�	��� �ux	�u~�ux�	t��	��{�t���~x{�~xw~u�200v��698~v�
|uww�~w�		~�	�v�~	~{	t	�~w�	�u�13Σ+

g (v′′ ≥ 43) |u
w{���w	~xu~��uwx��~�t�w�~w��xw�~���{��	~x	�

�� ���{��w~	 �x��	 �	 {	xx	 	����w	~{	 �	�� ��uxwtw�	� u~ �ux�	 �{��v� ���{�	 �	 {	(
tuw �u����� ��� �}�~��~�zutw	~~	����%� ��u� �xx	w~��	 	�{�{	v	~x 13Σ+

g (v′′ = 0)�
�t �	v�t	

������!����t	�	x�t��������|u�u~x	t�{��v��|uwuxwtw�	t��x�x1g �u
w�t��x�x(5)1Πu(v = 13 − 18)��	�(

v	xx	�	����uw�		~�w��~105v�t�{ut	�	��w�	�����	{�~�	��~�v′′ ≈ 25 	x|u	
t|u	�(u~	���~�v′′ = 0�

6�-����--�#���-��-2-#�����		��������2-5	
2

z	��w� ��{�w�	 w{w ��w!�	v	~x u~	 	����w	~{	 �wvwt�w�	� t�~�x�	� 	x |uw 	ux ���tw��	 	~�uwx	
�������	����w	x�t��������z�w~�w|u	��w�wv�t	v	~xt	���w~{w��t	��w���	~{	�	~x�	t	��	u�	����w	~{	��

�	���{	��u��		��v�xw�~	�x


Cs + Cs
hν1−→ |Ω|±g,u(6s+ 6p3/2)

hνspon−→
2S+1

Σ+
g,u(6s+ 6s)(v, J)

��~x��w�	v	~x�~�x�		����w	~{	�t��	~�wx��u�w!�	v��~�x�(��xw|u		�x�u�v	~x�		~v��w��~x�	v�~w!�	
x��~�wx�w�	t	����w	~x�u{��v�v��~�xw|u	���	7 �25��{v−1��	t��	��	���x�����{w�xw�~	�xu~	�w��	t��	��	150v

�w~ 	{x�	v�w����~x	~{��	u~	t���	u���	{x��t	�	��	�|u	50s����	�v�t�{ut	���~xw�~w��	���
{	�u~���{	��u���	u����x�~��	t�~�u	u����~�	532~v
���������u�t���t	�w�~���+

	x��+
2
��~x�t���{�tt	{x�����u~����~~	tx��~�	x��x	{x�����x	v���	��t���{�ux		xt�	���~�w�~��tw�xw|u	�	�v	x��	�xwv	�t�x	v����xu�	v�t�{ut�w�	�	~�w��~100µ����	{100%�

�	��	u����	���{	��u�
�		��v�xw�~�	�v�t�{ut	�	��w�	�~�	�x���{t�w�	v	~xw�	~xw���u~	��	~xu	tt	�	{�v�w~�w��~�x��w�{����
	�x���|u�	���u���	�w	~���~��u���������	��*�"�

6��,�	�����2��-����2�		-�-����-���
��#���,��,-�-���-����2�
�	u���!�~�x�	��	vw!�		����w	~{	�		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��t���	vw!�		����w	~{	�	�w��	��	
�	v�t�{ut	�	��w�	�	ux���tw��	�����	w~�x	w~	x�t�����#���
{	�u~	w��	�wv�t	|uw�	ux+x�	uxwtw��	
��u�x�ux	�t	�v�t�{ut	���u�x�v	������v��~�xw|u	���tt		�x��~{x�!����v	xx	u�	��u�t��xu�	��u~	
{�wvw	utx��(	��w�	�

��v�x���	{�~�w�x	�	��v	�1010v�t�{ut	��	��������t�xw�~t��	��{�	�x��u�{	xx		�{wtwx�x	{�~w|u	
|u	���	ux{��w�w	���u~�{��~xwtt�~�	���

2
{�tt��t�u~	�	�����w���u~		~{	w~x	�		��w�w	{�����~w|u	(

v	~x�300v
�	x�	v�tw	�	3�	��t�u�x�t�����	~�w��~100 {�ttw�w�~��t��xw|u	�

����	{t	�������twuv��u�
�		��w�w�t	�v�t�{ut	��	������v�wxw��	�v�t�{ut	��~xt	��~�x�xw~x	�~	�	��w~��x�x�wx{�	�{�	u�
�	{��v�v��~�xw|u		�w�t	���u�|u	t�	�	x�		v�~�	�v	xx	�	�w��	�108 ��	~x�		tt	���~�u~	���w�~
{���	���~��~x�uvw~wvuv�	‖ ~B ‖ 	t	{��v�v��~�xw|u	�x�~x{����u{	~x�	��u~	��w�	�	���w~	�
�~xw(�	tv��tx��u���{�~�u{x�w{	������x	{xw�~�	{	�v�t�{ut	���	�	{xu	�����	{x���{��w	t��	��w�	�	~
��{�tx�~xt��u��	�{	~{	�vw�	���!�	�{wx�xw�~t��	��x	{�~w|u	������
���	�(�~�u{	��tu��	�{	~{	�	x	�x
�~�t���		~��x�wt������w	��w{�	x�t���������	{u~	x����w	�	�v	xx�~x�	{�~{tu�	�u~	x	v����xu�	v�(t�{ut�w�	�	400 ± 50v

���tu��	1000 	�w��u���w	u�	�t�~�x�	��	xx	���	���xw�~��	{x���{��w|u	�	�vwx
�u��w�����	��	�t	���~�v!~	�	�	x�	�v�tw��xw�~Tvib → Ttrans�	~

�xu�w�~xt����tuxw�~�	t����ut�xw�~
�u~w�	�uv = 1 ��	t���~x��	��t	~w�	�uv = 0������{��w~	�x��	�	{	xx		����w	~{	{�~�w�x	���	~t	(�	�t���twuv	~u~x	v��w~	��w	u��u�2��	�u��	�	�w	�	�v�t�{ut	��w���	����~�	~	t�w��	�|u	t	�
v�t�{ut	���~�t	�w�	�	x��~{����x	~w�u~	�tu����~�	�u��	�	�w	���	{w�	�v	xx��wx�t�����uxwtw�	�t	�v+v	x	{�~w|u	����	{t	v+v	�u{{!������������xw�~|u	{	tt	�|uw�~x�v	~����u�t	��x�v	����	�
x	v����xu�	�	x�	��	~�wx��x	tt	�|u	t�{�~�	~��xw�~�	}��	(�w~�x	w~�ux+x�	���	���	���u�{	t��t�w��	
�	ux+x�	��uxwtw�	�u~���x!v	�	��v���		�{�{	�u�w	~��	����	��	�		��w�w�t	�����w��t���twuv���~x
u~	��	��w�~�	���	u���xu��~x	|uw{�ux		�x�+v	v	~x���w�	v	~x��	{t�x	v����xu�	�
.�
����	
����	�������	��������������
�������������	������
���
	���������������������	
�
���	����� .

����������������	������������	
��	�����������
��������1000
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����� @���><��>���=�=�Tvib
>�Trot

�

��~x��t	�t��x�xw~x	�~	�	�v�t�{ut	��	��w�	��u~�~�	�xu~���w~x��	���~x��	��	u����{	��u����(
�	~x��{w(�	��u��{�ttw�w�~���	{u~�������twuv	x���x�����{w�xw�~�	x|uw�~x�v	~��t�	��v�xw�~�	
v�t�{ut	�x��~�t�xw�~~	tt	v	~x	��w�	���	utt	���{	��u�uxwtw��~xt	�{�ttw�w�~���	{u~�������twuv����uwx
�	�v�t�{ut	��w���xw�~~	tt	v	~x	��w�	���	���{	��u��	���x�����{w�xw�~~�	~����uwx��~���t	v	~x������

�	{�~x��t	�u���{	��u����t��	�{�~�w�x	�uxwtw�	��uv��wvuvt	�����w�wtwx���	{�~x��t		����wv	~x�t
��u~	�w�{	�ut��	�{����	~x��~�tu��u����v!x�	t�~�u	u����~�	�ut��	��wt	�x����w�t	�	{�~x��t	�
t��v�twxu�	�t�����	�t	����tx	v���	t�u���xw�t	x{��u{��v��t	{x��v��~�xw|u	����uwx��~�	ux�w~�w��tu��uv�w~����t�~x��{�~x��t	�t����tuxw�~�u{�u�t	�v�t�{ut	({��v��t��	�{��t	�
�	u����x!v	���~x	~w~x	��{xw�~��~�	ux�u��wuxwtw�	�t��vw��w�~���~x�~�	�
���~x���xu�w	�{�vv	~x�		��w�w�Tvib�v�~

x��~�|u	t�x	v����xu�	Trot
	�x�w��v	~x{�~x��t��t	�	x

�	ux+x�	{��w�w�tu��uv�w~��t��	v�~�	�

�-�-����2�		-�-��2-Trot
-	�����2���

�	���{	��u��	���x�����{w�xw�~�	�v	x�	��t	{xw�~~	�t	~�v��	|u�~xw|u	��x�xw�~~	tJf �
�~{��w(

�w���~xJf = 0 ���	�	v�t	�t��!�t	�	��t	{xw�~|∆J | ≤ 1 �	�v	x�	~	�	u�t	�|u	J = 0 	xJ = 1 ���
�vw��w�~���~x�~�	��w~�wTrot

�	ux+x�	{��w�w	x�!�����	��	����t!v	��w~{w��t�w	~x��~{�	Tvib�

�-�-����2�		-�-��#������	�-���2������	�-
�

0������#�����,�	�����2-,����		���	����,�-�

�����x�����{w�xw�~�{�vv	�x�x�	�����x�	��	u��x�v	��u~�x�x|u��w(u~w|u	x�!��w	~��x	�vw~��{�	�x|u�~�v+v	u~{�~xw~uuv�v�w�x�!��	ut���	���~{�~�w����~x{	x�x�x{�vv	u~w|u	�wt	�x����w�t	
��uxwtw�	��tu�w	u��x	{�~w|u	��wv�t	��	x��	�{�{wx����u��	���u�t	x��~�	��	���~�t	~w�	�u��utu�	��t	~w�	�u��utu�v = 0

���	��tu��wv�t	��	{	�x	{�~w|u	������uw	~x�u�t�uxwtw��xw�~�	�	u�t��	���t	
��	vw	���u�x��~�	��	�t��x�x�	��u~�x�x�	t�w���w�xu	t�u��	t�	xt	�	{�~���u�t	x��~�	��	��	��v = 0��~	�	�u		�x����	~x�	��~�t	���xw{t	��	 �}	��v�~~	x�t�����#��w~�w|u	�	 ��t	w�{���u	�	x�t����������u��tt�~����w�	v	~x����	~x	�|u	t|u	�{���

�-�-����2�		-�-��#������	�-��#�����		���	����,�-
�t	�x�u��w����w�t	��uxwtw�	�u~�	{�~�t��	���u��xwvut	�t��vw��w�~�	t��x�x�	t�w��	��t��x�xv = 0�

�w
	tt		�x�wv�t	�v	xx�		~�u��	�{	xx	x	{�~w|u	�w�|u	�	~	��������x	�t	�	~�	v	~x��utu��~	�	x���	{
�	�t��	��{�~xw~u��t��x�xv = 0�	ux	�w�	t	{�	vw~w~�	��		x�	�	x��u�	���~�t	{�~xw~uuv�	��	u��x�v	�tw��	��
�	�tu��	~�	u�t�~xt��x�xw~x	�v��w�w�	�t��vw��w�~���~x�~�	��	~�	~��	��	��	�x	����ux�~x�tu�wv���x�~x	�|u�	tt	�	u�t	����w~{w��t	v	~x�	�~w�	�u�v 6= 0

��w~�~t	���utx�x	�x�� ��{|uw�����	�{�{wx�
�u���{	��u��xwvut�	�x��~{~�{	���w�	v	~x	�w�t	�{�u�	��u~x�!�v�u��w��	{�u��	v	~x���~{�(��~��~��w�~�t�~�|u	t	����t!v	�	t��vw��w�~���~x�~�	�	ux+x�	�twvw~��w�~x����wtt	��	{�	�t��	���u���vv	~x
w~x	~�	����~|u	t��vw��w�~�xwvut�	t�	v���x	x�u �u���u�t��vw��w�~���~x�~�	��w�~�t�~��{	������t�x����w	�	t����x�����{w�xw�~��	u�{�ut	u���x�!��	v�t��t	�{	tt	���	t����	
��~�{	x�u����	����	t����	����}��~�~�zutw	~~	����*��|uwx��wx	~x�u��w�	t��vw��w�~�xwvut�	�u�	t�	�	x��v�~��&!�#&(i�&%+i!("'9&'%$'dq+&'%"�#"%&p%f%$'")p'+o%f)!"(p%$$)$f%!%"'%�d("$
)%dq)&f%$d9$%"$%$'f#p9d#f%d9"#$(&9&p%f%dq#&%"�+%E

f%p(dd+$+(&f%$9'(i%$Hd%&)i#"9'%)"f%d9�("i)d%��hh
$q9&&)d%�()!"%$
)%�!()"~δresL = −E�

m&!%)'9+&$+%$!#"%"p"#%"!9")&!"(p%$$)$�9i9&f%$i(d#p)d%$�"(+f%$%&$q9�"9&p�+$$9&'f%dq#i+$$+(&$!(&'9&#%�i�i%$q+d�9)'*+%&$�"!"%&f"%%&p(i!'%d9i(n%&&%
$)"E�
�~��w~��w��~x�	�w��	����	t����	�������x��~���t���~�����&�	x�}�~��~�zutw	~~	����%���~�	ux
{�~�x�x	�|u�	~���xw{utw	��wt	�x����w�t	�	�	{�	�{�	�u~�x�x���w�t�	��vut	�����u�	u�w!v	�x��	�	
���x�����{w�xw�~|uw�	���	�{wx	���	��	~xw	tt	v	~x�	��v = 0�

�u	tt	|u	��wxt�v�t�{ut	�wt	�x��~���ux	
����w�t	�	x��u�	�u~x	t�x�x�v�w�{	t��	ux~�{	��wx	��tu��	�	u��x��	��	���x�����{w�xw�~�
.�
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�
���w	x�t�����&��~x	~�w����t�uxwtw��xw�~�	t��	���ut�����u���wx	�t	����t!v	�u�	{�u�t��	w~�	��	
�	v = 0 �	��t	{�~xw~uuv��t�{�~�w�!�	~xx����w|u	v	~x�	u��{��v���wv�t	�uxwtw��~xt�{����	~{		~x�	t	��	u�t��	��	x~�x�vv	~xt	{�~x��t	�	t	u��	��|u	~{	��	x����	���	��	{xw�	�


���	�{��v�w~xuwxw	��v�~�
�~��	vw	��ut�	�	u�t	t��x�x�	t�w��	xt	�	{�~��ut�	�	�	{�u���~xx	v���	tt	v	~x��	{t	��	vw	�t	���	u�t	��	xx	w��		�x��w�	vv	~xt��tu��wv�t	�	x�v!~	�97% �

��x�x�x��~�	������~�v = 0�s�w���	u�t�~xt��x�x�	t�w��t	���{	��u��	ux+x�	�	�xu������t��vw��w�~���~x�~�	�
���	�{��v��{�~x�	(w~xuwxw	�������������
��~�	��tw	�{	xx	�w�{utx��wt	�x~�{	���w�	�	~	 �v�w��	u�t	�t��x�x�	t�w�|r〉���u�{	t��t	t��	�
�{{������ut��!�	v	~x��{�t���u�|r〉 ��xu�	t�x��~�wxw�~|r〉 → |v = 0〉 ���~xt�	~��w�ut��	��{{����
�u�|i〉 → |r〉�w�	�t���|u	t����ut�xw�~�	|r〉 	�x~utt	��t�u�x	~�uwx	��	~���	�t	t��	��{{�����u�
|i〉 → |r〉�t���|u	t	��	vw	��ut�	{�vv	~{	��w�����wx�	��	��|u�xw�~�v�~x�	~x�t���|u	t��~�	ux
���w�	����	�|u	100% �	x��~�

		�x�	��v = 0���~�
 �v�w��	u�t	�|r〉�

�	�	utw~{�~��~w	~x�	{	����{	��u�	�x|u�wt�uxwtw�	~x�	��ut�	�t��	��
t	x�u��	����xwxw�~�	��t	~x
	x�	ut	v	~xu~		�w�t	���xw	�	��x�v	��w�	�{	u��	x��u��~x�t���~~	�w�x�~{	w~x	�v�t�{ut�w�	t���|u	t	��ut�	����w�	~x�	��~x��	{x�����{��|u	���w	�	�ut�	��
���w	x�t�����&�w~�w|u	~xu~x	v����	~�w��~
25v
w~ux	���u�x��~�	��v	�|u��wv	~xx�u�t	��x�v	���u~�w!�	v��~�x�(��xw|u		~v�t�{ut	�	��w�	����u�{�~x�u�~	�{	xx	�w�{utx���~�	ux{��~�	�t�t�~�u	u����~�	�	����x�~��u{�u���	t�uxwtw��xw�~�	�

wv�ut�w�~�t��	��
�~�	ux�t���	����	�uxwtw�	�	~v+v	x	v���tu�w	u���x�x��	t�w�{���	���~��~x��	�
��w~x��	��~��~�w���	~x��	xx��~�	��	��t���u~	�tu����~�	|u�~xwx����x�v	�����ut�	��~	w��	u~
�	u�wvwt�w�		�x���	t����	{w(�	���u��

�-�-����2�		-�-��#��2-	#�,	-	,�	-�	�����	�

��u~	�	���	vw!�	�������wxw�~�x����w|u	���u����tw�	� t	�		��w�w��	v	~x�	��	�����	tw�	�x�
w~x	�~	��u~	v�t�{ut		�x �u	� �}��x�~�	x�t�������� 	x 	ux ���	t����	��� �}��x�~�	x�t�����&���~~��	x�t�����&���tt	{�~�w�x	��		��w�w���(�w���xw�~~	tt	v	~xt�v�t�{ut	�� �	��v�	��	{w{�v�tw|u	
�~��v�v	~xt	����{	��u��t	��w~x�	�����x~��x�~x�tu�u~�x�xu~w|u	�
�~uxwtw��~x�	��ut�	�t��	��x�!�{�u�x����u~x	v��w~	��w	u��u~	�w���xw�~�w�	��	t�����	�	t�		vx�(
�	{�~�	�{	|uw	�x	����wv	~x�t	v	~x|u��wv	~xwv����w�t	�t��	u�	�{xu	tt	���~{��	�	���|u	x����~�	�
|u	t��~�	ux	���~~	�����uw�	��u��v	~	��ux��~�		�x�	��v = 0, J = 0�

�~	�xu�	x�	�v���~�vw|u	
	�xv	~�		xv�~x�	t�~�{	��wx����{{���x�	t�	~x���w	�u{��v��t	{x��v��~�xw|u	���~�		�w�	��{���x�	
{	tt	�u���x!v	��	xx	�����{�	���	�{�v�t	�	�	���u�		x��~���tw�	t	�x��w����~��x��	��	{�~x��t	�	�
��|u	x����~�	�


���	{�~x�t	��xwv�t |uw �����uw	�u�t��v	wtt	u�	���tuxw�~�	��|u�xw�~������tuxw�~�u���x!v	
v�t�{ut	({��v�t��	��
�	xx	v�x���	{�~�uwx��u�	~x��	���tuxw�~�wv����w�t	�����tw�	�	����wv	~x�t	v	~x�

���	{�~x��t	x	v���	t|uw�����uw	�u�t�x	{�~w|u	��v�	(��~�	�
�~�ut�	t��	��	u�t	u~~w�	�u	xu~�	u�w!v	�ut�	t	�uwx��	{u~��{�t��	x	v���	t� u�x��u�t�
	��|u	~{	�	�w���xw�~��u�x��~�	��	�	~xw!�	v	~x{	��|u	x�	��u~�ux�	�x�x�

���	 {�~x��t	 {����	~x ��u ������������� |u	 ~�u� ���~� �xu�w� ���{��	vv	~x ���w�
�u��w����������~��u�vw~	~����#���

����) �;��>��=�<���=��>;�>�>���?���?>����=�>�
��u��tt�~������	�	~{�~{tu�w�~�	{	xx	�	{xw�~u~����t!v	wv���x�~x
{	tuw�u�w��	��	�	�v�t�{ut	�

	��w�	��
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��	�	x �	 t� 	��{	 �w��t�w�	 �u� t	� v�t�{ut	� � �x� ���	��� ��u� t� ��	vw!�	 	�w�
�����x��	t		t�x	x�t�����&��u�u~ 	x�	��2

�|uw~�	�x�����
2
v�w��	t�����ut	u�	�	{����~	�

��
����	����w	x�t�����#�	u�	~xt	���	vw	����w��	��	�v�t�{ut	�	��w�	���~�u~�w!�	�w��t�w�	��t�
uxwtw�!�	~x��u�{	t�t	�v�t�{ut	��	��

2
{���	����t	��	ut�t��	���w!�	���~��������	xu~	�u�v	~x�xw�~

�u����w	~x�u{��v�v��~�xw|u	t	u���	�v	xx�w	~x�t��������w�u~~�v��	�	v�t�{ut	��u���~x��	
{����	v	~x�u�w!�	�w��t�w�	���

2
�
17
�	�{�tw���u�64µv���	�	{xu		~�ttuv�~x���
{	�u~v��ut�x	u�

�{�u�x�(��xw|u	�t	t��	���
2
	~v+v	x	v��|u	t	�t��	���	�w��	��	��~xt�w~x	~�wx�	�x���uwx	��w	~

|u	{	t����uw�	��~���ux	t	~�v��	�	v�t�{ut	�����!�100v��t	�t��	���	�w��	��	��~x{�u���	xu~	����	�	��v���	�	��x�v	���~�t��x�xf = 3 	�x�u��
w���tw��		~{�u��~x�u��~x0, 5v�t	�	��v�	u���	

�w�~�tv�t�{ut�w�	�	��w�x	�t����	~��~x��!���u~	�	{�~�	�t���{��w���~{	�u~�v��	�	v�t�{ut	��w���	�
�	v�t	~�~	���~	~xw	tt	����u������u�	�|u	t	��x�v	�����	~x���~�t	�w!�	~���	{x	~x���t	�w�~�t�u~	
���xw	�	�t��	���	�w��	��		�x��ttuv�	50v����!�t	u�{�u�u�		x�u��~x10v����~�	��u��	�t	��x�v	������u�w!�	�w��t�w�	���

����-���������#��,-,�	-����-�.�$8�
�	�w�����~x����	t��	����

2�~�u����~�	������	�
w��	�t	�v�t�{ut	���	{t	t��	��w 
��	x

��	{t	t��	��������	�	����w	~{	��	��~x��{�wx	�	~��x�wt��~�t�x�!�	�	�������������tt	�v�~x�	~xt�������xw�~�	����x�~����t	�v�t�{ut	�	x��~{t����	~{	�	�w��	��		�{�{	��	���{	��u���������xw�~
�	ux������	�+x�	u~	twvwx�xw�~��u�����	~xu	tt	�	����w	~{	��	{�~�	~��xw�~	~�w!�	�w��t�w�	�	}��	(
�w~�x	w~�u�t	{��wuv�

�-#��
-��
����	�-
��	w~�x	w~	x�t�����#��~xv�~x��|u�wt	�x����w�t	��uxwtw�	�t�	��{	v��~�xw|u	��u��w��	�t	�v�t�(
{ut	��
�~�w����wxw		����wv	~x�t	�x	~{�u���	v�~x��	��~�~�x�	���u�	��u��w��	�t	�v�t�{ut	���~�
u~�w!�	|u���w��t�w�	v��~�xw|u	�	��{x	v	~x{�vv	��u�t	��x�v	����	�	x�		v�~	�x��~~����t�	��vut	��*��t		�{x	u��	��~��	�xgJ ≈ − (Λ+2Σ)Ω

J(J+1)

��|uwv�~x�	|u	�	ut	�t	�v�t�{ut	���~�t��x�x3Σ+
u��	{|Ω| = 1 	xJ = 1 �	��~x

t	�v�t�{ut	�t	��tu�	�{wt	v	~x�w��	��t	��

��-,	�-	-�-�	��	��,-	2��	��#��
-"��,���,-	
1�-�2-�-,������� �wt	�v�t�{ut	��w���	�~	��~x�����~�t��x�xv = 0, J = 0�	

tt	��	u�	~x�	���	
�	t��~	��w	w~x	�~		~�	���	�{wx�~x��~�t��x�xv = 0, J = 0�

�u�u�	��!�t	��	��t	{xw�~g ↔ u�
t��	ut	

���	�{wx�xw�~����w�t		�x{	tt	���{�ttw�w�~���	{u~�x�v	�uu~	v�t�{ut	��~{�v�t	�	w~x	�v��w�w�	
�	ux�		��v	�	x�	����w���{w	�	~�uwx	��	����{	��u�t	��tu�wv���x�~x����~�t	{����u~	{�ttw�w�~
�x�v	(v�t�{ut	���~x�t���


Cs2(v, J) + Cs → Cs2(v
′, J ′) + Cs +

�~	��w	{w~�xw|u	

Cs2(v, J) + Cs → Cs2 −−− Cs
����w���{w�xw�~

−→ Cs2(v
′, J ′) + Cs +

�~	��w	{w~�xw|u	

�	�x�u��	���	�{wx�xw�~�	u�	~x+x�	x�!����~��	x��~{	~�	~��	��	��	�x	�wv���x�~x	��u	��{	xx	
�	(x�	�v�tw��xw�~�����!��	u��	����w	~{	��~x�x����tw��	��u�{	��w~x��~��u���{�~�utx	�t��w�tw������w	{wx�	���
�s��wtt	x�t����##����u��w~x�	�u	x����w|u	�t	�{�t{ut���~x{�v�t	�	�	x~��~x�x����tw�����v�
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{�~~�w���~{	�|u	��u�t	�{�ttw�w�~��x�v	(v�t�{ut	�u��	�{��x�!��wv�t	����
2
�u�	��

2�
�t 	�x

�u��w����w�t	���xu�w	�{	����t!v		~uxwtw��~xt	�v�x���	��	t�x����w	�	�{�ttw�w�~�����	�	v�t	
�����	�	x�t������������	�	x�t�����������	�{�~{tu�w�~���~���t	���u�t	�{�ttw�w�~��x�v	�(v�t�{ut	�
�	v�t	~x+x�	


���	��x�x��	v ���~��u��~x�	��	{xw�~�	�{�{	��	{�ttw�w�~���~�	��
�	���utx�x	�xw~xuwxw	�u�u�	t�x�wtt		x�	t�	�w�t	�~	��w	�	tw�w��~�	x	tt	�v�t�{ut	���	������x
�	��	{xw�~�	�{�{	�	~x�	�	��x�x����{�	��u�	uwt	x�	��x�x����{�	��	v = 0 �	ux�xx	w~��	�tu�
�	7 ����	��	���~�	u���

�	�x�u���u~	��t	u��u���w	u�	�10−10{v3�v�t�{ut	−1��−1 ��~x���	�w�
��x	~u	���u��	����x!v	�{�vv	���

2
�u�	��

2�
����{�ttw�w�~	��~x�t		�xt��tu�	�{�{	�
�����	�������w~�w|u	|u	t���|u	t��x�v	�	u�x	t�v�t�{ut	�	t�~��~��	w~x	�v�t�{ut�w�	�t	�x��~(
�wxw�~���~x�	�u{�u��tu�	�{�{	��

���t	�w�x	u~	x�!�	��x	{����t�xw�~	~x�	∆J = J ′ − J 	x∆v = v′ − v�
��{����t�xw�~��	���wv	���u~		��vut	�ux��	nv∆v+nJ∆J ≈ 0 ��	{nv 	xnJ 	~x

w	����	���utx�x
�u���	~�~x	�x	��tw|u����t		�wx|u	t�x��~�wxw�~��	�	{xu		~vw~wvw��~xt��~	��w	�	��u	�w�	���	{
EvJ ≈ Ev′J ′���	��vut	���#�	�u�~wxt�������wv�xw�~nv

nJ
≈ 2BeJ

~ωe
�

�w{	xx	�	�~w!�	{�~�wxw�~~�	�x �v�w����w��	�wt��wx+x�	����w�t	�	�w��	����	�	�{�{	v	~x{	�x�w~��x�x�
��(�w���xw�~~	t	�{wx���
�d&%&()$9!9$#'#!($$+*d%fq(*$%"o%"p%$p(dd+$+(&$��)o)f%$f%&$+'#$)'+d+$#%$%'f%$'%i!$f%$#e()"$f%&($i(d#p)d%$f9&$d%!+��%i9�&#'(�(!'+
)%�%dd%$$(&'!%)'!"(*9*d%$��%!d)$&()$9o(&$%�%p')#f%$*9d9n9�%$%&d(&�)%)"fq(&f%f)d9$%"+(&+$9&'�f9&$%'$()$d%!+��%H+d&%$%i*d%!9$n9o(+"f%"%f+$'"+*)'+(&
o+*"9'+(&&%dd%f%$i(d#p)d%$f9&$dq#'9'�(&f9i%&'9d�

1�-�2��,�
�-�-�� �w�~�t�~��u~	�	x w~x��	���~x �~�~	~{��	���	����u��	�v�t�{ut	��w���	��
{�~{	�~�~xt���w	~x�xw�~�	�v�t�{ut	��w���	���~�u~�w!�	�w��t�w�	��	���t	u����v�x�w	� t	�v�(t�{ut	��w�x�vw|u	��~x��w�	vv	~xu~	��t��w���wtwx�α‖

t	t�~��	t���	w~x	��x�vw|u	~	xx	v	~x�u(
���w	u�	�t���t��w���wtwx�α⊥

��w�t	����~	��w	���w�t�	��vut	������	t�v�t�{ut	���	{�u��~��w(
��t	 ~d �	�v�~	~x�	~����	~{	��u~{��v��t	{x�w|u	 ~E = EZ~eZ {�~

xw	~x��~{u~x	�v	�	t�	��v	
−~d. ~E − 1

2q
2
eE2
Z(α‖ cos2 θ~R,~eZ

+ α⊥ sin2 θ~R,~eZ
)���{�~��u��xw�~�	~��~xvw~wv�t	t��~	��w		�x�t���{	tt	�$

θ~R,~eZ
≈ 0

��uπ��{�	�x(�(�w�	t���|u	t�v�t�{ut		�x�tw�~�	�u�t	{��v��|u�	tt	�wx�u~�~u~�w��t	�	�v�(
~	~x�
�~x	t	�	x��� ��x����	�����u��	�v�t�{ut	�~�~�w���	��	~�����u������w�t���xw{t	x����w|u	

��x�wtt��	���w	��w{��~��	��{���{�����%��w~�w|u	��tt	�x�~�����uv�������w�~	x�t���������	xx	
{�~{tu�w�~��wx{	�	~��~x+x�	x	v����	�wt���x�xw�~	�xx���wv���x�~x	�{	|uw~�	�x���t	{����u��	�
v�t�{ut	��	��w�	��|uw��~x��~�J = 0, 1��	x	�	x��u���wx�	ux+x�	uxwtw����u��xu�w	�t	�{�ttw�w�~�	��~x�t	�|uw��~xt	��tu�������t	��

3�����-	��#-	2-#��
-	�
}	�u{�u����ux�	�x��	��	�w!�	��	u�	~x+x�		~�w������ �~�w|u�~����	�	v�t	t	�w!�	�t	{x��(
��~�vw|u	�	��	w�������� �t �����uw	�u�t		�wx|u	t�	�	x�x���w~�uwxu~���t�{	v	~x�~	���xw|u	
∆E = −1

2q
2
eα

polE2 ��	{αpol > 0 ��u�t��x�x	�~��v	~x�t ���w�t�	��vut	�������	��{	−~∇(∆E) |u
w

��w���u�t�v�t�{ut	t��v!~	���t�����~�t	���~	��	{��v�	��x���wv����w�wtwx��	{��	�u~	��~	�	
v��wvuv�	|E|2 ��~�t	�w�	�x����!v	�	��u���{�~�uwx��	w��������������	�u~�w!�	��~�vw|u	
��~�t	|u	tu~	�w�	{xw�~�w��	�~x	x�u�~	��~�t	x	v����u����xx���	��t	��w�	{xw�~�~�~�w��	�~x	��
��	��x��ww�~��{�vw	�v��	�����*��u��!�	~x|u�~x�	u���uxwtw�	�u~�t{������t	{x�w|u	v	~x	x|uw
�xxw�	�	��tuw t	�v�t�{ut	��������~xu~�w��t	�	�v�~	~x��u~�~���t 	�ux��w�	vv	~x	v�+{�	�t	�
v�t�{ut	��	x�u{�	�t	�t���	��x��ww�~��{�vw	�v��	�����*�v�~x�	~x|u	{	t�	�x	~	�wx�ux�v�xw|u	�t���x�xw�~�	t�v�t�{ut	�u�	tt	(v+v	�	x��~�	��v�~x	~v�u�	v	~x�	��x�xw�~�ux�u��u�t�t�	��{	
{	~x�w	u�	�w~�w{���	�	��u��	��t�v�t�{ut	�u�t��w�~�t�~�|u	�	�v�t�{ut	�~	ux�	�	x~�~��t�w�	��	u�	~x
�u��w+x�	�w���	����u~�t���{�u�u���u~{�u��~x�t	v�v	~xv��~�xw|u	�	t�v�t�{ut	w~x	���w���~x
��	{t	{��v�v��~�xw|u	~B {������t	�t��~�	ux�u��w	~�w���	��	��w!�	�����w�	��
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�u�u�	t����	~��~{		~w~x	~�wx��	�t��	���	�w��	��	�wt	�x�	u������t	|u	t�v� ��wx��	�
v�t�{ut	�	��w�	�|u	~�u����	���~�	x|uw��~x{���	�	~����	~{	�	��	ut�t��	���	�w��	��	��wx�u	��	
t��	{�v�w~�w��~�x��w�{�����w�	��	x��w��x�v	��{�vv	�u������������	����w	x�t��������
�t	�xx�ux�	v+v	w~x��	���~x�	�	{�	�{�	���	x	{x	�t	���~�v!~	�uw��~x


A + A + A→ A2(v, J) + A

�	x	tt	��	{�v�w~�w��~���~xwv���x�~x	�	xtwvwx	~xt	��u��	��	�w	�	�{�~�	~��x��t	���{	��u��v	~�~x
	~��~���tt��	�x	�	3 �x�v	����	{u~x�u�L def

= 3αrec�

��-����--�#���-��-	��,-��	���

�����	���xw�~�	t��	{�v�w~�w��~�x��w�{����~�	�x���~�u�	tt	
{�	�xt	��w~{w��t���{	��u��	�v	x(
x�~x�	{��	��	��wv!�	�����xw����x�v	�~�~	�{wx�����u����	~���~��wx�x	t	����#%�t��~x���	�	v�t	
���	���	��~�u~	{	ttut	{�~x	~�~x�	t����	u��	{��wuv���x	{�~w|u		�xx�!��wv�t	�wt�u�x�	���x�(
�w���{w	�t	�v�t�{ut	���

2
����	~x	���w�w~	tt	v	~x���u~	tuvw!�	w~x	~�	�758~v��uw������	��	�	~�uwx	t�������xw�~��u~	�w�{	�ut��	���~�	�	�	���t	�~w�	�u�v�t�{ut�w�	�Cs2(v, J) {�������t��	{�v�w~�w��~�x��w�{�����

��-�
�-2���-�����

���~	��w	�	{�ttw�w�~w~wxw�t	E 	�xx�!�w~	��w	u�	�t��~	��w	Elié �	tw�w��~�	t��x�xA2(v, J)���{�~�	�(��xw�~�	t��~	��w	���{�wx��~{Elié ≈ p2/(2m) + p2/(4m) = 3p2/(4m) �$~p 	�xt�wv�ut�w�~�~�t	���u��	x
−~p��u��2

���wt��wx	��	��� 	{xw�~véjection {���	���~x
�u~	�~	��w	{w~�xw|u	�tu����~�	|u	t����	�~�	u�

�u�w!�	�t��|u�xw�~�ux�u��	�	�x	���{�wx�t��� dn
dt = −Ln3��$n 	�xt��	~�wx��x�vw|u	�

��-���-�,�,��
�-��2-2���	���

�	x�u��	�	{�v�w~�w��~�x��w�{������x�{�t{ut���������	x�t�����*��u��w	�w~��	x�t�������s�	��w �	x�t�����*�{	��	�~w	����~~	~x��u�t	���{	��u�


3Cs(f = 3,Mf = −3)→ Cs2(vmax, J = 0) + Cs

t���t	u�L = 5 × 1029{v6
������	{�v�w~�w��~�x��w�{������	�	{xu		~	�	x	~��~���t�u�t	�	�~w	�

~w�	�utw��u��x	~xw	t��~x��	��	��~�~�u��{	{����xu�w���~�t���xw{t	�	��	�w{�	�	x�t�����*���~���(
xw{utw	����	�w{�	�	x�t�����*��~x{�t{ut�αrec

��~�t	{���|uw~�u�w~x��	��	w{w���u~	�	{�v�w~�w��~	~
�~�	s���~�

t	�	�~w	�~w�	�utw��u��x	~xw	t 	xt���|u	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~a 	�x���~�	���w�t�x��t	*�����	�*�����	�w{�	�	x�t�����*���v�~x�	~x��~�{	{��t�	��vut	�~�t�xw|u	αrec = 3, 9~a4/mCs���w	t�	~�~�s�{	�������x��u�	~xu~		��vut	�wvwt�w�	v�w��u���w	u�	��u~	�{x	u�	~�w��~2
��

.-�#������-2-	��,���,-	����-	#��,��-��������	��"����	���#	�5�	2���	���

�~uxwtw��~xt�	��vut	*�*"
a ≈
√

~2

mCsElié
��~��xw	~x��u�t�x	v����xu�	���� 	{xw�~�


kBTéjection ≈
2~2

9mCsa2

��~�t	{���u{��wuv�~�u���u��~���w��~~��t	v	~x�u����	�|u	|a| > 300 a0�{	|u
w	�u�~wxTéjection <

3µ
��s+v	��~�t	{���$~�u���u��w�~���x	{x	�	�{�{	v	~x�	x	tt	�v�t�{ut	��{	xx	x	v����xu�		�x
x���	�w�t	��u���u��w�+x�		�x��wx	�	~��v	�u�	��{xu	tt	��	x	v����xu�	�|uw��~x���{w�	��30% 	x
��~~	~x�	�x	v����xu�	��u���w	u�	��10µ

��
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2

����-	-�#����-���,-	
��	{~���w!�	�t	��tu��	~�	��n ≤ 1012�x�{v−3�~�u�~����	���~����	�w�|u�u~w�~t����u�ut�	
w�~w��~x��	t����	~��w	~�	��	t�w~x	~�wx��	�t��	���w!�	�|uw{��	~xu~	�~��	v�t�{ut	���u�u�	�
	�{�{wx���	��x	{xw�~�{	t�w~�w|u	|u	��u�{	��	~�wx���v�w~���u~vwttw	��	v�t�{ut	���~x	��v�	����
�	{�~�	����	{�v�w~�w��~�x��w�{������	t�	�u�~wxt����~	1000 > 2αrecn

2N ≈ 7, 8 × ~a4n2N/mCs�{	|uw���	{N ≈ 107�~�u���~~	t�twvwx	a < 2400 a0�

5���,�	���-�#-�	#-����-	
��	{t	��	~�wx��|u	~�u��xx	w�~�~��wt	�xx�!��w�{wt	���u	���u~	�v�tw���xw�~�u���{	��u��	��x	{(
xw�~������	��	�t	�v�t�{ut	�	��w�	�{���	����t	��	{�v�w~�w��~��x��w�{������~	��w	�tu����v	xx	u�	
	�xt��xu�	�	v�t�{ut	��w���	���	{�	��x�v	���~�u~�w!�	�w��t�w�	��~	�	x�	~�u�����~xa ≈ 1000 a0�	~x�	t	��w���	~x	�af,Mf

t�u~	��wx+x�	���	����~�	��t	x�u��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	�����	{�v(�w~�w��~�x��w�{����	�x���t�7, 8× ~a4n2N/mCs
	x�xx	w~x��!���u~	{	~x�w~	�	v�t�{ut	�����	{�~�	�

��u�106 �x�v	��w������	{u~	�	~�wx��	5 × 1012�x�{v3��w{	�v�t�{ut	���~x�u��w�w���	��wt	�x��~�
��ux	����w�t	�	t	���x	{x	�����~	�ux�	����w�wtwx�{�~�w�x	��	v��w�	�t�t�~�u	u��	�w�u�w�~��~	��t	u��	a ≈ 10 000 a0

�	�v	x(
x��wx�	{��	���~�u~�w!�	�w��t�w�	��!��	10 000 v�

t�{ut	�����	{�~�	�
��~�{	�{�~�wxw�~��wt�	��wx

����w�t	�����	��	�{	x	�	x�	v�~w!�	x��~�wx�w�	��~�u~�w!�	v��~�x�(��xw|u	��	���{	��u�	�x���
�wtt	u��w~��|u����w�~�x�vv	~x��u������	x�t���������~��		t	~�~�
	���������������~�t��w����w(
xw�~�u{�~�	~��x���	��������~�u�		x�t�����#��

�
�
� �����
����

����	vw!�	���	���xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	���	�v�t�{ut	��	��2 �u~	x	v����xu�	��u��~x�xx	
w~��	

20µ
����x����tw��	���~�x�	�|uw�	�u��~xt��x����#��	�v�t�{ut	�	��w�	���~x{���	��������	�{wx�xw�~
���~x�~�	���!����x�����{w�xw�~���	{u~x�u��	t�����	��u~vwttw�~�	v�t�{ut	�����	{�~�	��~		���(
�w	~{	�wvwt�w�	�u���

2
	ux���tw��	�	u���!������	����w	x�t����������	����w	x�t�����#����	�v�t�{ut	�	��w�	��	�

2
	��v�	������x�����{w�xw�~	u�	~x�u��wvw�	�	~��w�	~{	��~	�ux�	v�x���	����	�u�t�

{�����~w	�	�vwx�u��w�	�		��w�w�t�v�t�{ut	����v�w���	�x	v����xu�	���!��	1000 	�w��u���w	u�	��
���xu�	����	~x�	w{wv	x	~��w�	~{	t��wv�tw{wx�	xt�	�{�{wx��	t�����u{xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	���~�
t	{���u{��wuv��	��x�x�v�t�{ut�w�	�0−g (6s+6p3/2)

�u1u(6s+6p3/2)
{�~�xwxu	~xt	��w~x��x	�vw~�~x�u

���{	��u����	��v	���xw{utw!�	�	{	��x�x���~�t	{���u{��wuv�	�v	x	~	�	x�	t	�	�{wx	�	�{wt	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	������x�����{w�xw�~	x�		����w�	�u~	���	�{wx�xw�~���w�xw�	��~��	��x�x��x��t	��	�
�uwx�(a)3Σ+

u
�uX1Σ+

g �
�	���{	��u��	��x	{xw�~�	�v�t�{ut	��x��t	��w~�w����uwx	������uw	�u�t�w�~w��xw�~����~~�~x	��	u�

���x�~�|uw{���	�	�w�~���+
2
�	~�uwx	�{{�t�������u~{��v��t	{x�w|u		x��x	{x�����u~vutxw�tw{�x	u��	

{����	���
{	�t���	{x���{��w		~	�~{xw�~�	t�t�~�u	u����~�	�ut��	��ut��w�~w��~x�{	���{	��u��	�v	x
���xu�w	�t��w�x�w�uxw�~��(�w���xw�~~	tt	�	�v�t�{ut	�	��v�	�	x��	�	{xu	�t���	{x���{��w	���xw	tt	�	�
�x�x�(a)3Σ+

u �(2)3Πg
	x(2)3Σg

�u{��wuv�
��w�~w��xw�~~�u���u��w�	�vwx�	v	�u�	�t�x	v����xu�	�	�v�t�{ut	����u~	v�x���	�wv�t		x

���{w�	
wt�u�x�	��uw��	����
{	�u~��t����	���xw�t�ut��	���w�~w��xw�~�t�	���~�w�~��tw�xw|u	�	�
v�t�{ut	�{�ux�~x��u�t�	�	x�	t�����wx���	�x	v����xu�	���x	~u	���~x�{�vv	����u��	t�����	�	t�
x	v����xu�	�	t��{��~xwtt�~���x�v	��	�����x�w�	�|u	t|u	��w��w~	��	vw{���	t�w~�

�	��w�	��	�����w�wtwx���	�w��	��	��	�		��w�w��	v	~x�w���xw�~~	t	x��x�xw�~~	t��w~�w|u�u~	��	~xu	tt	
����u{xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	����{�ttw�w�~�x��w�{�����~x�x��w�{ux�	���	{���wx�	�uw��~x�	��{�~��{���t���	{x���{��w	���x�����{w�xw�	�	��x�x����x�����{w��	x	~���xw{utw	��t��x�x0−g (6s+ 6p3/2)

|uw	�x�w
uxwt	�t�	��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��

.����
���	������������
�������	�
���������
�����������������
���������
�����	
������������� 
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��u~	�	���	vw!�	����tw{�xw�~��	t����x�����{w�xw�~	uxt���	{x���{��w	�x�!���ux	����tuxw�~���w�
t	{���wx�	&	xt���xw{t	�	��x��tt	��~���~�����������x�x�v�t�{ut�w�	��	���~�	��t�~��xw�~��|uw��~x
�w�{wt	v	~x�{{	��w�t	����t	�x	{�~w|u	��~��v�t	���	��	{x���{��w	|uwuxwtw�	~x{�vv	�x�x�	�����x
t	��x�x�	�~��v	~x�u��	�	xwx	��t�~��xw�~���~�	{�~����~x��	�	t����x�����{w�xw�~	�xt�����w�wtwx�
���xx	w~��	�	��x�x�x�w�t	x��{	|uw	�x�w�{wt		~���x�~x���x�x��w~�ut	x�{�vv	t�	�xt��x�x	�~��v	~x�t
�	��t{�tw~��

����	{x���{��w	���x�����{w�xw�	��	�x����t�	�w���{w�	�|u�	tt	�	�vwx�����	��	���u�t���	vw!�		�w��	�	�	x��	t�xw�w�x	��	�	x���	~x�	�	u��x�v	�w~�w�w�u	t���tt	�	�v	x�	x��u�	�t	���t	u���	�
t�~�u	u���	�w�u�w�~�	~�xu�w�~xt	���	{x�	���uv+v	������	���xw�~�	��	�~w	��~w�	�u��	��uwx�
X1Σ+

g
�u(a)3Σ+

u �
z	��w���~�{	{���wx�	v�w~x��	��	��u��w���	~x���	{x�	��	���x�����{w�xw�~|u	~�u����~���(
x	~u�	x	~xw�	��	��	~�	w�~	v	~x���	{x���{��w|u	��u�t�v�t�{ut	�wv!�	�	{��wuv�����	vw!�	���xw	��	{xw�~������	��{�~��{��	�t�{�v����w��~�u��	{x�	w�~w|u	�� �����	~x�	x��u~��	{x�	��x	~u���
�u��	�{	~{	��	��ux�	�	����w	~{	�|u	~�u����~��������{�vv	�	t����x�����{w�xw�~	~���������
�	��~x	~�uwx	����	~x�	���~�t��	{xw�~����� �uxwtw�		~�uwx	���~�t��	{xw�~���"�t�w~x	~�wx��	���w	����	�(
��	����u����uw�	t	x�u��	���x�����{w�xw�~��~	���w�	����	~x�xw�~�	t�v�x���	�	�	���(}	�~�x	w~
	x�	t�v�x���	�v�tw���	|u	 ��w���	t����	�	��	�wx	��~�t��	{xw�~���%��~	�xu�	��x�wtt�	�	t��x�x
0−g
	x�	���	����	~x�xw�~���u~��x	~xw	t�������	��	~�uwx		�����	��	{xw�~���*�����~x�	{�~{tu�	
���~wxw�	v	~x� 	x	�vw~	��w	~�	{xw�~���&���t�w~x	����x�xw�~�	{	��	{x�		~	�~{xw�~�	t���t	u��	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~�

��
�
	 �����������	
��������������	������	
������������
�

��u����~���u��w���x	~w�u~��	{x�	����	�x	���x�v	��{	tuw({w	�x���	��w���	~x�	{	tuw��x	~u
���w�~w��xw�~�	�v�t�{ut	�	��w�	����w�t	��	{x�	�	t���u�	������	��#�{�vv	�~�	uxt	��w��u�t���u�	��������~x�	t	�{�v���	�� 	��w���{�w�	t	�{�~�wxw�~�|uw~�u��~x�	�vw������	��	�{	��	{x�	�

�
���� @�<�=�=�<�>����=�><�;?>��>?;��=�>����>���>><�>��>��;���>�
4#����	�����2-	#-��-	
��vv	~�u�t	�	���~�	~�	{xw�~���"�t��w�	��u~v��!t	�wv�t	�t	��	�x	�w~�uwx	����t����	�{wx�xw�~
	~�	u��x�v	�{��u���	t�v�t�{ut	���x�����{w�	���� �ux	~x�u��	�x	��� �����	~x	�
�	�x	����
{�ttw�w�~���	{t	������w�u	t	x�	�x	����{�ttw�w�~�	~x�	�x�v	��u�w!�	�{���{x��w��	����t		�{x	u�β
��~�t�	��vut	"�#���	�{�~�wxw�~���xwv�t	������	���xw�~�	��~x{	tt	��$t	���w~{w��t	��	�x	��	��~xt	�

���
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�	�x	�������x�����{w�xw�~�wt	�ux��~{u~	�w�t	������w�u	t	xu~	w~x	~�wx��	�t��	���w!�	�vw~wvw��~xβ�t��w�{u��w�~�	t����	��&v�~x�	|u�wt	�uxItot ≈ 10v
��{v2��	��	u�{�~�wxw�~���~x	~	�wxt	�v+v	�����{��~{	�|u	{	tt	���{�wx	�	~�	{xw�~�������u�t���x	{xw�~��w�~����u���u��~���~{��xwvw�	��t�	�w�t	��	{x�	w�~w|u		xt	��	{x�	����	�x	�	�w!�	�

���	-	-�,-2�	#-���-2-#-��-

��w�~w��xw�~��	�	{xu	�10
��	x��tw�	��~{��	���t����	��	t�	��|u	~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~

���	�t	~x����u���u��w�	�	{xu	��	���t����	��tu����w�	��~�u����~����	�w�	~�	�w�x��t	�w�~�t�	�	�x	
�	ut�	~�uw��~xt���v��{�		��tw|u�	{w�	���u�


�	��	�x	����x�v	���~x��x	{x�	�	~v	�u��~xt	~�v��	���x�v	��w�t���x	{xw�~�	t��u��	�{	~{	
{���	���t	��x�v	��w�����������	��w��	v	~x�	t�	��|u	~{	�	~�x�	t��	�v��x�	�~�u���v	~��v��ut	��

2 500
��{	xx		��|u	~{	�t	~w�	�u�	�u��	�{	~{	�	����uwx��~{{	xx	v��ut�xw�~|uw�xx	w~x�tu�w	u��

��u�{	~x���~�	������~{�w��	{	xx	v��ut�xw�~�~�u���~{���~w��~�~��}������u�{	tt	({w��	{w	�wx�wt	�ux��	~��	����	�t�	��|u	~{	���v�~w|u	�50
��{���	���t	��w���	~x	�tuvw!�	��v�w�~x	��

��	��|u	~{	�	��w�	�	��~~�	���2 500
����x�~xx������w�	��u�~�x�	t��w{w	t���{|uw�wxw�~�~�u�

v��	~~�~�u~	x�	~x�w~	�		�w�t	�w�~�t��w�	{x	v	~x��
{	�u�}���������~x�	t�	~���	��u�t����w~�x	u�
|uwt	v��	~~	�t���u~	{	~x�w~	�		�w���w�~�t�~�|u	t	x	v��v��wv�t��w~x����xw�~�	�}�����	�x
�	15µ��

wt~	{�u��	��~{���x�uxt	�w�~�t�w���~w�t	|uw	�x��w�{��|u	400µ��2 500
�����~{w�{uwx

�t	{x��~w|u	w~x����x	u���	�v	xx��wx{	�x�w~	v	~xu~	�u��w��~~	��x	{xw�~�

���	-	���,����-2-		#-���-	2-#-��--�2-		#-���-	����	�-	
��u���	~��		~�	v�t	�u~��	{x�	��w�~�	xu~��	{x�		~�u��	�{	~{	�wt{�~�w	~x�	��~{���~w�	�t	t��	���w�~w��xw�~�	�~{xw�~�~x�10

�����	{t�v��ut�xw�~�2 500
����	xx	��~{���~w��xw�~	�x���tw��	���

�w�w�	u��		��|u	~{	���250�{	|uw�	�v	x��	~�	�w�x�	��wvutx�~�v	~xt	�w�~�t�	�	�x	t	�tu���u�	~x����w�t	��2 500
���	xt	�w�~�t��w�~��10

����t{�~�w	~x��w�	vv	~x����wx	���	~�	�w�x�	�t	�w�~�t�	
�u��	�{	~{	�uv�v	~x�	t�wv�ut�w�~t��	��{�u�	�	t��~��v	�w�u�w�~�	tuvw!�	{�u��	���t�wv�ut�w�~�
�~		�w�t	���	{x�	��	�u��	�{	~{		~�	�w�x���	x{�v������u���	{x�	�w�~w|u	��u~	t��!�	�|u	t|u	�
�w��w~	��	s������w�	���x�v�xw|u		~	��|u	~{		�x���	���	��~	�	x�t	�	~��u��t����	�ut��	��	ux
w~�u	~{	�t����wxw�~�ut����v�x�w	�	���w	�����	�x	���	x	�	x�� ��w�~�t�����������v	x�t�����*��
	�x�u�u	�wx|u�wt 	�uxu~{	�x�w~x	v����u�|u	t	��	�x	���w	~x�w�w�t	�{�vv	~�u�t	�	���~�	~
�	{xw�~���"��t	�x��~{	~	�wxw~uxwt	�	��t��	�x����wx	t�	��|u	~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~��wt��~
�	ux�	����wxw�~����{w�	��	���w	�����tu���x�	~����	{x�	��~x��~{�x���w�	~v+v	x�~x|u	t	��	{x�	
��w�~��

�
���� ���=>���>���>><�>��>�1g, 0−g , 0+
u

�
1u
�

�	����utx�x��	���	{x�	�	~�	�x	��	�w!�	��~x����	~x����~�t���xw{t	���v����x	x�t�����������u�
�	��	~�~�w{w	~��x�wtt	���~~�	�	xt	�{�~{tu�w�~����	���	����ux{�vv	��u�t	��	{x�	w�~w|u	�wt	�x
���	����t	�	���uw�	t�w~x	~�wx��ut��	��	���x�����{w�xw�~��!��	t�twvwx	���v�x�xw|u	��u���wx	�|u	
t���	��w�~�	���w�xw�~~	{����	t	��x�v	��u�w!�	�
��u����	���~�u~�w�~�t�	�	�x	 u�|u��	~�w��~−45{v−1 ��u�t�twvwx	6s+6p3/2��	��

��w	�1g, 0−g , 0+
u ���~x{t�w�	v	~x�w�w�t	��t����w	1u ~	�	v

�t	����w�w�t	��	��	{x�	w�~w|u	�|u�~x�tuw�~		�wx�������x�	
|u	t	���w	�����{w�	��u��x�x�0−g 	

x
1u���ux	�{	����w	���~x�xx�w�u�	�	~� u�x�~xt�	��vut	�	�	���(}	�~�x	w~{�vv	{	t��	���xu�w��u

���������	���%��~	�xu�	�	�������	xxw����	��~����w�t���u�	��"���	��"���	ux�	�v	xx�	�����w�

���	��
����������������
��	��	�����������	������������	���
����������	���
��������	����	��	��
�������	����
��	��������  ����	
������������������������
 ���������������������
���	���������
���������������������������
���	��� 
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u~����	�	���~�	u��	t�t���u	u��	���w	��u	�t��x�u{xu�	���	��~	��{	|uw�	�v	x�	{�~��v	�t��xx�w�uxw�~�	���w	��
��{�ux	�u�w�~�t	�x��	u��!�{	tt	�xx	~�u	�����|u	t	��{�t��	|δL| �u

t��	��	���x�����{w�xw�~
�u�v	~x	�t��w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	RC �

$t	���x�~	�x����������t���w�	���x�v	��wvw~u		t	~�v��	
�	��w�	����x�v	����{�	��	���uwx�u��w	xt	x�u��	���x�����{w�xw�~{�ux	��u��w~x�	�ux����w|u	�
{	t�	�x�	��x����t�	��vut	#�*�|uww~�w|u	|u	t�������wtwx��	���x�����{w�xw�~	�x������xw�~~	tt	�u
{����|χ`,(0)i,E (RC)|2 �	t�	�~{xw�~���~�	�	t��x�x	�~��v	~x�t��w��u��w~xRC �$�

�	�	{xu	t�	�{wx�xw�~�	
���x�����{w�xw�~���t��v�twxu�	�	{	xx		�~{xw�~�wvw~u	t���|u	RC �

wvw~u	��~	v	wtt	u�		�{�tw��xw�~�ut��	��	���x�����{w�xw�~�	ux�	�v	xx�	��uxwtw�	�t�	��{	�w��t�w�	��u�
�u�v	~x	�t��	~�wx�	x��~{�	�v	xx�	�����	��	��	t����x�����{w�xw�~����	�x	���x�v	���	�tu����~��
��{�t��	��ut��	��	���x�����{w�xw�~���u����~����	���u~x	t	�	x�|uw	ux	~x�ux{��w~x	����x�{�vv	
x	t�	x��xwvw��t�	�{�tw��xw�~	~{�~��|u	~{	��	x	�	x�	ux�u��w{�~�uw�	�u~	�u�v	~x�xw�~�	t��wx	��	
�	{�ttw�w�~�	��x�v	��xxw����	��t	��w~x�		�{�tw��xw�~���t�	��{	�w��t�w�	{�vv	{	t���x����	���	
�u��	���	{x�	��	���x�����{w�xw�~�	��

2�
�����	~{	�	t��x�x1u ��~�

t	��	{x�	�	�	�x	~�	�x����u���	~�~x	��~	��	vw!�		��tw{�xw�~x	w~x�u	�wx|u	��u�−8 cm−1 < δL < 0 �tu�w	u����w	�x�!��t���w	����t��x�u{xu�	���	��~	��	�u�	����	~x�wt	�x
��~{�w�{wt	�����w�~	�t	���w	���~	�	{�~�		��tw{�xw�~xw	~x�t�	�w�t	���	�~�	u��u�uwx��	��x	~xw	t|uw
~�	�{!�	���8{v−1����~	��w	{w~�xw|u	v��wv�t	�xx	w�~��t	�	����~{�	t�����	�	~δL + 100hc(8{v−1)�t��~	��w	{w~�xw|u	v��	~~	�	����~{��~���t	v	~xw~	��w	u�	�{	tt	~�{	���w�	�	~�w��~100hc(1{v−1)

��u�
�x�v	���u����{����	��u�w!�	v��~�x�(��xw|u	��~��u���{�~�utx	�t��	{xw�~#�*�%	x~�x�vv	~xt�	��vut	#�#"��

�
���) ��>?���;����<<><��>���?���?>����=�>��

��{�v����w��~	~x�	t	��	{x�	�	�	�x		xt	��	{x�	w�~w|u	�|uw~	����w	~x|u	�	��x�x�	��v�~x
�	�v�t�{ut	�	��w�	��{�~��v	�t	w~	v	~xt�w~x	����x�xw�~���~~�	��~�t��	{xw�~�����	t�	��v�xw�~�	�
v�t�{ut	�	��w�	��w��	��x�x�1u 	x0−g |u

w����	~x	~x�	u���w~x��	��~��~��	��x�x�1u, 0−g , 0+
u
	x1g �~
x

	~	�	x��	�|u	x�u�t�v+v	������wtwx���+x�	���x�����{w�	�v�w��	ut�t	��x�x�1u 	x0−g ����!�	~xu~	
���~{�	���ut�w�	���u{	�|uwt�w��	t	x	v���t�v�t�{ut	�	�	���	�{wx	���w�x�~{	w~x	�v��w�w�	�$t�
������wtwx��		��v	��	��x�x�v�t�{ut�w�	�tw��	�x�tu����~�	|u�����~�	�w�x�~{	�
�����~x���xw|u	v	~x���x��wx�t��x�u{xu�	���	��~	��~�{	v�~u�{�wx� 	�w�~�t	 u�x	|u	t��xu�	
��x�wtt�	�u��	{x�	w�~w|u	�	t��x�x1u ��x����

tw��	����~~	��u�	ttw	��	~uxwtw��~xu~	v�x���	�wvwt�w�	�{	tt	��x�wtt�	�u{���wx�	#��	�	��vut	��~�t�xw|u	���~x�tu�t�u��	�{��wt	�ux{�u�t	� ~J 	x~I 	~~F ��	xx	�xu�	�	����x�wtt�	��~�t���xw{t	���v����x	x�t���������

�
���, ��>���>=�<=��>>�><�>��>����?;?=�=�>6s + 6p1/2

�~{�v�w~�~xt	��	{x�	��w�~	xt	��	{x�	w�~w|u	�x�u�t	��x�x��{{	��w�t	��	tw���t�twvwx	6s+ 6p3/2�~x�x����	�����{	��~xt	��x�x�0−g , 1g, 0+
u
	x1u

���w�t���u�	�����
��u����~��u��w	��t���t�twvwx	6s + 6p1/2�

��~��	~x�	���~�t	��x�wt�	{	��	{x�	|uw{�v���x	�
	~�tu��u��	{x�	�	�	�x	�xx	~�u�u~	���xw	w�~w|u		x|uw�	���u�tw�utx��w	u�	v	~x��~�t�x�!�	
�	������������ 	��u���w�v	~xw�~~	�|u	���vwt	����w	����	���	��~�u����	���~�	~	�wxx�u�t	��x�x�
�xx��{xw	��{{	��w�t	����u�	t����w	0−g (6s + 6p1/2)��u������~

x���	���	��~�t	twx�wuv�t	��x���wuv	xt	
�u�w�wuv���w���x��tt	��~���~����������	x�x�x	�x���xw{utw!�	v	~xw~x��	���~x�wt��~~	���	��	~�	w(
�~	v	~x��u�t�v�x�w{	��#%	x��~{�u�t��x�x0−g (6s + 6p3/2)

|uw����uwx�	�v�t�{ut	�	��w�	���	�tu�t��x�x0−g (6s + 6p1/2)
�u~{�	�{w	~x���v�x�xw|u	C3

~ut��	{w	�xw~x��	���~x{��{	t��	ux��~~	��	�
�	~�	w�~	v	~x��u�t	��ux�	�{�	�{w	~x�C6

	xw~�w|u	|u	t����x�����{w�xw�~�	v�t�{ut	���x���~u{t��w�	�
~	�	���wx������	��	����t!v	���w�t��	{xw�~&�&	xt�	��vut	&�"�����xu�	�	{	��	{x�		�x	~{�u���
.���	��
����
�
�������
�����������	/�	
���
1������
�������
���������	�1g

�����3
�����	
���������−5��−1

�����	������6s + 6p3/2����	��
����	���
�����	
	������

��	�
	������	
���
 ���������
���
���������������
��
����
�����
����������	
��
	������−5��−1 ����������
	������	
���

���������
���
��3

��� 
������	�����������
�
��	��������������������������������������
����
����
��
�
�	�	
���
����
������
	��� 



����� �����
�����
����������
�������� ��%

��
�
� ���������	����������
����������

�t��uwx	�u��	vw	���	{x�	w�~w|u	��x	~u�u{�u���	t��x����&�~�u����~�wvv��w�x	v	~x	�wx
u~�ux�	��	{x�		~��������	~	�����~x�t�	�w��u�v	~x	�t��	~�wx�����w��{{!��u�t�~�u	u���	
�w�u�w�~af=3

�{	|uw	�xx�!�wv���x�~x��u�t�{�~�	~��xw�~�	}��	(�w~�x	w~��	x	~	�����~x{�~��v	�
~������x�!�	��u�t	���{	��u��	���x�����{w�xw�~	x�		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	���	�	�~w	���w~x	uxt	�tu�	�{wt	v	~x�xx	w~x�

�	���������	�v	x��	�{wx	�u~	��w�	���x�v	���(6s(f1 = 3))
���(6s(f2 = 3))�u

tw	u�	��(6s(f1 =
4))
���(6s(f2 = 4))�u~�v�u��w�����t��	�	�v	x�u��w�����	��	��	�{�ttw�w�~���(6s(f1 = 3))

���(6s(f2 =
4))�
�~�	ux�w~�w���~�	��{��{u~	�	{	����v�x�x	���	���t��	�u���������	ux��	�	{xu	�	~{�v(

����~x���u��w���	~x	���t	u���	f1, f2�
t�w~x	~�wx��	�����~�~{	���(6s(f1))

���(6s(f2))→ 0−g (v = 4) |u
w

��~x������	�t�u~	�	t��ux�	���t�w~x	���tt	�	�x�u{xu�	���	��~	9, 2����

�
�)��D���><�;�=�<��;��=��>���=�<;?����><;<��>?���;�1u

�		�wxt	�tu�v��|u�~x�u��	{x�	�	����uwx���t���u�	�����	�x��~�~ut��ux	�t��u�v	~x�xw�~��u~	�{x	u�10 �u�w�~�t����	~�~x�	t��x�x1u�
�	t���w~x	���!x	���	�	�{wt	v	~x	~�	�����~xt	�{�u��	��	

��x	~xw	t��	{t��x�u{xu�	���	��~	�	t��x�x	�~��v	~x�t��~~�	���t���u�	������	�����	�{�u��	��	
��x	~xw	t���x�~x�	��(6s(f = 3))

���(6s(f = 3)) ��~x{����
t�	���w���xw|u	v	~x�t��x�x1Σ+

g �
t��!�t	�	

��t	{xw�~g → u�
w~�w|u	|u	t��x�x1u �	����~{�{{	��

w�t	�

���xw��	t��x�x��(6s(f = 4))

���(6s(f = 4))�t	�{�u��	���~x�u{�~x��w�	{����t�	���w���xw|u	v	~x�t��x�x3Σ+
u �

��������	
��
���������������������������������(6s(f1 = 3))���(6s(f2 = 3)) ���
������� 
!"#�$����
���������������������������������(6s(f1 = 4))���(6s(f2 = 4)) ���%�����������&����&�����&
�%&��18, 4'()

$�*������%��������+�������,��%�&���1u
�����������������(6s(f = 4))���(6s(f = 4))-����������%�
���
�.��g ��u ���*���������������&���%�����
����/0���1���2��
�%
�%��3�
��&����4��������%%��������������3�����
��
���
�.���������.�����599, 5%6����%�&���1u

��������%*�����������
���������
����������������22 a0

�������
��
���
�.�����������������%��&����X1Σ+
g
��(a)3Σ+

u �7�
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���xw{utw	��t	�v�t�{ut	�	��w�	�����uwx	�����xw��	t��x�x1u �	���	�{
wx	~x�	��35 a0

����wxw�~�u	�~��u
�uwx�1u

��	tt	���~x�	�v�t�~�	����	��~����x�x�X1Σ+
g
	x(a)3Σ+

u
{�vv	~�u�t����~�	��tw|u���~�t�

�	{xw�~��"���

�
�)�� D���>�>��;=��>��>���>�

z	��w�w~�w|u	�w{w|u	t|u	�(u~��	�	���w���u�	�w��	��|u	~�u����~�	����	��	���tw�	��

3��-�����	�������-2-,�����-	�-��-
�~�	�����	�	���w��	��x	{xw�~�	t��u��	�{	~{	�vw�	�u�	t�������xw�~�u	�w�{	�ut��	��	���x���(
��{w�xw�~�~�u����~�	�������uxwtw�	�u~	�ux�	v�x���	��u�t���x	{xw�~�	�w�~�t
t���x	{xw�~��~{���~	
�u���{�(w~����w����	��&����u����~�	������	���{�	��t		�w�{	�u�	���x�����{w�xw�~�u~		��|u	~{	
��	~�w��~1000���	x�	��x	{x	�t����xw	�	t��u��	�{	~{	�u�w!�	|uw���wx{	xx		��|u	~{	��	xx	v�x���	
~	��~~��u{u~���utx�x�ux�	|u	{	tuw�	��x	{x	�t�tuvw!�	�w�u��	����t	�w!�	�t	�����w��	t�{	ttut	
�u�ux�	�t����	t�����	�$t	t��	��x�wx�ttuv��

1		��2-	#-���-�-�	,-�,-�
�~	w��	��u����	��	�t����x�����{w�xw�~	�x�	���xw���u~	��w�	���x�v	�	�{wx��x�u��	u���~�t��x�x

6p3/2
���t	�t��	���w!�	���~t��	��	���x�����{w�xw�~�	ux�t����xwvut	�t��vw��w�~�u{�~xw~uuv���x�x

6p3/2 + 6p3/2
�	��t	��x�x����v�x�xw|u	v	~xtw���6s+ 6p3/2�

�	xx	v�x���	uxwtw��~xu~t��	���{�t��	��
t	�t	u�	t�x��~�wxw�~�x�vw|u	6s → 6p3/2�~

�������~~��	����utx�x�x�!������~x����~���ux	�{�u�	
�	�t���xw{�t��w	t�w~��	v�+{��~xt���w�	���x�v	�	�������{�	���	���~�v!~	�����xw{�t��w	t�w~��	�x
	~{��	v�t{�v��w����w���	w~	�	x�t�������
�����t����w	~x�u	�wx|u�u~t��	��t	u�	ux	�{wx	�u~	��w�	
���x�v	�	~u~�x�xv�t�{ut�w�	����	~x�~xu~	���~{�	�	��x	~xw	t���ut�w�	�t	��	u��x�v	����t�w�~	~x
��~{t�u~�	t��ux�	��	t����u�{�~��|u	~{	�	���uw�	t	~�v��	�	��w�	����x�v	��{�u�x	�w�x�~{	�
��~�~�x�	{��t���w�	w~wxw�t	v	~x��~�t��x�x6p3/2 + 6p3/2

�	���	�{wx	���~x�~�v	~x���~�t��x�x6s+ 6s��u6s + 6p3/2

��v�w�t	t��	��t	u�	ux�t���t���	�{wx	��	��u~�x�xv�t�{ut�w�	tw����v�x�xw|u	v	~x�
6s+ 6s

��u6p3/2 + 6p3/2

�����	~x�~xu~	���~{�	�	��x	~xw	t���ut�w�	�
��v�x���	�	�t���xw{�t ��w	t�w~���	uxx�ux�	v+v	+x�	uxwt	��u���~�	�t	�	�~{xw�~����~�	�
�	��x�x�	�~��v	~x�u���		���~{�~xw~u		x~�~��|u	~xw	tt	{�vv	��u�t����x�����{w�xw�~�|uw~	
��~~	�	�w~	��v�xw�~�|u	t���|u�wt�����	���xw�~��u~	��w	���	xx	w��	�w	~x����wtt	u����+x�	uxwtw��
����
ut	xw�	x�t����������u��xu�w	�t	�����~�~{	��	�	����{��u{��wuv	~	�~{xw�~��u~{��v�v�(
�~�xw|u	��	t��	ux�u��w�	�v	xx�	�����	��	�t	��ux�	������	���	��x�x�1u(6s+ 6p3/2)�0−g (6s+ 6p3/2)�
1u(6s + 6p1/2)�0+

g (6s + 6p1/2)
�u�ux�	����w�t	�{�u��	��	��x	~xw	t��	t���u�	�����

3��-�����2-,�����	�����2-	�������-��-#�����
�-�������
��u����~����w�	v	~x	������	�		�w�	t�	����w	~{	��{�wx		~�	{xw�~&�%�����tw��	�u�t	��x���wuv�
	~���x�����{w�~xu~�x�x0+

u (6s + 6p3/2)
|uw��wx�	����w���{w	�	~u~�x�x0+

u (6s + 6p1/2)�
��u����~�

{�	�{�����x	{x	�t	�	���v	~x�|u	��~xt	��x�v	���~�t��x�x6p1/2�
�u�u�u�	xwx~�v��	�	v�t�{ut	�

���x�����{w�	�	~���wv	�x�xw�~~�w�	�v�w~���u~	�w��w~	��t�w�~w��xw�~�ut��	~	~�u������	�vwx����(
�	��	�{	��x�x����u����~���~{	�������w�~w�	��	~�	u��x��	��	~{�~xw~u��	{t�t��	��w
����{{����
�u�t�x��~�wxw�~�x�vw|u	6p1/2 → 7d3/2�	

x	~��x	{x�~xt	���	~xu	t�w�~��{{�t�������u~�ut�	�t	{x�w|u	
�x�ux	�t	�400µ�����{�	{�	{	xx		����w	~{	�	�wx	���w�	v	~x��	ux��	~xu	tt	v	~x+x�	�	�u	�wx|u	t��w��	�}��t	�	utt��	��w���~w�t	�~	�	�v	x������xx	w~��	�	���~	��$t	�~w�	�u��	t��x�x0+

u
��~x

	�{wx��	x�	����w���{w	~x	�{�{	v	~x�
������������	������
�������
�	���	�����������
�����������	������������
�������� ����������������������	����
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��������
�������	��������
	������������
����	���	����
������	�����	
����	��
��������	��������	�
	�	�	��
���	�
���	������	������	�6p3/2 + 6p3/2
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��u����~�	����������	��	�t	�	�~w	��x�xtw�{�vv	{	t�	ux	�wx��~�t	�	����w	~{	���{�wx	�	~
�	{xw�~&����	x&�*�*�u�t	twx�wuv	xt	�u�w�wuv���u����~����t	t��	��	���x�����{w�xw�~��w
���u�}���u���u u�x	�{�x����u~	��w		x��t���
u~�ux�	t��	���}��u�w
����ux�u��	t�v+v	t�~�u	u����~�	��u�	����	������	��	���u�t	�w�~�tw�~w|u	�u�	�u��	�{	~{	�u~	�	x�uxt	�(���~	��uu~	x��~�wxw�~��v�~�	��u~�x�xtw���	�	���w�	u�	~x	�	{xu���u��	���w	�0+

u �
|uw��~xw~x	~�	�	~�	�x	���	���w	�v = 4, v = 17, v = 75�	

t��x�x0−g �
�	�

���utx�x��	u���t	��~x�x���x	~u���	���utx�xt	�tu�w~x��	���~x	ux��x	~u�u�t��u��	�{	~{		~uxwtw��~xt���w	�	�	�x	�wxu�	�	��−307�����u�t�twvwx	6s(f = 4) + 6p3/2(f
′ = 5)����x�x1u {��		~���

�����
	xt	���w	����~x	���~x��~���ux	�	�{�~�w��x��tu�w~x��	���~x��v�w~���uxwtw�	��	u�t��	���w
���
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�
� �����������	
������	������	��������
�����
�������
�	�����

�������������

��u���u��~��	��	~��	t�x����w	�	��	�x	����{�ttw�w�~���~�u~�w!�	v��~�x�(��xw|u	��~~�	���t�	��vut	"�#�v�w�	~�w�xw~�u�~xt	���~~�	�{�~{	�~�~xt	��s����~�t�����	~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~
	xt	���~~�	�	~����	~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~��	��	�~w!�	��	��~xw~�w{�	����+PA��~� �ux�~xt�	�	x�ut��	��	���x�����{w�xw�~��~~�	���t�	��vut	#�"*�t�	��vut	"�#�	�w	~x


dNat+PA

dt
= R−Nat+PA(γ + γPA)− β

∫
d3rn2

at+PA(~r, t)− ������

Γat chaud

Γ
βPA(IPA,0)

∫
n2

at+PA(~r, t)
IPA(~r)

IPA,0
d3r

�$Nat+PA
	�xt	~�v��	���x�v	�	~����	~{	�	���x�����{w�xw�~�γPA

xw	~x{�v�x	�	���	~xu	tt	�{�ttw(
�w�~�	~x�	t	��x�v	��u�w!�		xt	��x�v	�|uw���{����	~x�u�w!�	����!����	�{wx�xw�~�	t�v�t�{ut	
���x�����{w�	�� Γat chaud

Γ
�	����	~x	t�������xw�~�	�v�t�{ut	����x�����{w�	�|uw�	���	�{wx	~x	~�	u�

�x�v	��u���vv	~x{��u����u�|u�wt�|uwxx	~xt	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�w�	���	{v > vcap ≈ 30v
����

��u��u�����~��	�tu�|u	t	t��	��	���x�����{w�xw�~~	�	�xu��	���t	�	v�tw����	�w�	�t		�{x	u�R�
�u�w!�		x|u	t���	��w�~�	���w�xw�~	�	�{�	��u�t	��x�v	��u�w!�	����t	t��	��	���x�����{w�xw�~	�x
~��tw�	��t	�{	|uw	�x���w��u�δL . −4{v−1���u���u��~��wv�tw�	�t�	��vut	�����	~�u�����~x|u	t��	~�wx��	�x	��u��w	~~	��	xx	����x�!�	
�	v�t	�w	~���w��	���t��~�t��	�	�wv��	��u��s���v+v	�wt	t��	��	���x�����{w�xw�~�	uxt��!�	v	~x
��w�	��t	{	~x�	�u�w!�	��~uxwtw��~xt	�v+v	����x�!�	�|u	{	tt	�|uw�~x�v	~�	��t�	��vut	��*�
~�x�vv	~x{	tt	�u{��v�	�w�t	��~��xw	~x


dNat+PA

dt
= R−Nat+PA(γ + γPA)−

������

β
N2

at+PA

(4π(σat
r )2)3/2

+
Γat chaud

Γ
βPA(IPA,0)

N2
at+PA

(4π(σat
r )2)3/2

w2
PA

2(σat
r )2 + w2

PA

�~����~x�n̄+PA
def
=

Nat+PA

(4πσ2
r )3/2 =

nat+PA(~0)

23/2

�|uw�	����	~x	u~	�	~�wx�v��	~~	��u�t	��x�v	���~�t��w!�	
	~����	~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~�	x	~���~w���~xt�~�x�xw�~�wv�tw��	n̂+PA

def
= n̄+PA

w2
PA

2(σat
r )2+w2

PA
=

NPA
at+PA

(2πσ2
r )3/2

�|uw�	����	~x	u~	�	~�wx�v��	~~	��~�t���~	�	���x�����{w�xw�~���~�	ux���{�w�	


dNat+PA

dt
= R−Nat+PA

(
(γ + γPA) + n̄+PAβ +

Γat chaud

Γ
βPA(IPA,0)n̂+PA

) ������
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|uw�	��	v�t	�w~�w�t�	��vut	"���
��u���u��w����	��	� t	x�u��	�	�x	v��wv�t �	~���wv	�x�xw�~~�w�	�� wt 	�ux|u	t	������x

N stat
at+PA/N

stat
at
�u~�v��	���x�v	�	~����	~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~�u�t	~�v��	���x�v	���~�t��	�

�	���x�����{w�xw�~��wxvw~wv�t��	��xu�	�	~���wv	x��~�wx�w�	�	u�	~x�u��w+x�		�	{xu�	�	x��~~	�
�	��	~�	w�~	v	~x�{�v�t�v	~x�w�	����~�	��~~	�u~����	��w��	�ux�u��	���x�����{w�xw�~��~�	ux�u����	�|u	n̄+PA

�	x��~{n̂+PA
�

��~x{�~�x�~x���t	���wv	�x�xw�~~�w�	�	�v	x�t������{�w�	


N stat
at+PA

N stat
at

=
1

1 +
γPA+

Γat chaud
Γ

βPA(IPA,0)n̂+PA−β(n̄−n̄+PA)

γ+n̄β

�	vw~wvuv	�x��~{��x	~ut���|u	
Γat chaud

Γ
βPA(IPA,0)n̂+PA−β(n̄−n̄+PA)

γ+n̄β
	�xv��wv�t	�{	|uw{���	���~��

β(n̄− n̄+PA) 	xγ + n̄βv
w~wv�t��	t�wv�tw|u	�	u�	������w�u	t���u�|u	γ ��wx�	xwx�	xβ t	�tu�	�w�t	����w�t	��	��~x�w	~t	�{�~{tu�w�~��u�|u	tt	�~�u��xw�~����w��	�	����wv	~x�t	v	~x��~�t	��	{xw�~������

	x�������
�	���t	u��	����wv	~x�t	�x��w|u	�|u	~�u����~���~x���u�δL ≈ −15{v−1

�
Nstat
at+PA

Nstat
at

≈ 0, 8
���w�t�

��u�	������{	|uw�	�v	x�	���uw�			~�u�����~xn̄ = n(~0)

23/2 ≈ 1011

23/2
�γ ≈ 1�−1 	xβ ≈ 2× 10−11{v3

��	
|u	γPA + Γat chaud

Γ βPA(IPA,0)n̂+PA = 0, 25 × (γ + n̄β) ≈ 0, 6�−1��~�u�����~x|u	x�u�t	��x�v	�{��u��
���{����	~x���w�t��	{xw�~#�*�%��w�	�|u	Γat chaud

Γ ≈ 1�{	
t�	�u�~wx���w�t�	��vut	#�"*�


n̂+PAβPA(IPA,0) . 0, 6 s−1 ; RPA(IPA,0) = n̂+PAβPA(IPA,0)2
3/2 2σ2

r + ω2
PA

ω2
PA

. 6 s−1 ����"�

�$t����twx��tw	u��u�γPA = 0�{	|u
w�	v�t	u~	����x�!�	��w��~~��t	��	|uw	�xx�!����{�	�u���utx�x�	��vut	��&���~~����t��xu�	�u~�v��	�	v�t�{ut	�	��w�	�	��v�	���	���utx�x�	�x	~��~v�w~�~	xx	v	~xw~	��w	u��t�����w{xw�~x����w|u	��~~�		~�	{xw�~#�&���	t��	v�t	

w~�w|u	�|u	t�x����w	�	t����x�����{w�xw�~����	~x�	w{w~	x��wx	���{���	{x	v	~xt	{��v�	��x�

��
�
� �������������	����������������������
��

�����tw{�xw�~�	t�	��vut	�	�	���(}	�~�x	w~	�xt�v�x���	u�u	tt	�	�v	xx�~xt���x	�vw~�xw�~�	�
���w	��w���xw�~~	tt	����	���	���tt	�	ux������	��w�{wt	��u�t��x�x0−g (6s+ 6p3/2)�

{��t�	��v		~��u�t	
�uwx��	��{�u��	�	��x	~xw	t��~~	u~	���xwv���x�~x	�t����xw	~�~���v�x�xw|u	��t���|u	t�x����w	
�	�	���(}	�~�x	w~	�x�x��tw		~~��tw�	�~x{�v�t!x	v	~x{	xx	���xw	~�~���v�x�xw|u		x	~~	{�~�	���~x
|u	t����w�xw�~	~Cn/Rn �	

t�{�u��	�	��x	~xw	t�z��w��~{�v�tw���t�	��vut	�	�	���(}	�~�x	w~	~
��	~�~x	~{�v�x	t����xw	~�~(���v�x�xw|u	�t	��w���	~x	�x����w	��������	���w���{w�xw�~����~�w�~�
|u	~�u�uxwtw�	��~���~x��v�~x��	�	~��x�wt��~�t����	~�w{	s���	��vut	�~�t	|u	 �uxwtw�		�x����	t�	
w{w


vD − v ≈ 45.1977(D − Eexp
v (cm−1))1/6(−C3(u.a))

1/3 +
����%�

γ′(D − Eexp
v (cm−1))− 2.468 × 10−5(−C6(u.a))(−C3(u.a))−5/3(D− Eexp

v (cm−1))7/6

�$D �	����	~x	t��~	��w	�	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~�	t�{�u��	�	��x	~xw	tt	�Eexp
v
	�xt��~	��w	�	�

~w�	�u��w���xw�~~	t�	����wv	~x�u��vD 	�x
t	~�v��	�w���xw�~~	t�t�twvwx	�	�w���{w�xw�~|uw�	ux��~{

+x�	~�~	~xw	����	��vut	�	�	���(}	�~�x	w~	�x��~~�	���t���	vw!�	tw�~	��t	��	�t��uw���~{	6��
�	����v!x�	γ′v���tw�	t�w~�u	~{	�	t����xw	~�~(���v�x�xw|u		xt	�	�~w	�x	�v	{���	{xw	��	~�	~
{�v�x	��	~�w��~10% ��!��t	{�	�{w	~xC6�
���������������
�	������
�����������
����	������������	������������������������	������������� ���������������������	
����������� � 	 �����������������̄n�����	��� ���
���������	�����
��
�����	�����������
������������ 
��

����0����
��	� ���������� 
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������	��������� 
��� 
���1/6 
���1/6 + γ′ 
���1/6 + γ′ + C6���	�	�������������−1 C3 vD D C3 vD D C3 vD D C3 vD D

[−30;−0, 5] −14 229 5 −12, 8 223 −2 −10, 9 216 −2, 7 −10, 55 215 −2, 7

[−20;−1] −13, 2 224 1, 5 −12, 4 220 −0, 9 −10, 8 215 −2, 4 −10, 58 215 −2, 4

[−10;−1] −12, 4 221 −0, 2 −12, 1 220 −6 −10, 8 215 −2, 4
������
����

��������

�t	u���	�{�	�{w	~x�C3(0
−
g )

�	~u~wx���x�vw|u	��, vD
�����~�w�t�	~xw	�t	�tu����{�	�	x

D
�	~������x	~u	�t����	�� u�x	v	~x��	����wxw�~��	�~w�	�u�	����wv	~x�u��	t��x�x0−g ���

	��vut	
��(}1/6 +γ′+C6

	�xt�	��vut	{�v�t!x	���%�t���t	u�x��u��	��u�γ′ 	�x���{�	�	0, 1 	xC6 ≈ 95 000u���
��(}1/6 + γ′~��

tw�	t	x	�v		~C6��
�(}1/6 ~��tw�	t	x	�v		~γ′ 	x	~C6��

�(}	�xt�	��vut	�	�	���(
}	�~�x	w~(vD−v)6 ∝ D−Eexp

v
��x	~u		~�t	��~x�t��uw���~{	6 t�	��vut	��(}1/6��	v�x�w~��x	�vw~��

�w�~w�	t�wv����w�wtwx��		�w�	{�~�	��	�t	���t	u���	C3, vD,D, γ
	xC6

�{�u�	��u~~�v��	x����	�x�	w~x
�	��~~�	��

�
�.��:=���?���>?���;�0−g
>��>?;�����?>�>�>E���
>�<��>=<

���~x��� u�x	�~����~~�	����t�	��vut	���%�{�vv	~��~����	�w�	�	u��	v��|u	��u�t�����w�wtwx�
��	�x��w�	t	{�	�{w	~x���v�x�xw|u	C3

	xx�ux���xw{utw!�	v	~xt	{�	�{w	~x�	�	{xw	�C3(0
−
g ) 


������|u	t��~w~{tuxt	�	�	x��	�	x����t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	~�	�x�tu�	~C3/R
3 {�vv	

����wx���t�	��vut	��&���~x����~xR3 ×
(
E(0−g (6s + 6p3/2))(R) −E(6s + 6p3/2)

)
��~����	���wx�

	~	�	x�|u	x�ux�	����	{�vv	�wt	{�	�{w	~x|C3(0
−
g )| �	�x�wx{�~�x�~x����w�xw�~�	1%

���u��	�
�w�x�~{	�w~x	��x�vw|u	��	200 a0 > R > 80 a0

�	~�	���u�t	C6
 �u	u~��t	���uw�|u�wt�u�v	~x�wx

��	{R�200 a0
{���	���~��u~��{�t��	δL �	−0, 5{v−1�	x80 a0

{���	���~��u~��{�t��	δL �	
−4{v−1��~�	ux��~{���w��w	����	����t�v�x���	�	�	���(}	�~�x	w~��x	~w��	���t	u���	C3���{w�	��t�����	�u��u�{	~x	~uxwtw��~x�	���~~�	�{�v��w�	�	~x�	−4 	x−0, 5{v−1�s�w�����u�tw�
�	t����xw	~�~���v�x�xw|u	��~�t�x����w	�	�	���(}	�~�x	w~�w	~x{�~x���w	�{	xx	{�~{tu�w�~�

������u�tw��	t����xw	~�~���v�x�xw|u	��~�t�x����w	�	�	���(}	�~�x	w~{�~�uwx�	���t	u���	
|C3(0

−
g )| t��!�	v	~xx����t	��	��

��u����~�v���tw��t	���utx�x|u	�	���wx��~~	�u~� u�x	v	~x�	���(}	�~�x	w~�	~	�	{xu�~xu~
{�t{ut�	vw({t���w|u	{�vv	�uwx

�~uxwtw��~xt	��x	~xw	t��~~����t��w���~�tw��xw�~�	t�v�x�w{	��%��~�u����~���x	�vw~�t����wxw�~
Ev
�	�~w�	�u����t�{�~�wxw�~�	|u�~xw�{�xw�~�����vD 	�x�u��

w��x	�vw~����{	xx	{�~�wxw�~��	{
E = 0�
��u����~��t������uwxu~C3(v)

	~w~�	���~xt�	��vut	�	�	���(}	�~�x	w~s���	~wv����~x
D = 0

���	����v!x�	C3(v)
�	����	~x		~|u	t|u	���x	t���t	u�|u	��~~	��wxu~� u�x	v	~x�	���(}	�~�x	w~�	���~~�	�	����wv	~x�t	��ux�u��	t���t	u�v���~{�t{ut���t	t��w{w	ts�x��v�xw{�

v�~x�	{t�w�	v	~xu~	�u�v	~x�xw�~����������x�t���t	u����v�x�xw|u	��	��!��	5% ��u�u~
��{�t��	δL �

�	~�w��~−7{v−1�
y&p(&pd)$+(&�!()"�'"%9!!d+p9*d%�d9�("i)d%f%�%�(n��%"&$'%+&f(+'�'"%)'+d+$#$)"f%$f(&&#%$!"(p�%$f%d9d+i+'%f%f+$$(p+9'+(&�i9+$f(&&%"9f%$"#$)d'9'$d#��"%i%&'%r9�#"#$����~xt��v�tw���xw�~�	t�	��vut	
�	�	���(}	�~�x	w~	~uxwtw��~x{	����{�uxw�~��x�~x��w�	��t�	��vut	�	�	���(}	�~�x	w~�u�xt���	v	~x����w�~	�t	���	{x�	�����xw��	t	u�{�	�{w	~xC3�v�

w���	{�	�	��	u����u�t	{�	�{w	~xC3
���{�	��	

10%�

�
�.�� ��=?=�;�=�<�>?;�����?>�>�>E���
>�<��>=<;��?=���>
��u���~~�~���~�t�x��t	����t	����utx�x���u~� u�x	v	~x�	���(}	�~�x	w~�w~�w|u	�	�� u�x	v	~x�
	�	{xu�����t�	��vut	�v�tw���	���%��w�~�t�~�|u	{	�� u�x	v	~x��~x�x�	�	{xu��u�t	����wxw�~���~~�	�
���t	x��wx	v	~x������	x~�~�u�t	���~~�	�	����wv	~x�t	���ux	��
��u���u��~�	�w�	�tu�w	u���	v��|u	�{�~{	�~�~x{	����utx�x�

����	��vut	{��w�w	w~�u	~{	t	����utx�x��
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��� u�x	v	~x 	ux 	�wx ��	{ t	 t��w{w	t ��w�w~%��� |uw uxwtw�	 t�v�x���	�uχ2� �	� 	��vut	�
��(}�u��(}1/6 �w	~|u		��v	tt	v	~xw�	~xw|u	�~	��~~	~x���t	�v+v	���utx�x���t	�x��w�	~x
|u�wt	�ux�	�		{xw�~~	�t�v�x���	��� u�x	v	~x��u���wx	�{	�����t!v	�����	~�~x��~���ux	�u	�wx
|u	{	�x�w~���w~x���~x��w�wt��w������t�v�x���	�uχ2����������x����ux�	�t�����u~� u�x	v	~x
~�~tw~��w�	{�vv	{�	�xt	{��w{w��	�	xwx~�v��	�	~w�	�u�	����wv	~x�u�uxwtw����v�w~��	50�
~	�	�v	x�����	{{	xx	v�x���	��� u�x	�{�~�	~��t	v	~x4 �u5 ����v!x�	��wt	�x���	��w�{wt	�		�w�	{�~�	��	�t	���t	u���	C3, vD,D, γ

′ 	xC6
t����	�� u�x	v	~x��

�����	ut	{���	{xw�~~�~���v�x�xw|u	�����x�	���γ′ �	�v	x�	�	x��u�	��	����utx�x��tu����{�	�
�	{	u��xx	~�u�	x	v�+{�	t	����w�xw�~��	���t	u���	vD 	xC3

	~	�~{xw�~�u{��w��	���~~�	�
uxwtw��	��w�	��	���{�t��	���

���	{�	�{w	~x C6 ≈ 95 000 	�x���{�	�	t���t	u� x����w|u	 72 000u��� ��~~�	��� t�	��(
vut	��&�{�t{ut�		~uxwtw��~xt	���t	u��C6(Π) = −17 390 e2a5

0
	xC6(Σ) = −11 830 e2a5

0
����	~�~x

�	�s��w~	�{u�~���t���~�����%�	xC3 = 10, 035 e2a2
0
�

y&p(&pd)$+(&�&()$!()o(&$f+"%
)%dq9i#d+("9'+(&9i%&#%!9"d9�("i)d%f%�%�(n��%"&$'%+&9i#d+("#%
%$'$+�&+�p9'+o%�%'!%"i%'fq9''%+&f"%f%$!"#p+$+(&$$)�$9&'%$!()"!%"i%''"%dq+f%&'+�p9'+(&f%dq#'9'0−g

l
dq9+f%f%$(&p(%�p+%&'9$ni!'('+
)%C3

�o(+"f%$(&C6
�
�
f+"%
)%d%!)+'$f%!('%&'+%dp(i!("'%%&o+"(&

vD ≈ 215 &+o%9)r
d+#$�

�
�.�) D��?=�;�=�<;����;��1g
>�0+

u

�	v+v	x��wx	v	~x	�	{xu��u�t	����wxw�~�	����wv	~x�t	��	t��x�x1g
	�u�~wxt���t	u��	~u~wx�

�x�vw|u	�C3(1g) ≈ −15.7 ± 0.2 |u
w~�u���	�vwx�	��x	�vw~	�t���t	u��u�w��t	�x�vw|u	��~~���~�

t�x��t	������	#���

�	v+v	x��wx	v	~x	�	{xu��u�t	����wxw�~�	����wv	~x�t	��	t��x�x0+
u

	�u�~wxt	���t	u��C3(0
+
u ) ≈

−16, 7; vD ≈ 214, 9
���u�u~	~uv���x�xw�~���wx��w�	���x�~x�	v = 0 ��u�δL ≈ −41, 738{v−1

�	x
D ≈ −2, 7�����t���|u	t���t	u��xx	~�u	��u�t	{�	�{w	~xC3

	�x��~~����t�x��t	��%���	�#	x
	�x�	16, 7���	~{��	t	���t	u����~xx�!����{�	��	���t	u���xx	~�u	��v+v	�wt�� u�x	v	~x~����w�	����{�~�	��	�w{w��	{t	����v!x�	C6

tw��	��w�~�t�~�|u	{	���t	u����~x���	����{�	��v�w�x�ux�	
v+v	�tu����{w�	���	���t	u����~~�	���~�t���xw{t	���v����x	x�t��������|uwuxwtw��wxt�	��vut	�	
�	���(}	�~�x	w~�wv�t	�
��u����~����	�����~~	����~�t�x��t	����t���t	u�	�x��wx	�	t��xu�	�	t��x�x1g {��{	x�x�x~

�	�x���
�	�xu������t�����w���{w�xw�~{�vv	t�	�xt��x�x0+

u �
�w�~�t�~�|u�u~	�xu�	�	t��	�xu���xw�~	~�	~���	

���t�����w���{w�wx�~�	t��x�x0+
u
	�x	~{�u��	x�	������	~x�	��~�t�x�!�	�	������utw~	�������

�
�.�, @�<�?��=�<

��v�x���	�	�	���(}	�~�x	w~~	�	�v	x������xx	w~��	�	����{w�w�~��u���~x	���u�	�x��w�	�	�
��t	u�����{w�	��	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	���~�t	{���	��x	~xw	t	~��u�t	�uwx�{�vv	t��x�x0−g ���v�x���	�v�tw���	�	�v	x���xx	w~��	�	����{w�w�~������{��~xt	% �u�t	���t	u���u{�	�{w	~xC3

	x
�	�v	x�����tu	������w!�	v	~xt���t	u��	{�	�{w	~xC6���u���x	~w��	���t	u���tu����{w�	��wt	�x��~���ux	���	����t	��uxwtw�	��w�	{x	v	~xt	�v�x�w{	���"
���	���	x��� u�x	�t	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	���u��	x��u�	�t	����wxw�~�	����wv	~x�t	���	�	~�	
�	x��wx	v	~x	ux	�	{xu�����s��xw~	x�t�����&���u�t��x�x0+

u
�u6�w2 	~��	{�

tt�~x��	���~~�	��	
���x�����{w�xw�~	x�	���~~�	���	{x���{��w|u	���	x��wx	v	~x�	�vwx��s��xw~	x�t�����&�����x	~w��	�
���{w�w�~������{��~x0, 1%�
��u����~���u�~�x�	���xuxwtw��t�v�x���	��������u��	����uw�	t	���~~�	�	����wv	~x�t	��	t��x�x0−g �
��u��tt�~��{w(�	���u����{�w�	t������{�		�	{xu�	�	~��x�wtt�~xt	��w�{utx�����	���	��
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�
	 
������������������������
������������	�������
��������0−g (6s +

6p3/2)

���x�x0−g 	�
x���xw{utw	����u�t	xwx�	�{�	�xu~�x�x�		~��u�t	�uwx���	���~�	�t�~��xw�~	x�u�x�ux

wt�	�v	x�		��v	��	�v�t�{ut	�	��w�	����u�t����~���~{�xu�w�	~��x�wt�	~	�	{xu�~x����	{x���{��w	�~�u����t�~�w{w	�{tu�w�	v	~x�u�uwx�	�x	�~	�|u��w({�v�t!x	��	{t	t��	��w
����	��	{x�	��x	~u	�x
��~~����t���u�	����	x	�x�xu�w���~�t���xw{t	�	��w��	xxw	x�t���������x���	��u~{�t{ut���������u�
�	��	~�~�w{wt	�{�~{tu�w�~���w~{w��t	�	~��x�wtt�~x{	�x�w~	����xw	�����ux�	����{w�w�~���~x��~~�	���~�t���xw{t	�	��w��	xxw	x�t���������~�x�vv	~xt�x��t	�	���~~�	��������
��u�		��~���	��	~{	��u�x����w	�������	x��������{�wx	���~�t	����	~�w{	��	xs�����	t�~�
�wv�t	v	~xw{w|u	t�� u�x	v	~x�����	�x�����u�t	�	��vut	��	�t	w~���*	x���&�uw��~x	�


1

Rint(E, J = 0)
− 1

Rext(E, J = 0)
=

2
√

2µ

~

∫ v=vBKW(E)

v=− 1
2
− Y00

~ωe

Bv√
E − Eexp

J=0(v)
dv

����*�

Rext(E, J = 0)−Rint(E, J = 0) =
2~√
2µ

∫ v=vBKW(E)

v=− 1
2
− Y00

~ωe

1√
E − Eexp

J=0(v)
dv

����&�

	x�	�v	x��~{�	��	{�~�x�uw�	�t�{�u��	�	��x	~xw	t	~{�t{ut�~xt	���w~x�x�u�~�~x{t���w|u	��
��{�u��	�~�t	��x	~u		x{�v����	�u�{�t{ut���(w~wxw�	x�u�{�t{ut����v�x�xw|u	���� ��x�

����	~x�	��~�t���u�	������	������u��tt�~�	��tw{wx	�{w(�	���u�t����{��u�	���~x�v	~��t���x	~xw�~
�	{	xx	{�u��	�

�
����:��>��=<;�=�<����<�����=�������;�v = 0

���	{�	�{�	�	t��x�xv = 0
	ux	�wx		����wv	~x�t	v	~x	~{�	�{��~x��w~	v	~x�	��x�x�	~�	���u�

�	−78{v−1
�	x{	 u�|u	�	��−100{v−1

����u��xx�w�u
v	���~{t	�~�v�v = 0
�t��x�x�wxu��	��

−77, 12{v−1 ��u�t�twvwx	6s(f = 4) + 6p3/2(f
′ = 5)�
�t	�tt�wxx�ux�	v+v	�	�x	���u�	~x{��~�u�

~����	���~����t	��x�x�v = 5 	xv = 9
��	v+v	|u	t��x�x1u(v = 0)

t���|u�wt	�x	�{wx�����xw��	
f = 4 + f = 4

����~���ux	{��t	u�������wtwx���	�{wx�xw�~	�xx�!�	�w�t	�{�u�	��u~~�u��	t�	�~{xw�~
���~�	�	t��x�x	�~��v	~x�t�

���xx�w�uxw�~�	v = 0 �	��
�~�t	v	~x{�~��v�	���t�{�v����w��~	~x�	t	�{�u��	��	��x	~xw	t�

x����w|u	�	xt�{�u��	��������x	~u	�

�
���� :��>��=<;�=�<�>����=�=�<��>��;=>�����=��;�=�<<>??>�

�	���w	���(�w���xw�~~	tt	�|u	~�u��tt�~�	����	���w~x	����x	���~x	~��~���t{�~�xwxu�	��	���w	�
�	��x�xw�~��J ���w�~x�	0 �

8�
�	~�v��	w~���wxu	tt	v	~x���~��	��w	��	��x�xw�~� u�|u��J = 8�	�x

	��tw|u����u~	�	x{������xw		~x�	t	�t��	���	�w��	��		xt	t��	��	���x�����{w�xw�~	x�	��	��tw|u�
	~�	{xw�~�������
�~	|u	�xw�~wv���x�~x		�x{	tt	�	t����{w�w�~�	t���x	�vw~�xw�~	����wv	~x�t	�	t����wxw�~��	{x��t	
�	���w	��z��w�� �w~�w|u�|u	t����{w�w�~�t���t	�	t�����	�	300s��	�x�u	�t�wv���{w�w�~�u�t����wxw�~
�	���w	���������xw�~�	t�w��	v�w�|u	t����{w�w�~t�{�t		�x�	t�����	�	10s����
{	�u~�����(�	��x��	|uw�	�v	x����x	~w�u~	�xx�w�uxw�~���{w�	�	���w	��	��x�xw�~	x��~{u~{�t{ut�u���vv	~x���{w�
�	�{�~�x�~x	���x�xw�~~	tt	�Bv ~

�{	���w�	��u{�t{ut������
�~�	�����	t����{w�w�~�	t�{�tw���xw�~�	t�t�~�u	u����~�	�ut��	���tu�w	u��	�	x��	u�	~x�	�xu��	�t����wxw�~��	tt	�	���w	���	�x�w~��	{	�	�	x��~x�� ��x��xu�w��t����uv��!t	���	t����	~�	{xw�~#�*���
wt	�uxx	~w�{�v�x	��u~��	~xu	t���t�{	v	~xtuvw~	u�	x��u~	����w�t	���w�		~x	v����xu�	���u����~�
x	�x�	����wv	~x�t	v	~x{	��	u���w~x��u�t	���w	�v = 4 	xv = 6 	~{

��~�	�~xt�x	v����xu�	�u�w!�	
v��~�x�(��xw|u		x	~���uw��~xt�w~x	~�wx��ut��	��	���x�����{w�xw�~��	t�~�u���	�vwx�u��w���xu�w	�t���xu��xw�~	x�	v�~x�	�|u���	{�	��uw���~{	��	t�����	�	100v�t	�x��~�wxw�~���~x�� ���xu��	�	~
�v�twxu�	�v�w�|u��u{u~���t�{	v	~xtuvw~	u�~�	�x���	�����~�t��w��w~	�	v����	�x���w~{	�xwxu�	
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�t�{�t	��	~�x�		����w	~{	��	�tu��t	���w	�~	�	v�t	~x��	�|u	�����t���w	�����uw���~{	v+v	t���|u	t	u��v�twxu�	��xu�	�t�x����w		~{��v�	�w�t	��wx+x�	t��u��wv��w��	��u���u��w�x��wx	�{	{����
�w�~�t�~�|u	���u�x	~w�{�v�x	�	t����w�		~x	v����xu�	t����wxw�~�	���w	����w�t�	��vut	#�&"��
t����wxw�~	�x��w�	�u�t	����	�x�+v	�t	u�	t���w		����wv	~x�t	���w�t���u�	#������u��tu��	�	�	x�
�	ut	�t	���w	���x�xw�~~	tt	�J ≤ 5 �~x�x�

w~x���uwx	���~�t	{�t{ut��������� �ux�	J = 6, 7 �uJ = 8
~	{��~�	����wtt	u���w	~�t�|u�twx��	t�� u�x	v	~x��w�~�t�~�u~�	�~w	�	�	x
t��	{xw�~�����v�~x�	
|u	t�	�	x�	t�w~x	��{xw�~��w~(��x�xw�~	�x�	t�����	�uv����	�x��{	x	�	x��u���wx�wt~�	~	�x	~	�wx
�w	~��	~w��	�xu��	�t�� u�x	v	~x�	t�{�~�x�~x	Bv |u

w�		�wx	~� u�x�~xt������	��w�~��x�xw�~~	tt	�
u~	�����	��w�~	~J(J + 1)�

t���w�		~{�v�x	�	t�w~x	��{xw�~�	��w~(��x�xw�~� �ux	�{	t�u~x	�v	
������xw�~~	t�J�


t����{w�w�~�{xu	tt	wt~�	�x�������w�t	�	��w��w{	x	�	x	�w�x	�v�w��w{	x	�	x
	�xx���	�w�t	��u��	�xu��	�t	{�t{ut�	t�{�~�x�~x	Bv�

wt	�xx�ux�	v+v	w~x��	���~x���v�tw��	�t�
���{w�w�~	����wv	~x�t	��u�t	v	xx�		~��w�	~{	�

��	�������-��#-���-

����u�	�����v�~x�	|u	t	�~w�	�u���x�xw�~~	t��	�	��	��	~xt���|u	t��~�������{�	�	t�twvwx	�	
�w���{w�xw�~��	�tu�t�w~�u	~{	�	t��x�u{xu�	���	��~	���~�wx	tt	�u��wt���|u	t��~�������{�	�	t�twvwx	
�	�w���{w�xw�~��t	�x��~{�w�{wt	����x	~w�u~	v	�u�		����wv	~x�t	�	t�{�~�x�~x	Bv ��u�v > 74�

�	
�tu�wt�	�w	~x�w�{wt	��	�x����t	�t����wxw�~�	t���w	J = 0�

��u����~��t���{��w�w��u�t	���w	�v > 74
�	��	~��	t���t	u��uv��wvuv��w~x	~�wx��	t���w		x~�u����~��u�����|u	{	v��wvuv{���	���~�
�{�vv	��u�t	���w	�v < v = 74

��
J = 2������{w�w�~�	300s���u�t����wxw�~	����wv	~x�t	�	�v	x

����wtt	u���	x	tt	�����x�!�	��

��������
��x�wt��	t��x�u{xu�	��x�xw�~~	tt	��u��w���	~x�~w�	�u��w���xw�~~	t��	t��x�x0−g v�~
x��~x

t	�	��	��	v	~x�	t��x�u{xu�	��x�xw�~~	tt	|uw	�wx�	{�	��u{�	�t	���w	�	x����uwtt	�t	�w�~�t�

�
���) ��=?=�;�=�<�>��;=>���;<�>�
��u����~�	�{tu��	t����w	�	��~~�	�uxwtw��	��u�	�	{xu	�t	x��wx	v	~x�������t	����wxw�~��	�
��w	����~x	����w�t��	{xw�~��"�"����u���wx	��	x��wx	��	���w	����t�{�	����t	{�u�t��	xu~~	t����xu�	
�	{	���w	����~x	�	�x~��~v�w~�x�!�uxwt	��u���x	�vw~	�t���ux	u��	t�����	�	��x	~xw	t����v�twxu�	
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0−G(6S+6P3/2)
�"�

��wx	~	�	x�	��x	����u~	v�~w!�	�u��u~	�ux�	�t�������wtwx��	t�	�	xxu~~	t	~x�	t	��uwx��	��x	~xw	t
	�x	�~		xw~x	�~		xt�t���	u�t��u��	�	�w	�w�	�t��u��	~�{	���w�	��u�����	����	�	xxu~~	t��

�
���, �>���><�=>?E�
�E��>����><�>���=??;��;?=���
��	{t����w	�	��~~�	�	����wv	~x�t	���t�u�	�vw�x�	�	{xu�u~{�t{ut���������w�t����	~�w{	��
�	���~~�	��	x��x	�vw~�t	�{�	�{w	~x�Ylm �	

�u~��v���w�t�	��vut	��"����	%%����u����~��t���
{�v����{	x� u�x	v	~x�u�{�t{ut�x����w|u	��	{�u��	��	��x	~xw	t}��~(���	~�	wv	��

��� u�x	v	~x�	�{�	�{w	~x��	�u~��v�	�v	x�	��x	�vw~	�t����wxw�~���|uwtw��	Re = 23, 35(10) a0�
��{�v����w��~�u��x	~xw	t������	x�	���x	~xw	t�x����w|u	�~�{	��wx	�	��	~��	�tu�w	u�����{�u(
xw�~�


���	��x	~xw	t������	�xu~��x	~xw	t	�	{xw	|uw~�	�x|u�u~	������wv�xw�~�u��x	~xw	t���	t��
�~	�	x{�vv	w~�w|u�	~�	{xw�~��������~��w~{w��tw~x��+x	�x�	�	����uw�	t	���~~�	�	����wv	~(
x�t	��������tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���	{t	��x	~xw	t�������	�v	x���~�~�x�	{����	
�	x��u�	�t	���t	u��	����wv	~x�t	��	��~	��w	��60

s����!�	xt	�{�~�x�~x	���x�xw�~~	tt	�Bv �vw	u�|u	1%��!���	��x	~xw	t������~	�	��	v�t	���t�{�u��	��w���xw|u	|u	�wt	�{�u�t��	�
��	{t	��ux�	��uwx��	��x	~xw	t��~x	�w�t	��t��	{xw�~����	v�t	w~�w|u	�|u	t	�{�u�t��	�{w~�xw|u	�
~�~��w���xw|u	���	{t	��ux�	�{�u��	���~x�	t�����	�	30s�����	t��	v�t	+x�	t	{����u�t	�
�ux�	��t{�tw~��t�x����w	��w���xw|u	���~x���	�wx	v	~x�w	~�	����uwxt	���~~�	�	����wv	~x�t	��
{�vv	{	t�	ux��{�wx��~�t	��	{xw�~�&�%��	x&�"�"���~�~�x�	{���{	xx	{�~{tu�w�~�	v�t		~{��	+x�	��~~	�{��t	�{�u�t��	���	{t	��ux�	�{�u��	��~xtw	u��~�t���~	w~x	�~	�u�uwx��	��x	~xw	t���u	��	{t��x�x1u�v�

w�t��	�xu���xw�~|uw	�x���	��~		�xx�!�	�w�t	���t���|u	t	���~~�	�������
~	{�~{	�~	~x|u	t����xw		�x	�~	�

���	�{�u��	�x����w|u	���~x�	u���{w�	��
���~	��w	�	t��x�x(1)3Πg

����	~x	u~	�w���	~{	��u~	�w��w~	�	{v−1�	~x�	�	�{�t{ut����v�x�xw|u	��uxwtw��~xt��w���~�tw��xw�~�	�v�x�w{	���~~�	���~�t�x��t	��"�	x�	�{�t{ut��	{�wvw	|u�~xw|u	
�	�����w	�����#���{�u�x	�w�x�~{	�u��w~x�	��{{�����wxu��	��R ≈ 25 a0

����	���~�		�w�	t	����{{�����	~x�	t	�{�t{ut���(w~wxw�	xt	�{�t{ut����v�x�xw|u	��	ux	~�	~��	�u~	�w���	~{	�	
�tu�w	u��{v−1 �u�t�{�u��	�~�t	�
��w~x��+x�	xt��w�{utx���x��wx	��	t��x�x0−g �u{

��wuv�{�~x��w�	v	~x�u��ux�	��t{�tw~��	�x|u�wt
	�x~�{	���w�	��uxwtw�	��	�{�wx!�	�~�~���v�x�xw|u	���u���{�w�	��{�u��	�	��x	~xw	t�{	~�	�x	~
	�	x���u~�x�x�u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	�

���	�{�u��	�}��~(���	~�	wv	�~	��~x���t	�{�u��	���w���xw|u	��
�t	�ux	~	�	x��	~��		~{�v�x	x�ux	�t	�{���	{xw�~���{�wx	�	~�	{xw�~����~�u����~��u|u�	~
�	�����	t����	~��~{		~R �	t��{�~�x�~x	���w~(���wx	x�ux	�{	�{���	{xw�~���~x�uv+v	����	
�	���~�	u�|u	t����wxw�~	����wv	~x�t	�

�	x����wt�	{�v����w��~	�x	~{��		~{�u���v�w��	v�t	w~�w|u	�u~��~�{{����w�	�u~	���{w�w�~���{�	
�u�w���	�x��	~x�	t�{�u��	������	xt	�v��!t	�x����w|u	��
z	��w���w!�	v	~x�w�{ux	�w{wt�u~�	�����t!v	�v� 	u���	~{�~x����~�~�x�	�xu�	
t	����t!v	�	t�
��x	�vw~�xw�~�	t����wxw�~�	t������	��	��x	~xw	t�w�	��uv��wvuvt�{�t��u��x	~xw	t������~xt���~	
	�x	�~	�	t���~	w~x	�~	�	x{	tuw�	t���x	�vw~�xw�~�	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	��

3����,��2����-���,�#�	�����2-,����		-�2-#��-���-,

��wv����w�wtwx��	����u��	t	���w	���x�xw�~~	tt	���u�v > 74
���w�t���u�	������~	�	�v	x�����uxwtw�	�t�	��vut	���*�	�t	w~���u���x	~w�t	��	u���w~x�x�u�~�~x�	�x	�~	�	xw~x	�~	�w~���	~��vv	~x��t���t����	u�����w�wtwx����u�{�~x�u�~	�{	����t!v	���	�t	��w~xx�u�~�~x	�x	�~	Rext

	x���uw�	
t	��w~xw~x	�~	Rint

���t�	��vut	���&��u��	�t	��w~xw~x	�~		x���uw�	t	��w~x	�x	�~	�����	vw!�	
��tuxw�~��	u�������~x��	��	tt	��tw�	���	�u~	��t	u��u{�	�{w	~xC3

��u���	�t���t	u��	Rext
	x

	tt	���u�{�~��|u	~{	u~	���~�	w~{	�xwxu�	��u�t����wxw�~�	Rint�{	|u
w���u�{�~��|u	~{	�	��~~	�

u~	{�u��	��	{u~	���~{�	���ut�w�	�x�	v�t�~x	�	x��~{w~	�x��xw|u	�
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���xw	�xx��{xw�	��t�	v�t	~��~v�w~�|u	t�����	��wx�wxu�	�u~	�~	��w	���{�	�	t�twvwx	6s + 6p3/2��	xx	{�~{tu�w�~	�x{�~��v����t�����	~{	��	�	xxu~~	t�x���	��t�����w!�	�	��x	~xw	t�{���~xt	���w	�
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�����	~{	�	��w	���x�xw�~~	tt	���u�v > 74 �	x���u
wx���t�wv����w�wtwx�����x	~w��	��	~�	w�~	v	~x�

���t	��u�t����xw	�xx��{xw�	��~���xw{utw	�t	{�	�{w	~xC3(−0g)
	�x�w�{wt	���x	�vw~	���	{�	�{w	~xvD�	v�t	|u�~x�tuw���{�	�	t���t	u�x��u��	���w�t�x��t	��������t�v�x���	�wv�t	�	�	���(}	�~�x	w~

v��w��	�w�	�vD ≈ 215�
��w~x	����x�xw�~�	���~~�	����t�v�x���	�	�{�	�{w	~x��	�������w�t��	{xw�~s������~	�	�vwx���
��	�x��w�	u~	��t	u����{w�	�u{�	�{w	~xC3�

�	����w�xw�~��	�tu��	10% �	����t	u�	u�	~x���	���	�t���|u	t��~{��~�	t��{��~xwtt�~�	���~~�	�x��wx�	���	{�t{ut������	ux��~{	�wx	~���~x{	{�	�{w	~x�t�
��t	u�x����w|u	�	10, 47 e2a0

{�t{ut�	����s��w~	�{u�~���t���~�����%��	x	~� u�x�~xt	�{�	�{w	~x��	
������	�v�x���	��������	�v	xx	~x�	{�t{ut	�t	�{�	�{w	~x�Bv�	~

t����	~{	�	��~~�	�	����wv	~x�t	�
{�~{	�~�~xt	���w	��	��x�xw�~�w�	���u�v > 74 �w�u~		��vut	�	v�t��t	�t�	��vut	s������x��t	�	���w~x�x�u�~�~x	�x	�~	�	xw~x	�~	���w~�w|u	t	���t	u���	�{�~�x�~x	���x�xw�~~	tt	�Bv 	x�	��~	��

w	��	�
~w�	�u��w���xw�~~	t���~x��~~����~�t�x��t	"�	t���xw{t	�	��w��	xxw	x�t����������w�~�t�~��wv�t	v	~x
|u	t����	�~�	u��u�uwx��	��x	~xw	t��w~�w��x	�vw~�	�x�	De = 77, 94 ± 0, 01{v−1��t	�x���w�	v�t��t	|u�u~x��wx	v	~x��	~�~x	~{�v�x	t���t	u��	C3 ≈ 10, 035 e2a2
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n−2
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��v�x���		�����	w{w~�uxwtw�	|u	t����xw	���v�x�xw|u	�u��x	~xw	t Vfond(R)�
w�	�t	�{�	�{w	~x�

C6, C8, C10
	xt�w~x	��{xw�~���{��~�	�u|u	t�~� �ux	t��x�u{xu�	���	��~	�|uw	�x�w	~{�~~u	���t��{��x���	��~�x�vw|u		x���t�	��vut	��%%�	~�u�����~x|u	t	��vwtx�~w	~���	��~~	���	~�����	t�

�w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	R
��

����	vw!�	����x�!�	�	{	xx	v�x���	{�~�w�x	��u�tw	�t	�{�u�t��	�~�~��w���xw|u	��	x��~{�	
~�uxwtw�	�|u	t	�{�u��	���w���xw|u	����u�������~{�w��ut�u�����	~�t�	��|u�xw�~�{�u�t�	���t	�xx�!�
�w�{wt	�����tu	�t���tw�wx��	{	xx	����x�!�	�ux�	v	~x|u�	~t�{�v����~x��	{u~{�t{ut���|u�xw�~�
{�u�t�	���~�	ux~��~v�w~�x	�x	�{	xx	����x�!�		~v�~x��~x|u�	tt	�v!~	��	����utx�x�{�v��xw�t	�
��	{t�	����w	~{	�

���uwx	�	t�v�x���	{�~�w�x	�{��w�		~t�x����w	�	t����x�����{w�xw�~��|uw	�x���	t����	�u
{���wx�	#���	{	~�tu�t��x�u{xu�	���	��~	��	~	�����~x�	�	����uw�	t	��	{x�		����wv	~x�t����
� u�x	v	~x�	���x	~xw	t����v�x�xw|u	�Vfond(R) �	

t��x�x	�~��v	~x�t��w�~�t�~�|u�u~	�ux�	v�x���	uxwtw��~xt	����wxw�~��	��	�~w	��~w�	�u�tw���	��uwx��	��x	~xw	t	x
t	u�	�x����t�xw�~��~	��w	~utt		�x�u��w	�����	��~�t���xw{t	�	���u�	ttw	�	x�t��������

�
�-�� ��=?=�;�=�<�>����������>���>�>?���;�0−g
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�	���{	��u��	���x�����{w�xw�~	�x������xw�~~	t�u	�{x	u��	���~{�(��~��~���w�t�	��vut	#�%"����u����w��	��	~�	w�~	v	~x����{w��u�t��x�x	�~��v	~x�t�wt	�ux{�~~��x�	���	�wx	v	~xt��x�x	�{wx����	�x
��u�|u�w~�x�	��	vw!�	�xx	~xw�~��	�x���x�	�u�t��xu�	�u��	{x�	�	t��x�x0−g ��~

x~�u���w�~�	�wxt�
��	{x���{��w	��	�	�~{xw�~����~�	�w���xw�~~	tt	��	t��x�x	�{wx�0−g ��~

x�w~�w�w	~{�~~u	��t		�{x	u��	
���~{�(��~��~~	���	~���~{|u	�	t��x�x	�~��v	~x�t������wxw�~RC �u��

w~x�	��~��~	�x	�~	�$
�tw	ut����x�����{w�xw�~�	t��x�x0−g �	�

wxu	��~�t���~	���v�x�xw|u	��~�	ux��~{uxwtw�	�t	��x	~xw	t
Vfond(R)�

�	��w~{w�	�	t�v�x���		�x�t����wv�t			�����~�t�~�!�	v	~x���~x�	t����	t���	��tu��	�~�
t		�{x	u��	���~{�(��~��~	�x������xw�~~	t�t���t	u�|χ`i,E(RC)|2�	t�	�~{xw�~���~�	�	t��x�x	�~��v	~x�t��w�	�u��w~xx�u�~�~x	�x	�~	RC
���w�t�	��vut	�����{��	#�%"���	�~�u���w�	�t	��������	t�	�~{xw�~

���~�	�	t��x�x	�~��v	~x�tchi`i,E ��~
x��~{���	�|u	�t	�������u��	{x�	�	���x�����{w�xw�~�t�	�~{xw�~

���~�	���w�	��~{
(
− d2

dR2
+
`(`+ 1)

R2
+

2µ

~2
Vfond(R)− k2

E

)
χ`i,E(R) = 0

����#�

χ`i,E(R~�u�) = 0
������

��{�~�wxw�~�����u�x�	~���~xt��v�twxu�	�����uw�	t�	��v	���v�x�xw|u	����w~x����xw�~~uv��w|u	
�	R~�u��+∞

��	χ`i,E 	
x�	�v	x��~{�	{�~~��x�	t	��������	δ`=0(E) 	x��~{

t�t�~�u	u��	�w�u�w�~
����{w�	�Vfond(R)�

��v�x���	�	ux+x�	���tw|u�	�u�~�wv���x	t	|u	t�	�~�u���	x��wx��~~	��	����utx�x�{����	~x�
	~	�~{xw�~�	��w���	~x�~�u���

��v�x���	��	tt	v	~x	v�t���	�{�~�w�x		~	�wx�w~x���	��	+∞ �	��t���~	w~x	�~	���u��w���	~x	�t�~�u	u���	�w�u�w�~���uw��	{�t{ut	��t���t	�	{�u��	v	~x���~{�(��~��~��	{t��x�x0−g �
�t�u�x	~�uwx	
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���t���tu�w	u���~�	����xw	tt	��
��x	v����xu�	�	~�x�	�w!�	v��~�x�(��xw|u		�x��	~�w��~200µ

��{	|uww~x���uwxt	��~�	�s, p 	x

d��~�
t	��	{x�	��t���|u	�	ut	t��~�	s 	�xuxwt	��u�t���x	�vw~�xw�~�	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~���

�	t�xw�~Jf = `+ 0,±2
�	��vut	#�*%���	�v	x�	�����	�t�{�~x�w�uxw�~�	{��|u	�~�	���xw	tt	��~�

�w���	~x	���w	���x�xw�~~	tt	��u��	{x�	�s�t�	u�	u�	v	~x�t��x�u{xu�	���	��~	�w	~x���w�	v	~x���uwtt	�t	���w	���x�xw�~~	tt	���	����t!v		�x�v�tw�����{	tuw�	t��u�v	~x�xw�~�u~�v��	
���~�	����xw	tt	��w�	��u~�v��	�	��w	���x�xw�~~	tt	��	~����	~{	�	t�	�	x{������xw	{������t	�t��	���	�w��	��	�{�vv	{	t�	uxt	{��t����	t���w�	�	��~~�	��u��	{x�	{�v�t	x�	t��x�x0−g ��	�{�t{ut�~	��	~~	~x���	~{��		~{�v�x	t�v��w�{�xw�~�	t�t�~�u	u��	{�ttw�w�~	~����	~{	�	�
t��	���	�w��	��	��~~�	���t�	��vut	#�"���~	��tuxw�~	�x�	�	��	~��	�	���~~�	�	~{��~�	�~xt�x	v����xu�	�u�w!�		x��~�t	�t��	���	�w��	��	�{	t�	ux	�wx	x�	�v	x��w��t	�{��{u~	�	��~�	�
���xw	tt	��
�w�~�t�~��u��w|u	t	��	{x�	���wx�x���w���	{u~	x�!�	��x	w~x	~�wx�t��	���xu��~x��	�|u	x�ux	�
t	�x��~�wxw�~����vv	~�u�~	�w�����~������u~	x����w	�	t����x�����{w�xw�~	~{��v�	��x�t�	�	x
�	{	xx	��xu��xw�~	�xw~{�~~u���~����wx	��	�	��	u����	����xw�~��	��	{x�	��~x�x���w���	{
�w���	~x	�w~x	~�wx�����~��u{u~	���w�xw�~�w�w�t	�u�t	����wxw�~��	�������

����x	v����xu�		�x�t	��	�
�	x	�	x�	��	v�t	�u���{��	~x�v�w�wt���u��ux�	{�~��|u	~{	�	�	~��	���u�t����wxw�~	�(
���wv	~x�t	�	�������u��	{x�	�t	��������	δ`(E) ���	~��~x�	E {�vv	t	v�~x�	t	�	��vut	��w~{����	~x	�	~x�		tt	��

�*�%&	x*�*���t����wxw�~�	�~�u���	χ`i,E(R) ���	~��u��w�	E��	���	vw	��{�t{ut�v�~x�	~x|u	�	ut t	��	vw	�	xt	�	{�~�~�u���~x�	~�w�t	v	~x��	{x�����t�
x	v����xu�	�t	�~�u���tu�w~x	�~	�~	t	��~x���{��E � Vfond(R) ��~�{	xx	���

w�~�
�	xx	���w�xw�~��	{t�x	v����xu�	��u���wx�	~�	x�u��+x�		��t�wx�	���u�	~���uw�	t�t�~�u	u�
�	�w�u�w�~	~�xu�w�~x�	~	�~{xw�~�	t�x	v����xu�	�u�w!�	�t����wxw�~�	�������u��	{x�	��	�
�xu�	�	~	�~{xw�~�	t�x	v����xu�	�u�w!�	v��~�x�(��xw|u	�	v�t	~xw~�w|u	�|u	t����wxw�~�	�
������u��	{x�		�x	~	�wx���	�w~�	~�w�t	�t�x	v����xu�	�

���	��x�v	�~	��~x�����t��w����
�	��	{x�	�	t��x�x0−g

	ux	~	�	x��w���~�u~�w!�	v��~�x�(��xw|u	�x�~�������	{t��w�w�~��w�(��xw|u	|u	���	t���	{	xx	x����w	�wt	�ux��~{��	~��		~{�v�x	�u~x�!����~�~�v��	�	{�u��	�
�	��x	~xw	tVfond(R) = Vf1=4,Mf1

;f2=4,Mf2
(R) �	
t�~t	���t	u���	���w~��	��x�v	���	u�	u�	v	~xt	�

{�u��	��	��x	~xw	t�	�	��	v�t	~x�	�u{�u����w�t���u�	������	����	xt	���t	u���	��w���	~x	�t�~�u	u���	�w�u�w�~af1=4,Mf1
;f2=4,Mf2

�	��~x��~{x�!����{�	�t	�u~	��	��ux�	�	x��~{���{�	�
�	aT = af1=4,Mf1

=4;f2=4,Mf2
=4�
�	xx	{�~{tu�w�~	�x�	�tu��x���	���t		�wx|u	t	�������u��	{x�	

�	v�t	~x�w	~v��|u����	�	����w	~{	�	~��t��w��~xt	��x�v	���~�t	��s����	�v	xx	~x�	~����w�
�tu�|u�u~	�	ut	{�u��	�	��x	~xw	t�x��wx	��	tt	���~x�{xu	tt	v	~x	~{�u���

"��	�������u��	{x�	��~x(wt��	���w�vw~wv��

��|u	�xw�~v��wx	��+x�	����	�{��~�x�	���{	��u��	��x	{xw�~uxwtw�	u~	����	��w�~w��xw�~���~xt�	�{�{wx��	ux���	~��		��x	v	~x�	��x�x���(�w���xw�~~	t��	u�t��������	�{wx�xw�~�	t�v�t�{ut	
���x�����{w�	���u����~�	�	{xu��tu�w	u��	���w��	~{��~�	�~xt�t�~�u	u����~�	�ut��	���w�~w��(
xw�~��t�	v�t	|u	��u�t	��x�x��ux�	�|u	t	���w	�����~x	���t�x�!����~�	�	~�wx��	��w	��w�w�t	�
�u�t	���	{x�	��	t���u�	�����	�v	xx�u �u��u~	w�~w��xw�~	�{�{	���w~x	~�wx��	t�xw�	�	���w	�
���	���	���~�t	��	{x�	w�~w|u	~	�	v�t	���x���{��~�	���u~	�{x	u�2− 3 ��!����	{t�t�~�u	u�
���~�	��w�~w��xw�~��
�	����t!v	�	ux+x�	����tu	~uxwtw��~xt�w~x	~�wx����	���	��~�t	��	{x�		~�	�x	�	�w!�	�v+v	
�w�t��u��w�t�|u	�xw�~�	t��wx	��	��� 	{xw�~�	��x�v	�{��u�����������x�t��wx	��	�	{��xu�	
��wx+x�		~�w����	��u�����w��w t	��	{x�	�	����	~x	�w	~t�������wtwx��	t����x�����{w�xw�~�
s�t�	u�	u�	v	~xt	��	{x�	�	t��x�x0−g

	~�	�x	���x	~��u��	ut	v	~x30{v−1 	x	�xt���	v	~x
�	�xu������t	����w	�1g

�|uw	�xx�!�t���	�{�u�	�	�����~�	�x�u{xu�	���	��~	�	x0+
u �
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�	���	vw	��{�t{ut��	�	{xu�����}	~��x��z�v�	~�t�����u~�x��	�	�������	u�	~x	�wx��	{t	�	ut
{�	�{w	~xC6�

w�	���	{u~��x	~xw	t Vfond(R) = C6/R
6���~�x	~w�{�v�x	�	�	�	x��	�	x����~w�	t�

�x�u{xu�	���	��~	�	~�u�����~xt�x	v����xu�	~utt		x	~~�uxwtw��~x|u	t	�������xx�w�u���t��~�	s�wt
��~~�{�vv	��t	u�|aT | > 400 a0

�|uw	�x{	tt	�	���x�	��~�t�x��t	*�����q)'+d+$9'+(&f%!d)$+%)"$�#"($
9!%"i+'&#9&i(+&$f%�r%")&%o9d%)"f)p(%�p+%&'C6 = 6600 ± 200)�9���ux	�t	��v�tw���xw�~�	�wx	����t��uwx	~������x!�	~x������wv	~x�	v	wtt	u�����utx�x��u~	x�!�
���~�	t�~�u	u��	�w�u�w�~	�x	~	�	x�w�{wt	���x	�vw~	����{w��v	~x���t��	ut	���wxw�~�	�~�u��
�	t�	�~{xw�~���~�	���	��vut	*�*�
a = ā

[
1− tan(Φ− π

8 )
]v�~x�		~	�	x|u	|a| x�!����~��w�~w�	

|u	Φ − π
8 ≈ π/2

��
π ��!���	x|u�u~	w~�v	wv���{w�w�~�u�t�����	Φ �w�	��u�t����wxw�~�	�~�u����	

���	�{ux	�u�a�
�	�	����w	~{	�	uxu�	����	{�	��x�v	���t��w���|uw�	�v	xx	~x�	~	x��wx	�|u�u~	�	ut	{�u��	�	

��x	~xw	t��	�v	xx��~x��~���ux	�	���uw�	u~	��t	u��tu����{w�	�t�	�w��	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~	x
�u{�	�{w	~xC6��~�	ux�u��w��~�	��uxwtw�	�t��~	��w	�u�	�~w	��x�xtw���u���x	~w��	����utx�x��tu����{w��v�w�{	x
�x�x~�����	~{��	�x����	�����w�~�t�~�u~�ux�	���utx�x�v�w�|uw~	�	�v	x��~���ux	�����	����	�u~	
v	�u�	�tu����{w�	�t����	���xw�~��u~	��	~xu	tt	����~�~{	�		��v	��~�t	���	{x�	��	��x�xw�~����	~x��
��~�t���u�	�����{	��w~x�	�����	t������~�t��	{xw�~�����*�

��
�
� �����
����

����	{x���{��w	���x�����{w�xw�	�	�v	x�	{�v��	~��		~��x�wt t�w~x	��{xw�~	~x�	�	u��x�v	�
���{�	���tt	�	�v	x��~{���	�x��w�	�t�	�w��	���~~�	�v�t�{ut�w�	��{�vv	t	�{�u��	��	��x	~xw	t�
	x�	���~~�	��x�vw|u	��{�vv	t��u��	�	�w	�	t��x�x	�{wx��

��{�v����w��~	~x�	t	��	{x�	�	���x�����{w�xw�~���	�������	�x	���x�v		xt	��	{x�	w�~w|u	
�	�v�t�{ut	�	��w�	��~�u���	�vw�����~	�~�x�	{�v����	~�w�~�u���{	��u��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	���	�|u�x�	�x�x�0−g , 1u, 0+

u
	x1g ��~

x�w~�w���	�����v�w��	ut�t	��	u���	vw	���	�v	xx	~x��	���t	u�����~{�	����ut�w�	��		��v	���xw{utw!�	v	~x���u{	���		��v	��	�v�t�{ut	�	��w�	����x�	�xu�	���x��x�ux���xw{utw!�	v	~x�u�t��x�x0−g �u~�
 u�x	v	~x���t�v�x���	�	�	���(}	�~�x	w~��v�tw���	���	�vwx���xx�w�u	�t	��	{x�	��~	�xu�	�tu���u���		ux	~�uwx	���tw��		~uxwtw��~xt�v�(

��tw��xw�~��������{�v����w��~	~x�	t�{�u��	�������w~�w��x	~u		xt	�{�u��	�x����w|u	��w~�w|u	
{t�w�	v	~x|u	t��x�x0−g

~�	�x���u~�x�x�u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	�{��t�{�u��	�u�uwx��	��x	~xw	t	�(
x	�~	~�{	��wx	t�	v�t�w�	x	�v	����{��~�	�	x�	�	{�u��	v	~x��u���u��w�+x�	�	����uwx	{���	{x	v	~x��		�wx~�u�	�u����������x�u��ux�	��t{�tw~��{�v�tw|u	t�w~x	����x�xw�~	x~�u���	ut	v	~x�	�vw�����(
x	~w��	�w~�w{�xw�~����xw	tt	��u�t�{�u��	�	��x	~xw	t	x~�x�vv	~x�u�t����wxw�~�	t������	�������~x
t	��	u��uwx�	�x	�~	�	xw~x	�~	��t���t	u��u{�	�{w	~xC3

�ut���t	u��	t�t�~�u	u��	�w�u�w�~���u�
���~���u��w�	�{wx	�	x��x	{x	�x�u�t	��x�x��xx��{xw	�����w�t	���~xt	�twvwx	����v�x�xw|u	�6s+ 6p3/2	x6s+ 6p1/2��

�	��t�wx�xw�~�	�{	���~~�	��w~�w|u	�	���w	�����~x	����wx�	�v	xx�	���t�uxwtw��xw�~�	
v�x���	��wvwt�w�	��u�v�x���	��������u�	�	���(}	�~�x	w~�v�tw���	�	���uw�	t	�{�	�{w	~x�C3

	x

C6
�	��x�x�	�{wx���
�		uxu�	�	����w	~{	��	���w	~x�	�v	xx�	�u��w��	��t�wx	��tu�{�v�t!x	v	~xt	�v�x���	����	t����	���~���xw{utw	�t�uxwtw��xw�~�	�	�	uxu�	���~~�	����t�v�x���	���v�x�xw|u	�	{�t{ut�	t�t�~�u	u��	
�w�u�w�~�|uw�	�u�~wx�t�	�w�u~	��t	u������{��	��u�t�t�~�u	u��	�w�u�w�~x�w�t	x|aT | > 400 a0

	x
��u�t	{�	�{w	~x���v�x�xw|u	C6 ≈ 6 600 ± 200 e2a

5
0
���wx�	�v	xx�	�	���{w�	�{	����utx�x��
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��u��tt�~���~�{	xx	���xw	�����	����u��	u����	{x�t	x�!v	�	�w~x	��{xw�~�	~x�	��x�v	�	��w��
	�{wx���	x�tu����xw{utw!�	v	~x{	tuw�	�	��{	���u��~x��	�	�{	�	~x�	�	u��x�v	��

�	��	vw	����	{x	�x{	tuw��u~	�w�w�~���x�v	��	t����uwvv��wt	���|u	~�u����~����tw��	����w(
v	~x�t	v	~x	~{���~x�	��x�v	�x�!�	�{wx����x�v	��	����	�����~xt	����t�{	v	~x��	u�	~x+x�	
~��tw����u��~xt	x	v���	t�	����w	~{	���u�uxwtw�	��~���~{��u�t�	~�	v�t	�	{	��x�v	�~����~x���
t	x	v���	�	���t�{	��t	x	�v	�	�������x�v	��	����	���	t�����t��x�v�~x��|u	t	{�v���x	v	~x
��u~x	t���x!v	�x�wx���w���t��{��~�	���~	��w	��u�u~	��w�	���x�v	����{�	��t�~��	��~�t�	~�w��~(
~	v	~x�	t�	~�	v�t	�u����	����	������w�w�~�	����	����	���	t���wx+x�	x	v����	���t		�wx
|u	t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	�t�~�u	�w�x�~{		~x�	�	u��x�v	���uv	x{	xx	��w�	���x�v	��u~		��{	
F = − d

dR
C3
R3 = 3C3

R4
��~	��w�	���x�v	����{�	�	�x��uvw�	�u~		��{	wv���x�~x	�t��w�w�~��u~����	t�

~	�	ux��~{+x�	{�~�	���	��u�{	��x�v	����{�	��
�	�	u�w!v	���	{x{�~{	�~	t	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~���u����~��u�	~�	{xw�~���*���t���
�	t��xu�	�u��	{x�	��(�w���xw�~~	t�	t��x�x0−g �|u	~�u��

��	���~�u~	�����	��w�~��x�xw�~~	tt	 u�|u��
J = 8�
�~x	t���utx�x	�x�u���	~�~x{��wtwv���	�	��	~��		~{�v�x	��u�t�{�ttw�w�~�	��~�	����xw	tt	�

 u�|u��̀ = 6�{	|u
w{���	���~���wx�u~	x	v����xu�	�	|u	t|u	�vwtw�	t�w~����u��	���~�|u	{	���utx�x

�u���	~�~x	�x�	�t�����	~{	�	�t��	���	�		��w�w��	v	~x�|uw	�{wx	~xt���w�	���x�v	�	~{�ttw�w�~�x�!����~�	�w�x�~{	�R ≈ 1 500 a0
����vv	��u�t	��x�v	��	����	���u~		��{	tw�	�t�w~x	��{xw�~

�w��t	(�w��t	�u�v	~x	t��~	��w	�	{�ttw�w�~	x�	�v	x�	����	��	�����w!�	��	��x	~xw	t{	~x�w	u�	��tu�
�t	��	��
�ux���	���	{	��	u����	{x��~�u�w~�w|u�~�t�v�xw��xw�~��~���t	|uw~�u��~wv	
v	xx�		~��w(
�	~{	t	��t	��~�vw|u	�	�	��{	��t�~�u	���x�		~x�	�x�v	�	��w��	�{wx���	x�w����w�t	t	�{�~x��(t	����u����~����u�{		�w�	����tw���	u�	����w	~{	�{�v�t�v	~x�w�	�� t�u~	uxwtw��~xt	��x�v	��	
����	��	��w��� t��ux�	uxwtw��~xt����x�����{w�xw�~��	��	u�	����w	~{	��~x�x���{�wx	���~�t���(
xw{t	��w��	xxw	x�t����������$~�u����~�v�~x��|u	t	�	��{	��w��t�w�	��w��	~x��u~		���~�wvwt�w�	
��~�{	��	u����x!v	��w	~|u	t	��w�x�~{	�w~x	��x�vw|u	��t	�x	v����w~x	��{xw�~�ut�w~x	~�wx��	�	��{	�
�w	~x�	�����	��	���~�	u�����	��w���	~x����u��tt�~��	��	~��		x���	t���	�t	����utx�x���w~{w��u�
��~�{	{���wx�	�	~{�vv	~��~x���t	�	����w	~{	����{��~�	��	�{wx�xw�~�	~x�	�x�v	��	����	���
�~	t�~�u	w~x���u{xw�~�t�����w|u	�	��x�v	��	����	��	�x����	~x�	���u���u��uw��~����t�

����	~x�xw�~�	�	����w	~{	�	~x�	��x�v	��	����	��	��w�����w~x	����x�xw�~�	{	�	����w	~{	��|uw	�x����	�u�t��w�w�~�u����	����	���	t��	�x�t���	�wx		~�	u�x	v����~v��!t	{�v�t	x��	u�{����
�	������������	t�����v�w�wt�	���!t	w~�u���~x{��t�	~�w��~~	v	~x�	t�	~�	v�t	�	��ux�	��x�v	��	
����	��~	�	ux+x�	~��tw����~v��!t	�N {����	~w~x	��{xw�~��wx�t���+x�	���	t�������u������~�	~�uwx	���~�u~~�u�	�u{���wx�	��u�	����w	~{	�{�~{	�~�~xt	�v��w�{�xw�~���~�vw|u	�
�	�w~x	��{xw�~��t�~�u	���x�			tt	�w~�w|u	~x~�x�vv	~x|u	t�����x�!�	��u~����	����	���	t���wx
+x�	{���w��	
wt	�x~�{	���w�	�	��	~��		~{�v�x	t�	�	x��~�vw|u	�	�	��{	��w��t	(�w��t	��u�t	�
��w�	����x�v	����{�	����u���{�w��~�t�	���~�	v	xx�	�w�	{x	v	~x	~��w�	~{	t�	�	x��~�vw|u	�	{	�	��{	��w��t	(�w��t		~v��w��~xt	���{	��u���w~x	��{xw�~���{��~�	v	~x�	t�{�~�wxw�~�	����~�~{	�u
���{	��u���w~x	��{xw�~�u{�u���	t�	����w	~{	�

�	{���wx�	�uw��~x	�x{�~��{���u�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~��	xx	�	�~w!�		����w	~{	�	�v	x
���xu�w	���u~		���~��w�w~�t	�u~���~�v!~	{�~~u�	�uw�t	���ux�u�		��w�w��	v	~x�	��x�v	����t��	�
t	�	��{	�	~x�	�x�v	��t�w�~��	x	�{wx�����t	�t��	���	�		��w�w��	v	~x��uu~�	{�~�t��	�w~���	~��~x�
��~x�	���~���t	��	t��u�v	~x�xw�~�����w�xw�	�	�xw~�����u�	t��wvw~uxw�~����xw{�t��w	t�w~����u�u�

�%�



�%�

���x�v	�	~x��~x	~{�ttw�w�~���u���{�w��~���~�{	{���wx�	�t	���{	��u���	�{wx�xw�~�	t���w�	���x�v	�
���t	�t��	���	�w��	��	��uw������	�{wx�xw�~	~u~	��w�	���x�v	���tu�{��u�������	�w�x�w�uxw�~�	t��~	��w		x�uv�v	~x{w~�xw|u	�	{�ttw�w�~	�x	~�uwx	��x	{x�	������x�����{w�xw�~�
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�~�x�v	�	����	��	�xu~�x�v	��ux	v	~x	�{wx���	{u~~�v��	|u�~xw|u	��w~{w��tn ���~���~x	t�x�v	��	������w�x��	��xw|u	��|uw�	�v	xx	~x~�x�vv	~x�	����uw�		~t�����x�w�	�	��wxu�xw�~�
	�x�+v	���u�u~�x�v	����w~�w�	�
����	~{	��u~{��v��t	{x�w|u	�v��~�xw|u	�u�t	{x��v��~�xw|u	x�!�
wv���x�~x���uxwtw��xw�~���x�v	��	����	��	��w���	�v	x���xx	w~��	t��wxu�xw�~��u~���	��w�	x�	~�	
���x�v	�	~x�!�	��x	w~x	��{xw�~�	x���xx	w~��	�w~�wt	���wv	�	�{�ttw�w�~��N {������~	�	x�t	��x�v	�
�	����	��|u	~�u�{�~�w����~��~x�	��u��	��	�w	{�u�x	�x	tt	�|u	t	v�u�	v	~x�	��x�v	��	ux+x�	
�u�tw���~��wx{�~�w���	�t	���x!v	u~�	u���xw{utw	���u~����	����	����	t���|uw����	~x	{	�x�w~	�
�~�t��w	���	{u~��tw�	�v����	����~x���tt	��tu�t�w~��~�t��xu�	�	{	����	����	���	t�|uw����	~x	
�	��~�t��w	���	{u~��tw�	�v����	�~�u��tt�~�����	t	�|u	t|u	������w�x���	��x�v	��	����	���|uw
��~x�	����x!v	���u���	~�~x�����u��tt�~���~�u~��	vw	�x	v����	{xw�~�������{�w�	t�����w|u	�	{	�
�x�v	��	x	~���xw{utw	�t����w�xw�~�	~	�~{xw�~�u~�v��	|u�~xw|u	��w~{w��tn��	������w�x������w|u	�
�xx�{��	��{	��x�v	����u����{w��~�t	�v�{�~w�v	��		��v�xw�~���t�uxwtw��xw�~��u~t��	��{�t���~x
�ut���	xt���x	{xw�~���t�w�~w��xw�~��t	{xw�	���u~{��v��t	{x�w|u	�ut���	��x�v	��	����	����	�
	����w	~{	�|u	~�u����~����tw��	���~�t	����	����	���	t���~x�	�	����w	~{	����{��~�	��	�{wx�xw�~


Cs(np) + Cs(np) −→ Cs(ns) + Cs((n+ 1)s)

�	x	tt	�	����w	~{	����w	~x�x��u������~x���tw��	����	{�	��x�v	�x�	�vw|u	�		tt	���~x��{�wx	�	~
�	{xw�~�������{�v����w��~��	{t	�	����w	~{	�v	~�	���	{�	��x�v	�	��w��	x��{�wx	���~�t��	{xw�~�����v	x	~��w�	~{	t����	~{	�	���{	��u�{�ttw�w�~~	t��	��x�v	��	����	��	��w���	{�v���x	~x{�vv	
{	u���u~����	t����~�u~x	t����t	���w�	����x�v	�x�!����{�	� �u	~xu~��t	��w�wt��w��u~v��!t	
���{��~�	��	�{wx�xw�~	~x�	�	u��x�v	���u~	x	tt	��w�		�x��~{����	~x�	~�	{xw�~���"���{�v����w��~
��	{t�	����w	~{	v�~x�	��t�~�{	��wx��	{�v�t�x	�{	v��!t		~��	~�~x	~{�v�x	t�	~�w��~~	v	~x	��v�
���t�	~�	v�t	�	��ux�	��x�v	��	����	����~v��!t	�N {����	�x�w~�w���	t����	~�	{xw�~���%��	{���wx�	x��wx		�{tu�w�	v	~x�u����	t��t�{�~{tu�w�~w~x���uwxt	�{���wx�	��uw��~x	~��v�~x��~xt�~�{	��wx��	t���w�		~{�v�x	�	t���~�vw|u	w~�uwx	���t	�	��{	��t�~�u	���x�		~x�	t	��x�v	�
���{�	��

��
�
� ������������	��������	���	����

������ �<�������=�<
��~�t	vwtw	uw~x	��x	tt�w�	�~�	uxx��u�	��	��x�v	���~�u~�x�x�	����	����	{�	���t	u���	n
�xx	w�~�~x#����t���|u�	~t�����x�w�		~ 	x�u	~{	ttut	�~x����wtt	��u�	~x��	{n ≈ 10− 100�

���xu�	�	��x�v	��	����	��	�xw~x��	���~x	{��	tt	�	�v	x��uxwtw�	�t	u�������w�x��	��{	���	��{�vv	t	u�x�wtt	�~��v	|uw���w	{�vv	n2
���u���w��tu�	�{wt	v	~x{	�x�w~�	�	x��{�vv	t��t���w�(

�	v	~x�ut	���t�{	v	~x���{�ttw�w�~�	��w	���	{x���{��w|u	���	���	t���	v	~x�	����&��	t��	���
{�t���~x��	�v	xx�~x��	�{wx	���t	{xw�	v	~x{	�x�w~��x�x��	����	����	t�~{�t��xu�	�	{	u�({w��	�
v�x���	��	��x	{xw�~	�{�{	�{�vv	t�w�~w��xw�~���{��v�	u�	~x���	t����	���~��u���{�~�utx	�t���(
xw{t	�	�	�u	�	���~��uw �	~�~�������v����&����	��xu�	�{�~{	�~�~x�	�{�ttw�w�~�wv�tw|u�~x�	�

�%�
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�x�v	��	����	���~xt�~�x	v�����x��u�t	�{�ttw�w�~�	~x�	u~�x�v	�	����	��	xu~�t	{x��~�u~
w�~�uu~�x�v	~	ux�	��	����{	��u���~x~�x�vv	~xwv���x�~x���u�t��	t���xw�~�	��t��v����u�{	�
{�ttw�w�~���~��u���	~���xw{utw	�{�~�utx	�t��	�u	�	�}	w�v�~�~��	�	�	�����%�|uw�{xu�tw�	{	tt	
�	��	�{w��t�~��w{��������&%��$u~	�w�w�~�	vw({t���w|u	�wv�t		�x����	~x�	�
�	~�u�	tt	��xu�	�����	��u�t	{�~x��t	�x	v���	t�u���xw�t��	t��t	{x��~	�{wx��~x���ux���{	vv	~x
	x�	v�t	~x+x�	t	{��v��	�	{�	�{�	t	�tu�w~x	~�w	�
��u��xu�w	�t	�w~x	��{xw�~�	~x�	�x�v	��	����	��	��w���~�u����~�{��w�w�����tw|u	���	��x�v	�
�	����	��	��w���	�v�x���	�uxwtw��	���u��	��x�v	�x�	�vw|u	���	�	����w	~{	���	{�	��x�v	�
x�	�vw|u	���~x	~���~�	���xw	��{�wx	���~�t���xw{t	�	�	�u	�	���tt���	�������	x��~�t�x�!�	
�	������uv����*���	�	����w	~{	���	{�	��x�v	��	����	��	��w���~x���ux����~xv�~���w��	�ut�����x�w�		x�~x	�wxt��� 	x�	t�x�!�	�	�s�u��{����������|u	~�u�uxwtw�	��~�t���	v	~x��w�~�t�~�
�u��wt�x�!�	�	�
wx��~x���#��|uw��{�wx�u��wt	�w~x	��{xw�~��w��t�w�	�	~x�	�x�v	��	����	����~	tw�x	�	x	�x	��	��	��	~{		�x	~�tu���~~�	��~�t	{�v�t�v	~x����������~������	~xt	���w~{w��t	�
�����w�x���	��x�v	��	����	���

������ �<>��=>>����;����;<�=��>
����	t�~�t�	��vut	�����~~�~xt��~	��w	Enl �	

t��x�v	�	����	����~�u~�x�xnl 


Enl =
−e2
aµe

1

2(n− δnl)2
������

�~		��vut	�	vw({t���w|u		���wv�~xt	��	�ux|u�~xw|u	δ2nl 	~
	�~{xw�~�	t�{���	{xw�~|u������x	t	

��	u��(��x	~xw	t�u��x	~xw	t{�ut�v�w	~	�x��~~���~�t	{�v�t�v	~x������
�~�w|u�~��tu� �wv�t	v	~x� |u�u~x��wx	v	~x {t���w|u	 �	x 	�{wt	 {�� �ux��	���t��w	~���u~	

���xw{ut	��~�u~{��v�{�ut�v�w	~� {�vv	t��t	{x��~�	 t��x�v	��������!~	� {�~�uwx ���w����
	�	v�t	�s	��w�����*"� �(�%��u~	x�� 	{x�w�		ttw�xw|u	��	�{	~x�w{wx�

√
1 + 2L2E

µeZ2e4
��~|u�~xw��~x��~

�	v�t�{	L2 ���~2l(l + 1) 	xE �������t	u�Enl ≈ − e2

a0
1
n2
��~��xw	~x�t���

	�{	~x�w{wx�≈
√

1− l(l + 1)

n2

�~�u�����~x|u	{	���utx�x�	�x	����t��t	��u�t	��t{�tw~��~�	ux�u����	�|u	

���	����wx	���u�l ���~���~x|u��w({w�{ut�w�	�	x��w	~x��~{u~��x	~xw	t{�ut�v�w	~��	�|u	�u�
Zeff = 1��	u

t	v	~x�	�xu������t���t��w���wtwx�αc �u{�u�|u
wwv�tw|u	u~	���{	��w�~�	{	xx	

���wx	��	�	t	x�t��������	��	�ux|u�~xw|u		�x�t�����	�|u	~ut�	xu~{�t{ut�����u�t��|u�xw�~���	�u�~wxδnl ≈ 3αc
4l5
�

���	����wx	���u�l �	xwx�	������{�	~x�u	��	��	t�	ttw��		x�	u�	~x��~{��~�x�	���~�t	{�u��������w!�	{	~x�w	u�	
~2l(l+ 1)/(2µer

2)~
�	�x	~	�	x�tu��u���~x	��u�w~x	��w�	t��{{!��{	xx	���w�~�

�	��	�xu���xw�~���~x��~{���ux�~x�tu�wv���x�~x	�|u	l 	�x�	xwx�
�	�{�~{tu�w�~��~�~{�	�{w(�	��u����~x{�~��v�	����t�	����w	~{	|uw	�u�~wx��~�t	{���u{��wuv��u�
x�uxn & 10 


δns ≈ 4, 05 , δnp ≈ 3, 57 , δnd ≈ 2, 47 , δnf ≈ 0, 03
t	��ux�	���	�ux�|u�~xw|u	���~x~ut��t����{w�w�~�	�v	�u�	���	���t	u��	����wv	~x�t	��tu����{w�	�
��~x�	���u��	����u�t�	��v	�	t�	��vut	�	�wx����~�t	{�v�t�v	~x������

�����) @��;�=�<����;���>E���>��A(nl)
��u�{��	�u~�x�x�	����	��A(nl)��~ux

wtw�		~��~���tu~	�{�ttw�w�~�

����	{u~w�~�A+ +B → A(nl) +B+�
����	{u~�t	{x��~�A+ e− → A(nl) + e−�



����� �

���������������������
����
� �%%

����	{u~���x�~�A+ hν → A(nl)�
��u�~��tt�~�~�u�w~x��	��	�|u��ux��w�w!v	���{	��u����	�{wx�xw�~��xw|u		�x	~��~���t���tw��	��
{	�
u~t��	��{�t���~x�	�v	xx�~x�	{��w�w�t��x�xnl ��	u�t	�	~� u�x�~xt�t�~�u	u����~�	��~		�xwv�xw�~
�	t��	{xw�~	�{�{	σexci

n
��	�{wx�xw�~�	ux+x�	x��u��	��		���~�wv�t	�	~�u�����~x|u	t��	{xw�~	�{�{	

σphoto−ion
�	���x�(w�~w��xw�~�	t��x�v	A 	�x|u��wv	~xw~���	~��~x	�	t��~	��w	��	t��	�w	~x��u����	�

|u	t��	{xw�~	�{�{	v��	~~	�	���x�������xw�~��~�u~	��~�	���~	��w	~∆ωresol

�|uw	�x���	�	v�t	
t�t���	u���	{x��t	�ut��	�	�{wx�x	u��	�x{�~�x�~x		{	xx	����x�!�	�	���w�	�w	~	����wv	~x�t	v	~x�
{���~~	�w�xw~�u	����w	~t��~�	��x�x�tw���u���ux�u{�~xw~uuv��~�t	��	{xw�~�	�{�{	�	��w~�w
σphoto−ion ≈ σexci

n ~∆ωresol/∆En
�$∆En = En+1l − Enl�

�~uxwtw��~xt�	��vut	������~	~���uwx


σexci
n ≈ e2

a0n3~∆ωresol
σphoto−ion

������

��~�t	{��|uw~�u�w~x��	��	�w�	���u�t	{��wuvσphoto−ion ≈ 2. 10−19cm2 �����!����tt���	�����"{���w~�w��	{u~	����tuxw�~�	�{v−1 	x��	{n = 23 �~�u��σexci
n ≈ 3.6 10−18cm2 {	|uw	�xu~	��t	u�

�u���~x	�u�u�	��uw���~{	��	�t��	���{�t���~x����	{t	���~~�	��u{���wx�	%�"���~�u��	v��|u�~�|u	t	�u��	���x�~�	�x��~�~��	����w	~{	���	~�w��~7×1016 �−1�	�{�tw���u�u~	x�wtt	≈ 10−2{v2��	t�~�u�
�	�v	x��	�{wx	� u�|u��u~	�w��w~	�	��u�{	~x�	��x�v	���t	�x����wtt	u���w�{wt	��	�{wx	��tu����x�v	�
{��t	���{	��u��	���x�w�~w��xw�~�������x���w�	v	~x��	{t�������xw�~��u~���x�~�u��t�v	~x�w�	�

�����, ���?��=�<�>������=����;�>�n
��u���~~�~���~�t�x��t	����t	���t	u��uxwt	���u�{	�x�w~	������w�x��{�~{	�~�~xt	��x�v	��	
����	�����u��tt�~�t	���x�wtt	���~�t	����������	��uw��~x��

�����. �<�>�����;�=�<�>������=����;�>�n
�~	�w�w�~�wv�t	�	�v	x�	�	x��u�	�t	����	~��~{	�	~n�~�u����	t���	��~�	~�uwx	�	�v��!t	��tu�
{�v�t	�	���t�u�x�	�	v��|u	��|u	t	��w~xx�u�~�~x{t���w|u		�x	�~		�xrext = 2(n∗)2a0 ∝ n2 	x|u	t�
~��v�tw��xw�~�	t�	�~{xw�~���~�	���w�t	�	ux+x�	x��u��	���t	x��wx	v	~x�	vw({t���w|u	�	��vut	�����

unl(r) =

√
2ω

π

µe
p(r)

cos

(
1

~

∫ r

rint

p(x) dx− π

4

)

�$t��ut��xw�~�uv�u�	v	~x{t���w|u		�xω = (2|E|)3/2

Zeffe2
√
µ−e
|uw�	�w	~x���|u�~xw�{�xw�~ω ∝ n−3��w~�wt�

~��v�tw��xw�~	�x������xw�~~	tt	�n−3/2��~	~���uwx|u	��u�k > 0
t���t	u�v��	~~	〈rk〉 �	rk ���	~��	����~�	���t	u���	r 	x��~{�	

rext�	
tt	���w	{�vv	n2k����{�~x�	�wk < −1���~�

t���t	u�v��	~~	�	ut�t	�r �	xwx�w~x	��w	~~	~x�t�
�	ut	���	~��~{		~n �x�~x��~�t�~��v�tw��xw�~�rint

~	��u�	��	�|u	�����~�〈rk〉 ∝ (n−3/2)2 = n−3�
�ttu�x��~�{	{w�u�t�	�	v�t	�	t�	��vut	��������	{xw�~	�{�{		�x������xw�~~	tt	�uv�v	~x�w��t�w�	
{�����	t�x��~�wxw�~����x�xw~wxw�t�|uw	�x��u�	~xt��x�x	�~��v	~x�t���	{n �	xwxwv���	��~�t	{�t{ut
�	t�w~x����t	�	t��t�v	~x�w��t�w�	��uxwtw�	�t����xw	�r �	xwx�	t�	�~{xw�~���~�	���w�t	�	t��x�x�	����	��|uw���w		~n−3/2��~�t	��~x�u{�����~�	x��u�	�w	~t�t�w����wx	�
��u���~~�~�{w(�	���u�u~	�ux�	���tw{�xw�~��u�t��u��	�	�w	�	��x�x��	l ���~��

������ :���>�>�=>
��u�����~������!�t�	��vut	z�"|u	τvie,rad(nl)

−1 =
∑

n′l′ Anl→n′l′����
��	~��~{		~ν3

nl,n′l′
�u

{�	�{w	~x���w~�x	w~~�u�v�~x�	|u	�	ut	�t	�x��~�wxw�~�	~x�	�x�x��t�w�~��	~�~	��w	��~x{�~x�w�u	��
{	xx	�u��	��~	���tu�xw�~�	ux+x�		�wx		~~	��	~�~x	~{�v�x	|u	t��x�x	�~��v	~x�t���w�	vv	~xx�!�
�t�w�~���t	{�t{ut��� ��x�	�wx��u�t��	{xw�~	�{�{	��������xw�~��~	~���uwx��~{|u	τvie,rad(nl)

−1 ∝
n−3����u��	�	�w	���w�xw�	��u�����~{+x�	���~�	��u��	��x�x�x�!�	�{wx���

����
r �
	����	��
����� 
������������
��
��
���������������
��������	
��Zeff = 1 
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 � 
 � � � 
 � 
 � ' 
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 � 
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 � # � � � 
 , 
 � � 
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 � � 
 � �

� � 
 + � � � � $ � 
 � � 
 � � 
 � 
 � � � 
 � 
 ' � 
 � + � � � l = m = 0 � � � � � � � � � 
 � 
 � 
 ' � 
 �
) � � 
 % � � � � 
 � � � + 
 � � 
 , % � � � � 
 � �
) 
 + + � � � � , 
 � � � � - " � � � & % � � � � 
 
 � � 
 , + � 
 � 
 � � n

+ 
 � n
∗ � � 
 � % � 
 � & � 
 � + � % ' � � 
 � � � � � � � � � 
 � � 
 � 
 � � � ' � 
 � � � � " 
 � 
 � � � � � 	 � � 
 
 $ 
 � 
 � � � 
 � � � � 
 � � � � � � 	 � � ! � � � 
 � � � � � � � � 
 � � 
 � 
 � � � + � � � n ≈ 30 � � � � � � �

) 
 � � 
 �

� � � � 
 � � � , % 
 � � 
 � � � � 
 � 
 ' Zeff = 1 �

� � � + � � % � %


 � + � 
 � � � � � 
 � - " + � � - ( � 


- " � � � & % � � � � 


� 
 � 
 � � + � � �

n = n0 = 6

� 
 � 
 � � + � � �

n ≈ 30

� � 
 � & � 
 � 
 � � 
 � � � � hcRy(Zeff)2n−2 31 406.467 6(33) cm−1 150 cm−1

� 
 " � �
� a0(Z

eff)−1n2 2.67a0
∗ 1000 a0

� 
 ' � � � � 
 � ' 
 ' 
 & % � , % � � � � � 
 πa2
0(Z

eff)−2n4 6.3 10−20 m−2∗ 7 10−15 m−2
+ � � 
 � � � 
 $ � � � � %
� a30

8(Zeff )4
n4[17n2 − 3(n1 − n2)

2 − 9m2 + 19] 402.2(8.1)a3
0 ≈ 90 kHz/(V/m)2 100GHz/(V/m)2

' - 
 , + �
) � � � � � 
 � � � � � e2(Zeff )3

16|qe|a20
n−4 300 000V/cm ∗ 400V/cm


 � 
 � � 
 
 , 
 � � � 
 � � 
 � � � � 
 � ≈ q2ee
2a30

~2
B2

16 n
4 10MHz/T2∗ 6GHz/T2

� � � % � 
 � ' 
 � ) % � 
 � & � 
 ∆En


 � � � 
 % � 
 � � n 
 � n+ 1
≈ 2hcRy(Zeff)2n−3 18 535.528 6(30) cm−1 14 cm−1

� � � % 
 � 
 � � 
 � 
 � � 
 � � � 


, � " 
 � � % 
 � � � l,Ml

� 1.3 10−10(Zeff)−4(−0.25 + 3 ln n)n5 30.5(1)ns + � � � 6p3/2

� 30µs

� � � � ' � � � 
 * � 
 � ≈ ~
2e2

4m2
ec

2a30
(Zeff)4n−3 554.039 8(8) cm−1

+ � � � 6p 0.3 cm−1

� � � � ' � � � 
 - " + 
 � * � 

� ∝ n−3 9.192 631 770GHz−1 5MHz�

, � , 
 � � � � + � � 
 � � 

�

qe〈np0|r|ns0〉
3qea0
2Zeff n

√
n2 − 1 5.48 qea0

� 1000 qea0

� % � � � � 
 � � , � � � 
 , 
 � �

' � 
 � � � � � 

�

h
∆En

2 10−15 fs 2 ps

� � � 
 � � 
 ' 
 � 
 ' � % � � � � � � � 
 � 
 �
) 
 − Zeffv0n

−1 5 106 m/s∗ 6 104 m/s

� � ?  6 A 5 B / < < 5 2 3 > A ; 7 3 6 B 5 / ! 2 3 1 8 / = 3 = A 2 A 7 ? > 5 1 8 ? ; 5 6 B 5 > 5 2 L ? 2 5 B 7 8 / 6 5 ; 7 2 3 1 2 0 ; 4 8 3 6 > 5 1 / 0 8 l = n − 1 " . / # 5 6 $ % 3 6 6 / 0 > & A 5 7 3 2 ' ( ) * * + , C - - $ E . $ . / F ' 0 / 0 ; 7 A 8 / 6 ; B 5 7 7 5 1 3 2 5 0 8

> 5 2 3 % / A 2 5 2 . 3 % 4 5 = % 5 3 < 5 / 0 2 4 5 = 6 2 5 < 5 6 7 ; 5 '

7 8 6 0 7 A 2 A ; 5 ) ) ' 9 '

: 8 6 0 7 A 2 A ; 5 ) ) ' ;

< 8 6 0 7 A 2 A ; 5 2 L ? @ 0 3 7 A / 6 = ' . '

> � L 3 1 8 ? ; " : 5 A 4 < 3 6 3 6 > @ 5 = 5 > 5 1 ( ) * * . , '

A � L 3 1 8 ? ; " C / 2 B 3 6 > 3 B # < / 8 3 6 B 5 8 ( ) * * + , '

C 8 6 0 7 A 2 A ; 5 ) ' ) ;

D 8 6 6 5 8 3 1 1 5 2 2 5 1 3 ; 2 3 I / 8 < 0 2 5 B / < 1 2 ? 7 5 . ' E / '

F � L 3 1 8 ? ; " G / H 5 7 3 2 ' ( ) * I E ,

J � L 3 1 8 ? ; 2 3 I / 8 < 0 2 5 . ' / '

K � L 3 1 8 ? ; 2 3 7 3 = 2 5 / ' / ' 8 6 H 7 8 / 0 1 5 8 3 2 5 ; A 6 B 5 8 7 A 7 0 > 5 ; '

L � L 3 1 8 ? ; " : 5 A 4 < 3 6 3 6 > @ 5 = 5 > 5 1 ( ) * * . , '
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���u��	�	�w	�	��x�x��	l ���~�~�{	��wx	u~	�xx	~xw�~���xw{utw!�	����	�	v�t	�wl = n− 1
t��	ut	

x��~�wxw�~���w��~xt��!�t	�	��t	{xw�~∆l = ±1 	�x�	��t��x�xn′ = n − 1 	xl′ = l − 1�|u
w~���	{x	|u	

�	ut����wxw�~�	t��t	{x��~��	v�v	~x�w��t�w�		�x��~{��	�|u	〈r〉 ∝ n2���	��|u	~{	�	t�x��~�wxw�~
���w�~x	~n−3�t��u��	�	�w	���w	��	~[(n−3)3(n2)2]−1 = n5�
���{w��~�u~��w~xwv���x�~x��	��x�x��	����	���x�~x���{�	�t	�u~��	��ux�	��~~	�	ux�tu�
~��tw�	�t	����~~	v	~x�u{����~�w�|uw���xwvut	�{	�x�w~	�x��~�wxw�~���t	�ux{��~�	�t��u��	�	�w		~
� �ux�~x�Anl→n′l′

t	x	�v	Bnl→n′l′ρ(νnl,n′l′)
��~~����t��|u�xw�~�	�t�~{�z�����~uxwtw��~xz��"��~��wx

|u	{	t��	�w	~x�vutxw�tw	����~�t�	��vut	��~~�~xt��u��	�	�w	�Anl→n′l′
���1 +

(
e

hνnl,n′l′
kBT − 1

)−1

�
��{��~x|u	kB × 300

�≈ 200{v−1�wt	�x��w�	~x|u	t�	�	x�	��wv���x�~x��u�hνnl,n−1l ≈ e2/(a0(n
∗)3)

�	t�����	�	200{v−1�w�	���u�n ≈ 10�
�~	�	x��u��	���t	u���	n {�v��w�	�	~x�	10 	x20

wt�
�u~	��w��	�	����	t��u��	�	�w	��u��	��x�x��	l �	xwx	x��u~	�{x	u�����u��	��x�x��	l
���~����~�	���{w�	�	~{��	u~�	u��~�	ux�u��w	�w�	w~x	��	~w�t��vw��w�~�xwvut�	�u{����~�w����
τvie,rad tot(nl)

−1 = τvie,em. spon(nl)−1 + τvie,em.stim,C.N.(nl)
−1 	x~�x	�|u�u~���	t���	v	~x�	t�	���~	~xw	tt	

	�u�~wx���~�t	{���	l ���~��τvie,em.stim,C.N.(nl) ∝ n2/(kBT )�
t��u��	�	�w	�u	�t��vw��w�~���~x�~�	

�
∝ n3 �u∝ n5 �	t�~t���t	u��	l�	�x��vw~�~x	��u��	�n x�!����~�����x�~��u��w|u	t	����~~	v	~x
�u{����~�w��	ux+x�	���������~��wx��~{�u��w{��~�	�t���vv	�u�n′ ��~�t	{�t{ut�	t��u��	�	�w	�	xv+v	{�~�uw�	�t�w�~w��xw�~�	t��x�xnl��~	uxwtw��xw�~w~x��	���~x	�	{	x	�	x	�x|u	t��~�	ux
uxwtw�	�u~�x�x�	����	��{�vv	��x	{x	u��	����~~	v	~xw~	����u�	�{	tuw({wt��������~x��	{	�{wtwx���~	�	�~w!�	�����w�x��u����~~	v	~x�u{����~�w�	�x|u�wt���t�{	t	�~w�	�u�nl ����u~	�	x�x���
�u�	u�w!v	����	���tt���	�����"{��%��&���	|u	t|u	�����

�����- ��>����<�
;���?>���=��>

�()$'"9o9+dd(&$+p+9o%pd%$)&+'#$9'(i+
)%$������!�t	��!�t	��	��t	{xw�~���w�t����	~�w{	z���"��t	{��v�{�u�t	t	��x�x�l ��	{t	��x�x�l ± 1���u�t	v+v	m = MZ
�

�	�	�~{xw�~����~�	�u�u	tt	���~xv�t����x�	��{�u�	�	t�����~��	�{	~{	�{{w�	~x	tt	�	��~	��w	�
��	{l�wt	�ux�w���~�tw�	�t��	�xu���xw�~��~�x�ux{	��u�(	���{	��t	�x�tu��wv�t	��uxwtw�	����ux�	�	�~{xw�~����~�	�x�ux	~�����~xt	~�v��	|u�~xw|u	m�

5���2����-	#�����,�	�-	
�t	�x��u�	~xuxwt	�	x��wx	�t	����t!v	��u�������u�t	v�v	~x�������~�!�	��	{Zeff = 1

���	{t	�
{�����~~�	�������tw|u	�η > 0, ξ > 0, ϕ ∈ [0, 2π[

���w����~��u�~��w	{�wx����##�{����&	x&&����~w	�
���

x =
√
ξη cosϕ

y =
√
ξη sinϕ

z = 1
2(ξ − η) �w~�wr = 1

2(ξ + η)
�~	�wv�t	v�x�w{	 �{��w	~~	�	�v	x�	���{�w�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�����|uw�	��{�u�t		~ξ 	xη 	x
�	����ux	~����~x

ψhydr(~r) = ψhydr
n,n1,n2,m(ξ, η, ϕ) =

√
1
n4π

fn1m(ξ/n)fn2m(η/n)eimϕ �$���	{ρ = ξ
n

�

−1

2

d2(fn1m(ρ)ρ1/2)

n2 dρ2
+

[
1

8n2
− 1

2ρn2

( |m|+ 1

2
+ n1

)
+
m2 − 1

8n2ρ2

]
fn1m(ρ)ρ1/2 = 0

������

�	v+v	��u�fn2m
	t��{�wxu�	��x�{��w�w	��u�����	t	�t��|u�xw�~���w�t	��"�����tuxw�~	�x���u�m > 0

�

fn1m(ρ) = (−1)m
√

(n1 +m)!n1!

(n1 +m)!2
Lmn1+m(ρ)e−ρ/2ρm/2

|u	t��~��u���{�v���	��t�	��vut	�����~��wx�t���	�{wt	v	~x|u��~��xw	~xx�ux	�t	���tuxw�~���u�
n = n1 + n2 + |m|+ 1 �$n1 ≥ 0 	xn2 ≥ 0�

�~�	ux�u��w�	�	~��	{�v�x	|u�wt��u~	�w���v�x�w		~x�	
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z 	x−z ��u�{	�	�~{xw�~����~�	����u�n1 > n2
t�������wtwx��	x��u�	�t��t	{x��~�u{�x��	�z ���wxw	�

	�x�tu����~�	|u	�u{�x��	�z < 0�u~�
w��t	�	�v�~	~x	�w�x	��~{��~�	uxv+v	~�x	�|u	{	��x�x�

��~x�	��x�x������	��	t������x	u����~w���|u�~xw�{�xw�~���	{��v�x�w��xw�~��	t������x	u�{t���w|u	
�	�u~�	(�	~��ÂR−L = ~r

r − ~p ∧~l
��u�t���t	u������	(n1 − n2)/n�

��2��
��--�����#�,-����	�-
� �ux�~�t	{��v��t	{x�w|u	��������x	u��	�	�xu���xw�~	�xWStark = −EZz = −1

2EZ(ξ− η)��~{�t{ut
�	�	�xu���xw�~	�u�~wx�����!����~��u�~��w	{�wx����##��&&�#�

EStark = − 1

2n2
+

3

2
EZn(n1 − n2) +

E2
Z

16
n4[17n2 − 3(n1 − n2)

2 − 9m2 + 19] + · · · ����"�

�	x	�v	������	�v�~x�	u~	t	��	�	����~��	�{	~{	���xw	tt	�	t�vutxw�tw{wx��	��x�x��	v+v	n�t	�	{�~�����	t!�	��{	tt		~|m|���xu�w�~�t	{��m = 0����x�x��	{n1 = n − 1
�	xn2 = 0

��	�����~�~	��w	�u�v	~x	���~���	tt	�	
x	t��x�x�
#'9'$*d%)$��	tuw��	{n2 = n− 1

�	xn1 = 0
��	��u~#'9'"()�%{����~�~	��w	��w��	����	xx	

{�~{tu�w�~�x�wx��w�	~x	�u�u�	��w��t	��	�v�~	~x����{wx����	��x�x�n 	xn+1 �	�	~{�~x�	��~x
t���|u	

t��x�xt	�tu��t	u�u��	vw	��	~{�~x�	��t	�tu���u�	�u�	{�~��{	|uw���w�	�w− 1
2n2 + 3

2EZn(n − 1) =
− 1

2(n+1)2 −
3
2EZ(n+ 1)n

w�	���u�u~{��v�

Ecrois
Z ≈ 1/(3n5)

����%�

�����/ ��<=�;�=�<�;��
;����>����?��>����=�=;�=;�;�=��>�>�<=�>;�����<>��=>
��~�	x��u�	�t���t	u��u{��v���u�t	|u	tt��x�x��w�~w�	�wt�u�x�	�	��u�	~w�|u�u~��	{x�		�x
{�~xw~u�{	|uw{���	���~��t�w�~w��xw�~{��t��~	��w	�	t��t	{x��~~�	�x�tu�|u�~xw��	�t���|u	t	v�u�	v	~x
{t���w|u	���t�w~�~w��~��u�����	~���u�	���
{	��s	��w�����*"����(�����~�	��	~�~xt���v��{�	�v	~�~x�t��|u�xw�~�����wt	�x	�{wt	�	��w�|u	t�� �ux�u{��v��t	{x�w|u	
{�~�uwx�v��w�	�t��|u�xw�~����	~� �ux�~x��~�t	x	�v		~x�	{��{�	xEZnρ/8�

�	xx	�|u�xw�~�	ux
+x�	�u	{�vv	u~	�|u�xw�~�	�{��	�w~�	���u�t�	�~{xw�~g(ξ) = fn1m(ρ)ρ1/2 ��	{u~	�~	��w	x�x�t	
−1/(8n2) 	xu~	�~	��

w	��x	~xw	tt	

V pot
nn1m,EZ

(ξ) = − 1

2ξ

(|m|+ 1)/2 + n1

n
+
m2 − 1

8ξ2
+
EZξ
8

��	{u~x	�v	�wvwt�w�	V pot
nn2m,EZ

(η) �$t	�w�~	�	EZ ��
wx+x�	{��~���{��z = (ξ − η)/2���~���	��u�	~x

Z1 = (|m|+1)/2+n1

n
�	v+v	��u�Z2�|u

w���w�	���t���Z2 = 1− Z1��xu�w�~�t	{��t	�tu��wv�t	�$|m| = 1
�t	��ux�	�tuw�	��	v�t	~x{��m2−1

8ξ2
 �u	t	��t	��u~	���(

�w!�	{	~x�w	u�	����u��u�����~�EZ > 0�
t��~	��w	��x	~xw	tt	|uw��	�u�~w�u~v�u�	v	~x~�~���~�	�x

V pot
nn2m,EZ

(η) = −Z2
2η −

EZη
8

��wEZ < 0 {
�	�xt��ux�		~ξ ��	{Z1

���~�	{�~~��xt��|u�xw�~�	t��~	��w	��x	~(
xw	tt	��~�u~{��v��t	{x�w|u	�tu�u~{��v�{�ut�v�w	~���$t�~�x�xw�~Z2�{��{	

x	�v	��wx{�vv	u~	
{����	��	xx	�~	��w	��x	~xw	tt	�xx	w~x��~v��wvuv	~η =

√
4Z2/EZ �

$	tt	��	~�t���t	u�−√Z2EZ/2��~����	t�~x|u	t��~	��w		�x��~�{	����t!v	−1/(8n2)��~��wx|u	t�w�~w��xw�~�������x��u�u~{��v����w��~x−√Z2EZ/2 = −1/(8n2) 


E ion
Z = = 1/(16n4Z2)

����*�

�	x��wx	v	~x�	ux��w�	vv	~x+x�	��u����tu�t�w~{��t	��|u�xw�~��uv�u�	v	~x��~x	��{x	���~
�	ux���	�	v�t	��w�|u�u~�x�x���~	��w	w~	��w	u�	�{	�	uwt��u�����w�~w�	����	�	xxu~~	t�t��~	��w	
��x	~xw	tt	����	~x�~xu~	����	��	x	v��|u	v	xt��x�v	���w�~w�	����	~���~{�u{��v��
.������
	���
�����������	
�	����	���	��������
��������
�	������
�������	�������������l�����
�	���������
������

�	
����������
����������	���	���� 
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�~{�~{tu�w�~u~	��t	u��	Z2 ≈ 1
	�u�~wxt���t	u��wx	��w�~w��xw�~{t���w|u	�

E ion,classique
Z =

1

16n4
=

E(niveau à E = 0)2

4n2

����&�

�~�	�	~�~x�t��|u�xw�~���*��~�	v��|u	t	���utx�x{�~x�	(w~xuwxw	�uw��~x
u~�x�xx�!���u�	�w�	���	{
Z2 ≈ 1�
�w	~|u��u�v	~x�~x��~�~	��w	�	tw�w��~���w�~w�	���tu�	�{wt	v	~x|u�u~�x�x�t	uZ2 ≈ 0 |u

w��wx
��u�x�~x��~�~	��w	�	������{�	��	t�twvwx	��w�~w��xw�~�x�vw|u	��~�{��v��t	{x�w|u	�

5�	2-	�,��,��	��-��	#������,�-�2���	���

�	��x�x���u~�x�v	�t{�tw~�{�vv	t	{��wuv�����	~x�~xu~��	�ux|u�~xw|u	{�vv	t	��~xt	��x�x�s, p
�ud ��~x

w��t��	x�	u�	~x��~{+x�	x��wx��{�vv	~�~����~��������|u�xw�~���w~�w|u	|u��utw	u��u~	
���w�xw�~tw~��w�	���~	��w	��u	�t�	�w�x	~{	�	�w��t	�	�v�~	~x��~��	�~w�	�u�����~�����{	tt	({w	�x
|u����xw|u		x	�x���ux�~x�tu�	��x	|u�wt	�w�x	u~�x�x���{�	��~�x�xns	�xx���w��t��δ0 ≈ 4.05�

����!�t�
	��vut	��"��	t��x�x��	{t	|u	twt	�x{�u�t���x�xnp�u(n+1)p��	{δ0 ≈ 3.58

���u�|u	t	{��~�	v	~x��wx
~	xx	v	~x�w�w�t	����{�~x�	u~�x�xnp	�xx�!����{�	��u~�x�x(n+1)d���	{δ0 ≈ 2.48�	x	�x��~{

	��x	v	~x
w~�u	~{����{	tuw({w	{	��	u��x�x��	�	��u��	~x	x~	��~x��~{�tu��	��x�x��u��{��u~	���w�xw�~
���~	��w	�u�	u�w!v	����	�	t�x����w	�	��	�xu���xw�~�	~x���~	u~	{�~x�vw~�xw�~�	t�	�~{xw�~���~�	�
��u�t	��x�x��|u	~�u�{�~xw~u	��~������u��	t�~���	�����	t	�nl���~x��~{��xw|u	v	~x�{{	��w�t	�����xw��u	�~��v	~x�t6s��t���|u�	~t����	~{	�	{��v�t	��!�t	��	��t	{xw�~z�&w~x	��w�	~x��	�{wx	�
���ux�	��x�x�|u	t	��x�x�p

�
������	~��~{		~m 	�x�wv�t	�wt�u�x��uxwtw�	�z = r cos θ��~��wx�t���

|u�	tt		�x{�~x	~u	��~�〈nlm| cos θ|nl+ 1m〉 =
√

(l+1)2−m2

(2l+3)(2l+1)

�
�

�������x	u�{t���w|u	�	�u~�	(�	~�~�	�x�tu�{�~�	����{	xx	��w�u�	�	��v�x�w	~�u��	�v	x�u��w�	
�w�	|u	t	��x�x������wx	��~x�t����	t	u��	~{�~x�	�u��t	~x�u���	Ecrois

Z ≈ 2δ′nl/(3n
5)

�|uw�	��v�~x�	
{�vv	t�	��vut	���%��$δ′nl 	�

xt��w���	~{		~x�	δnl 	x
t�	~xw	�t	�tu����{�	��~�	ux���wtt	u����w��u�t���u�	����|u��u(�	t��	{	{��w�	v	~xt��~	��w	�	t��x�x	�x|u��wv	~x{�~�x�~x	�~	��u��~x~w{���x�	

~w��{���x�	{��t��x�x�	~{�~x�	��wx�t���x�u �u��u~�ux�	�x�x�����w�u�	�	��v�x�w	�	ux+x�	{�v��w�	
{�vv	t	v�t�~�		~x�	t	��x�x��t	u�	x��u�	�t����	t	u�������	��!��u{�u�
n1

	xn2
~	��~x��~{�tu�

�	�~�v��	�|u�~xw|u	�	��{x���w	~|u	{	xx	�	�{�w�xw�~�	�x	x�!���~~	��u�t	��x�x�|u��w(�������~�!�	��w�	�{	u���	{l > 3 �	
t�vutxw�tw{wx��{��{	��x�x���~x��~���	�ux�|u�~xw|u	���

�~	{�~��|u	~{	�u{�u�t��		~x�	�x�x��t	u�	x��u�	����w�t���u�	�����	�x�|u�u~		�w��xx	w~xt	
{��v���w�~w��xw�~��u�u~�x�x��u�	�t��x�x�t	u�	�w	~x{�u�t��u{�~xw~uuv�	{	x�x�x	x��w�~w�	����~{
��	{u~x�u���~~����t��!�t	�����	�	�vw���w����	�	v�t	����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XIII

��
��u��tu��	��x�wt��	ux{�~�utx	����tt���	�����"{�{���*(&�

/���	�����#��������#�,-����	�-#�,	�

������	~{	�	{��w�	v	~x���wx���	~�t	����t!v	�	t�w�~w��xw�~���u~{��v��t	{x�w|u	�ut���tu�{�v(
�t	�	��u�t	��t{�tw~�|u	��u�t�������!~	��~	�	x��wt�wv�ut�w�~	�x���w�	t��x�xx���	��	��t	{��w�	v	~x
{�vv	�w{	tuw({w~�	�w�x�wx����������	�w���xw|u	�	xw����w�~w�	���u�t���t	u��u{��v����{��	vv	~x
{�t{ut�	�v�w��wt�wv�ut�w�~	�xt	~x	t	������	�	����w���xw|u	�t��~	��w	�	t��x�x�x�~x��	�|u	{�~�x�~x	wt��w�~w�	����u�u~	��t	u��u{��v����{�	�	1/(16n4) ���t	u�|u��wv	~xw~���	~��~x	�	l��	����t!v	
���	~��	t�	��v		x�	t���wx	��	�dEZ/dt�u�ut�	��~uxwtw��~xt�	��vut	��*�	��~��u	x�	~	���~~�~xt�������wtwx��	������	�w���xw|u	�w�	��	x���	���	�u{��w�	v	~x	~�	�x�~x�u�t	v+v	�x�x~�~�	�xu���
1 �u2

���u�u~{��w�	v	~x�����	~�~x��u~	w~x	��{xw�~V �	��{xw�~�	�w���	�������!�t���u�	������	~x�	

������������������
��	����������	���������������	������������
����������	�
�	
��V pot
nn2m,EZ

(η)
����	�����

���������������/
���1−1/r − EZz 
��������������������
��
����������
�
��
�����	����l ���������	����� 	�	�����������	���������
�����������������	���
�
�������	����������
�����0����
���	
��		
��	��
�����	� �������� 
�������cos θ =

√
4π/3Yl=1m=0(θ, ϕ) ��
�����

�	���� 
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��������
�x�x��	����	��nlj|Mj | = 1/2 �u{��
wuv	~����	~{	�	{��v��t	{x�w|u	��~��	��w~�t	�

�x�x���w���xw|u	��w�	���wx�~xx�u�t	�{��w�	v	~x���	~���xw{ut��w��~xt	��x�x�23s, 23p3/2
	x24s�
��u�

���~��u��w�	����	~x�t	{��v��t	{x�w|u	��u�t	|u	tt	�vutxw�tw{wx���	{��w�	~xEcroi(u.a.) = 1/(3n5)�
w�	�

Ecroi(V/cm) = − 1000e2

3|qe|a20R
5/2
∞
E(cm−1)5/2 ≈ −4, 29 10−4 E(cm−1)5/2��	{��v���w�~w��xw�~{t���w|u	��u���

���x���w�	Eion. clas.(u.a.) = 1/(16n4)�
w�	�Eion. clas.(V/cm) = − 100e2

16|qe|a20R2∞
E(cm−1)2 ≈ −0, 0267E(cm−1)2�

u~�x�x���~	��w	E1(EZ) 	xu~�x�x�
��~	��w	E2(EZ) 


PLZ = e

−2πV 2

~
dEZ
dt

∣∣∣∣
dE2(EZ )

dEZ
− dE1(EZ )

dEZ

∣∣∣∣ ����#�

�~�	uxv�~x�	�|u	t�	��~xw!�	�w���xw|u	(��w���xw|u	�	�wxu	��u�u~x	v���	v�~x�	�u{��v��	
t�����	�	t�vw{���	{�~�	�������	~{	�	t��x�u{xu�	�~	�w	~xt��u��w{�v�tw|u	�t	�{���	�	x�u�v	~x	�
	~{��	t	~�v��	�	{�	vw~���w�~w��xw�~�����w�t	��{��	tt	�u�v	~x	t	~�v��	�	{��w�	v	~x��	x�	~��	
|u��wv	~xwv����w�t	u~������	�u�	v	~x��w���xw|u	�wt	�u���wxu~x	v���	v�~x�	{�v�����t	�t�
�u��	�	�w	�	t��x�x���~�	ux��	~�	~��	{�v�x	�u�t���u�	������$wt	�x��w�	~x|u	t��x�x24s�~	
��w�~w�	����	�|u	 �v�w��u�	v	~x��w���xw|u	v	~x�t	{��w�	v	~x�x�~xx�!�	�w�t	���w��u��wt���u�	������
��u��tu��	��x�wt��~�	ux{�~�utx	����tt���	�����"{�{���#�
s	~xw�~~�~� u�x	t�����w�wtwx���w�~w�	�t	��x�x��	����	����	{u~{��v�vw{��(�~�	�w�	�u~{��v�
�t	{x�w|u	��{wtt�~x�u~		��|u	~{	�	�tu�w	u���w��w~	��	������
{	��	�x��~�wxw�~�~�~��w���xw|u	�
�u{{	��w�	���~	�	x�wt��v�twxu�	�u{��v�vw{��(�~�		�x�u���~x	��u��xx	w~��	t���~	�	{��w�	v	~x
Ecrois
Z ≈ 1/(3n5)����v�t�~�		~x�	�x�x���u�	�	x�t	u�u~	x��~�wxw�~n → n + 1 �	ux�	����uw�	��u
���{��w~������	u~	x��~�wxw�~n+1→ n+2 	x{�

 u�|u��t�w�~w��xw�~��	t��	�v	x�~�t	v	~xu~	w�~w��xw�~
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��	{�	�{��v���tu�	�w�t	�|u	t	{��v���w�~w��xw�~{t���w|u	�

������ ��>��>>�;<
���~x�	����	��u�{�ttw�w�~���	{	x	~x�	�x�v	��	����	���w�~�t�~�|u	t�	�	x�		v�~����	~x	
{�vv	t�	�	x�x����	����xw{ut��wx���x�~~�~x	�t���|u�wt	�x�xu�w���	{�	��x�v	��	����	����~	����	~(
x�xw�~���w�		~	�x	�wx	��~�t	{�v�t�v	~x������|uww~�w|u	~�x�vv	~x|u	t�	�	x�		v�~|u����xw|u	
~�	�x�tu�~��tw�	��t	�

������
 @�??=�=�<�;�>��<;���>�>E���>��
�	���t	u�x�wtt	�~��v	t	��x�v	��	����	��A(nl)�~x�	��	{x

w�~�	�{�{	��	{�ttw�w�~���	{u~	�ux�	
���xw{ut	M ��u�	~x�v�w����x�u �u������~�	���	���~�~�v��	�	�wxu�xw�~��w���	~x	�
{��~�	v	~x�	t���t	u��	l�{��~�	v	~x�	�x�u{xu�	�~	�{��~�	v	~x�	n�w�~w��xw�~����{w�xw�	�A(nl)+M → AM++e−
�uA(nl) + M → A+ + M(n′l′) + e−

��w�~w��xw�~�	�	~~w~�A(nl) + M → A + M+ + e−�	x{�~	�	�v	x����	�����	�u~	x����w	u~w��	����	�	v�t	��wM 	�xu~�x�v	�~	ux�	��t�	�w�t	�~	��w	�	t��t	{x��~
�u����	��~	��u���{��~�	�t��~	��w	w~x	�~	�	M ����{�~x�	��wM 	�xu~	v�t�{ut	��	�x��~�wxw�~�
��(�w���xw�~	tt	��	��~x����w�t	����x�~�x�ux�	v+v	�|u	�wn �u�v	~x	t�������wtwx��	�	~{�~x�	�t��t	{x��~�|uw��t��	u~	����!�	�wvv	~�	�	�x	~	�wx	�w�t	��w~�w��u�n x�!����~�wt~�	�x������	�	��w�t	��	{xw�~�	�{�{	��wvw~u	���~	�wx��u�|u	t	�{�ttw�w�~���w	~x	�{�{	�wt	�ux|u	t��wx	��	�	t�
���xw{ut	M ��wxw~	��w	u�	�{	tt	�	t��t	{x��~�	t��x�v	�	����	����w~�~	tt	t	x���	��	��~��w	~��w���	�{�ttw�w�~�	~x���~	~x�	��t���w��	v	~x��	��w	���	{x��t	����u��	���~�u~	�	v�t	�	{	�	�	x�t���
�	t��xu�	�uw��~x	��~�	~��w	��}	w�v�~�~��	�	�	�����%���u��tu��	��x�wt��

��
�
	 ���������������������	���	����

���~x�	��{�w�	t����{w�{wx��	�	����w	~{	���	{t	��x�v	��	����	��	��w��������~����w�	v	~x
	~�	�u	t	�	����w	~{	�	�	{xu�	��u��	��x�v	��	����	���x	v����xu�	�v�w�~x	����	�{�w�xw�~	xt�w~x	����x�xw�~�	{	�	����w	~{	�~�u��	�v	xx����w~x���uw�	t	�w~x	��{xw�~��w��t�w�	�|uw	~x�	~x	~ 	u�

������ F�;<��>�����<>��=>�;���??=�=�<�����<;<�>�><��>;���>��>E���>��

�	�	����w	~{	���~x	~���~�	���xw	��{�wx	���~�t�	�{	tt	~x	�	�u	�	���tt���	����������u�~��tt�~�
|u	�u���t	�t	�u 	x|uw	ux�xu�w��ut�����x�w�	���������uv����*���~�t	{����u~ 	x�	{��wuv�

/����2������
�~�uw��~xt�w~x���u{xw�~�	���tt���	��������w�~�t�~�x�ux�������t�wv���x�~{	�u�u 	x�	�x��~�		�x�
���~	��w	���{�ttw�w�~�����~�~x	����	�x�u�{	x��	��	�	x|u	��~x�����t	�t��	���	�	����2�

�	x{��
�	���	vw!�	��xu�	���	{�	��x�x��	����	����x	~x�	��&#��	{�	�{�ttw�w�~�	~x�	�	��&f�	x�	�
v�t�{ut	��	��

3��
��xu�	�	��	{xw�~�	�{�{	��	{�ttw�w�~v�~x��t�wv���x�~{	�	�w~x	��{xw�~��t�~�u	

�w�x�~{		~x�	t��x�v	�	����	��	x��~���x	~�w�	���~���xu�w	��tu�	�{wt	v	~x{	�	�	x�wt�	v�t�wx
~�{	���w�	�	��u��w�{��~�	�t��~	��w	��u~�	����x	~�w�	��		���~{�~xw~u	���~���	�	v�t	�	{�~~��x�	t�t���	u��	t��	{xw�~	�{�{	�	{�ttw�w�~�	x��~{���t��	t�xw�~��w~{	�xwxu�	x	v��(�~	��w	t��u��	�	t�
{�ttw�w�~��	xx	w��	��x�	��t�wx�	�������~��	x�t����#�����u��xu�w	�t��{��~�	���~	��w	w~x	�~	

Na(ns) + Na(ns)→ Na((n− 1)p) + Na(np)
������

�
������	���������������	
�������	
���	������	���
s1S0
����
	����
���	
���������	���������������	���������	�����	����	������	�	�	���	�������
���������������� � ����	���(3s) 
	��������	����������
���

�
�����	�2p

���
���

�����������638, 2�� 
�������������N2

���������	�����
�
����
��	�
��
	���������������	
������������������������	
2
�	������	�


��
	����������������
������������������������������
�
���	��
���	�
��
	�����������	������������������10, 6µ� 
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�	��x�v	���~x	�{wx����~�t��x�xNa(ns) ��
{	�u~	wv�ut�w�~��u~t��	��{�t���~x��~t�w��		~�uwx	w~x	���w�t	��x�v	�	x�~w�~w�	��t	{xw�	v	~xt��x�x�~�tNa(np) ���u~	wv�ut�w�~�	{��v��t	{x�w|u	��	xx	��|u	~{		�xt�v+v	|u	{	tt	|uw�	��uxwtw��	��~�t	�w~x	��{xw�~�	~x�	�x�v	�	��w�����	{�u
{��wuv��~�t��x�x��(23p) �u

tw	u�u���wuv��~�t��x�x��(ns)�
����~	��w	w~x	�~	�	��x�v	�	~x��~x

	~{�ttw�w�~�	ux+x�	{��~��	��
{	�u~{��v��t	{x�w|u	���u�����~�	~	�	x|u	t�	�	x�x���	�xx�!�
wv���x�~x��u�t	��x�v	��	����	����	��xu�	�v�~x�!�	~x|u	{	�{�ttw�w�~���~x�u	��t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t		~x�	t	��	u��x�v	��

/��-�������2�#�,-�2�#�,-
��u����~��xu�w�	~��x�wt{	xx	w~x	��{xw�~�u{���wx�	��%�����t	{xu�	�	t�w~x���u{xw�~����u�x��u�

���	�t�����t�v�xw|u	�	~�x�	�������
�~���uv��	~~�x�~xA 	xB~���	u��x�v	����������u~	�w�x�~{	R����~x{��{u~u~u~w|u	�t	{x��~
�	��t	~{	~�x�1 ��u�A 	x2 ��u�B��~��wx|u	t	x	�v	�����vw~�~x��~�t�w~x	��{xw�~	~x�	t	��	u�
�x�v	�	�xt	x	�v	�w��t	(�w��t	


Vdd =
e2

R3
(~rA1.~rB2 − 3(~rA1.~nAB)(~rB2.~nAB)) =

1

4πε0R3
(~µA.~µB − 3(~µA.~nAB)(~µB .~nAB))

�������

�$�~�w~x���uwxt	������x	u���w��t	��x�vw|u	�~µA def
= qe~rA1

	x~µB
def
= qe~rB2

������ ����>�
���=��>�>���??=�=�<��
>��=��>�

�()$)'+d+$%"(&$p(ii%9r%f%
)9&'+�p9'+(&�!()"Mj
�dq9r%f)p�9i!~E�
)+f9&$&('"%%r!#"+%&p%%$'

Oy 9
d("$
)%dq9r%f)p�9i!d9$%"%rp+'9'%)"%$'Ox �o(+"d%$��)"%$��j%'��j����u��xu�w	��~�t����{xw�~

Cs (23p3/2|Mj | = 1/2) + Cs (23p3/2|Mj | = 1/2)→ Cs (23s1/2) + Cs (24s1/2)
�������

��u��tt�~���~{��~~	�t�w~x	����x�xw�~��u�{	xx	���{xw�~�wt	�xwvv��w�x�	x��~�	��	�t�x����w	�x�ux
�ux�	x��	�	���{xw�~�������	~��~{	��	{t	{��v��t	{x�w|u		�x��{�wx	�u�t���u�	������$t��~��wx
|u	t����{xw�~�	�w	~x����~�~x	t���|u	t	{��v��t	{x�w|u	E �xx	w~xt���t	u�E0 = 80, 5


�{v���x�~�
|u	t	�����~�~{	�

Cs (23p3/2|Mj | = 1/2) + Cs (23p3/2|Mj | = 3/2)→ Cs (23s1/2) + Cs (24s1/2)

	x

Cs (23p3/2|Mj | = 3/2) + Cs (23p3/2|Mj | = 3/2)→ Cs (23s1/2) + Cs (24s1/2)

�	����uw�	~x�	��	{xw�	v	~x��u��	�{��v���	84, 4 	x88, 8
�{v�	x��~{��u��	���t	u���u{��v�
�u���vv	~x�t�w�~�	��	t���	vw!�	��t	u�E0 ��u�~	���+x�	��

w�	�	~{�v�x	t����	t��xu�	�	t����{xw�~
�������	��	u�����~�~{	��	x��wx	~x	��{x	v	~x�	t�v+v		���~|u	t����{xw�~������wt~�u����w�	��
��uxwtw�	��	����utx�x�{�~{	�~�~x{	��	u��ux�	�����~�~{	��

7�������	
��~�	���{w�	�t	�~�x�xw�~��~�x�~����	�	v�t	|23p+〉E

t��x�x�����		~{��v��t	{x�w|u	�	tw���w�(
��xw|u	v	~x	~{��v�~ut�t��x�x|23p3/2,Mj = +1/2〉��~x��u�	����{�t{ut~uv��w|u	�u���x����w	�	��	�xu���xw�~��|u	��u�E ≈ E0

|23p+〉E ≈ α|23p3/2Mj = +1/2〉+ β|22d5/2Mj = +1/2〉
�������

E(|23p+〉E ) ≈ E(|23p+〉E0) + γ(E − E0)
�������

��	{α ≈ 0, 9�β ≈ 0, 35 	xγ ≈ −183
s����
�{v���

�	�
��	
������α2 + β2 < 1�
���	�������������
����������	��
����	�������	�����������	�22d3/2 
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��������
�w����vv	�	�~w�	�u����~	��w	nlj |Mj | = 1/2 �	
t��x�v	�	{��wuv	~x�	t	�vutxw�tw{wx��

n = 19 	xn = 20��	��!{�	��	����	~x	~xt	x��~�		�x����~�~x���u�u~{��v��t	{x�w|u	�	80, 5
�{v�
�	���ut�xw�~23p3/2|Mj | = 1/2 + 23p3/2|Mj | = 1/2 → 23s + 24s �	�t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t		~x�	t	�
�w��t	�w~�w�w�u	t�µ1

	xµ2��
�w~x	��{xw�~�tw	u��	{t	��x�x����~xt	{���{x!�	s t	�tu�v��|u�	{	��~xt	��x�x��w���xw|u	��w�	�{	u�|uwx���	��	~xt	�{��w�	v	~x���wx����	{t�vutxw�tw{wx��

�~�	ux���{�~x�	{�~�w���	�|u	|ns±〉E = |ns1/2,Mj = ±1/2〉 �u~	�~	��w	|uw~	���w	|u��wv	~x�����	{E ����������x�t����w�xw�~���w�	�	23p����u��wv�tw�	�	~{��	~�u�~�x	��~����	�	v�t	
|pp,+−〉E

t��x�xw~wxw�t|A : 23p+〉E ⊗ |B : 23p−〉E 	
x|ss′,−+〉E = |A : 23s−〉E ⊗ |B : 24s+〉E ��

�~���	�u��w

∆ = E(pp)− E(ss) ≈ 2γ(E − E0)
�����"�

�$wt	�xw~uxwt	�	���{w�	�t	���t	u���	�Mj
{��t��~	��w		�xt�v+v	|u	tt	|u	��wxt	u���w	~x�xw�~�

������-2����-�������
��~�	{�t{ut	�t�v�x�w{	�	t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	�wt	�x�tu�	�{wt	��uxwtw�	�t	������x	u��x	~���w	t�
w����u{xw�t	�	xt	x����!v	�	�w�~	�(�{���x���u��tt�~���~~	�w{wt�	��vut	��~���t	��u�t��t�v	~x�	
v�x�w{	�	t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	

〈A : n1l1j1Mj1, B : n2l2j2Mj2 |Vdd|A : n3l3j3Mj3, B : n4l4j4Mj4〉
�����%�

��~�t	{��|uw ~�u�w~x��	��	� �~x��u�	�t�����	{�	�~�x�xw�~���w�	~x	�� |u	E〈23s1/2Mj1 =

±1/2, 24s1/2Mj2 = ±1/2|Vdd|23p3/2Mj3 = ±1/2, 23p3/2Mj4 = ±1/2〉E 	�
x��~~����e2(23s|r|23p)(24s|r|23p)

R3 M
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�A ���
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M = α2

pp,++ pp,+− pp,−+ pp,−−
ss′,++ −1

9(1 + 3 cos 2θ) −1
6 sin 2θe−iϕ −1

6 sin 2θe−iϕ −1
6 sin2 θe−2iϕ

ss′,+− 1
6 sin 2θeiϕ −1

9(1 + 3 cos 2θ) − 1
36(1 + 3 cos 2θ) −1

6 sin 2θe−iϕ

ss′,−+ 1
6 sin 2θeiϕ − 1

36(1 + 3 cos 2θ) −1
9(1 + 3 cos 2θ) −1

6 sin 2θe−iϕ

ss′,−− −1
6 sin2 θe2iϕ 1

6 sin 2θeiϕ 1
6 sin 2θeiϕ −1

9(1 + 3 cos 2θ)

�����*�

8��#,��������$���,�2-,����-�������2-		#��	
�~�	ux	�w�	u~	����x�!�	x�!��wv�tw�{�x�w{	�u�t�|u	tt	~�u��	�w	~���~��|uw{�~�w�x	��u�tw	�t	�
��w~�	xt���w	~x�xw�~	~{�~�x�x�~x|u	t	�{�	�{w	~x��	M ��~x���{�	��	1

6
�{	t��	�w	~x���	~��	��u�w~x	��{xw�~u~	w~x	��{xw�~�v��	~~	�|uw�	����~{	~�w��~

VAB = E〈s, s′|Vdd|p, p〉E ≈
(√

3

2

)2
1

6

µ=µsp︷ ︸︸ ︷
〈23s1/2 ‖ qer(1) ‖ 23p3/2〉

µ′=µs′p︷ ︸︸ ︷
〈24s1/2 ‖ qer(1) ‖ 23p3/2〉

4πε0R3

�����&�

�$���	{t��w�	�	t��|u�xw�~���� µsp = 〈23s1/2 ‖ r(1) ‖ 23p3/2〉 = − 2√
3
(23s|r|23p)��~������vv	

��~~���~�t�x�!�	�	������uv����*�	x�����u�t���xw{t	��wvv	�v�~	x�t����&�� ���w��u��wt	���(
xw{t	��	���w�w	�������������v����#���	�v	x�	{�t{ut	�t	�w~x����t	����w�t	��	x�u��wt�	�	x�x���	x
��~{t���u�	��������u���x	~�~����	�	v�t	


µsp ≈ −200qea0,
	xµs′p ≈ −195qea0

(√
3

2

)2
1
6 = 1

8
�
+d�9)'f(&p!"%&f"%�9"f%l&%!9$)'+d+$%"dq9!!"(r+i9'+(&VAB ≈ µµ′

4πε0R3

)+!%)'+&f)+"%

f%$%""%)"$fq)&�9p'%)"j�f9&$d%$"#$)d'9'$���x�~�x�ux�	�uwx	|u	�	�	�	x�����w	~x�xw�~�w�	��	�{��~�	v	~x��	t�~t���t	u��	θ 	xϕ��~x�x�
���	����	~ 	x��~�	~��w	����tt���	���������u�t	�{���$t��wx	��		�x����tt!t	�u{��v�~v ‖ ~E 	x��u�t	{���$t��wx	��		�x��x����~�t	�u{��v�~v ⊥ ~E���u�	�	{xu�~�	~{��	u~	�wv�tw�{�xw�~	~�u�����~x|u	t��~�t	�	���w�xw�~	�x~utt����	t�{�ttw�w�~�w�	�|u	t�x�� 	{x�w�		�x��{�wx	��~�t	��	��	~xw	t�u{	~x�	�	v���	���r(t) =

√
b2 + (vt)2��$b 	�xt	����v!x�	��wv��{x�

�~��	~�~x{�vv	�x�xw~wxw�t |i〉 = |pp〉E 	
x{�vv	�x�x�~�t |f〉 = |ss′〉E ��~v�~

x�		�{wt	v	~x	~
����t��~xt��|u�xw�~�	�{��	�w~�	����	~��~x�ux	v���|u	t�������wtwx��	x��~�		�x	�x��~~�	���


Pi→f (b, v,∆) =
4|VAB |2

∆2 + 4|VAB |2
sin2

(
1

2

√
∆2 + 4|VAB |2

b

v

) �����#�

�~x��u�	u~		��vut	{�v�����t	���%�|uwv�~x�	�	���{wtt�xw�~��	���w����	{xw�~	�{�{	�	{�ttw�w�~
	�x|u�~x�	tt	��~~�	���

σ(∆, v) =

∫ +∞

0
2πbPi→f (b, v,∆)db

�t	�xwv���x�~x�	~�x	�|u	{�vv	t	��w��t	�µ 	xµ′ ���w	~x{�vv	t	{�����u~�v��	|u�~xw|u	��w~{w��t
n��~���

w�		�{wt	v	~x�

σ(∆ = 0, v) ≈ µµ′

v
∝ n4

v
�	xx	���	~��~{		~n4 �����wtt	u���� ��x����w��		����wv	~x�t	v	~x��~�ux�	����v!x�	wv���x�~x
|uw��x��xu�w�	����wv	~x�t	v	~x	�xt	x	v���	{�ttw�w�~tcoll def

= <b>
v ∝ n2

v3/2
��$< b > 	�x

t���t	u�
v��	~~	�u����v!x�	��wv��{x��	����	~��~{	�	~n2 	x	~v−3/2 �~x�x����w��	�	~�xu�w�~xt�t���	u�
�	���w	�	~	�~{xw�~�	∆��~	�	xt	����v!x�	t	�tu�wv���x�~x	�xt�t���	u��	���w	��w~�	��	�ux	v���	{�ttw�w�~����u�t���x	~w��wt �u�x�	��w�|u	t��~���	��	u~x�u��	{�ttw�w�~|uw	�x������xw�~~	t�vσ(∆, v)�

�t	�ux
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��	~��		~{�v�x	x�ux	�t	��wx	��	���v �	t�xw�	�����w�t	����~xt��w�x�w�uxw�~	�x	�{wt	v	~x��x	~u	����xw��	{	tt	�	s���	tt(}�t�v�~~��w�~x����wtt		~{	ttut	�u	~ 	xt��w�x�w�uxw�~�	��wx	��	�	�x
�w���	~x	���~��xw	~x���w���~�	���~����*���~�t	v	~xu~	��w	|u��w(t��	~x�w	~~	�	t���	u�∆0

∆0 ∝
T 3/4

√
µµ′
∝ T 3/4

n2

�~��~~	{w�	���u��	���t	u��x��w|u	�


��������

�t	u��x��w|u	��	��wx	��	��	{�ttw�w�~��	��	{xw�~�	�{�{	��	{�ttw�w�~��	�x	v���	{�ttw�w�~
	x�	�t���	u���	��w	��	{�ttw�w�~��x	~u	����u~	x����w	�	{�ttw�w�~	~x�	�	u��x�v	��	����	���

T v(cm/s) σ(107 nm2) tcoll (µs) largeur∆ (MHz)

500K 13000 1, 8 0, 2 40

1K 8200 30 2, 1 4

1mK 26 920 367 0, 02

100µK 8, 2 3000 2000 0, 004

��x�~�	~{��	|u�wt��x�����w�t		����wv	~x�t	v	~x�	{�~x��t	�t	x	v���	{�ttw�w�~��	{w	ux���tw��	~������~�u~ 	x�	��x���wuv��$t�	�w�t	�wx	��	�	t�xw�	�	����x	~�w�	��	{�ttw�w�~�	�v	xx�wx�	�x	v��
�	{�ttw�w�~��	t�����	�	t�vw{���	{�~�	��t�u�x�t�����w�~w�	�t	��x�v	��	����	���ux	v��t ���~x
1µ���u��x���	�t�{�ttw�w�~���~x���~��	xx		����w	~{		�xu~��~��w~x�	�����x��u�t�{�v����	~�w�~
�	�w~x	��{xw�~�	~x�	�x�v	��	����	��	��w����	����utx�x���~~!�	~x�	�t���	u���	��w	����~~�	�	~	��|u	~{	�

∆ν = ∆νnaturelle +
2

πt

�������

�	xx	�	t�xw�~	�x�wv�t	v	~x��~~�	���t��	t�xw�~��w~{	�xwxu�	x	v��(�~	��w	�
��x����w	���	t����	w{w	�x��t��t	��u�t	�{�ttw�w�~�x�	�vw|u	�v�w�~	t�	�x�tu�t���|u	t��~uxwtw�	
�	��x�v	�	��w������wx	��	�	��x�v	��	����	��	��w��	�x�w	�w�t	�v ≈ 10{v

���|u	t	u����t�{	v	~x
�	ux+x�	~��tw���u��~xt	x	v���	t�	����w	~{	��~~	�	ux�tu����t	��	{�ttw�w�~��~wv+v	�	{�ttw�w�~�w~x	���v�u	��v�w���u~����	����	���	t�	~w~x	��{xw�~���u��tt�~���{�w�	{w(�	���u�t	�	����w	~{	�
���tw��	���	�	��x�v	��	����	��	��w���

��
�
� 
�������������������������	���	����
���	����	���	�
����

	���	��������

���	��w�	�	�	����w	~{	����{��	~x	�	~uxwtw��~xu~	���	v�t�	���x�v	��	����	��	��w���	�wxw~x	��	(
~w��	����~�v!~	��	t�xw�	v	~x~�u�	�u����x��t	����w~�w|u	�	�x	v���	{�ttw�w�~�	�{���~xt���	v	~xt��u��	�	�w	�	��x�v	��	����	��uxwtw�����	t��w�~w�	|u	t	��x�v	�~��~x���t	x	v���	��u�	��u
{�u���	t�	����w	~{	��	���~�v!~	~	�	����~{�tu�u~���~�v!~	�	{�ttw�w�~�v�w��tux�xu~���~�(
v!~	���x�v	�wvv��wt	�	~w~x	��{xw�~���u���vv	���~{��~�u~	�wxu�xw�~�$t	��x�v	�w~x	���w��	~x
x�u�	~x�		u���u�t�	�	x�	t�w~x	��{xw�~{�~�x�~x		~	�~{xw�~�ux	v��V ≈ 1

8

µspµs′p
4πε0R3 �
�~{�v���x	v	~x

�t���t�u{�tt	{xw	�	ux�������x�	����~x�	����	��t�w~x	����x�xw�~x����w|u	�	�	����w	~{	�w~�w|u�~�t	�
��w~{w��u����utx�x�	����wv	~x�u��

���)�� C�=<�=�>�>?�>����=><�>
��u��~���wv�~������*��u�	x�t�����*��u�}��x	�����%��~x��������	�		��w�w��w�	{x	v	~x�	�
�x�v	��	����	��|uw��u���w	~x	~�uwx	+x�	�w����{�vv	t���u�������w~����#�����w��u��wt��	{xw�~
��*����s�w�t�v�x���	t��tu��wv�t	��u����w�u~�{��~xwtt�~���x�v	��	����	��	��w��{�~�w�x	�	�{wx	�
��
����	��
�����	���
�������	������	
�����
������
�������	�������������������
����������
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�	��x�v	�����t��t	v	~x�		��w�w����u����~���~{{��w�w{	xx	v�x���	���vv		��tw|u��t��uwx	�	t��|u�xw�~�����t	��x�v	��	{��wuv�u�w!�	v��~�x�(��xw|u	��~x��~{	�{wx����~�t��x�xCs(23p3/2)��
{	�u~	wv�ut�w�~�	t��	��{�t���~x��~t�w��		~�uwx	w~x	���w�t	��x�v	��u��~xu~x	v���	t�����	
�	t�vw{���	{�~�	��uw��~w�~w�	��t	{xw�	v	~xt��x�x�~�tCs(24s) ���u~�ut�	�	{��v��t	{x�w|u	{�vv	
{	t�	�x�{��v�xw���u�t���u�	������~v��	~~	u~	�w��w~	�		�w��uw��~�	{�vv	~{	t������xw�~	~
{��~�	�~xt	{��v��t	{x�w|u	�x�xw|u	��	~�w��~0, 05


�{v�
�~�	~��w	�u{���wx�	%�%��u�t�	��tw{�xw�~�	�x	{�~w|u	�uxwtw��	���	{�t���~xuxwtw����u�	�{wx	�t	��x�v	��� �	�{wx�����t	�t��	���	�w��	��	�����xw��	t�x��~�wxw�~�516~v
6p3/2 → 23p3/2

�|uw
	�x�	�vw�	{��t��x�x23p 	�xu~�	uv�t�~���t��x�x22d ��w�t�	��vut	�������x�wxt���uv��w~	%���t���uv��w~	%����	�x�����		~	�wxv	wtt	u�	���	~�v��	���x�v	�	�{wx����~�t��x�x23p ���	~��	t��uw���~{	�ut��	�	u~	�ux�	����w�wtwx���u�{�~x��t	�	�{wt	v	~x{	~�v��	���x�v	�	�x�	{�u�	�t	
�	��v�	u��{	|uw�wvw~u	t	~�v��	���x�v	���~�t��x�x6p3/2�

���xu�	�u�w�~�t��w�~w��xw�~~�u��	�v	xx�~x��w�~w�	���t	{xw�	v	~xt	��x�x�24s 	�x{�v�t	�	�{	�w�~�t
	�x�{��v�xw|u	v	~x����	~x��u�t���u�	�������~	��v	~	�x	�wx	~�xu�w�~xu~			~+x�	��w�~w��xw�~	~	�~{xw�~�	t�t�~�u	u����~�	�ut��	��ut��{���~x�w~�w�w���	~x��x�x��	����	��{�vv	t	��x�x�23s�
23p �u24s���{�v�t	�wx��	{	�w�~�t����w	~x�	t����	~{	�	������		~xw!�	v	~x��(��w���xw|u		~x�	t	�
~w�	�u����~	��w	�x����{�vv	w~�w|u�	~�	{xw�~�����#��	��	uwt�vutxw�t	���w�~w��xw�~���{��v���~x
{���{x��w�xw|u	��	��x�v	�t�u���{�vv	t	{��wuv|uw����	~x	~xu~	�x�u{xu�	�~	wv���x�~x	��u�{	�
�x�x��	����	���
0-���	�-��	��u{xu�xw�~�	~	��|u	~{	�v�w�~�~	~�uw���~{	����w��	{xw�~%�"����ut��	��{�t���~x

�ut����~xt	���u�{	���w~{w��t	��	��uwx	u~������x�	����|u�~x�u~�v��	���x�x�23p 	�{wx��
~�	�x������	��tu�w	u��v�x���	���{�wx	���~�t	{�v�t�v	~x��"���	�v	xx	~x�	���uw�	{	��uwx�
v�w�t��tu���x�ux	v��~�u�uxwtw��~�u~	v��	~~	�u�x�ux	�t	���~~�	��

0-���	�-�������tuxw�~	����wv	~x�t		�xtwvwx�	�≈ 0, 05

�{v{��t	{��v��t	{x�w|u	����	~x	

|u	t|u	�w~��v���~�wx�����u�t	����~�	�xwv�	�	~{��~�	�~xt	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�	�t�{	�wt�u�x�	{��~�	�t	�{��v��v��~�xw|u	�|uw{�v�	~�	~xt	{��v�x	��	�x�	���	����w�xw�~��	
��	�|u	1% �~x�x��

�x	~u	���u��	���~�����t�{	v	~x��v�w��u�u�	t�x�wtt	�u�w!�	�~�	ux
	�xwv	�t	�w~��v���~�wx���≈ 0, 15%�

0-���	�-%
�w�~�t�~�|u	�	����~�v!~	���w�~w��xw�~������t�~{�	�	v�t	~x�	����uw�	��	��w~x

v��wx	��+x�	�xu�w��{�vv	{	t�	ux	�wx����
wx��~x���#����u��	��x�v	�x�	�vw|u	��

���)�� E���?�;��>����=�><�;��

�	����utx�x���x	~u���~x�{�vv	����u��{�v�t!x	v	~x�w���	~x��	����utx�x���x	~u���	{�	��x�v	�
x�	�vw|u	���	���w~x���w~{w��u���~x��~~�����t���u�	���"������wv	~x�t	v	~x�	����utx�x��wvwt�w�	�
��~x��x	~u���	{|Mj | = 1/2�

��u��	���~�����wtt	u����u~��w~x�	�u	x����w|u	�|u	x�~x|u	t��~
~	��t��w�	���t	��x�v	���u�{��w�w�t	�w�~	�	Mj

	t	�x��w�w~x	��{xw�~�|Mj | = 1/2 + |Mj | = 1/2�
|Mj | = 1/2 + |Mj | = 3/2 	x|Mj | = 3/2 + |Mj | = 3/2 ��~x{�v�t	�	��{�v��	~��	{��v��	~~�	��u�t	�
�w�~	��	�Mj��~�	ux���uw�	�	t���u�	���"�	�{���{x!�	���~���u��

�����v�twxu�	�u�w�~�t�u�v	~x	��	{t��	~�wx��
���u�v	~x�xw�~�	v�t	���	����{�	��u~	���w�xw�~tw~��w�	�

������|u	t��	~�wx��u�v	~x	t�t���	u��	t�����~�~{	�u�v	~x	�
�	xx	���w�	~	�	v�t	���tw~��w�	�v�w�t��u��w�tux�x	���~	~xw	tt	�u|u����xw|u	�

���~	�~{xw�~�ux	v����w~x	��{xw�~t	�w�~�t���t���wx	x��~�v�twxu�	�	v�t	{���x�	�	t�~u~	{�u��	
���{�	��u~	��{w~	{����	���~��tu��	���{w�w�~��

"������v�x�w	�u�w�~�t�u�v	~x	��	{t��	~�wx��
%�����|u	t��	~�wx��u�v	~x	�wt��u~	���w�	�u��vv	x�	t�����~�~{	�
�	xx	���w�	~	�	v�t	���tw~��w�	�v�w��tux�x	���~	~xw	tt	�u|u����xw|u	�
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��������
�{��v��	t���|u	~{	x	v���	tt		x�w�~�t��w�~�����	~�~x�	���t	xx	�vw{��({�~�u����	�{�tw	�
�	{��v�	�xuxwtw����~�t	�	����w	~{	���{�wx	�	~�	{xw�~�������}�u��	��w�~�����	~�~x��u~	���	�w�~
�ut��	��ut��	�����~xt	���t	xx	�vw{��({�~~�u������~���+ ����	~�~x�	t����x�w�~w��xw�~�	��x�v	�
t����	t�wv�ut�w�~t��	���t���~x�{{�t�������t	{��v�E �x�xw|u	��t��	u�	~x+x�	�{{�t�������t	�ut�	
��w�~w��xw�~��wt�~��~x���|uwxx�t���~	�wxu�		~x�	t	��t�|u	����~xt	���ux�u�ut�	�����~w��xw�~���
{	
�u�ut�	��w�~w��xw�~��	��x�x�nl ��	{n > 24 ����	~�~x��u~		�{wx�xw�~���t	t��	�	x���t��u��	�{	~{	
�ut��	�	x��u�	�{wx��	~�uwx	���t	����~~	v	~x�u{����~�w���	xx	{�~{tu�w�~	�x�x��	����t		�wx
|u	{	�w{{��wx��	{t��u��	��w~x	��{xw�~�"���~w��xw�~�	��x�x�24s |uw��~x��x	{x�����t����({���%���~w��xw�~�	��x�x�23p��	��x�x�23p �~x�	��w~��u~{��v��t	{x�w|u	�tu�	��x�	x|uw���w�	��~{��~�t���|u	~{	x	v���	tt	�tu�x������u�+x�	w�~w���|u	t	��x�x24s��	�w�~�{��	�����xw����x�x�23p ��~x
��~{�{{�t����v�w~�t�~�x	v��|u	t	�w�~�{��	�����xw����x�x�24s 	{	|uw	��tw|u	t	u��x	v�������w��	
�w���	~x��

�	����utx�x���~~�����t�x��t	����v�~x�	~x|u	t	�t���	u���	��w	���x	~u	�t����	�w~x	��{xw�~�
	~x�	�	u��x�v	��	����	��	��w���~	{���	���~�	~x����ux�ux�u�t���	u������wx	����t�x����w	
{�ttw�w�~~	tt	��~�	v��|u	�	�tu�|u	t�t�w�	���w�xw�~�����{�~{	�~�~x�	�{�ttw�w�~�w~x	���v�u	�	�u�~wx�	�t���	u��w~���	~��~x	��	t��	~�wx�	xx���	�w�t	���	����utx�x�~	��~x����u���	~�~x�	x
{�~��v	~x|u	~�u���vv	�	~����	~{	~�~�tu��	{�ttw�w�~��w~�w�	��v�w���w~x	��{xw�~�	~x�	�x�v	�
��u~����	����	���	t��

���)�) C�>�=��>=<�>�����;�=�<

�	��w~x|uw~�u�w~x��	������xw{utw!�	v	~x	�xt	��w~x���t	�x	~	�	xx�!���v�x�v�xw|u	�	�w~x	�(
�{xw�~���~�u~����	t����~~�~�(	~x�ux�	�uwx	u~	w~x	����x�xw�~�wv�t	�

��w~x	��{xw�~	~x�	�x�v	�	�xV ≈ 1
8

µspµs′p
4πε0R3
��t	�x��w�	~x|u	t���|u	t��	~�wx����u�v	~x	��t��w�x�~{	

w~x	��x�vw|u	R ���wvw~u	�	~v��	~~	���w~x	��{xw�~�	x��~{t	�t���	u���	��w	����w�	~x�u�v	~x	����u��	x��u��~��w~�wt	��w~x�
�����|u	t��	~�wx��u�v	~x	t�t���	u��	t�����~�~{	�u�v	~x	��
�t~�u�	�ux���	t���	�u~v��!t	�tu����{w���u�w~x	����x	�t����v�x�w		x{�v��	~��	|u�~xwx�xw�	v	~x
t	�t���u	u���	��w	���x	~u	��V ∝ 1

R3

�x�~x�tu�wv���x�~x	��u�t	��x�v	����{�	��wt�	v�t	~�xu�	t
�	�	~�	�|u	t	���w�	����x�v	����{�	� �u	��~xu~��t	�����~����~x��~�t	���{	��u����u��tt�~�
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�w{��	����~�~{	23p3/2|Mj | = 3/2+23p3/2|Mj | = 3/2→ 23s+24s 	~
	�~{xw�~�u~�v��	���x�x�

23p3/2
	�{wx�����x	~u����t�uxwtw��xw�~�	t���|u	~{	x	v���	tt	�	t���u�	������	x�u��	x��~�		�x	�x

���tu�	~	�	{xu�~xt	������x�u�w�~�t23p3/2
����	x�����~�~{	{�vv	{	t�	�x�w�w�t	�u�t���u�	�����

N0
{���	���~��u~	�	~�wx�����tu�	���t�	��vut	�������	~�w��~1010 �x�x�23p3/2

���{v3��w�~�t�~�|u	t	�w�~�t24s 	�x	~{��	����	~x	~x�	80
�{v	x88
�{vw�	�v+v	��������~�~{	�

��u��uw��	{	xx	w��		~~	{�~�w����~x|u	t	���w�	����x�v	�x�!����{�	�	x��u��~x��~{+x�	{�~�w����	�
{�vv	w��t�	��u�	�x	�	t��{��~xwtt�~���u��	���~�|u	t�{�v����w��~��	{t�	����w	~{	w~��v	{	v��!t	
|u�wt	�x~��~v�w~�wv���x�~x�	���	t���	�{��wt{�~xw	~x�	�w��	���~���t	�|u	~�u���u���~��	��	~��	
��~�t	v��!t	��~���t���	t������~�t��	{xw�~�uw��~x	�

��
�
� �����������������
�	���
���	����	�
������

�	x��wx	v	~xx����w|u	�	~�x�	����	����	��	��w��	�x�����u�{	tuw	�	{xu���u�t	�{�ttw�w�~�x�	�(
vw|u	����u��tt�~�x��wx	�	~��x�wtt�w~x	��{xw�~	~x�	�	u��x�v	��tu����{�	���w�w~����u��tt�~�	~�uwx	
�����	�t	���w~x�	��	~xw	t��	xv�~x�	�t�w~�u���~{	�	{	x��wx	v	~x��	u��x�v	���~v��!t	��w~x	��{xw�~�
N {����	�x	~�uwx	���	t�����u{{w~{x	v	~x�wt�	x��u�	��x�wtt���~�t�x�!�	�	�s�u��{�����������

���,��:��<=�=�<�>?;�=��;<�>���><<>><��>;���>�
��x�	x��wx	v	~x�	���	�u�t�w~x	��{xw�~	~x�	�	u��tu����{�	���w�w~��u~����v!x�	wv���x�~x	�x
��~{t��w�x�~{	v��	~~		~x�	�	u��x�v	����{�	��|uw	�x�	tw�	�t��	~�wx��	��w�	����x�v	��

��	��vut	�����~~	t���u��w	~~	�	t��	~�wx�nat(~r)
���x�v	���~�t	�w!�	���u�u~�x�v	

�wxu�	~~r1�
t	~�v��	���x�v	���w�w~� n(2)(~r2 − ~r1)

��~�t	��tuv	 dr32
{	~x��	~~r2 	�

x	~�w��~
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���w���wu	x�t����#��
��������

n(2)(~r2 − ~r1) ≈ nat(~r1)e
−V (~r2−~r1)

kBT dr32
�������

�$V (~r2 − ~r1) = V (‖ ~r2 − ~r1 ‖) 	�
xt	��x	~xw	t��w~x	��{xw�~	~x�	t	��	u��x�v	��	~C6/R

6
��

�()$9!!%dd%"(&$�f+$'9&p%i(n%&&%%&'"%!"(p�%$9'(i%$�d9f+$'9&p%d f(&&#%!9"d%"9n(&fq)&%$!��"%�
p%&'"#%9)'()"fq)&9'(i%$+')#9)p%&'"%f)!+��%%'�9n9&'d9!"(*9*+d+'#jf%p(&'%&+")&9)'"%9'(i%��w~�w

1
def
=
∫ d
0 nat(~0)e

− V (r)
kBT 4πr2 dr�

��vv	~�u��tt�~�t	��w�d 	�x�u���w	u��uvw{��v!x�		t�	���~	~xw	tt	���~x
u~	���x�	x�!�w~	��w	u�	�uvw{��v!x�	�	����	�|u	x�u �u�����t	�u~�~�u�x��u��~��w~�w


4

3
πd3nat(~0) ≈ 1


t����{w�w�~�t�|u	tt	~�u�x����wtt�~��{	���utx�x�����{���	��t���	v	~x�u���~x�

���,�� �����
��>����?>��;=�>�><��
���=��>
��~�t	x��wx	v	~x���	t�����~�u�~��tw�	�~�t��u��	�	�w	≈ 10µ�{��{	

tt	({w	�x���~�	���������x
�ux	v��	����wv	~x�t≈ 1µ�	x~	��~~	|u	�	��	�x	����u�~��tw�	�~��u��wt	�{�ttw�w�~���	{t	���
���w�u	t���t��x�u{xu�	���	��~	���t�	�	x�		v�~��	t�����	�u�����~�t	�w!�	v��~�x�(��xw|u	��t	�
{�~x�w�uxw�~�vutxw��t�w�	��~�u����~��u�u{���wx�	�|u	{	�	�	x���~x	�w�t	���ux�	�|u	t�w~x	��{xw�~
�w��t	(�w��t		xt	�	�	x��	�	x�����~�t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	�
0-���	�-�	�	�	x��	�	x���	u�	~x�xu�w���u{���wx�	��#�wt	�uxt	���	~��		~{�v�x	��u��	��w�x�~{	�
�	t�����	��u~		��{xw�~�	t�t�~�u	u����~�	���uwx	λ̄ def

= c~/(E(23p3/2)−E(24s)) ≈ 100µv�
�x�~x

��~~�t�x�wtt	�	~�x�	�{��~xwtt�~�p%'%�%'!%)'f(&pe()%")&"�d%�i9+$f9&$dq#'9'9p')%df%d9
'�#("+%
)%&()$9dd(&$%r!($%"�p%dd%�p+&q%$'!9$9$$%�!"#p+$%!()"
)q)&'%d%�%'$(+'!"+$%&p(i!'%�

�&%f%"&+�"%�n!('��$%'"�$+i!("'9&'%�
)%&()$f+$p)'%"(&$!d)$'9"f�%$'fq+�&("%"d%f#!d9p%i%&'f%$
9'(i%$�y&%�%'f)"9&'d%$≈ 1µ$

f%dq%r!#"+%&p%� d%$9'(i%$f%�nf*%"��
)+$(&'ld9'%i!#"9')"%f%
100µ

�
�$%f#!d9p%&'ld9o+'%$$%f%≈ 10pi

�$&%*()�%&'
)%f%≈ 0, 1µip%
)+p(""%$!(&f�"($$+�"%i%&'ld9'9+dd%f%$9'(i%$��9f+$'9&p%di(n%&&%%&'"%!
d)$!"(p�%$o(+$+&$%$'f%dq("f"%f%d ≈ 3µi�!()")&%

f%&$+'#N0/V
def
= nRyd

at (~0)
def
= nRyd ≈ 1010 9'(i%$�pi3��p%
)+%$'*%9)p()!!d)$!%'+'
)%d%f#!d9p%i%&'f%$

9'(i%$f%�nf*%"��dq�n!('��$%fq)&�9��%d#$%i*d%l!"%i+�"%o)%p(""%p'%�

���,�) F
���=>�>?�=<�>�;��=�<��>�������
��~�{	xx	���xw	�	~�tu��	�����x�!�	�{w(�	��u��~�u�~	��	~�~�	~{�v�x	|u	t�w~x	��{xw�~	~x�	
�	u��x�v	���~�	ux�	~�	��u��tu����{�	���w�w~��

��	��vut	��%	�u�~wx�	~��	~�~x����	|u	�w{w�∆ = Ei − Ef 	
x~�~(Ei − Ef )/2

�

Pi→f (R,∆) =
4|Vif |2

∆2 + 4|Vif |2
sin2

(
1

2

√
∆2 + 4|Vif |2

t

~

) �������

��	��vut	���{��	~x	��x���x	~u		~~	��	~�~x���	~{�v�x	t	���w~�~wt		�wx|u	pp 	�x{�u�t��
ss′ 	x�u��

w�
s′s�
�	�����~��	�tu���!�{	�����x�!�	���	�	�~w!�		�x	�{wt	v	~x����tu	�wt �u�x

���{�w�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���u�t��x�x|Ψ(t)〉 = app(t)|pp〉E +ass′(t)|ss′〉E +as′s(t)|s′s〉E���u���
w�|u	

ass′(t) = as′s(t)�
��vv		����wv	~x�t	v	~x~�u�~	��x	{x�~�|u	t	��x�x�s′�wt�u�x�		�w�	t�x����w	

��	{Ψ(t) = app(t)|pp〉E + ass′(t)|ss′〉E �
��~�~(���xw{w��xw�~�	���w~�	�xu~����t!v	�tu�wv���x�~x��~v��!t	�	���~~	t	�x���	t������~�t	{�v�t�v	~x������u�~��tt�~��	��	~��	w{w|u	t	����utx�x�v��|u�~x��

����������
������
	���
���������������������
������������������
���������
����� ����	
������	�������
��
��
	������	���	�
���������	�
��������	�������������	��
��������� 
�.
	�	����� ��������������
�����	��s �����������������2

������
�����	��p 
	�	
���
���
	�������

���
��	������
���
��30

�����������������
������
	���������
��� 
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�~��w~xwv���x�~x��wx~�x�vv	~x+x�	��w�	~{�v�x	
t��x�xpp 	�x{�u�t��tuw(v+v	���t�w~x	��{xw�~
�w��t	(�w��t	�	�����{�v����~x	d5/2




µpd
def
= 〈23p3/2 ‖ qer(1) ‖ 22d5/2〉 = −2

√
3

5
(23p|r|22d) ≈ −277qea0

�������

�	t����u�	�	x��w~x���uw�	u~x	�v	�w��t	(�w��t	��~�∆����|u�xw�~�	�{��	�w~�	�	�x�t�����~~�	�	~��	~�~xE(ss) {�vv	�������~	��w	����t��|u�xw�~���*


i~
d

dt

(
ass′(t)
app(t)

)
=




0 3
4

µspµs′p
4πε0R3M

3
4

µspµs′p
4πε0R3M

†
(

∆− α2β2 1
5

µ2
pd

4πε0R3 (1 + 3 cos 2θ)

)
× 14



(
ass′(t)
app(t)

) �������

�$

ass′(t) =




a++
ss′ (t)
a+−
ss′ (t)
a−+
ss′ (t)
a−−
ss′ (t)



	xapp(t) =




a++
pp (t)

a+−
pp (t)

a−+
pp (t)

a−−
pp (t)




�{�wx	��u�{	xx		��v	�t��|u�xw�~�����	�x	��v	tt	v	~x�|uw��t	~x	�t��|u�xw�~�	��x�x���~���w~�wt�u�x
�	�	v�t�{	�t	�v�x�w{	�����	�~�v��	��{�vv	M ≈ 1

6
�

��t�~�u	����tuxw�~�	{	xx	�|u�xw�~	�x	�	{xu�	��~�t	{�v�t�v	~x������t	���utx�x�	ux+x�	
�wv�t	v	~xx��u��	~�	��	~�~xt�	��vut	��~���w~������t	��t	�	|Vif |2 	�x

 �u����M †M�����tuxw�~
��~���t	�	����~{u~	{�v�w~�w��~tw~��w�	���~xt	�{�	�{w	~x����	~�	~x�	t��x�x�	��w~�	�����x��	
|u�x�		�~{xw�~��	v�t��t	��������	~�� �ux�~xt	�w��t	�	�v�~	~x�	t��x�xpp��$|Vif |2 	�x�	v�

t�{�
���u~	��t	u������	�	M †M �

��u���~~�~�w{w��u�u~	�	{	�	�~{xw�~�t�������wtwx���w�~w�	�u~�x�x
s′ ���!�u~x	v��t ��w~x	��{xw�~


Ps′(t) =
4
(
α2 µspµs′p

4πε0R3
7+9 cos 2θ

48

)2

(
∆− α2β2

µ2
pd

4πε0R3
1+3 cos 2θ

5

)2

+ 4
(
α2 µspµs′p

4πε0R3
7+9 cos 2θ

48

)2
× �����"�

sin2




√√√√
(

∆− α2β2
µ2
pd

4πε0R3

1 + 3 cos 2θ

5

)2

+ 4

(
α2
µspµs′p
4πε0R3

7 + 9 cos 2θ

48

)2 t

~




t	�x��w��ux�	�	�~{xw�~���~x��~~�	����t�	��vut	������tt	��	u�	~x��~~	��	����utx�x�u~�	u
�w���	~x��v�w�t	�{�~{tu�w�~���~���t	���~xt	�v+v	��

���-��-	��,-	#,�	#����-	���	��	
��u���u��~���u��uw��	~�x�	�xu�		~v��	~~�~x�u�t	���w�	����{�	��	~uxwtw��~xt�	��vut	�������~
�u�����~xt�	~{��	|u	t�	���~	~xw	tt	�	���uwx�u~	x	~~	x	~�~x���{�v�x	�	t��w�x�w�uxw�~��u��w	~~	
�u�w!�	v��~�x�(��xw|u	�~�u�~�u���v	~�~��u{�t{ut�wv�t	�	∫ R1

R=0

∫ ϕ=2π
ϕ=0

∫ θ=π
θ=0 dϕR2 dR sin θ dθ�

��u�
�tt�~��	ut	v	~x��~~	�u~	�	v�t	���x�~�x�ux�	v+v	|u	�w�~�u����	|u	t	���{wtt�xw�~��	���w
�	v��	~~	��~x�w�	��w�~�	v�t�{	t	sin2 ���1/2

t�w~x����xw�~�u�R 	�x�~�
t�xw|u	�w�u~		�~{xw�~

���{x�~�	xt	{��~�	v	~xu = R3��~	|u	�xw�~wv���x�~x	��u�t�|u	tt	~�u��	�w	~���~��	�xt	{��w��	t��w�x�~{	��w~x����xw�~R1����
w�x�~{	v��	~~		~x�	�x�v	��x�~xd ≈ 3µv

���u�u~	�	~�wx����x�x
23p �	nRyd ≈ 1010�x�{v3

��~�u�{��w�w���~�{�vv	���~	�u���w	u�	��w~x����xw�~R1 ≈ d/3 ≈ 1µv���u�
�����u�	�|u	t	���w�	�|u	~�u�{�~�w����~���~x�w	~w��t�	��	��ux�	����u����~����w��|u�u~�ux�	
{��w�~	{��~�	���t	����utx�x�|u�twx�xw	�����	~x��{w(�	���u��

�	�w�~�t�xx	~�u	�x	~�w��~1
2nRyd

V
4πd3

∫ R1

R=0

∫ ϕ=2π
ϕ=0

∫ θ=π
θ=0 Ps′(t) dϕR2 dR sin θ dθ�

t		�{x	u�1/2����	~�~x
�u	�wx|u�u~	��w�	���x�x�pp ��~~	ss′v�w�|u	�	uts′ 	�x��x	{x���	���utx�x	�xw~�w|u��u�t���u�	
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���%���w~x����xw�~~	�	ux+x�		�	{xu�	���t	t��w{w	ts�x�	v�xw{�{��t	���{wtt�xw�~��	���w	v�+{�	~xt�{�~�	��	~{	�	t��t���wx�v	���u����~���~{��x���u�u~{�t{ut�����{������	���vv	��	�w	v�~~
	~��{�u��~x	~33

w~x	���tt	�t���vv	�u�R 	x	~60
w~x	���tt	�t���vv	�u�θ�

�������%

w�u�tw��xw�~�	t��|u�xw�~����"��	���utx�x	�x��~~�	~��u�{	~x��	�u~�v��	���x�x�23p3/2w~wxw�t	v	~x�	u�t����	�tw�~	����w��	��	����	~x	~xt�w~x����xw�~�~uv��w|u		x��~~�		~��u�{	~x��	�u
x��~�		�x��	�{wx�xw�~�w�	�	��{xw�~�	100 ×N0

def
= nRydV

�1
2nRyd

V
4πd3

∫ R1

R=0

∫ θ=π
θ=0 2πPs′(t)R

2 dR sin θ dθ ��	{
R1 = d/3 ≈ 1µv��u�t�{�u��	t��tu�����	�{	tt		~x��wx�t	w~�	t�{�u��	��w~xwtt�	�	����	~x	t�v+v	w~x����xw�~���	{u~	�{x	u����{�	tt	4/5 	~����~~�	���	{t	�	v�t�{	v	~x�	t�	�~{xw�~sin2 ���1/2��~�t�	��vut	����"��	�{�u��	�	~x��wx�~�	����	~x	~xu~	�	v�t	�		�~{xw�~��~~�	���t�	��vut	����"
��	{t	{��w����wx��w�	θ = Π/3 	xR = 1µv	t��{�	tt		�x���wx��w�	��u�{	�{�u��	�{��t	��vv	x�����{�	
	~���twx�t�������wtwx��	x��~�		�x�	1����u��w�t�{�u��		~x��wx�t	w~	�xt�	��vut		��{x		x{	tt		~��w~xwtt�t�	��vut	��	{sin2 �	v�t�{����1/2��	x	v����w~x	��{xw�~��x�{��w�w��	ut	v	~x0, 1µ���u���u��w���w�t	���{wtt�xw�~��	���w�

5��#����	��-���-,�-�#���-��--�,�������-
m&"%i9"
)%$)"d9��)"%jj���
)%d%$(ii%'f%d9"9+%&q%$'!9$ld9!($+'+(&(�E(pp) = E(ss)�
)%d%$"9+%$$(&'9$ni#'"+
)%$�
)%d%$($p+dd9'+(&$f%�9*+&%f+$!9"9+$$%&'!9$p(i!d�'%i%&'�%'
)%d%!+p!%)'
$q9!d9'+"��	|uw{�~��v	{�v�t!x	v	~xt	���~~�	�	����wv	~x�t	���{�wx	���~�t��	{xw�~�������
�	�{�~{tu�w�~�x����w|u	�~	��~x���v��w��	��wt��~{��~�	���x�x�	�����x�	x�	��w�x	~xv+v	�u�t��	ut	w~x����xw�~	~θ�

�tt	���~x	��tw{��t	�

���	��vv	x�	t���w		�x��{�t��
�~	�	xt	{�u�t��	�	t��x�x|pp〉E ��	{

tuwv+v	�w�t�w~x	��{xw�~�w��t	�w��t	(w~�uwx�{�vv	{	t��	
��wx���t�����	~{	�ux	�v		~1 + 3 cos 2θ �u�

t�	��vut	������	��tw|u	t	��{�t��	�u��vv	x�	t���w	��	��{�t��	�tw	u�	��∆ > 0�{��
t	x	�v		~sin θ ��~�

t�w~x����t	��w�wt��w	t	���t	u���	
θ ���{�	��	π/2 �$1 + 3 cos 2θ ��	~��	���t	u��~���xw�	���~�	ux	~���uw�	�����w!�	v	~xu~	
��t	u���u�t����w�	∆0(R) ≈ α2β2 µ2

pd

4πε0R3
2
5 ≈ h× 3

R(en µm)3
s���



�&� ������
���� ����
���������
���������
����
��
����

���	���w	���~x���v�x�w|u	��
�~�	uxt	��w��	�tu�w	u��	���~����ux�������t����wxw�~�u��vv	x	xt�t���	u��	t�t��	~x�w	~~	
���	~�	~x�	t���t	u��	θ 	u~v��	~~��	�u�θ ��~~	���t���{	xx	���v�x�w	����ux�		���~	�x
�	�	~�	�|u	t����w�	�u�w{��~x~�u��	~�~��	���t	���	�	{xu	x�u �u���	��∆0(R) > 0 �

w~�w
t�w~x����xw�~	~dR

	�wx{��~�	�t����w�	�	xt���vv	�	��w	���w���	~x	����wxw�~�	x���~x�	�
�v�twxu�	��w���	~x	�	�u�~w��u~	��w	�~�t	���v�x�w|u	�

�%i(f�d%'�#("+
)%$%i*d%"%!"(f)+"%d%$o9"+9'+(&$(*$%"o#%$$)"d%$$!%p'"%$%r!#"+i%&'9)rlf%)r
%rp%!'+(&$+i!("'9&'%$!"�$Hdq9i!d+')f%f%$$+�&9)r%'d%)"#o(d)'+(&'%i!("%dd%�
)+%$'!"%$
)%&)dd%9!"�$
t ≈ 0, 1µ$

f9&$p%i(f�d%���	{��w��	R1 ≈ d/5 �	�v	x����	�	v�t	��	�	~��	{�v��xw�t	t	�t���	u��
x����w|u	�	x	����wv	~x�t	��s�w��w	~��w�	vv	~x�t��v�twxu�	�	���t���	~{��	�tu�����	���u����~�
{��w�wR1 = d/3 ��~�

t���u�	���%�{	|uwv�~x�	�w	~|u	�t�	�w�t��v�twxu�		�xx�������		xt�t���	u�
	�xx���	�w�t	�
�~{�v����~xt	���u�	����"	x���%�~�	v��|u	|u	t��v�twxu�	x����w|u		�xx�!�~	xx	v	~x�tu�	�w�t	
|u	t��v�twxu�		����wv	~x�t	��t	�ux	~	�	x{�~�w���	��	���w�	�x�!����{�	��	x|uww~x	���w��	~x��~{
x�!�	��x	v	~x���u��	x��u�	�t	�t���	u��	����wv	~x�t	�	v�w�t	~�v��	�	x	tt	���w�	�	�x��w�	vv	~x
x�!�	�w�t	�{	|uw~	�	�v	x����	�	x��u�	�t	����~�	��v�twxu�	����	���	���	v��!t	~	��	~�~x	~
{�v�x	|u	t	���w�	����x�v	����{�	�~�	�x��~{�����xw�	�w��~x� �d%$'&#p%$$9+"%f%!"%&f"%%&p(i!'%
'()'dq#p�9&'+dd(&f9&$$(&%&$%i*d%��q%$'d%*)'f%d9$%p'+(&$)+o9&'%�

��
�
� 
���	����N �����

���xu�	�	t����{xw�~

Cs (23p3/2) + Cs (23p3/2)→ Cs (23s1/2) + Cs (24s1/2)
�����%�

~	�	ux��~{����		�w�		~~	{�~�w����~x|u	t	��tu����{�	���w�w~���~v��!t	�N {����	ux�t���������s�u��{�����������utw~	x�t����������u�~��tt�~�|u�	�|uw��	�t	����utx�x���x	~u����{	v��!t	�
~�u��	~����~��t�x�!�	�	�s�u��{�����������u�x�u�t	���x�wt��

���.��B=��;�=�<�>?�>��=�;�=�<

��w��	�	���	�uv��!t		�x����	t�	���t���u�	���*�p%i(f�d%&%!"%&f!9$%&p(i!'%d%$$!+&$�
��u~�	����{	��u��	���	|u	~�u���w�~�~��tw�� u�|u	t��	x|uw �u	��u�x�~xu~��t	wv���x�~x�	�xt	���{	��u����{��~�	��	�{wx�xw�~ps→ sp 	~x�	�x�v	��	

����	��


Cs1 (23p3/2) + Cs2 (23s1/2) → Cs2 (23s1/2) + Cs1 (23p3/2)
�����*�

�	v+v	��u�ps′ → s′p 


Cs1 (23p3/2) + Cs2 (24s1/2) → Cs2 (24s1/2) + Cs1 (23p3/2)
�����&�

�~��wx|u	{	xx	���{xw�~	�xx�u �u������~�~x	�|u	t|u	��wxt	{��v��t	{x�w|u	E 	x|u�	tt		�x����w�t	
��
{	�t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	1

8

µ2
sp

4πε0R3
�

����u�	���*�	�v	x�	{�v��	~��	t	���{	��u����w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	�x�~x������xw�~~	tt	�
1/R3�t	���w�	����x�v	�t	��tu����{�	�����w��	~xt	�tu��wx	���u�{�~�w����~��t���u~	x	tt	��w�	AB��	xx	��w�		�xw~wxw�t	v	~x��~�t��x�xpp�	tt	����wx	~u~x	v���	t�����	�	 ~

VAB

��u��	�	x��u�	���~�
t��x�xss′�

�tt	�	ux	~�uwx	�	x�u�~	���~�t��x�xpp 	x�w~�w�	�uwx	��~v�v	~xwv���x�~x�u���{	��u�
	�xt�v�~w		�x�xw�~�	����{xw�~��	vw���xw�~����*	x����&��	�v	xx�~x�u�	�{wx�xw�~�s �us′ �	|uwxx	�x�ux	��	u�t���w�	AB����!�{	�vw���xw�~��t���w�	���x�v	�AB �	�	x��u�	��~�t��x�xpp 	x�	ux�
~�u�	�u����w�	x	�u�~w��	~�u�	�u��x�x�s 	xs′��~���uv��u~	��w�	���x�v	����{�	�AB ����wxx�!��wx		xt��x�xpp�	{	xx	��w�	�	ux����w��tu�w	u��	�w��u��~xt	x	v���	t�	����w	~{	��
{	�t����{u�xw�~�	��x�x�ss′ {��������v�twxu�	�	��w�~�u�s′��x	{x��
{���x��~{�u{�u���ux	v��



����������	���N
��
�� �&�

���.�� C���><�;�=�<����=<��>������?>
���.�) @���?;�>;�>��<>�;<�>����;��
��u�~��tt�~�������	t���	�{�v�t!x	v	~xt	v��!t	x��wx�~x�	t�vw���xw�~�	��x�x�ss′��~~�x�~x

p(t)
t�������wtwx�|u	t�	�{wx�xw�~ss′ �wx|uwxx�t���w�	AB �t�w~�x�~xt�t��|u�xw�~�������u��	u��x�v	�

���{�	�A 	xB �	�w	~x


i~
dass′

dt
=

1

8

µspµs′p
4πε0R3

app(t)− i|V̄ |2
∫ t

0

√
p(t− t′)ass′(t′) dt′

�����#�

i~
dapp
dt

=
1

8

µspµs′p
4πε0R3

ass′(t) + ∆app(t)
�������

�$V̄ =
∫ Rmax

RAB/2
4πR2nRyd

1
8

µspµs′p
4πε0R3 dR 	�x

t�w~x	��{xw�~v��	~~	��~�t�	~�	v�t	�	��x�v	��	����	���Rmax�x�~xt�x�wtt	�u�w!�		xnRyd
	�xt��	~�wx��	��x�x��	����	���

���.�, �;�=��;�=�<><�;<���>����?;�>;�>��<>�;<�>

��	��vut	����#�	�xw~xuwxw�	�wt	�x~��~v�w~�~�{	���w�	�	t���v�~x�	��w��u�	u�	v	~x��~�����tu	�t���t	u��	p(t)�
����w�	A : s,B : s′ 	�x{�u�t�	��	{u~x�!����~�~�v��	���x�x�A : s,B : p,C : s′,D : p, . . . �u

A : p,B : s′, C : p,D : s, . . .�
�	��x�x���~x{�u�t��	~x�		u����t	����{xw�~�����*�����&�u����%	u~	

�w���~�tw��xw�~�	t�v�x�w{	��w~x	��{xw�~	~x�	{	��x�x�	�u�~wxu~	��~�	w~��v��!~	���x�x�|k〉���~	��w	
Ek
|uw��~x{�u�t������	�{�u�t��	�Vk

�t���w�	A : s,B : s′ {�vv	{	
t�	�x�{��v�xw�����t���u�	

���*��~x	tv��!t	�	�v	x��	���wv	�p(t) 	~	�~{xw�~�	�Vk 	xEk�~�u��	~����~�
t�	~{��	�t���xw{t	

�	���utw~	x�t���������u�t	���x�wt���	����t!v	~�	�x�����tu�t	�~�t�xw|u	v	~x{��t��w�x�w�uxw�~�	
Vk
	x�	�Ek ~

�	�x���{�~~u	�

���.�. �;�=��;�=�<��;=��>�
�<���<�?��=��>�><�����>�<>�=���=�<
�~	v�~w!�	�t���~x	�	�v	xx�~x�	����u��	t	����t!v	�~�t�xw|u	v	~x ��uv�w~��u�x	v��
t�~���	�x�	x��wx	����~�v�~�t��w|u	v	~xt�vw���xw�~{�vv	u~���{	��u��	�w�u�w�~�	~�wv	~(
�w�~d

���	{u~	������wtwx�p(t) |u	t�	�{wx�xw�~ss′ �wx|uwxx�t���w�	AB �t�w~�x�~x t ��~~�	������w���wu	x�t����#�������#��


p(t) ≈
∫ rd≈RAB/2

rd=0

dvd
(4πDt)d/2

e
−r2

d
4Dt

�$D 	�xt	{�	�{w	~x�	�w�u�w�~	xvd 	�x
t	��tuv	�	t����!�	�	����~rd����

wv	~�w�~d�u���{	��u�	�x
�w�{wt	����tu	��v�w�	~�u�����~x|u	{��{u~�	�����uwx�s �us′ �	ux�w�u�	���~�x�ux	�t	��w�	{xw�~�
��u	t��w�	{xw�~���u{��	����t��x�xs′ �us��~��wx|u�wt��	u�	~x�w�u�	�{��{u~�u�2 �wv	~�w�~��t�
�wv	~�w�~�u���{	��u��	����~{���{�	�	2×2 = 4�

�w�~�t�~�|u	t��~�	ux���tu	�D ��
{	�t�	��|u	~{	
�	���w V̄

~

�	t�x��~�wxw�~
R2
AB ≈ D ~

V̄
�

������tuxw�~�	{	xx	�|u�xw�~����x��~�	��v�xw�~�	��u�w	���	�v	x�	���uw�	app(t) 	x��~{
t��u��	

�	�w	Tvie(∆) =
∫ +∞
0 |app(t)|2 dt �	

t��x�xw~wxw�tpp�
�~		�w�t�	�{wx�xw�~ss′ ����uwx	�	tt	���w�u�	�	xt���w�	���	�	~w����~�x�xpp��	~�v��	���x�x�s′ ����uwx����t���w�	AB 	~x�	t = 0 	xt 	�x��~{��~~����t�	��vut	NAB

s′ (t,∆) ≈ t
Tvie(∆)
�

��{�v����w��~��	{t	���~~�	�	����wv	~x�t	�	�x	�	{xu�		~�u�����~x|u�wt��N0 ��w�	��	v�t��t	�
�
AB ���	����{�	���u�����w��wx	��~�+x�	�	�xu���	����t�	�x��w	u��ux�	v	~x|u	���t��w�u�w�~��	
{��w��	RAB ≈ d/5 	�x��~~�	���

t�t���u	u�	����wv	~x�t	�	���w	���~	~���uwx�t���N0 ≈ N/53 �$N
	�xt	~�v��	���x�v	��	����	������	~x���~�t	�����	~�v��	���x�x�s′ ����uwx�	�x��~{��~~����t�	��vut	


Ns′(t,∆) ≈ N0NAB
s′ (t,∆) ≈ N

125

t

Tvie(∆)
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�	v��!t	�	�v	x�	�	x��u�	�t�	��v	���t�xw	��u	~���u�t	����	��	���w	���x	~u	��u�t	��	~�wx��
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√
γt
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√
γt 	~	�~{xw�~�ux	v����w~x	��{xw�~�	t��v�twxu�	�	���w	����	���	���~x����wt
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�	��x�v	��	����	����~x�	�{�~�w��x�x�!����{w	u���u��xu�w	��	�wxu�xw�~�	�x�+v	�����xu�	�	�
w~x	��{xw�~���~�u~����	����	���	�v	x����	�	v�t	��	v���tw�	�u~	�wxu�xw�~�$t	�w~x	��{xw�~���~x
�w	��x	�|u	�	�	�	x�{�tt	{xw	�	x�N {����������w��	~x���uxwtw��xw�~���x�v	�	��w���	�v	x	~�ux�	�	
�	t	�t	�v�u�	v	~x��	��x�v	�	x��~{�	v���tw�	�u~	�wxu�xw�~���{�	��u~��tw�	�v����	�

�	���x!v	�	����	����	���	t��	�v	x�u��w���xu�w	�	~	�~{xw�~�ux	v����	t��	~�wx���	t�	��{	
�	t�w~x	��{xw�~�	~{��~�	�~xt���t	u��	n�	x{��u~���{	��u����{��~�	��	�{wx�xw�~pp→ ss′�

�	���{	��u�
�	ux	~	�wx��	�	{xu	��tu�w	u��	�w�{��t	�����uwx��	���{xw�~�s 	xs′ ��~x���{u�����u~���~�v!~	�	
vw���xw�~sp→ ps �us′p→ ps′�����w�	�	ux�w~�w�	x��u�	���~x�x�x��w�w~	tpp��	xx	���{xw��xw�~�	t���w�	�	�v	x�	|u�tw�	����ux�{�x�t�xw|u	t	���{	��u��

�	�v��!t	�x����w|u	���~x{�v�t	�	�v�w�	~{��	wv���	�wx���	x��wx	v	~x�	���~~	t���	t����w{w
	x|uw~	{�~�w�!�	|u	t	��tu����{�	���w�w~��	�v	x�� ��	{�v��	~��	u~	���~�	���xw	�	���~~�	�
	����wv	~x�t	��v�w�t	������	�uv��!t	�N {������wx�		�w�		~�wv�tw��~xt	x��wx	v	~x���{��	~x��	
~�v��	u�����t!v	�x�~x	����wv	~x�u�|u	x����w|u	��	v�~�	~x�+x�	x��wx���|u	{	��wxt���t��w��xw�~�	~��w~��	t��x�x�	�����x�t����w�{�xw�~�w�	{x	�u���{	��u��	�w�u�w�~�u~	������wxw�~��	����w	~{	
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���{�	���u�t�	�	x��u~	w~x	��{xw�~	~C3/R
3��	���w�	����x�v	��u�w��	~xu~		��{	F = − d

dR
C3
R3 = 3C3

R4|u	~�u����~�~��tw��	��~�x�u�~��v��!t	���	{���wx�	�uw��~x�	��{�~��{���t��xu�	�	{	�	��{	��wtv�~x�	��t�wv���x�~{	�	{	�	��{	�	xw~�w|u	��~{|u�u~v��!t	x����w|u	��ut�~xx��wx	�t��{��~�	
��	�{wx�xw�~pp→ ss′ ��

wx��	~��		~{�v�x	t	�v�u�	v	~x�w~�uwx����{	�	��{	��
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~�u�	tt	��w�	pp �	ux�t�������w��	~�u�	�u��	{�u�t��	��	{u~	��~�	�|u��w({�~xw~uuv�w~��v��!~	
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�~��u��uw��~xt�{�~{tu�w�~�u{���wx�	���{��	~x�wt	�x	�{wt	�	��w�|u	�w	~|u	t	��x�v	��	
����	�����{�	���w�w~���w	~xx�!��t�w�~��t	�u~��	��ux�	��R0 ≈ 1µv	~{�~�

w����~xt	���w�	����{�	��
�	�	�	x���~�vw|u	���w�	~x	�w�x	����t�	v�t	��~{w~�w��	~���t	�	x	~w�{�v�x	�	{	�	��{	��

�	�ux�	{	{���wx�		�x�	v	xx�		~��w�	~{	t�	�	x�	{	�	��{	��w��t�w�	�����	{xw�~����w~x���uw��t	�	��{	��w��t�w�	��	~uxwtw��~xt��w�w�~�	�{�u��	��	��x	~xw	t�xx��{xw�	�	x���ut�w�	�	~x�	t	��	u��x�v	��
�	�	�	x��	{	�	��{	��u�t	���w	�	����wv	~x�t	��	��~x�w�{ux������	{xw�~�����	��{�~��{��	�t�	����w	~{	
|u	~�u����~�	�	{xu�	���u�v	xx�		~��w�	~{	t�	�	x��~�vw|u	�	�	��{	��t�~�u	���x�	��~�t	
���{	��u���w~x	��{xw�~	~x�	�x�v	��	����	����	�	����w	~{	���~x����	��u�u~{��~�	v	~x��w���xw|u	
�	t�{�~�wxw�~�	����~�~{	����v��w�{�xw�~�u{��v��t	{x�w|u	E��u{�u��v+v	�	t�	����w	~{	��	xx	
v��w�{�xw�~~�u��	�v	x�	{��	�����������	��w���xw|u	��	��x�x��u�u~	{�u��	�xx��{xw�	�u�u�u~	
{�u��	���ut�w�	��	t�~~�����w����	������w�x���	���w	��	����~�~{	���x	~u	���~x�t���x�!��w���	~x	��
��{�~{tu�w�~����w~�w|u	{�vv	~xt�v��w�{�xw�~��~�vw|u	�u���{	��u��	�v	x�	{�~x��t	�t	�	��{	�
�xx��{xw�	�	x���ut�w�	��	x�	�v	x�		�w�	t	tw	~��	{t	{���wx�	�uw��~x�|uwx��wx	�	t�v��w�{�xw�~
��~�vw|u	�u���{	��u��	���x�����{w�xw�~���t	{�~x��t	�	�	��{	��xx��{xw�	�	x���ut�w�	����t	�t��	��
�	�		��w�w��	v	~x�
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��u����~�x��wx�t	�w~x	��{xw�~�	~x�	�x�v	��	����	�����u~v��!t	��	u��x�v	���uvw��u~	
w~x	��{xw�~�ux��	�w��t	(�w��t	��	t�~�	�x�����~�����	t	�t	�w~x	��{xw�~���w���~x��~�t	���{	��u�
�	���x�����{w�xw�~uxwtw��~x�	�{�u��	��	��x	~xw	t����	~�~x�	t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	��{�wx	��~�
t	{���wx�	��������~��	��u��	��tu�t�w~{	xx	�~�t��w	�����u�	������~~	u~	�w�w�~�x�vw|u	|uw
~	�	��+x	����w	~�t��w�w�~v�t�{ut�w�	|u	~�u���ut�~����w���~�	�	������{�	��	t��w�w�~
���x�����{w�xw�	���u����~���~{�	����	~x�t��~	��w	�	�~w�	�u��	��	u��x�v	���A 	x

��
B�	~

	�~{xw�~
�	t	u��w�x�~{	w~x	�~u{t��w�		x	~	�~{xw�~�u{��v��t	{x�w|u	��u�t���u�	������	���u�	��~x�x�
x��{�		~uxwtw��~xt	v��!t	���	t����	~���	~�w{	����	{|Ψ1〉 = |23p3/2, 23p3/2〉 = |f〉�|Ψ2〉 = |23s, 24s〉�t�w~x	��{xw�~�x�~x��~~�	���t�	��vut	����&


W12 = VAB =
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��	{t��w�w�~v�t�{ut�w�		x��~�vw|u	�{��v�xw��	�u�t���u�	�����~�u���u��~����xu�w	�t	���w	�
���	���	�t����	�	����w	~{	��	x��~�		�x��	�{wx�xw�~23p3/2 + 23p3/2 → 23s + 24s������v�x�w	�	���w	��
|u	~�u���w�~��xx�w�u�	�t�	�w�x	~{	��u~�w��t	�	�v�~	~x�	t��x�x23p��	ux+x�		��tw|u�	��u~	�ux�		���~	~uxwtw��~xt	�	��{	�F+

	xF−��xu�w�~�	~	�	xu~	��w�	���x�v	�AB ����������u~	�w�x�~{	R0
��u�u~{��v�E t��!�	v	~x

�u���w	u��t���t	u�E0 = 84, 4

�{v�	����~�~{	���wv�ut�w�~t��	�	�{wx	t	��x�v	�p�w�	�t��x�x|i〉 �	t���w�	AB 	{�vv	E > E0�

t��x�x	�{wx�	�x��w~{w��t	v	~xt��x�x|−〉�����w�	���x�v	�AB ���~{u~		��x	������wtwx���+x�	��~�t��x�x|−〉�	tt		�x��~{��uvw�	�t�	��{	F−
�xx��{xw�	{	|uw��wx	~x���~	�u~	

�wvw~uxw�~�	t��w�x�~{	w~x	��x�vw|u	R0��
�w~x	��{xw�~W12 = VAB =

CRyd
3

R3
0

�u�v	~x	��~{	xt	x��~�		�x

pp→ ss′ ��
wx�t���+x�	�tu�	�{�{	�

����|u	E 	�xt��!�	v	~xw~	��w	u��t���t	u�E0 = 84, 4

�{v�	����~�~{	�t	���~�v!~	w~�	��	�	

����uwx�����w�	���x�v	�AB 	�x��w~{w��t	v	~x��~�t��x�x |+〉�	tt		�x��~{��uvw�	�t�	��{	F+���ut�w�	�{	|uw	~x���~	u~	�u�v	~x�xw�~�	t��w�x�~{	w~x	��x�vw|u	R0��
�w~x	��{xw�~VAB �

wvw~u	
��~{	xt	x��~�		�xpp→ ss′ ��

wx�t���+x�	v�w~�	�{�{	�
�~{�~{tu�w�~t���|u	E > E0

t	�w�~�t��wx+x�	�tu����~�|u	t���|u	E < E0�
t���w	��wx+x�	���v�x�w|u	

����wx	��u{�x��	�E {��w���~x�{�vv	~�u�t����	���~��

�����) E>�;���>��<�>�<;<�?>�;���>�����>��������;<��><��>?;�;=>;������=��>

���ux�	�w~x	����x�xw�~��	t����v�x�w	�	���w	���~x{	�	~��~x����w�t	��
�u���������	���"���t���w�w~	�	t����v�x�w	��x��xx�w�u�	�t�	�w�x	~{	��u~�w��t	�	�v�~	~x���
|u	�xw�~|uw�	�x		~�u��	~�	�x�	����w�t	|u	t�	��	u�	�	x���vw~	t��ux�	
t�	�w�x	~{	��u~�w��t	�	�(
v�~	~x�ut�	�w�x	~{	�	�	��{	�F+

	xF−�
�	xx	|u	�xw�~�	ux+x�	x��~{��		~�xu�w�~x���ux�	�����~�~{	�

�$t�	�w�x	~{	��u~�w��t	�	�v�~	~x	~x���~	u~	���v�x�w	����wx	�w�	��	��E {��w���~x�	x�$t�	�w�x	~{	
�	�	��{	�F+

	xF−
	~x���~	u~	���v�x�w	���u{�	�w�	��	��E ��{��w���~x����u�~����~����	~{��	���tw��

�	x	tt	�	����w	~{	���~�ux�	���~�v!~	�	ux�u��w�	~w��	�xu��	�t	���~~�	�
t	�w�~���+ {�������
���x�w�~w��xw�~t����	t�	�{wx�xw�~�	��x�v	��	����	���t	u�~�v��	�	ux�xx	w~��	u~vwttw	���u��	�
	��x	��	~�wx�����x�v	��	����	����
�~v��!t	�wv�t	�����u�t	x����!v	�	��u��	�x���	t������~�t	{�v�t�v	~x��"���wtw~�w|u	|u	
�u��~xt	���	vw!�	�{	~x�w~	��	~�~��	{�~�	��t	�w�~���+ {��	~xu~{��v��t	{x�w|u	|uw�������	�u
{��v�E��	��x�v	��	����	����~�t��{��~xwtt�~{��w	~x��~{��w�u~{��v�w~	��w	u��E {	|uw{��	u~	
���v�x�w	�	t���w	����wx	���u���wx	�{	����t!v	�~�u���	~�~�	~��~���t�	���~~�	�	~����	~{	��u~	�w�t	~�v��	��w�~��t	�{�u��	�����	~x�	���~�t���u�	���"	u�	~x����	�	v�t	���x	~u	�	~����	~{	
��w�~�	~~�v��	w~�u���~x��u�t	��	�xu��	��
�t�	v�t	��wx��~{���	����t	��~�x�ux	�~��	����w	~{	��	{��	�t	��x�x��	����	����������~�~{	
	x�	t	��v	~	���ux�t	v	~x�����~�~{	����u~�	xwx	�{�tw	��	{��v��t	{x�w|u	∆E�u~		�w�|u	t	�w�~���+ �~x�x�� 	{x�����t	{��v�E�s�w�{	���{	��u�~�	�x�����~��u�{wx	�|u	t|u	�w~x	�����xw�~��
{	t��	ux	~���xw{utw	�	~�	~��	��	�	�	x��	x��~�wxw�~���~�vw|u	��������	�w���xw|u	�u��w���xw|u	�
	~x�	{�u��	��	��x	~xw	t��	���{	��u�	�xw~x��	���~x	x�	ux����wtt	u��+x�	uxwtw����u��xu�w	�t�	�	x
��~�vw|u	�	�	��{	��t�~�u	���x�	F+

	xF−�
��u��tt�~���{�w�	{w�	���u�t	�	����w	~{	�	�	{xu�	���~�

{	�	~�	x|uww~�w|u	~xu~	��~�vw|u	wv���x�~x	�u���{	��u��
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�w����vv	���~	��w	��u�t	��x�x��	����	��v�t�{ut�w�	���~��ux��u�u~	�w�x�~{	w~x	�~u(
{t��w�	���	R0 = 0, 4µv�

�~�����u�u~{��v��t	{x�w|u	E0 = 84, 4

�{v{���	���~��~x�t�x��~�wxw�~

23p3/2|Mj = 1/2| + 23p3/2|Mj = 3/2| −→ 23s|Mj = 1/2| + 23s|Mj = 1/2|������w��	u��	�x��wx�	�x���(���xw�~~	tt	�|〈23p3/223p3/2|Ψ〉|2 {	|u
w{���	���~��������wtwx�|u	t��x�x|+〉 �u|−〉 ��wx	�{wx����t	

t��	��ut��{���~xt	��x�x�23p3/2��	�
	��{	�{t���w|u	���~xF± = − d

dRE±(R)�
��u����~��u��w�	����	~x�

�{��v�xw|u	v	~xt	�������	���(��w���xw|u	��	��x�x�|−〉 	x|+〉 t�����u~	�{�tw	��	{��v�δE ���wxw	�u
~���xw	�
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������ @�<�>��=�<>���;?=�;�=�<�>?�>����=><�>
5���-#����2-,�-�#���-��-
��x�	�ux	�x��wv��w~	��uw��	���tw�	�u~		����w	~{	v	xx�~x	~��w�	~{	t�	�	x�w���	~x�	�	��{	�

F+
	xF−�
�xu�w�~��������|u�twx�xw�	v	~xt	u�	�	x��~��wv��w~	�u~		����w	~{	�	�v	xx�~x�	t	�

�w�xw~�u	��
��	��{	F−

	�x�xx��{xw�	�	tt		�wx�wvw~u	�t��w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	R�{	|uw���u�{�~��|u	~{	
���u�v	~x	�t	��x	~xw	t��w~x	��{xw�~V =

CRyd
3
R3
��~�	��	v	~xt���w�	���x�v	��	����	����~�t��x�x

|+〉 	�x��uvw�	�t�	��{	���ut�w�	F+�|u
w	�wx�u�v	~x	�t��w�x�~{	w~x	��x�vw|u	R 	x��~{�wvw~u	�

t	��x	~xw	t��w~x	��{xw�~V =
CRyd

3
R3 ��	�

	��{	�F±
v��w�	~x��~{t	��x	~xw	t��w~x	��{xw�~	~x�	t	��	u�

�x�v	��wt~�u�	�ux��~{wv��w~	�u~		����w	~{	�	�v	xx�~x�	v	xx�		~��w�	~{	t����tuxw�~�u��x	~xw	t
��w~x	��{xw�~�

��w��	�	t�	����w	~{		�x�t����wv�t	��t����wx��	�	{xu	�t	���|u	~{	�	����wv	~x�t	��	������	��w�(��xw|u	����u~	v��w�{�xw�~x	v���	tt	�	E(t)��x���	��t	{��w�	v	~x��wx�		tt	���~x�{��v�xw��	��u�t���u�	�������������wtwx�P �	������	�w���xw|u	�w�	�t�������wtwx��u{��~�	v	~x|+〉 ↔ |−〉�	�x	~
	�	x�	tw�	�w�	{x	v	~x�t��v�twxu�	�u��x	~xw	t��w~x	��{xw�~V 	�����!�t�	��vut	��~��u(�	~	����#


P = PLZ = e
−2πV 2

h×366.108~
dE
dt

������

����t	v	~x�	~���x�~x��u~	��w�	���x�v	���~�t��x�x���ut�w	 |+〉�V �wvw~u	���x���	���	�u{��w(
�	v	~x��wx��		�wxv�~w!�	�	�tu�	~�tu��w���xw|u	��wt��~��xw	~xPLZ ≈ 1�

t��x�x��wx��~{�	�	~w�
|−〉��~�	��	v	~x�	~	~���x�~x�	t��x�x|−〉�V �u�v	~x	�t�x���	���	�		�wx�	v�~w!�	�	�tu�	~�tu�
��w���xw|u	��wt��~��xw	~xPLZ ≈ 0�

t��x�x��wx�	�x	�|−〉�������	~{	�	�	��{	��t�~�u	�w�x�~{	��wx
��~{�	{���{x��w�	����t		�wx|u	�|u	t|u	��wxt��x�x�	�����x�w�	�|u	t|u	��wxt	{��v�Ein �	�����x

��t��x�x�����w��	���!�t�x���	���	�u{��w�	v	~x��wx����u�u~{��v�Efin
����wx+x�	���{�	�	t��x�x|−〉��	

���utx�x	�x	����wv	~x�t	v	~x��x	{x��t	�{��t��x�x|−〉 {�v���x		~�w���	~x	�������xw�~���	t�~t���t	u�
�u{��v�Efin = Ein + ∆E�t��x�xs′ ��x	{x�t����	t�w�~w��xw�~�	��x�x��	����	�����u���ut	��~�w{wu~��w~xwv���x�~x��~�t�{�~{	�xw�~�	t�	����w	~{	��wt	������	�x���	��t	
{��w�	v	~x��wx���	�	{xu�wx�	v�~w!�	�u�	v	~x��w���xw|u	�u�u�	v	~x�w���xw|u	��~�����	~{	�	�
	��{	��wt~���u��wx����	�w���	~{	���	�	��{	�F±

x	~�	~x�v��w�	�t	{���{x!�	�w���xw|u	�u��w���xw|u	
	x{	�	v�~w!�	������	�uw��~x|u	t��~	�x�u�t�{�u��	���~	��w	�	t��x�x|+〉 �u|−〉�

0��,�	�����2-,�-�#���-��-2-#�		�
-����2������	�-
��u���x	{x	�t�	�	xw~�w|u��~�u����~���~{{��w�w�	���xw���u~{��v�Ein

���	x�	x	�vw~	����u~
{��v�Efin = Ein + ∆E {��w�w�	v�~w!�	�x���	��	�t	{��w�	v	~x��wx����u����~���~{���tw��{	�	����w	~{	�	~{���~xu~	�{�tw	��	{��v���u~	�v�twxu�	���w��t	�x�(
�w|u	v	~x|∆E| ≈ 2, 4


�{v���	{u~x	v���	v�~x�	tuw�u��w���w��t	τ ≈ 1µ���	x	v���	v�~x�	�~�{	���w�	v	~xw~	��w	u��t��u��	�	�w	�	��x�x��	����	�����	~�w��~10µ�
���x�{��w�w	~�	��	~�~x

t��w�{u��w�~	�wx	t����	t�w�~w��xw�~�	��x�v	��	����	�����u~{��v��t	{x�w|u	�ut�����u����~�
~�x�vv	~x�	��w�t�	��vut	��*��~~�~x�t�����u~	v��w�{�xw�~x	v���	tt	�	E(t)�t�������wtwx�PLZ

�	
������	�w���xw|u	��u�t	{��w�	v	~x|uw~�u�{�~{	�~	���~~����t���u�	�����


PLZ = e

−2π

(
2002e2a2

0
8R3

0

)2

h×366.108~
dE
dt

������

�$~�u����~�uxwtw��t�	��vut	����"��	{−2γ ≈ 3.66
s����
�v����	{R0 ≈ 1µv��~��wx|u	dE/dt ≈

25000
�
�v���= 2, 5

�
�{v��µ�	�xt�	��~xw!�		~x�	t	������	��w���xw|u		xt	������	�w���xw|u	���
�w�{u��w�~���{��	~x	w~�w|u	|u	��u�|u�wt��wxu~	�	x�	�	��{	��wt	�uxt�w��	�u~	{��~{	�u������	
�����tu	��	��t��w���xw{wx��u�	��t���w���xw{wx��w�	�wt	�ux dE/dt ≈ 2, 5

�
�{v��µ��	t	{���{x!�	�	
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�w���xw{wx��u����w���xw{wx�	�x	�	{xu����t��{xw�~�	t�	��{	��t	�ux��~{t�w��	��t�	��{	t	x	v������w�
{	|uw~�{	��wx	|u	t|u	�vw{���	{�~�	�������!�t�~�x	����	�&&���~x	v���	v�~x�	�	t�����	�	t�
vw{���	{�~�	�	v�t	��~{w���t�

�	{��v�∆E 	�x{���	~uxwtw��~xu~v�~x��	w~x����x	u�RC ���	{R ���w��t	��twv	~x����u~	
wv�ut�w�~���	x���~{���u�t��t�|u	���w�t���u�	"���������	�{	tt	�	{	��~xt	�ut�	��w�~w��xw�~���
{��v������|u	~{	x	v���	tt		�x�{��v�xw��	���t���u�	�����
���tw{wx�~�t�	����w	~{	��u�t�	�	v�t	Ein < E0 	x∆E > 0�

�
t = 0�
t	{��v��t	{x�w|u	E = Ein 	�

x
�x�xw|u	�~�u�t����~��u�����w~	��w	u��u{��v��	����~�~{	E0��

�wv�ut�w�~t��	�	�{wx	t	��x�v	�p�w�	�t��x�x|i〉 �	t���w�	AB�{�vv	E < E0�
t��x�x	�{wx�	�x��w~{w��t	v	~xt��x�x|+〉 ���w�t���u�	���������!�2µ������tuxw�~tw��	��$�u{u~	�	x~	�	����uwx{��t	{��v�	�x��������~�~{	�~�u����~{��~�t�	�{�tw	��	{��v�∆E��u��������wxw	��u���	�t	�w��	����x���	���	�u{��w�	v	~x��wx��v!~	�{�vv	

~�u��	~�~��	t�	��tw|u	���t��x�x|−〉�2µ��tu�x�����t = 6µ�
�~�u�w�~w��~�t	��x�x�s′ ���u~	wv�ut�w�~�t	{x�w|u		��~�t��	�{�w�xw�~|u	~�u��	~�~��		�w�	Efin = Ein + ∆E > E0 	

x��~{|−〉 ≈ |i〉 = |pp〉
���w�

t���u�	�����~	��~~	����~{tw	u��u{u~�w�~�t�

�	����utx�x��	t�	����w	~{	��~x����	~x���u�t���u�	�������u��tt�~�t	�w~x	����x	�{w(�	���u��

��������
����t�	���w	����	���	�t����	�	����w	~{	��	������	��w���xw|u	��	�tw�~	�	~xw�	x�w~�w|u	~xt	�����u�w�~�tw�~w|u	�����|u	~{	x	v���	tt		�x����	t�		~	~{������u�t	������	��	{∆E > 0��	�
{��v��Ein,≈ 83, 2


�{v���u�t�	����w	~{	��	{∆E > 0�	xEin ≈ 85, 6

�{v���u�t�	����w	~{	��	{∆E < 0�

��~xw~�w|u��	t	~w�	�ux�!��w���	~x�	��w�~�u���u�{	�{��v��	�xu~	w~�w{�xw�~{t�w�	�	t�	�	x�	�
	��{	��t�~�u	���x�	�{�vv	{	t�	�x	��tw|u���~�t	x	�x	�
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������ �<�>�����;�=�<�;��;��;�>�;���=;�;�=��>
3��-�����-�#����-���,-2-	#�		�
-	����2������	�-	

��vw�		~��w�	~{	�	t�	�	x�	�	��{	��	ux�		�w�		~�xu�w�~xt	{���$t	��x�v	�����	~x��v�x�w(
|u	v	~x�x���	��t�����~�~{	�{	|uw{���	���~��u~{��v�Ein = E0− 1, 2 ≈ 83, 2


�{v��u�t�	����w	~{	
��	{∆E > 0 	xEin = E0 + 1, 2 ≈ 85, 6


�{v��u�t�	����w	~{	��	{∆E < 0��t	�x	~	�	xx�!�~	xx	v	~x�w�w�t	�u�t���u�	����|u	t	�w�~�t�	��x�x�24s�w�	�����	~�~x�	
|f〉 = |23s, 24s〉�	�x�tu�	�w�t	��~�t	{��∆E > 0 |u	��~�

t	{��∆E < 0�
�~	�	x
��~�t	{��∆E > 0�t��x�x�	�����x	�x|i〉 ≈ |+〉�t����	t����tw{�xw�~�	t�	�{�tw	��	{��v��t	������		�x����~x��	�w���xw|u	

	xt��x�x�~�t	�x��~{��w~{w��t	v	~x |−〉 ≈ |i〉�{	|uw�	x���uwx���u~		�w�t	������xw�~���x�x�|f〉
��x	{x����~�	��	v	~x���u�∆E < 0�

t��x�x�	�����x	�x|i〉 ≈ |−〉�t����	t����tw{�xw�~�	t�	�{�tw	��	
{��v��t	������		�x��w���xw|u		xt��x�x�~�t�	����~{��w~{w��t	v	~x|f〉��	���w��~~	v	~x��wvwt�w�	��	u�	~x+x�		�wx���u�w~x	����x	�t	��v�twxu�	��	�����~�~{	��E =
E0 ± 2, 4


�{v�v�w�u~	w~x	����x�xw�~���{w�	�	�����~�~{	��	v�~�	��uxwtw�	�t	v��!t	�N {������	xx	��	vw!�	�xu�	�	�v	x�	v�~x�	���~��v�w�u!x�t�	�	x��~�vw|u	�	�	��{	����ut�w�	�F+
	x

�xx��{xw�	�F−�

�-	���-	�-	���#�		������	�-	#����##������-���-2-,���	�����-
��u�{�~��v	�	~{��	~�x�	w~x	����x�xw�~��xu�w�~�t	���utx�x|u	~�u��u�w�~���x	~u	~t����	~{	�		��{	�
�	�{�u��	����~	��w	E+(R0, E) 	

x
E−(R0, E)��~~

�	����t���u�	�������~x��v�x�w|u	����������x�
E0�
�~t����	~{	�		��{	�R0

�	�x	{�~�x�~x	x{	xx	��v�x�w		�x{�~�	���	��~	~���uwx|u�	~t����	~{	�		��{	�t	���w	���x	~u	���	{∆E < 0 	x��	{∆E > 0 ��
w�	~x+x�	wv��	���v�x�w|u	�t�u~	�	t��ux�	���

������x�u{	~x�	�	t�����~�~{	E0���
��u�	����w~�w|u	{t�w�	v	~x|u	{	t�~�	�x���t	{��
t	���w	�b)

	xc)~	��~x�����v�x�w|u	����������x�E0�
�~��wx�t����	��	~��	t��w�{u��w�~���{��	~x	�

�����) E>�;���>��<�>�<;<�?>��=���?���>�;��?=��;�=�<�����=�?>�������?>
�~�w|u�~�w{wt	�twvwx�xw�~�x�~x	����wv	~x�t	�|u	x����w|u	�{�~{	�~�~xt	���~~�	�	xt	u�w~x	����(
x�xw�~�

����-	#��	-	2-2����-	���������,-��2�,-	��#,-������,
��~�~�x�	{����w�~�t�~�t�����	~{	��u~{��w�	v	~x��wx�	~x�	t��x�x23s 	x

t��x�x19g �	��E ≈
84, 2

�{v���w�������uv	x�t�����%��w	x�t�����&�	xt���u�	�����|uw	�x�	ux+x�	�	���~���t	�	t����ut	v	~x�w�w�t	�u�t�{�u��	∆E = 0�	

t���u�	������w�~�t�~��u��w|u	t	�ut�	��w�~w��xw�~�	��x�x�
24s�	ux�	�xu��	�t���x	{xw�~�u���{	��u�	~{��w�w���~xu~������	��(��w���xw|u	�v	~�~x�t�w�~w��xw�~
	~	�~{xw�~�	�{��w�	v	~x���wx��x���	����	x	~��	vw	�tw	ut	{��w�	v	~xpp, ss′���u�x	�x	�{	��w���	~x���x�	�{x�����w�t	��~�u����~�	�	{xu��	�	����w	~{	��u����ux�	�����~�~{	��
�w~�w|u�	~���w�~xt��v�twxu�	∆E �ut	x	v���	v�~x�	�	t�	�{�tw	��	{��v��u�	x��u�ut�	w�~w��~x	�	�
	����w	~{	��~x�u��w�x��{{�v�tw	�	~� �ux�~xu~�	u�w!v		�{�tw	��	{��v���u�	�	{xu	�u~�	u�w!v	
������	��(��w���xw|u	�x���	��t�����~�~{	���ux	�{	�	����w	~{	��~x��~~��	����utx�x��wvwt�w�	�
��u��~x+x�	w~x	����x�����t	v��!t	�wv�t	|u	~�u��	~�~���	��tw|u	��

��2�,-���2����-�-�2�����	�-�3-�"#,�	�-��	���-	�

�	v��!t	�wv�t	|u	~�u��	~�~��	����	~x	��	v�t	��~{�	����uw�	|u�twx�xw�	v	~xx�ux	�t	��wxu�(
xw�~�	����wv	~x�t	�|u	~�u����~��	~{�~x��	���t�	ux~��~v�w~�+x�	x	~x�~x�	���tw�	�u~v��!t	�tu�
�����	�~�w��u����w�u~�{{���|u�~xwx�xw		~x�	t�	����w	~{		xt�x����w	��	v��!t	�wv�tw�x	���	t����
w{w�	�v	x�	{�v��	~��	�����w!�	v	~xt	����utx�x��	�	����w	~{	��v�w���u�+x�	�v�tw���wt��wx��	~��	
	~{�v�x	t	���w~�	xt�	~�w��~~	v	~x�	�N − 2 �ux�	��x�v	�	x

t�vw���xw�~sp → ps�
�	xx	��w�		~

{�v�x	�	x���uwx���u~x�!����~�~�v��	�	{�u��	��	��x	~xw	t�utw	u�	��	u�����	~x�	�{w(�	��u��



����� ���������� �#�

�~	���u{�	��u~x	tv��!t	��x�	�|uw���	�������	tt����#��t��w�	��u~v��!t	��~��u(�	~	���w�~�t�~�
{w�	���u�|u	t|u	�(u~	��	��v�tw���xw�~�����w�t	�


���t	�x��w�	vv	~x~�{	���w�	�	v��	~~	�t�	��vut	�����u�t	��w�x�~{	�R��u�x	~w�{�v�x	�	x�ux	�
t	���w�	����{�	����u����~�����wtt	u���	v��|u�	����wv	~x�t	v	~x|u�wt	�ux�	�x	v���	v�~x�	
���{�	��	t�~�~��	{�~�	��u�	�	{xu	��{�u��	��	�x��~�wxw�~��w���xw|u	��t��w�{u��w�~|uw�uwxt�	��vut	����w~�w|u	��~{|u	�	���w�	����x�v	�������	��	|u	t|u	��w�w!v	��	vw{��v!x�	� �u	~x	~{��	u~��t	wv���x�~x��	t�{�~��v	���wt	~�x�wx�	��w~�t	��t	��w�wt��w� �u����t	���w�	�
���x�v	�x�!����{�	��

����	��vut	����	�x�����u�t��	ut	���w�xw�~�	E��t���|u�wt	�x~�{	���w�	�	��	~��		~{�v�x	
�u��wt����w�xw�~�	R(t)�

�t��w{w�	u��w�{utx���wt	�ux���tw�	�u~v��!t	�	x��	��~��u(�	~	���	u��wv	~�w�~����u�x	~w�{�v�x	�	t����	~��~{		~R 	x	~E 	xwt	�ux��	~��		~{�v�x	t�	�w�x	~{	�	��	u�	��{	�F+
	xF−
|uw{�~�uw�	~x�u��~	��w	�E+(R+(t), E(t)) 	xE−(R−(t), E(t))��	��	u�����t!v	���~xx��wx�������w�wxw~���*#��~�u��	~����~��u��w�u���	��	~{	���~~�	�	~

���	~�w{	����
������w�wtwx���w�~w��xw�~�

�	{�t{ut	�	{xu��u���ux�u{���wx�	���v�~x�	|u�u~	��w�	���x�v	����������u~	�w�x�~{	R0 ≈
1µv	x�u

�w���~xt�	��{	F−
��~x�{{�t����t�u~�	��t��ux�	�	xwt��	�	~{�~x�	~x	~	~�w��~

√
2R0
a ≈

4µ��	���~�v!~		�x	~	�wx	~{��	�tu����w�	�1 − 2µ�
��{���tu�t	��x�v	��������{�	~x�tu�t��{{�t���xw�~	�xwv���x�~x	���u��	�		{xw�~~	��~	�	��wx({	|u	t	v��!t	��	u��x�v	��wt	�ux

��	~��		~{�v�x	t	�{�u��	��	��x�x�|−〉v�t�{ut�w�	� u�|u��R = 0 	�	����~�v!~	���w�~w��xw�~
��w�	~x�t����������x�	t����	�x�!�~�v��	u�{��w�	v	~x���	{t	�{�u��	�w�~w|u	���~�t���~	
w~x	�~	�
��~�{	���w�	��w�		~{�v�x	�	t�w�~w��xw�~���utx�~x�	t�{�ttw�w�~	~x�	�x�v	����{�	��{{�t�(
���t�u~�	��t��ux�	����F−

���w~�w|u	�u���~�v!~	�	vw���xw�~�	�	�{wx�xw�~��	~��w�{wt	t	
���	t���	v	~x�	v��!t	�|u�~xwx�xw	��
�����	�	����w	~{	����{��	~x	�~�u����~����w�	v	~x	��������~��u{{!�������	��	�{	����~�v!~	�
��w�~w��xw�~�	x��~{�	{���xw�~��u~�t��v�	��w�����	~�wx����x�v	��	����	��~�	�x��~���ux	
����u���~x	��~�~��	����w	~{	���u���u��w����	��	��	x	t�	�	x��

�	�v��!t	���~x{�v�tw|u���v	xx�		~�u��	�~�u�~�u���vv	���~{{�~x	~x����u~	�w�w�~|u�twx�xw�	
�wv�t	v�w�|uw��{�wx~��~v�w~�t�v� 	u�	���xw	�	��wxu�xw�~��	~{�~x��	��

�	
�
� �����
����

�	v��!t	��	u��uN {�����	����wx�u�t�����x�!�	�	����	����	���	t��	x��w�wt��w�wxt	���w�	�
���{�	���~�wv�t	{�t{ut�����u�t�	�	x�	�	��{	��w��t�w�	�F+ = 3

CRyd
3

R4
0

	xF− = −3
CRyd

3

R4
0

v�~x�	|u	{	xx	
����x�!�	��u~����	t�	�x�����{��		x|u�u~v��!t	�tu�{�v�t	x��wx+x�	���	t������u�x	~w�{�v�x	
�	�	�	x���~�vw|u	�	~�	~�������{	�	��{	���	�	��{	�~	 �u	��~xu~��t	|u	��u�t	���w�	����x�v	�
���{�	�R < 1, 5µv�	

tt	�~	�	�xu��	��~x��~{���t�	~�w��~~	v	~x	��v����x�v	����������	~�w��~t�
�w�x�~{	v��	~~	d & 3µv���~�	{�~��v	�t�	�w�x	~{	�	{	�	��{	�	x��~�t	�ux�	t	�{�~x��t	��~�u����~�	�	{xu��	�	���(
�w	~{	��	������	��(��w���xw|u	�u�t	�{�u��	��	��x	~xw	t���ut�w�	�E+

	x�xx��{xw�	�E−�
�	�	����w	~{	�

�~x{�~��v�t	��t	��w�wt��w� �u����t	���w�	����x�v	����{�	�	x|uww~x	���w��	~x��~{	��x	v	~x��~
v��!t	|u�twx�xw	�wv�t	~�u���	�vw���w~x	����x	�t��tu����~�	���xw	�	����utx�x�	����wv	~x�u��

��v��w�{�xw�~�	t�{�~�wxw�~�	����~�~{	�u���{	��u���w~x	��{xw�~�u{�u���	t�	����w	~{	~�u�
�	�v	x�	{�~x��t	�{	�	��{	�	~t	����~{��~x	x	~t	������~{��~x���t�~x���	xx	v��w�{�xw�~{�~x��t�	
�uv�u�	v	~x��u~	��w�	���x�v	��	ux�	�v	xx�	�	�{��w�w��t	��wx	��	��	t�xw�	�	~x�	�x�v	���	xx	
��	~xu�twx�	�xx�!�w~x��	���~x	��~�t	���{	��u���w~x	��{xw�~	~x�	�x�v	��	����	��v�w��u��w��~�t	
���{	��u��	���x�����{w�xw�~�$t	��x�v	���~xx���t	~x���u�	��~{�w�t	�����w!�	�{	~x�w	u�	���	{���wx�	
�uw��~x�	��{�~��{���t��	�{�w�xw�~��u~		����w	~{	�w��~x��{��w�w��t	��wx	��	��	t�xw�	�	~x�	�x�v	�
���uxwtw��xw�~�	�	��{	��w��t�w�	�t����u���{	��u��	���x�����{w�xw�~�
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�����	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~�tu�w	u�����~�v!~	�t�w��	~x�������x�	t	��t	�	�t��	���	
�w��	��	�u�t	���~~�	��	���x�����{w�xw�~
t����	���xw�~���~�	����xw	tt	�{���	���~��~x��	��x�v	�
���~xu~	x	v����xu�	�tu��	�w�	�w��u���w	u�	�t�x	v����xu�	�u�w!�	v��~�x�(��xw|u	�t�	��v�xw�~
�	v�t�{ut	�	��w�	���~�t��	��	���x�����{w�xw�~�ut����	���xw�~�	{�ttw�w�~���(f = 3)

���(f = 4)v+v	
	~����	~{	��u~	��xt��	��	��v�	u���	�x��w�	�	x���~x�	�v�~w		�x�xw�~���u~v+v	���~�v!~	�t��{(
{�t���xw�~�	��w�	����x�v	�	�{wx�	����t	�t��	���	�		��w�w��	v	~x���	{�����wxw�~��u~		��{	�w��t�w�	
�xx��{xw�	��	���~�v!~		�x�t���t	�uw��~x
u~	��w�	���x�v	�	��w����(6s)���(6s) 	~x��~x	~{�ttw(
�w�~	�x	�{wx�	�����~�	�w�x�~{	R ≈ 1,500 a0

���t	�t��	���	�		��w�w��	v	~x��u�u~	{�u��	�	��x	~xw	t
E = C3

R3
���v�x�xw|u	v	~xtw�	�t�twvwx	��(6s)���(6pj)

�t���t	u��	|C3|
�x�~x�t���x��w|u	v	~x10e2a2

0

��
�	��x�v	���~x�t�����uvw��u~		��{	�w��t�w�	F = 3C3

R4
|uwv��w�	t	u��wx	��	�	t�xw�	��~		�w�t	

���x!v	���	�{wx�t��~	��w	{w~�xw|u	�	{�ttw�w�~	�x��~{�	�w�x�w�u�	�
�	x	�	x	�x{�~~u�wt	�x�	���~���t	�	t��u�v	~x�xw�~�����w�xw�	�	�xw~����	t��~	��w	{w~�xw|u	�
���x�v	�	~x��~x	~{�ttw�w�~	x�	�v	x��	��tw|u	�{	�x�w~	��	�x	����	���	���~�t	��w!�	�v��~�x�(
��xw|u	�
��u��tt�~���{�w�	w{wu~		����w	~{	�	�v	xx�~x���xu�w	���u~		���~��w�w~�t	{	���~�v!~	�	v��|u�
�	�uw�t	���ux�u�		��w�w��	v	~x�	��x�v	����t��	����w��		�x��	�{wx	�t���w�	���x�v	����t	�t��	���	
�		��w�w��	v	~x��u�u~	{�u��	�	��x	~xw	t�xx��{xw�		x�	���~�	��t��	�w�x�w�uxw�~�	t��~	��w	{w~�xw|u	
�	{�ttw�w�~���t	���{	��u��	���x�����{w�xw�~���u���{�w��~���~�t��	{xw�~�����t�	����w	~{	{�~�w�x�~x�	�	{xu	�t����x�����{w�xw�~	~����	~{	�	�t��	���	�		��w�w��	v	~x���u�v�~x��~�|u	t	�t��	���	
�		��w�w��	v	~x	�{wx	~x�	���w�	����x�v	���uvw�	��t����u~		��{	�w��t�w�	�xx��{xw�	��	���w�	��	
���	�{wx	~x	~u~	��w�	���x�v	���tu�{��u�������	�w�x�w�uxw�~	~�~	��w		x	~v�v	~x{w~�xw|u	�	
{�ttw�w�~�	��	~�uwx	��x	{x�	������x�����{w�xw�~�����w�w~�twx��	t���x	{xw�~���t����x�����{w�xw�~���w�	
��~�t�����w�wtwx���w��t	�{��{u~	�	��~�	����xw	tt	�` 	~�xu�w�~xt	���w	��	��x�xw�~��~{�~�w����~xt	���ux	u���	�����w!�	�{	~x�w	u�	��	��x	~xw	t~�u���vv	���~{{����t	�	��x	�vw~	�t��~	��w	{w~�xw|u	
�	t�xw�	�{|uw�	���u�{�~{tu�~����u~	���w�	����	~x�xw�~�	~�	{xw�~������	�	����w	~{	����tw��	���~�
���ux�	��|uw�	�|u	t�~�x�	�~�x�vv	~xt	�	����w	~{	����u�v	~x�xw�~�	�u���~�t��x�x	�~��v	~x�t
�	���~{�	�(
wttw{�~�	x�t�����*��	~�	v	��~���ut�����#���|uwv	xx	~x	~��w�	~{	t�wv���x�~{	�	t�
����	~{	�u~�~�	�t��	���	�		��w�w��	v	~x��~�t	�	����w	~{	��	{�ttw�w�~�	~x�	�x�v	�	��w��	xt	��t	
�	�	��{	�	~x�	�x�v	�����~�	�w�x�~{	�

��
�
����������������
��������������	������������������	�����

�������������

��u��tt�~�	��tw{wx	�{��{u~�	�	�	x�|u	~�u��	~�~���w~�w|u	�
t����	���xw�~���~�	����xw	tt	�
�	` �
t	��	�t�	��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	���~�t��	��	���x�����{w�xw�~	xt����	���xw�~�	{�ttw�w�~��(f = 3)
���(f = 4)�	~{�vv	~��~x���t	�tu���	{x�{ut�w�		xt	�tu��w{�		~w~	��v�xw�~�
t����	���xw�~

�#%
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��u~~�v��	w~�xx	~�u���~�	����xw	tt	��	{�ttw�w�~�

�)����D���><�;�=�<�;�=;�=�>�>?��<>��=>�>��??=�=�<

��	����w	~{		�xx�!��wv�t	
wt�u�x��	�	{xu	�t����x�����{w�xw�~	~����	~{	�	�t��	���	�		��w�w�(
�	v	~x�uw�	~t����	~{	�	{	u�({w��	���	{x�	��	���x�����{w�xw�~���x	~u���~xx�!��w���	~x�t���|u�wt�
��~x	�	{xu��	~����	~{	�u~�~�	�t��	���	�		��w�w��	v	~x������	t�~�x�!��u{{w~{x	v	~xt	����ut	(
v	~x�	t�	����w	~{	��{�wx	�u{���wx�	���~����	~{	�	�t��	���	�		��w�w��	v	~x�{�v��	~�~xt	t��	�
�	��v�	u���~�u�{��w�w���~�t�t�~�u	u����~�	�ut��	��	���x�����{w�xw�~�w
����u�	�{wx	�u~	��w�	
���x�v	���~�t��x�x	�~��v	~x�t�	��u~~w�	�u��(�w���xw�~~	t�	t��x�x0−g (6s+6p3/2)�

�	x�x�x�	���	�{wx	
	~u~	v�t�{ut		��w�	|u	~�u�w�~w��~���
{	�u~t��	��ut��	~w�~���

2+
��x	{x�����t	���t	xx	��	

vw{��({�~�u��
�~���	���~xt	���{	��u��	���x�����{w�xw�~	�{wx�~xu~	��w�	���x�v	��~�u����~��t����{{!��
t�w~	��v�xw�~�u�t���	vw!�		�{wx�xw�~�u�w	���{	xx	��w�	���x�v	����t	�t��	���	�		��w�w��	v	~x	x�u�
t����	�{wx�xw�~���w�xw�	�

�	���{	��u�	�x�{��v�xw���u�t���u�	�������	�{wx�xw�~���t	t��	��	���x�����{w�xw�~�tw	u��	�
�w�x�~{	�w~x	��x�vw|u	�w~	��w	u�	��t����wxw�~�	t�����w!�	{	~x�w	u�	�~�u���u��~���~{��x	{x	�t	�
�x�v	�|uw�~x�x��u���vv	~x�{{�t�������~x�	�	���	�{wx	�	x|uw�	u�	~x�t�������	�t�����w!�	�	
��x	~xw	t��
{	�t	u��~	��w	{w~�xw|u	�tu����~�	�

�)���� A��>��;�=�<�>?�;���><�;�=�<��<����>���<�>��;��=>??>��;<�?;�
���;��
���=;�=�<

�����	���xw�~�|u	~�u����~�	�wx	�x���	��t���x	{xw�~���x�����{w�xw�	���	t��u�v	~x�xw�~�u~�v��	
���~�	����xw	tt	����w��~x�{�u�x	�w�x�~{	��{�u�	�	t��	�w�x�w�uxw�~���~	��w	{w~�xw|u	{�u��	���t�	�{wx�xw�~���t	�t��	���	�w��	��		�x��v�~x��	�u�t���u�	�����
��u�w~x	����x	�{	xx		����w	~{	�wt	�x~�{	���w�	�	����	t	�t��	t�xw�~	�w�x�~x	~x�	t	~�v��	|u�~(
xw|u	�	��x�xw�~Jf �	���

w	��	���x�����{w�xw�~���	���	�	xt	~�v��	|u�~xw|u	̀ �	��x�xw�~�	�~���u�


Jf = `+ 0,±2

�	xx	�	t�xw�~�	�v	x�	{�v�x	�t	~�v��	���~�	����xw	tt	�	~���xw{utw	�	~�	v��|u�~x|u	Jmax =
`max + 2��	���ux	u���	�����w!�	�{	~x�w	u�	���~x��~~�	����t�x��t	#�����	�����	��~�	����xw	tt	�
���	���	���~x��~{u~	w~�w{�xw�~�w�	{x	�	t�x	v����xu�	��u�tux�x�	t��wx	��	��	{�ttw�w�~�	��	u�
�x�v	�	~x��~x	~{�ttw�w�~��~�	v��|u	{t�w�	v	~x�u�t���u�	�����t���|u	t	�t��	���	�w��	��	���~x����	~x�t��u�v	~x�xw�~
�u~�v��	���~�	����xw	tt	�{	|uww~�w|u	u~��{��u�	v	~x{�~x�w�u�~x�u�w�~�t�	���x�����{w�xw�~�w�	�
{	tt	�x���	���~xt�����w!�	�	��x	~xw	t��
�~t����	~{	�	�t��	���	�		��w�w��	v	~x�t���w�	���x�v	�	~x��~x	~{�ttw�w�~~	��wx������wx	��	
v��w��	��~���	��	��~{	��	~xw	tt	v	~xt��~�	s �̀

= 0
w�	�Jf = 0, 2

�t���|u	t�x	v����xu�	�x�vw|u	
	�x����	Tat ≈ 20µ

��{�vv	��~�t	{��d)�	xt	��~�	�s, p 	xu~�	u���~�	d t���|u	t�x	v����xu�	
�x�vw|u		�xTat ≈ 200µ

��{�vv	��~�t	{��b)�
����|u	t	�t��	���	�		��w�w��	v	~x��~x�u��w����	~x��{��a) 	xc)��wt�	�{wx	~xt���w�	���x�v	��u�
u~	��u�tu�w	u���{�u��	�xx��{xw�	�t��~	��w	{w~�xw|u	���{{���x��~{	xt��~���	��	�	��~�	����xw	tt	�

�
	�������
�������������������	�	�������� � ����	�������������
���������
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��������	��
����� ���
����Re(a) ≈ Re(a0) − quelquesa0

������������	�����	
��������
������|Re(a0)|
���	��	���	
	���
��100 a0

����������������
�����	��������
��
��������quelquesa0
�	
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��������
�	�{�w�xw�~�{��v�xw|u	�u���{	��u����u�v	~x�xw�~���w�xw�	�	t��~	��w	�	{�ttw�w�~�t	~�v
����w	~x�	t���xw{t	�	�	�u	�	��u�vw~	~����*���*��	x�	����x	{xw�~���t	t��	��	���x�����{w�xw�~�
��ux	�t	�{�u��	��xx��{xw�	���~x�	����	~x�	�����ux�	����{	��u�����w�t	�~��~x����x��	����	~x�����
v�t�{ut	�	ux���	�	v�t	�	���	�{wx	���~�u~�x�x�	tw��t����v�x�x	f = 3 + f = 4 	x+x�	��	�{wx�	���t	t��	��	��v�	u��

 u�|u��̀ = 6
�{���	���~��~x�Jf = 8

���u�u�	���ux	u���	�����w!�	�{	~x�w	u�	���~�	v��|u	��~{|u	t��u�v	~x�xw�~�	�wx	��	{���	���~��u~��w~���~	��w	��	~�w��~kB × 1v
���	xx	��t	u�	�x{�~��v�	

���t�� u�x	v	~xx����w|u		�	{xu��u�t	���w	�����	~�~x�	{�ttw�w�~�f = 4 + f = 4 ��~�
t�	~{��x�	t�

��u�	������	��w~���~	��w	��	~�w��~kB × 1v
���x�~x�w	~�u���w	u��t��~	��w	w~wxw�t	�	��x�v	��~�u�

~����	���~���	�|u	����	�w���	~{		~x�	t	���~~�	���x	~u	���	{u~	�~	��w	w~wxw�t	�	kB× 20µ
��{��

c)
��u��	{u~	�~	��w	w~wxw�t	�	kB × 200µ

��{��a)���t~�u�	�x�u��w����w�t	�	�w�xw~�u	�	~x�	t��wx	��	�	t�xw�	�	��	u��x�v	��{	tt	��~x~�u����t�~�
w{w�	xt��wx	��	�u{	~x�	�	v���	���u����~�	~	�	x	�	{xu��	�v	�u�	��	t�x	v����xu�	v�t�{ut�w�	�tw�	�t��wx	��	�u{	~x�	�	v���	�{�vv		��tw|u�	~�	{xw�~��%�	~����	~{	�u~�~�	�t��	���	
�		��w�w��	v	~x��	�x	v����xu�	���x	~u	���~xx�u �u���	~�w�t	v	~xt	�v+v	�����{�	��	t�x	v����xu�	
�x�vw|u	�{	|uw{�~��v	|u	t�	��{	��w���~x	�x�w	~u~		��{		~x�	t	��	u��x�v	��

�)���)B���?=�;�=�<�>�=��?;��=��>�=��?>
6��,�	�����2-	��2�,-	-��	����
�~v��!t	�	vw({t���w|u	�v�w�{�v�t	x�	�x��{�wx�����	~�	v	��~���ut�����#����~x~�u���{�w��~�t�	����w	~{	u~�	u�tu�x�����t��	~�	~{�v�x	t�v��	~~	v���	ttw	~~	�	��wx	��	�w~wxw�t	��t	��w���	~x�
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��������
��	{x�	���x�xw�~~	t��	t��x�x0−g (v = 4) ~��v�
tw����u�t���w	Jf = 2��

����	��	�w��	��		x
�	���x�����{w�xw�~����	~x�	~{�~xw~u�Tat ≈ 200µ

������!�t�	��vut	"������s+v	�{�~�wxw�~�|u�	~���v�w�t	�t��	���	�w��	��	��~x�tx	�~����	{t	�t��	���	���x�����{w�xw�~�{�20v��	�	
	��w�w��	v	~x

�u�(����t	����w�t�~�x	�����	��#����s+v	�{�~�wxw�~�|u�	~�{�v�w�t	�t��	���	�w��	��	��~x
�{{utx��10v����~xt�w�~w��xw�~�t	�	u���~�	p �

Jf = 1 	xJf = 3
�x���	���~xt�����w!�	�	��x	~xw	t

w~�w|u	Tat ≈ 20µ
��	�s+v	{�~��u��xw�~|u�	~���v�w�	~���������t�����~�~{	�����	~�~x�t����	

{�ttw�w�~�f = 3 + f = 3���x���{�
t�	�	18, 4�����u�	�w�	{�!~{w�	��u�{	xx	��u�	��	{t	�����~�~{	����{��	~x	�����	~�~x�	{�ttw�w�~�f = 4 + f = 4�

	�s+v	{�~��u��xw�~|u�	~�	�v�w�	~���������t�
����~�~{	����	~�~x�t����	{�ttw�w�~�f = 4 + f = 3 ��x���{�

t�	�	9, 2�����	�	~{��x��	����	~x	~xt�� u�x	v	~xx����w|u	�	���w	�Jf = 6 ��~�
t	�{����	x	��	~uxwtw��~xt�	��vut	#�&�{�vv	{	t�	uxt	

{����u�t���u�	#�����	��*	t�x	v����xu�		�u�~w���~xt	v	wtt	u�� u�x	v	~x	�xw~�w|u�	�

����v!x�	���wv��{x�����w�t	��t	�{w~|�w���	~x	�{�u��	��xx��{xw�	��0−g , 1u, 1g, 0+
u
	x2u

�	~{���{��	
�u~���	{��u�{��{u~	t��u��	�	�w		xt�������wtwx���	�{wx�xw�~�

��{�~{tu�w�~	�x|u	t	��x�x�|uw�{{�t!�	~xt	�tu�t���w�	���x�v	��u~		�w�{	tt	{w	�{wx�	���t	�
t��	���	�		��w�w��	v	~x���~xt	��x�x����~xt��tu�t�~�u	�u��	�	�w	�w�	�t	��x�x�2u

�|u	t��~�	ux
	�{wx	�{��t	�	�	x��	�	x�����~xwv���x�~x��u��w�x�~{	�{�~�w����	��	x1u��

�w~x	����x�xw�~�	{		�wx
~�	�x����wv�t	
t�	��tw{�xw�~~�!�	�t	��x�x��	t�~�u	�u��	�	�w	��	�v	xx	~x��w�	vv	~xu~	�tu�
t�~�u	�	x��~{u~	�tu����~�	��{{�t���xw�~�	��x�v	�t�u~�	��t��ux�	�~�	�x����u���~x	�wt	�ux	~
	�	x�	����	t	�|u	t��x�x1u �u~{�	

�{w	~xC3
x�!�	�w�t	���w�t�x��t	��%�{	|uw{�~�uwx�u~	x�!�	�w�t	

�{{�t���xw�~�
�	���w~{w��t	�t�{u~	��	{	v��!t	��~x
t����	~{	�	�x�u{xu�	���	��~	�|uw	�x�����vw~�~x	�{	�
�w�x�~{	��t�~�~��w�		~{�v�x	�	�	�	x�~�~(��w���xw|u	��	xt����	~{	�	��	�{wx�xw�~����w�t	���t	t��	�
�
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�	�w��	��	�wt���w�	�	���	�{wx	�wx	�
�~v��!t	�tu��wv�t	�v�w�x	~�~x{�v�x	�u���~�v!~		�~��v	~x�t�	t���	�{wx�xw�~����w�t	�	t���w�	���x�v	�u~		�w����	�{wx�	�	ux�t����������w��	xxw��������u�{�v��	~��	t	��	�x	�����{��~(
�	v	~x�	�x�u{xu�	�~	���~�t	��w!�	�v��~�x�(��xw|u	�	{��wuv���~���x�wtt	�t	v��!t	���~~�~�u~	
w~x	����x�xw�~�wv�t	|uw�	�v	x�	�	x��u�	���	u��!�t���t	u�	����wv	~x�t	�	1v��
4�2�-2-
���2-��2�
���2���-�
�-������	�-
��~�w����~�u~	��w�	���x�v	���(f = 4)

���(f = 4) �	������{��~xt�u~�	t��ux�		x�u�����~�|u	t	�t��	���	�w��	��		�{wx	~xt�u~�	��	u��x�v	��u�u~	{�u��	�xx��{xw�	��	{u~{�	�{w	~x���v�x�xw|u	
v��	~�	C3 ≈ −10e2a2

0
����x�v	u~		�w����	�{wx��	~{��	u~	{	�x�w~	������wtwx����wt�	�	x��u�	��~�

f = 4
���+x�	��	�{wx����t	�t��	���	�w��	��	����!�u~	~�u�	tt	���	�{wx�xw�~wt�	ux	~{��	+x�	��	�{wx�

���t	�t��	���	�w��	��		x{���	���{	��u������+x	��t���|u	t	��x�v	��	��~x�u���vv	~x���{�	���u�
|u	t	�t��	���	�		��w�w��	v	~x~	�uw��	~x�tu�t	�	�{wx	����~�����tu	�t��~	��w	{w~�xw|u	�{|uw�	t����	
{	���{	��u��	��	�{wx�xw�~vutxw�t	�~�u��tt�~��u����	�w{w|u	t	�t��	���	�w��	��		�{wx	~xt	��x�v	�
x�~x|u	{	u�({w�~xu~	������wtwx��u���w	u�	�15% �

�+x�		�{wx�����	�	��vut	�z�*	x"�"~�u�w~�w|u	~x
|u	{	t��	����uw����u�t	��w�x�~{	�w~x	�~u{t��w�	�R���w��~x�	~{�v�x�~x�w	~t	��w�	�w�{	�u�t��	���

3

19
<

1

2

(~Γ/2)2 6I
Isat

(~Γ/2)2 + (~Γ/2)2 6I
Isat

+
(
(~(ωL − ω0)− C3

R3

)2

{	|uw{���	���~����	{I ≈ 2Isat
	x(ωL−ω0) ≈ −2, 5Γ

��−5~Γ < C3
R3 < 0��u	~{��	�1350 a0 < R < +∞ 	x

��~{�u~��w~���~	��w	{w~�xw|u	�	5~Γ ≈ kB×1 250µ
���('(&$
)%p%i(f�d%+i!d+
)%)&�9+&fq#&%"�+%

p+&#'+
)%
~Γ
+&f#!%&f9&'f%d9o9d%)"f%C3��	v��!

t	�u����	�u��w|u	��u�1500 a0 < R < 2000 a0�
t	�

�x�v	���~xwvv��w�x	v	~x��	�{wx���u�t�{�u��	�xx��{xw�	��!�t	u����	�{wx�xw�~��~�t��x�x6s+6s��
t���

|u�wt�����	��~x���w�	v�t��t	v	~xu~	���xw	�	t	u�x	v����~�t��x�x	�~��v	~x�t�$t	u��~	��w	{w~�xw|u	
~	���w	����������t	u�x��u��	�	x|uw	�xw{w��	~�w��~kB × 1 250µ

��	�x��~{��~���ux	�u�	�xwv�	�
���,��������2���2�,-
��u���u��~��v�tw��	�t	v��!t		~x	~�~x{�v�x	�	t��u��	�	�w	�	t��x�x	�{wx��x��w|u	v	~xτ =

30~�
������	t��	�~w!�		�{wx�xw�~�	��1 350 a0�

t	��x�v	��u�w��~xt��{{�t���xw�~a = 2F
mCs
≈ 2

3∗10e2a20
mCs(1500a0)4

≈
6 700 000v��−2 �	t�{�u��	�xx��{xw�	�u��~xτ ≈ 30~��

t	u��wx	��	�	����~{v��w��	�	∆v ≈ aτ ≈
0, 20v

���{	|uw{���	���~��u~	x	v����xu�	�	 1
kB

1
2µ(∆v)2 ≈ 160µ

�	x~	{��~�	���t�{�~{tu�w�~
���{��	~x	��	v��!t	�wv�t	|u	~�u��	~�~��	���	t���	��	ux+x�	{�v�����uv��!t	|u�~xw|u	x	~�~x
{�v�x	�	t��u��	�	�w	�	t��x�x	�{wx����	t����������tt�~�	x�t�����"������u�	��	{	x��xw{t	
{�~��v	�v+v	�wt	{�t{ut	�x	�	{xu���	{C3 ≈ −20e2a2

0
	xI ≈ Isat

�~�x�	v��!t	�wv�t		x�	�v	x�	
t�	~�w{�w��	|u	t|u	�{�vv	~x�w�	�


���u	tt	|u	��wxt��wx	��	�	��x�v	��u�����x�t��wx	��	�~�t	�	���	~�w�t	v	~xt�v+v	�
�	��w~���~	��w	{w~�xw|u		�x	~	�	x�u���w	u��t��~	��w	w~wxw�t	�t	��x�v	��u��~x��~{x�u �u��
u~	�wx	��	{���	���~��~x�u~	x	v����xu�	��	~�w��~1 250µ

��
�����w�x�w�uxw�~�~�t	���~	��w	~�	�x���v���	ttw	~~	�v�w�	tt	��	~������{�	��	|uw u�xw�	t�	v�t�w
�	t�	��vut	#����~�t�� u�x	v	~xx����w|u		�	{xu���~�t���u�	�����

�	�{�~{tu�w�~��	u�	~x������	�{�v�t!x	v	~x	�u��	��wt	��{�t��	δL {
��~�	�u�wI/Isat {

��~�	���u�
���~�	����������	��	�t	{��~�	v	~x	~{��~�	�~xt�w~x	~�wx�	x��u�t	��{�t��	�	�t��	���	�w��	��	��	�	����w	~{	��~x�x�	�	{xu�	�	~{�~xw~u�w�	�	~{��~�	�~xt	�{�~�wxw�~��		�~{xw�~~	v	~x�u�w!�	
v��~�x�(��xw|u		t	����utx�x�~	v�~x�!�	~x���u~	���~�	�w���	~{	�	t�~t	���wv	�		�~{xw�~~	v	~x��t	�x��~���ux	���	����t	�	�	��	~��	{	�	����w	~{	�	~{��~�	�~x{	�����v!x�	��		���~�tu�
wv���x�~x	��~��	�xu��	�t	�w!�	v��~�x�(��xw|u	���	�	v�t		~{��~�	�~x��ux�t	v	~xt�w~x	~�wx�	x��u�t	��{�t��		~	��|u	~{	�	�t��	���	�w��	��	�
�
	
	���
��0, 15 ≈ 3/19 ����������	
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5���,�	�������-�����,-��2�,-
��x�	v��!t	��~~	u~��~����	�	���~�	u���u�t��~	��w	{w~�xw|u	�	t�xw�	�{|uw�	���t	��	u�
�x�v	��

����u�	��"v�~x�	�u��w|u	t��x�u{xu�	���	��~	�t���wxt	�{�u��	�	x|u���	{t	�t��	���	�w��	��	�
wt	�x����w�t	��	�{wx	�t���w�	���x�v	� u�|u��R ≈ 800 a0�

�~�	��	~�~xt	v��!t	���{��	~x{	t�{�~�uwx
�u~��w~���~	��w	{w~�xw|u	��	~�w��~ C3

(800a0)3 ≈ kB × 6v
�{	|uw	�xx������~����������x�u���t	u��

���	���	��s�w�	~uxwtw��~xt		�wx|u	x�ux	�t	�{�u��	����	��~	�~	�	��~x���	�{wx�	���	{t�v+v	
������wtwx���w~�w|u	t��	v��|u	w~�w|u�~x|u	{	xx	��t	u�	�x��~���ux	�u�	�xwv�	�{��t	��x�v	�
����	~xu~	���xw	�	t	u�x	v����~�t��x�x	�~��v	~x�t�$wt�~	��~x����{{�t������~�	ux�	������{�	�
�	t���t	u�	����wv	~x�t	��~��wx|u	t���t	u���~~�	���v��!t	�wv�t	
T ≈ 1 250µ

�	�x��~~	��9+$
)&i(f�d%p(i!d%'f(+'$9&$f()'%)'+d+$%"d9$'")p')"%�n!%"�&%%'&('9ii%&'d%$p(i!($9&'%$d+#%$9)r
#'9'$1u %

'
2u

)+$%i*d%&'e()%")&"�d%!"#!(&f#"9&'�

�)���, �>��?>���>����>��>�?>�>����=><�>������>�
0�,-����#��,-�-#��#-��

�	��t	�ut��	��	��v�	u��	�x	��xu�w	��wt	�x����w�t	|u�wt��wx~�~~��tw�	��t	��~�t�	�{wx�xw�~�	�
�x�v	��	x�v�����~�t��x�xf = 3+f = 4�

�~�	ux	~	�	x�	v��|u	�|u	t����	{�ttw�w�~�f = 4+f = 3
t�

x	v����xu�	����	~�~x�	t�	�	x{������xw	�	v�t	�u���w	u�	�{	tt	����	~�~x�	{�ttw�w�~�f = 4 + f = 3�
��� u�x	v	~xx����w|u		�	{xu��u�t	{��f) �	

t���u�	����	�u�~wxu~	x	v����xu�	�	2, 5v���u�t	�
{�ttw�w�~�f = 4 + f = 3��u

tw	u�	1v
���u�t	�{�ttw�w�~�f = 4 + f = 4��~	w~x	����x�xw�~����w�t	�	{	x	�	x	�x|u	��u��	��x�v	�	~f = 4 + f = 3

t	�t��	���	�w��	��	
�	u�	~xt	�	�{wx	��u�u~	{�u��	�	tw�	���v�x�xw|u	v	~x�6p3/2 + 6s(f = 3) 	x

t	t��	��	��v�	u�
�	uxt	�	�{wx	��u�u~	{�u��	�	tw�	���v�x�xw|u	v	~x�6s(f = 4) + 6p3/2��

t���|u	��u��	��x�v	�	~
f = 4+f = 4 �	u

t�t	�t��	���	�w��	��	�	u�	~xt	�	�{wx	��u�u~	{�u��	�xx��{xw�	�t���|u	t	�	��v�	u�
t	�	�{wx	�u��	�{�u��	����ut�w�	�	x{��	��~{�	�t���xw{�t��w	t�w~�����u�t	�{�ttw�w�~�f = 3 + f = 3
�	utt	t��	��	��v�	u��	ux	�{wx	�t	��x�v	��v�w�wt	�xx�!�	�w�t		t�	�	x{������xw		�x��~{��	�|u	~ut
	~���������{�vv	{	t�	�x{�~��v����t	�{��e)��	t���u�	�����

5��	-�������2����-��������	�-2-��������2-	�������
���~x�	{�~{tu�	��w�~�t�~�|u�wt	�x����w�t	|u	t�	�{wx�xw�~���t	�t��	���	�w��	��	{��~�	�t���t	u�
�	̀ ��	���~�v!~	�w	~|u�w~x��	���~x	~��wx~	�w	~x����	�xu��	�~����~~�	��{���	ut	{�v�x	t��~	��w	
{w~�xw|u	�{|uw�	�|uw�	�v	x�	����	�t	�����w!�	��	��x	~xw	t���x�	v�x���	�	��x	{xw�~~	�	�v	x���
���xu�w	�t��	�w�x�w�uxw�~�	��~�	����xw	tt	��v�w��	ut	v	~xt��	�w�x�w�uxw�~�	��~	��w	�{w~�xw|u	���w�~�t�~�	~�~|u	t	�����w!�	�{	~x�w	u�	��	t��x�x�t	{x��~w|u		�{wx����~~�	����t�	���	��w�~C3

R3 +
~2`(`+1)

2µR2

���	u�	~x �u	�u~��t	��u�` & 20�{	|u
w~�	�x����ux�ux~�x�	{���

5���,�	���-�����-	-�#���-��-	#�		��,-	
�~{�~{tu�w�~
t�	�{wx�xw�~��u~	��w�	����x�v	����t	�t��	���	�w��	��		x���t	t��	��	��v�	u�
�{{�t!�	t	��x�v	�t�u~�	��t��ux�	��~	�u�tu�w	u����	�{wx�xw�~���~x~�{	���w�	���u�|u	t���w�	�{|uw!�	
u~	�wx	��	�u���~x	��u�����	�t	�����w!�	��	��x	~xw	t� t���w�		�x	~�uwx		�{wx�	���t	t��	��	
���x�����{w�xw�~��~�	ux��w�	vv	~x	~�w���	����ux�	�	����w	~{	���	��tu�w~x��	���~x	��	��w	~x��~�~ut��ux	��	
��w�x	��t	��w~x�	���	�{wx�xw�~�	��x�v	�	�{wx�����t	�t��	���	�w��	��	�	~{��~�	�~xt�t�~�u	u�
�
�	�
�	�����������	�����
��/
������	������	����	��������������	���������
����������	���������	����	���

���������������` ��
��	����������	��1��
�������
�����������	�����
����	������	�����������������~̀������	�
��
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������������	��������������
	����������
�������	�
�����������	�����
	�������������������
~σ = ~R ∧ ~p = 0���	

���
�	��
�
�R0 ≈ 1800 a0
�������������������~~kL

�
������	�������������
����� ����	����	��
σ2 ≈ ~2`(`+ 1) ��
������	�
����	���
�������������

~2`(`+ 1) ≈ (R0~kL)2���������
���` ≈ 0, 1 
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���~�	�ut��	��	���x�����{w�xw�~�s�t�	u�	u�	v	~x�t��x�u{xu�	���	��~	�w	~x�wx	�{�{�	��t��x�u{xu�	
��x�xw�~~	tt	w~�w��	~���t	�~�x�	���	���xw�~�	~���xw{utw	�~�x�	��	{x�	~	����!�	����	�x�u{xu�	
��x�xw�~~	tt	����tu	����vw��	ux+x�	��u��	���w	�1u ��t��w��	����	{�	���w~x��	��~��~�wxu���u(
�	t��	�����w!�	�{	~x�w	u�	����uxwtw��xw�~���x�v	���t��w����	uxw{w�u��w�wv�tw�	�t	����t!v	��w~�w|u	t�uxwtw��xw�~�	t��x�x1u |u

w�	�v	x��u�u�	t��{t�x	v	~x�	���x�u{xu�	���	��~	��	{��w�w�t���w	���xu�	��~�	ux�u��w	~�w���	���uxwtw�	��	u�t��	��w~���	~��~x���tx	�~���u~�~��u�u~	��x	{xw�~	~x	v��
��	t��	�t��	���	�w��	��	�t�u~	�{wx�~xt���w�	���x�v	��u�u~~w�	�u{��w�w	xt��ux�	��w�x�~x�t��w�x�~{	
�	���	�{wx�xw�~�

�)���. D���>��;<=�>��;�=�<�������>�����>�>�=���=���=�<����>��;�?>�?;�>���>
�>���=�=��>�><�

5���-��,-	,�	-�	2-#��
-�
-#��2��	-����,	2-	��,���,-		���,-	�

�~	|u	�xw�~w~x��	���~x	�	�x		~�u��	~�
{�vv	~xt	�t��	���	�w��	��	����uw�	~x(wt��	�v�t�{ut	�
�x��t	����w~x	����x�xw�~~�!�	{�~�w�x�~x��w�	|u�wt�	�{wx	~x�	��x�x�0−g |u

w�	���	�{wx	~x	~v�t�{ut	�
�x��t	�~	{�~�w	~x�����t�u�x	~	�	x�	�	���u�	�t	�	��vut	�s���s�*	x�������u���w�|u	t	��x�x�
	�{wx���u~	�~	��w	E − D ≈ −3Γ/(2π) ≈ −15

s����u�t�twvwx	�	�w���{w�xw�~�~xu~	���w��	�	
�w���xw�~�	t�����	�	T ≈ √2µ (−C3)1/3

(D−E)5/6T0(0) ≈ 300~�
���u�C3 ≈ −10e2a2

0

��w�	��w	~�u���w	u�	�t	u�
�u��	�	�w		t	��	u��x�v	�~		��v	~x��~{���u~�x�x�w���xw�~~	tv�w���~x u�x	�{{�t����t�u~�	��
t��ux�	���~x�	�	���	�{wx	�	~�	u��x�v	�tw��	��

�	v��!t	�t��������{��	vv	~x�	ux+x�	�	��w�w{w��u�t�w~x	����x�xw�~�	t�	��v�xw�~�	v�t�{ut	�
�x��t	����t	�t��	���w!�	���t�u�x	~	�	x�	�u����	�|u�u~	���xw	�	t����	�{wx�xw�~��~x~�u��	~�~�
�	���t	�{��	u~	��w�	���x�v	���~�t��x�x6s(f = 3) + 6s(f = 4) �u6s(f = 3) + 6s(f = 3) |u	

t	�t��	��
�	�w��	��	�	u�	~x�t�����	�{wx	�	~�	��x�x����~	��w	E −D ≈ −9, 2����u−18, 4�����u�t�twvwx	
�	�w���{w�xw�~|uw�{	xx		�w�{w��~xu~	���w��	�	�w���xw�~�	t�����	�	T ≈ 15~��u8~�����u��	�	
�w	�	t��x�x0−g

�x�~x�	≈ 15~�
���w�t�x��t	��%���	�#���~��wx|u	{	��x�x���~x�	x�!���~�{�~�w��x�

��u�	��v	��	�v�t�{ut	��x��t	��
�	xx	{�~{tu�w�~	�x�	~	��{�	���t		�wx|u�	~��������t	�t��	���	�w��	��	��~x~	xx	v	~x�tu�
��{�t���	t�twvwx	6s(f = 4) + 6p3/2(f

′ = 5)�	x|u
�wt�	�{wx	~xu~�x�x|uw��� �	ut	x	v����	�	{(

xu	�u~	�w���xw�~�	x|uw�	uxv+v	�	���	�{wx	�	~u~	v�t�{ut		��w�	�{�vv	~�u�t����~�v	~xw�~~�
���{��	vv	~x�

����tw�wx��	{	v��!t		�x	~{��	�	~	��{�	���t����	���xw�~�u	�wx|u�	~��������t	~�v��	�	
v�t�{ut	�	��w�	�����uwx	����t	�t��	���	�w��	��		�x�	�u{�u��tu�wv���x�~x|u�	~	�~{xw�~~	v	~x
~��v�t��~	�	xt	��x�x�v�t�{ut�w�	�	�{wx��t	��~x�w�	{x	v	~x�18, 4�����w���	~{	���~	��w		~x�	t	�twvwx	�f = 3 + f = 3 	xf = 4 + f = 4

���u�t�twvwx	�	�w���{w�xw�~��t��~x��~{t	x	v���	�w��	�
��u���~~	��	�v�t�{ut	�	��w�	���	xx	�	�~w!�	{�~{tu�w�~	�x{�~��v�	���t��v�twxu�	�u�w�~�t�	��+

2t���|u	t	t��	��	���x�����{w�xw�~	�x��{�t��	−18, 4�����w~�w|u�wt��x�v	~xw�~~��{��e)�	t���u�	�����t�	�	x{������xw		�x��~{|u��wv	~xw~	�w�x�~x	~����������	x	�	x�u~	�ux�	{�~��|u	~{	��{�wx	
{w(�	���u��

0��-	��	-���-	-���,,�	���	f = 4 + f = 3����-	��	2���8�4.

�����	���xw�~�u��	{x�	��~~����t���u�	��������	�	v�t	�	��−16, 5{v−1
�	�wx{t�w�	v	~x�������x�	

�	���w	���{�t�	��	��t	�t	u�	9, 2����	���w	���x	~u	�t����	{�ttw�w�~�f = 4+f = 4�
��u��xx�w�u�~�

��~{{	���w	��t�����	~{	�	{�ttw�w�~�f = 3 + f = 4 ��~�
t	�w!�	v��~�x�(��xw|u		~	�~{xw�~~	v	~x

~��v�t��	�{�ttw�w�~��	��w�x	~xv+v		~����	~{	��u~�	��v�	u�x�!�	��x��	v��!t	uxwtw����u�	��tw|u	�t�{���xw�~�	v�t�{ut	��x��t	����t	��	ut�t��	���	�w��	��	��	�v	x��	��tw|u	�{	���~�v!~	
u~	��w�	
���x�v	�f = 4 + f = 4 	�{wx�����t	�t��	���w!�	��	ux�	���	�{wx	�����!�+x�	�{{�t���	���t	��x	~xw	t
	~C3/R

3
��	��f = 4 + f = 3�

t	��x�v	���~x	~�uwx		�{wx�����t	t��	��	���x�����{w�xw�~�
��	��tw{�xw�~|u	~�u��	~�~��	��~~	��	ux+x�	���w��		~{�v����~xt�������xw�~���x�v	���~�t��x�xf = 3 ��~�

t	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�|uw	�x|u��w~utt		~����	~{	��u~x�!�	��x�	��v�	u���u
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������x�	~�w��~ 1
20

��	��v�twxu�	��	��w�~�u�����	~�~x�	�{�ttw�w�~���(f = 3)
���(f = 4) 	x{	u�����	~�~x�	�{�ttw�w�~���(f = 4)

���(f = 4)����~x��	����	�t	�	����w	~{	����tw��	���~����ux�	����u�	�|u	t	~�x�	�w~�w|u�~�u~�	�~w	�	�	x
�w�w�t	�u�t	���w	��	��x�xw�~����	~�~x���~�	����xw	tt	��	` �t	����

�)���� :�����?>�><��>�=��>����>��;�=�<���<>����<;<�>�>����>�

���xu�	�	���w	��	��x�xw�~���w�t���u�	������	v�t	w~�w|u	�u~	�����vw~�~{	�	t��~�	���xw	tt	
l = 5 |u
ww~x	��w	~x��~�Jf = 3, 5 	xJf = 7��

w~�w|u�u~����u�t	v	~x�	t���w	Jf = 6�

���2-2�2�2���,-�-��2-,����-

���x�u{xu�	���	��~	~	 �u�~x��	�|u	�u{u~��t	��~�t		�~��u�uwx�0−g �
t�	��tw{�xw�~�	{	����(

~�v!~	�����w	~x��~���ux	��u~	����~�~{	�		��v	�u��u~	�u�	����wxw�~���~�	����xw	tt	��
�~	�	x�	����u�t	v	~x�wvwt�w�	��x����	������~�	��tw{�xw�~������tw~		x�t�����"�����{���u�t��x�x0−g (v = 0, Jf = 3 et 5)�

��u�t�w~x	����x�xw�~�	{	x	�	x��~�	ux�	~�	��t�uxwtw��xw�~�	t�	��vut	#�&"

νres;max
L ≈ −2`+ 1

96
T (	~µ

�
)

������

|uw��~~	t	���t�{	v	~x�	���w	�	~	�~{xw�~�	t��~�	���xw	tt	` �{�~x�w�u�~x��~�{��x�	60s��	�x�w�w�t	�u�t���u�	��{��	��tw~		x�t�����"��Jf = 5 ����w	~x�	` = 3 	x` = 5��~	~���u
wx|u	t��{��x

����w	~x��u~	x	v����xu�	�	T ≈ 96∗60
2×2 = 1440µ

��{	|uw	�xt	��u�t	�	t�x	v����xu�	�x�vw|u		�xwv�	
���t	��ux	u���
��~�~�x�	{��t��{��x�u�t	��	u�{�v����~x	��	Jf = 6

�����	~�~x�	` = 4 	x` = 6
�	�x��	~�w��~

50
s��{	|uw{���	���~��T = 1, 2v

����t	u����	�wx	v	~x{�v��xw�t	��	{t	��~�	����xw	tt	����	���	��
�~�xu�w�~x�tu��xx	~xw�	v	~xt	���~�v!~	��~�	ux�	�	~w��t�	��vut	#�&����~x	�xxw��	t�	��vut	�����|uw��~~	t�	��v	�	���w	��	���x�����{w�xw�~	~	�~{xw�~�	t�x	v����xu�		x�	t��~�	���xw	tt	
|uw{�~x�w�u	���u����~���~{� u�x�t	���w	�Jf = 6 ���{	xx		��vut	�t	���utx�x	�x��~~����t	�	~{��x�
�	t���u�	������	���t�{	v	~x����wx���t�	��vut	#�&�	�x{t�w�	v	~xvw�	~��w�	~{	��u�u�	t����xw	
���wx	��	~x	�tu�	��x	�	���w	�	����wv	~x�t	���t�	v�t	|u	t�t�w�	�	uwt��u�` > 4 ��

wx��~~�	���t�
	��vut	*�"��|uw{���	���~��t����w�xw�~	~�~	��w	��~~�	���u~	�~�		�	{xw�	` = 1, 5���� u�x	v	~x
	�	{xu��u�t���w	Jf = 6 ����	~�~x�	�{�ttw�w�~�f = 4 + f = 4�~	�	v

�t	���w~�w|u	��	��u�t	�w{
t���|u	t��~� �ux	t	�{�~x�w�uxw�~��	��~�	�` = 4 	x` = 6

�{���	���~��~x�u~	�~�		�	{xw�	` = 1, 5
��

��	��tw{�xw�~�u��u�t	�w{�	~uxwtw��~xt����w�	x�	�vw|u	�u��vv	x�	���w	��~�	�x��~{����t	w~	(
v	~x��xw�	�w��~x	v�w�	�x�t�u�w�t	�wt��~�	~�	|u	t	�t�w��	�	uwt~	��~x��~���ux	�tu���t��t	��	��
1v
��

0�	�����-2-����-�

�~	�ux�		��tw{�xw�~����w�t	�	t�����	~{	�u��u�t	�w{����w	~x�	t�	�w�x	~{	��u~	����~�~{	�	
	��v	�u�` = 4 �ù = 6�
�~	�ux�	����~�~{	�		��v	����w�t	��u�t��~�	` = 5 {	xx	

	�w�({w���u���wx	��tw|u	�t��v�twxu�	�	�
��w	�Jf = 3, 5 	xJf = 7��x�~~�v	~x���~�	

t���|u��~t�{�v���	�t��v�twxu�	�	���w	�Jf = 4 �uJf = 6����	~�~x�	t��~�	���xw	tt	` = 4�
�w�~�t�~�	~�~|u	t	���	{x�	�����	~�~x�	{�ttw�w�~�f = 4 + f = 3����	~x	~xt	�v+v	{���{x��w�xw|u	��{	|uw�	v�t	w~��v	�t�����x�!�	��u~	����~�~{	�		��v	�u�` = 5�

{��wt	�xx�!�wv������t	|u�u~	x	tt	����~�~{	��wx�t�	�w�����	~x	�u�t	�{�u��	��	��x	~xw	t�	tw�	��
f = 3+f = 4 	x�f = 4+f = 4�

�~	�xu�		~	�~{xw�~�	t��uw���~{	�ut��	��	���x�����{w�xw�~w~�w|u	
|u	x�ux	�t	���w	��	��x�xw�~��xu�	~x��u�t�v+v	�uw���~{	�	100v���	�	����w	~{	�	�	{xu�	��u���

2
���w�t��	{xw�~&�*�%�w~�w|u	~x|u	t	���w	�����	~�~x�	����~�~{	��		��v	��xu�	~x�tu�	�{wt	v	~x��	xx	�	�~w!�	{�~{tu�w�~�	v�t	��~{�t��u��w�w~��v	�t�����x�!�	�	t����	���xw�~��u~	����~�~{	�		��v	�
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5���,�	���
�~	�ux�	����w�wtwx���w~x	����x�xw�~�	��	u�	�	x�	�x{	tt	��u~	�w�x�w�uxw�~~�~v���	ttw	~~	�	�

�wx	��	����utx�~x�	t�	�	x{������xw		x|uw�	ux��~{	����w�	�u~	{t���	�	�wx	��		x��u�u~	�~�	���xw	tt	
���������x�u~	�ux�	�
�t	�x����w�t	�	x	�x	�{	�����x�!�	�	~{��~�	�~xt�	�	x{������xw	��u�	�w�	�w������x�	̀ = 6 	x` = 5
	x~	����	�|u	` = 4�

�~	�ux�	����w�wtwx�	�x�	x����wtt	���	{u~�w!�	v��~�x�(��xw|u	x�!�{��u�
��u��	�v	xx�	�` = 4 �	����	�t�����w!�	{	~x�w	u�	v+v		~t����	~{	��	�	x{������xw	���u����~����	�w�	������	x	tt	�	����w	~{	��v�w���~���u��w��{��u�	��u���vv	~x��u�	�w�	�������x�	̀ = 4���
{�~~�w���~{	���{w�	�	t����wxw�~�	t���	~xu	tt	����~�~{	�		��v	�	ux��~~	��	��	~�	w�~	v	~x��u�
t	�t�~�u	u���	�w�u�w�~�v�w�~��	���x��	��~x�tux�xx�u�~���	��t����	���xw�~�	�~�u���	t�	�~{xw�~
���~�	�	t��x�x	�~��v	~x�t�u�	��t����	���xw�~�	��	�~w	���x�x�tw���u��x	~xw	t�

��
�
	 �
���������������	��
������������	������	����������	����������

��vv	~�u�t����~�w~�w|u����{��	vv	~x�t	���~�v!~	|u	~�u����~��xu�w�~�	�x���~�u�	�u�
v�w�t�v�x���	�	��x	{xw�~	�x��w�w~�t	���u��tt�~�v	~xw�~~	�t	��ux�	�	����w	~{	����u�v	~x�xw�~
���w�xw�	�	t��~	��w	�	{�ttw�w�~�

�	���	vw!�	�vw�	�	~��w�	~{	�	~����	~{	�	�t��	���	�w��	��	��u�ux�	�����u~	�u�v	~x�xw�~
�u�u����x�v	���~�t��x�x	�~��v	~x�t|uw�xx	w~xt	��	xwx	��w�x�~{	�	u�	~x	�wx	��u�t	�������	�
�	∗���∗ �u�	∗�	~���	���~xu~	�u�v	~x�xw�~�	����{	��u���w�~w��xw�~���w��~x�x�!�{�u�x	�w�x�~{	�w�~w��xw�~����{w�xw�	�u�	~~w~��	~����	~{	�	t��	�	��u��	���	��	~{	��w�x��w|u	��~��u���{�~�ut(
x	�����	t	x�t��������

�	��t	�	t��vw��w�~���~x�~�		xt�����w�t	��	�{wx�xw�~�	t���w�	���x�v	����t	t��	��	�w��	��	�
�~x~�{	��wx��	�x����w	�	~{��v�	��x��	�w~x	����x�xw�~�x����w|u	��~x��~{uxwtw��t	�tu���u�	~x
�	���|u	x����~�	�����	�	v�t	����tt�~�	x�t�����"�����t�	~x~uv��w|u	v	~xt��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�
���	~��~x�ux	v����u�t	��|u�xw�~�{�u�t�	�#�#���~�t	{�~�t|p〉��	xv�~x�	~x{t�w�	v	~xt	{��u���	�	t���w�	���x�v	�u~		�w����	�{wx�	���u�vw~	~	x�t�����*���x�wtt	~xu~v��!t	�	vw({t���w|u	�v�~x��~x
~	xx	v	~xt��u�v	~x�xw�~�u~�v��	���~�	����xw	tt	�|uw	��~{�w��	~xt	�����w!�	��	��x	~xw	t�

�	� 	����w	~{	� t	��tu� {�~��w~{�~x	� 	x t	��tu����{�	� �	� ~�x�	� ��~x ��~� ��ux	� {	tt	�
�	���~{�	�(
wttw{�~�	x�t�����*� �|uw�u�����w	~x�� ����xu�w	�{	���~�v!~		~uxwtw��~xt����x���(
��{w�xw�~{�vv	���~�	��	x�	��	~�	v	��~���ut�����#������	vw!�	{�~�w�x	�v�~x�	�|u	t	��	�x	�
���x�v	����~x�~~	{�	�{�	���w{w�{�v��	~��	t���w�w~	���~x��!��	x��w�	�w��tu����~�	�t���|u	
t	��	u�t��	����	�w��	��		x���~�	�{�u�x	�w�x�~{	����~x�wvutx�~�v	~x����	~x�|u	t���|u	t�u~�	�
�	u�	�x����	~x����	{�~�		����w	~{	�	��	~�t���	vw!�		~���	���~xt	���~�v!~		~�x	v�����t����u�{	t���u��~x5µ���	~�	v	��~���ut�����#����!x	~x{w~|	�w����u��u�v	~x	�t	�w�~�t�t���|u	~{	
�uw��~x	
wt��ttuv	~xt	t��	��	�w��	��	�u��~x100~���~��	�{wx	���t	{xw�	v	~xt	���w�	����x�v	�
�wxu�	��	~�w��~Rt ≈ 2500 a0�

���!�u~��t�wδt ���w��t	�t	t��	���~�		�x�ttuv��u��~x100~�	x	�{wx	t	���w�	����x�v	��wxu�	��	~�w��~Rp ≈ 400 a0��
����	���xw�~�	��	�x	�v�~x�	{t�w�	v	~x|u	t���|u	t	

��t�wδt {���	���~��ux	v��tcollv
w����t	��x�v	�	�{{�t�������t	��x	~xw	t	~C3/R

3 	x���x�~x���	�(
{wx��	��u��xx	w~��	Rp

t	�w�~�t�	�	�x	�u�v	~x	~	xx	v	~x���	�	x{������xw	�	��	u�t��	��	�x�w~�w
{t�w�	v	~xvw�	~���~x�t���w�	���x�v	�	�x	�{wx�	�	u�	�w�	x�{|uw	�x��~{u~	�~	��w	{w~�xw|u	�tu�
���~�	|u	t���|u�	tt	~�	�x	�{wx�	|u�u~	�	ut		�w�����t�u~�ut��ux�	�	�t��	����t	�����w!�	�{	~x�w	u�	�
��~x��~{�tu�	�{wt	v	~xx���	���	��{	|uw{�~�uwx��	����~�v!~	��	�	�x	��tu�wv���x�~x���~v��!t	
�	vw({t���w|u	{�v�t	x�	{�t{ut�ux	v��tcoll 	�x���

w�	v	~x��{�wx	~�	{xw�~�������
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�
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����

��u����~�v�~x��|u	t	�	��{	��w��t	(�w��t	��w��	~x��~��	u�x��	�x�!��w���	~x���	����w	~{	�
	~x�	��x�v	�	��w���	{��wuv	�{wx����tt	�����uw�	~x�	�	�	x���~�vw|u	�wv���x�~x���~��	u����x!v	�
�����	vv	~xx�!��w���	~x�
t����x�����{w�xw�~	xt	�x��~�		�x���	�{wx�xw�~	~x�	�x�v	��	����	���
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�����	�	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~�t	�	��{	��xx��{xw�	��	�v	xx	~x���{{�t��	��u���vv	~xu~	
��w�	���x�v	�	�{wx�	���t	�t��	���	�w��	��	���u�tuw�	�v	xx�	�	����	�t	�����w!�	�{	~x�w	u�	���	{
u~	x	v����xu�	�	t�����	�	2v�������	�	����w	~{	��	����	����w	~|u	t	��w�x�~{	�	xt	�x	v��
��w~x	��{xw�~��w	~x�	�u{�u��tu�t�~���u~���{	��u��wvwt�w�	���{{�t���xw�~�	t���w�	���x�v	�	�x���	���
	~�xu�w�~xt	������	��(��w���xw|u	�x���	��t	�{�u��	��	��x	~xw	t���~�t	��	u�{��wt	�x����w�t	�	
{�~x��t	��	x��~{�	v��w�	��	~���xw	{	�	��{	�
	~{�u��~x	x	~���uw��~xt�w~x	~�wx��	�t��	���	
�w��	��	t����	t�	����w	~{	�	���x�����{w�xw�~�	x	~v��w��~xt��wx	��	�u������	��w���xw|u	t����	�
	����w	~{	�{�~{	�~�~xt	��x�v	��	����	���

�	�v��!t	�x����w|u	��	{	��	u����~�v!~	���w�	~x+x�	�	��w��t��u	�	{	~�u�	t���	{x��~�(
vw|u	�

����u�t����x�����{w�xw�~�wt	�x����w�t	����wx	�{	���~�v!~		~{�u��~xt	�t��	���	�w��	��	��t	�x
~��~v�w~�w~x��	���~x�	��u��w��u�v	~x	�t	~�v��	���~�	����xw	tt	��w~�w|u	t�x	v����xu�	�t	�
v��!t	�����	t���	���~x�t����	v�t��t	��{	u���{�w��~xt	����~�v!~	��	�	�x	���~�t	��w!�	�
v��~�x�(��xw|u	��t���~x	~{��	w~{�v�t	x��{�u�	�	t�wv���x�~{	�	t��x�u{xu�	���	��~	|uw~�	�x
���	~{��	��w�		~{�v�x	��	�v��!t	�uxwtw��~x�	�������	����~��x�u{xu�	���	��~	���~x�tu�
���v	xx	u���

����u�t��{��~�	��	�{wx�xw�~	~x�	�x�v	��	����	���t	v��!t	��wxx	~w�{�v�x	�	t��{{�t���xw�~
�~��v	|u	�u�w��	~xt	���w�	����x�v	����{�	���	v��!t	~	��	~�~x���	~{�v�x	{	x	�	x	�x
�� �{�v�t	�	�wt�	v�t	��~{�w�{wt	���x��tw�u~v��!t	��	~�~x	~{�v�x	{	xx	�{{�t���xw�~	x
t���	~xu	tt	w�~w��xw�~	~���utx�~x����u��w�	~�u�	tt	�	����w	~{	���	{�	��x�v	��	����	���	~
���	�u��xw|u	���	�	v�t	��v!~	��~x��~���ux	�	��{t�w�{w��	v	~x��
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���� 	x�	{	xx	x�!�	�x�wxt��xu�		����wv	~x�t		xt�w~x	����x�xw�~x����w|u	�	����{	��u��	���(
x�����{w�xw�~	x�		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��	{��wuv��	����utx�x���w�w~�u���x	~u�{�~{	�~	~xt�
��	{x���{��w	���x�����{w�xw�	�u{��wuv�t�����u{xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	���x	~u	����!����x�����{w�xw�~
	xt	{�~x��t	�	�	��{	��t�~�u	���x�		~x�	�x�v	�	��w��������{��u�		����wv	~x�t		�x��{�wx		~��x�wt
��~�{	xx	x�!�	��w~�w|u	t	��w�	���uxwt�x����w|u	�~�{	���w�	��t�w~x	����x�xw�~�	����utx�x���x	~u��

����	{x���{��w	�	���x�����{w�xw�~�{�~~uu~���w�	���	t���	v	~x�	�uw�t	���	vw!�	�	����w	~{	�
���tw��	�	~�����u�t	���wuv���t��|uw�	�	���	xx��	�	����w	~{	��uxwtw�	~x�w���	~x	�x	{�~w|u	��	
��x	{xw�~��	�x	���x�v	��w�~w��xw�~	x{����tt	���~x���tw��	���~��w�	��x��	��	�w!�	���x�v	�	��w��

�w!�	v��~�x�(��xw|u	��x�~������u�v�tw���	~����������w!�	�w��t�w�	������x�����{w�xw�~��~�
u~�w!�	v��~�xw|u		~uxwtw��~xu~{�~�	~��x�	}��	(�w~�x	w~{�vv	~{	�u��w��	���	t���	����x�!�	�w�t	x	v����xu�	w~wxw�t	�	��x�v	��	~�����w�t	u~	��	{x���{��w	�	x�!���ux	����tuxw�~����{�	�u
v����	�x��|uw��	�vw��	��xu�	�x�!����{w�	��	����xw	����v�x�xw|u	��	�{�u��	��	��x	~xw	t�	�
�wv!�	����t{�tw~������	{x���{��w	�|u��w(�{�v�t!x	���x�x�v�t�{ut�w�	�x�!����xw{utw	��{�vv	t	��x�x���u�	v	~x��t�~�u	��w�x�~{	�x	t�|u	0−g �u1u

��u+x�	���tw��	���{	xx	v�x���	��~	�ux�	�����{�	
	����wv	~x�t		�xx�!��w�{wt	�v	xx�		~�u��	��u��	x	t��x�x�������x�����{w�xw�~�	�v	x�	v	xx�	
	~��w�	~{	�	�	�	x�x�!�	�w�t	�	x��w~�w�	�vw�t���	vw!�	���	���xw�~��	�	x��	t�xw�w�x	��	�	x���
	~x�	�	u��x�v	�w~�w�w�u	t�	xt����	���xw�~���x�x��u{���	��	�u~���t	�x��������t�	~�x	�|u	t	�
��x	�vw~�xw�~�t	��tu����{w�	��	t��u��	�	�w	�	��x�x��x�vw|u	�����w	~~	~x�	t��xu�	�	{	��x�x�
�	���~�	�t�~��xw�~�����	{x���{��w	�	���x�����{w�xw�~��u~	�u�tu�w	u��{�ut	u�����~~	�u��w�	�
�	~�	w�~	v	~x��u�t��x�x	�~��v	~x�t�	t�v�t�{ut		x�	ux�	�v	xx�	t��xu�	�	�����~�~{	��		��v	��
�	�����~�~{	��	�	����{��ut���x	�vw~�xw�~�	���t	u���	�t�~�u	u���	�w�u�w�~��	��v�w~	�	
t����x�����{w�xw�~	�x{	�x�w~	v	~x���vw���	~�v��	u����	t���	v	~x�{��wt	�x{�v�t�v	~x�w�	�	�
v�x���	��	��	{x���{��w	�tu�x���wxw�~~	tt	����������!~		xt���twuvv�x��x��t	�~x�� ��x����x�����{w��
wt	�x{	�x�w~|u	t����x�����{w�xw�~�����tw|u	��~���ux	����ux�	����x!v	��x�vw|u	�	~���xw{utw	��
t��xu�	�	v�t�{ut	���x���~u{t��w�	����t{�tw~���	xx	x�!�		����		~��x�wtt���	vw!�		����w	~{	�	���x�����{w�xw�~�u�t��x�v	�	{��wuv	��w�|uw
	ux���tw���ut�����x�w�	�wv���xx�~��	{��wuv	�xu~{�����xw{utw	��u	�wx�	�����~�	�x�u{xu�	�~	
|uw���u�{�~��|u	~{	|u	t��x�x0−g ~

�	�x���u~�x�x�u�	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	{�~x��w�	v	~x�u��ux�	�
�t{�tw~���	xx	�����w�x�	�x�t����	�u���{	��u��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��	��2�

�	x�x�x	�x�xu�w�
	~��x�wt��~�{	xx	x�!�	�u��w�w	~�u��w~x�	�u	x����w|u	��ux���	���	t���v��{�	��x�wtt�	�	�v	xx�~x
�	{�t{ut	����{w��v	~xt����xw	���v�x�xw|u	�	t�{�u��	�	��x	~xw	t�|u	�u��w~x�	�u	����wv	~x�t�
��
{	�t���	{x���{��w	�{�v�t!x	�99, 6%

��u�uwx��	��x	~xw	t	�x	�~	������	{x	����wv	~x�t�	 �w~xt����	{xx����w|u	��~�t�{�~�x�u{xw�~��u~	{�u��	�	��x	~xw	t	�	{xw�	�	x��	�������	�v	xx�~x�	
�	����uw�	t	���~~�	�	����wv	~x�t	�����tu���x�	����	{x��	{	x����wt�w~�w|u	{	u�	~{��		~{�u��
���xu�	�~x�x�	��������~�{	v�~u�{�wx��~���xw{utw	�u~	x����w	u~w��	�	t����x�����{w�xw�~	~{��v�	�w�t	��u	{�vv	u~	{�ttw�w�~���w�x�	���t��	��	�x���	t����	��~�{	v�~u�{�wx��t�	��wxw~x��	���~x���u�
��u��w�{�v���	��tu���!t	v	~x��	{t�	����w	~{	��	�w����	���u~	x����w	��	~�~x	~{�v�x	�	�	�	x�
�	{��v�	��x�

�	{���{x!�	���xw{utw	��	t��x�x0−g �u{
��wuv�	�vw�t���	vw!�	���	���xw�~��u~	���	v�t�	�	v�t�(

{ut	���~�t��x�x	�~��v	~x�t��	{u~	x	v����xu�	w~	��w	u�	�uvwttw�	t�w~��	���utx�x�u��	t	�u 	x�	�
v�t�{ut	�	��w�	��

��%
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��ux{�vv	t	�	����w	~{	��	�		��w�w��	v	~x���x�v	��t	�	����w	~{	��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	�
�	�v	x���u��w�t���w	��	~�v��	u�	����tw{�xw�~�	~��xw|u	v�t�{ut�w�	�	~w~x	�	���v�x�w	v�t�{ut�w�	�
	~~�~�twx�������w	�	~��	{x���{��w	�	x�!���ux	����tuxw�~��u+x�	uxwtw��	���u��	�x	�x�	�~��v	~x�u��
����~���tw��xw�~�u���{	��u��		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��	ux���t	v	~x�u��w�t���w	��	t�
���x�{�wvw		��w�	�
��x�		����w	~{	�		��v�xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	��	�v	x����x	~w�u~x�u��		��v�xw�~��	~�w��~
u~vwttw�~�	v�t�{ut	�����	{�~�	��u~	x	v����xu�	��u��~x�xx	w~��	20µ���	�u 	x�����	��	
�	�
v�t�{ut	�	��w�	��	�

2
�~x�u��w�x�vw�	�	~��w�	~{	�����w��t��	x�t���������t	�x������t	|u	x�u�t	��wv!�	����t{�tw~���u���~x�w~�w+x�	��x	~u���~�	ux�u��w{wx	�t�	����w	~{	����	�u�t�{�����~w		x

|uw�	�vwx���	w~�x	w~	x�t�����#��	�		��w�w�	x�	�w��	�v��~�xw|u	v	~xt�v�t�{ut	����v�w���	�
x	v����xu�	���!��	1000 	�w��u���w	u�	���	xx		����w	~{	x�!����v	xx	u�	�{�������tw|u�~x��	x�!�
~�v��	u����x!v	��~����~���ux	���t	�v+v	����tw{�xw�~�v�w�	�x��~���ux	{�v�t�v	~x�w�	�	t�
v�x���	���x�����{w�xw�	�

������u{xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	�������x�����{w�xw�~��u~	���	v�t�	���x�v	�	��w���	{��wuv	�x�t�	�w��wv�t		x	�{�{	��	xx	x�!�	v	x	~���~xt	��t	�	��uwx��	��x	~xw	t�	��x�x�v�t�{ut�w�	�
0−g (6s+6p3/2)

�u1u(6s+6p3/2)
��~xt�	��v	���xw{utw!�	���~�t	{���u{��wuv��	�v	x�t�	�w��	t	�	�(

{wx	�	�{wt	v	~x�t�~�u	�w�x�~{	������x�����{w�xw�~	x�		����w�	�����t�	�w�x	~{	��u~��w~x�	��~��~
��w�x�~{	w~x	�v��w�w�	�u~	���	�{wx�xw�~���w�xw�	��~��	��x�x��x��t	��	��uwx�(a)3Σ+

u
�uX1Σ+

g �
�~

	�	xxu~~	t	~x�	t	��	u��uwx��	��x	~xw	t�	t��x�xv�t�{ut�w�	�0−g (6s+6p3/2)
��u��w�x�vw�	~��w�	~{	

	x�	�v	xu~	����u{xw�~	~{��	�tu�	�{�{	�	v�t�{ut	�	��w�	�|uw��~x�	�tu���~��	��x�x��w���xw�(
~	tt	v	~x�	u	�{wx�	���	���{	��u��	��x	{xw�~�	�v�t�{ut	�	��w�	�uxwtw�	t�w�~w��xw�~����~~�~x	��	u�
���x�~�|uw{���	�	�w�~���+

2
|uw��~x	~�uwx	��t	{xw�	v	~x��x	{x����	xx	v�x���	�	�v	xt��xu�	�	t�

�w�x�w�uxw�~��(�w���xw�~~	tt	�	�v�t�{ut	�	��v�	���
{	�t���	{x���{��w		~	�~{xw�~�	t�t�~�u	u����~�	
�ut��	��ut��w�~w��~x�	tt	�	�v	x�u��w���xu�w	�t�	���~�w�~��tw�xw|u	�	�v�t�{ut	�{�ux�~x��u�t�	�	x�	t�����wx�	x��	~���uw�	t	u�x	v����xu�	��	xx	v�x���	�	��x	{xw�~	�xx�!�	�{�{	v�w�	�x�	�x�u{xw�	�
���ux�	�v�x���	�~�~�	�x�u{xw�	���u���~x+x�	���	t����	�t���|u	{	�v�t�{ut	��	��~x���t	v	~x�w�(
��	����u��tt	��tu�t�w~�wt	�x	~	�	x~�{	���w�	�	�x�{�	�	x��~{�	�w��	�{	�v�t�{ut	���~�w��	��	�	�
v�t�{ut	���
{	�u~t��	����

2�
	ux���tw��	�u���

2
�������	����w	x�t�����#���	��w!�	�v��~�xw|u	�

�	u�	~x�u��w+x�		~�w��������	�	v�t	��u�t��x�xx�w�t	x�	��
2
|uw	�x����v��~�xw|u	���	����w	~{	���(tw��	�u�����v�~x��t�	�{�{wx��	x	t��w!�	���	�		��w�w��	v	~xx��~�t�xw�~~	t	x��(�w���xw�~	t��u���w	~x

�t����	��u��uw��	�t��w�	���	�	v�t	�	���{�������������xw�~�u������x�����{w�xw�~�u�u~	x��~�w(
xw�~��v�~���uxw���~x��~�u~~w�	�u��(�w���xw�~~	tt	v	~x�	u	�{wx���	�	����w	~{	��		��v�xw�~��	
v�t�{ut	�	��w�	���~x��~{���vw�	��u~���~����	t���	v	~x��	�����u{xw�~�	v�t�{ut	�	��w�	����
{�ttw�w�~�x��w�{�����	u�	~x�u��w+x�		~�w����	��w~�w|u�u~	��	~xu	tt	{�~�	~��xw�~�	}��	(�w~�x	w~�	
v�t�{ut	��

�	�	����w	~{	���	{t	��x�v	�	��w���	u�	~x�	�v	xx�	t��xu�		xt	{�~x��t	�	�{�ttw�w�~�	~x�	�	u�
�x�v	���	u����x!v	�����w|u	��w���	~x��~x�x��xu�w����~�{	xx	x�!�	
u~	���	v�t�	���x�v	�	
����	��	xt�{�ttw�w�~���w�x�	���t��	�|u�	�xt	���{	��u��	���x�����{w�xw�~�

�	{�v���x	v	~x��u~���x!v	�	����	����	��	��w�	�x���w���t��{��~�	���~	��w	��u�u~	��w�	
���x�v	����{�	��t�~��	��~�t�	~�w��~~	v	~x�	t�	~�	v�t	�u����	����	����	���x!v	��~�t	|u	t
�	�	�	x��N {�����	v�~w		�x	~x��u���wx����wtt	u���	�v	xx�	���xu�w	��	~�v��	u�	�	x�{�tt	{xw	�
{�vv	�	����~�v!~	���w�~w��xw�~������t�~{�	�
t��u	�	�x	v����xu�	�	x�	�x	v����w~x	��{xw�~��	~��	����w	~{	�t	��x�v	��	����	���	u�	~x
+x�		~��	vw!�	������wv�xw�~{�~�w�����{�vv	wvv��wt	�	v�w�{	xx	�w�w�~�	�����	����	���	t����wx
+x�	x	v����	���t		�wx|u	t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	�t�~�u	�w�x�~{		~x�	�	u��x�v	���uv	xt	��	u�
�x�v	���u~	��w�	���x�v	����{�	��u~		��{	wv���x�~x	���v��w�{�xw�~�	t�{�~�wxw�~�	����~�~{	
�u���{	��u���w~x	��{xw�~�u{�u���	t�	����w	~{	~�u���	�vw��	{�~x��t	�{	�	��{	����������	��(��w���xw|u	�u�t	�{�u��	��	��x	~xw	t���ut�w�	�	x�xx��{xw�	�	~uxwtw��~xu~	���w�xw�~���w�	��u~{��v�
�t	{x���x�xw|u	��	�	����w	~{	��~x{�~��v�t	��t	��w�wt��w� �u����t	���w�	����x�v	����{�	�	x|uww~x	���w��	~x��~{	��x	v	~x��~v��!t	|u�twx�xw	�wv�t	~�u���	�vw���w~x	����x	�t��tu����~�	���xw	
�	����utx�x�	����wv	~x�u��
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�	xx	v��w�{�xw�~{�~x��t�	�uv�u�	v	~x��u~	��w�	���x�v	��	ux�	�v	xx�	�	�{��w�w��t	��wx	��	�
�	t�xw�	�	~x�	�x�v	���	xx	��	~xu�twx�	�xw~x��	���~x	��~�t	���{	��u��	���x�����{w�xw�~�$t	��x�v	�
��~x���w��wx���t	~x���u�	��~{�w�{	�x�w~	�����w!�	�{	~x�w	u�	����u����~��u��w���tw��u~		����w	~{	
{�v�t�v	~x�w�	�	�v	xx�~x�	v	xx�		~��w�	~{	{	���~�v!~	t�����	����w	~{	��	���x�����{w�xw�~�
��	����w	~{	{�~�w�x	��{�~x��t	��t	v�u�	v	~x��u~	��w�	���x�v	���
{	�t�����	~{	��u~�~��	�
t��	���	�		��w�w��	v	~x�����|u	t����x�����{w�xw�~�tw	u	~����	~{	�	{	�t��	���	�		��w�w��	v	~x�{	�
�	�~w	��	�{wx	~xt���w�	���x�v	�	~{�ttw�w�~�x�!����~�	�w�x�~{	��$u~		��{	tw�	�t�w~x	��{xw�~�w��t	(
�w��t	�u�v	~x	t��~	��w	�	{�ttw�w�~�	x�	�v	x�	����	��	�����w!�	��	��x	~xw	t{	~x�w	u�	��tu��t	��	����u���{�w��~���~�{	xx	x�!�	�t	���{	��u���	�{wx�xw�~�	t���w�	���x�v	����t	�t��	���	�w��	��	��uw�
�����	�{wx�xw�~	~u~	��w�	���x�v	���tu�{��u����t	��w~���~	��w		x�	v�v	~x{w~�xw|u	�	{�ttw�w�~
	�x	~�uwx	��x	{x�	�u(�	t��	�����w!�	�{	~x�w	u�	�������x�����{w�xw�~��	���	{x�	��	���x�����{w�xw�~
	~����	~{	�	�t��	���	�		��w�w��	v	~x�	�!x	{	���~�v!~		~v	xx�~x	~��w�	~{	t	���~�~�v��	
���~�	����xw	tt	�� u�|u��̀ = 6

���t���|u�	~���	~{	�	�t��	���	�		��w�w��	v	~xt�x	v����xu�	w~wxw�t	�u
~u��	�x�vw|u		�x�u���vv	~x	��w�	��u�~��ux��w�	�|u	t	��~�	����xw	tt	�` ≤ 2

�x���	��	�t�����w!�	
{	~x�w	u�	������x�����{w�xw�~����!�	w{wu~�uxwt�uw���~x��u��xu�w	��	����~�v!~	��	{�ttw�w�~�	~x�	
�x�v	�	��w���

�	���{	��u��	���x�����{w�xw�~���	�	~�v��	u�	�����w�wtwx����u��xu�w	��w�	�����~�v!~	����(
�w|u	���	�	����w	~{	�	uxu�	��	���w	~x{�~��v	�|u	{	��v�w~		�x	~{��	x�!��u�	�x�
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� � � � � � � � � � � � ' � + 
 � 
 � ' � � � � 
 � � 
 � + - " � � � � 
 � �

� � 
 � � � � % � " , $ � � 
 � 
 � 
 � � � � � ' 
 � � � � � � 
 � � � 
 � % � � 
 � � � � � � � � % 
 � � " � � ( , 
 � � � 
 � � 
 � � � � 
 �

� � 
 � � 
 � � � � � � 
 � � 
 � � � 
 � � ' - � � � 
 � �

� � � 
 � � 
 � 
 � 
 � � , � ( � 
 � 
 � � � 
 � � � 
 c � � � � � � � � � 	 108 , � −1

	 � � � � 
 � � 
 � 
 � � 
 � ' � h � � � � � � � � � � � � � 10−34

	 �

~
def
= h

2π � � � � � � � � � � � � 
 � 10−34

	 �

� + + � � % � 
 � 
 ' - 
 � & 
 � 
 �
) % � 
 ' � � � � |qe| = −qe � � � � � � � � 
 
 � � � � 10−19 	

! 
 � � 
 � 
 � ) % � 
 ' � � � � me � � � � � 
 	 � � � � � � 10−31 � &

	 � � � � 
 � � 
 � 
 , 
 � � 
 
 � � , � � � 
 mu
def
=

m12C
12

def
= 1g

NAmol−1 � � � � � � � � � � � � � 10−27 � &

! 
 � � 
 � � + � � � � � mp/mu � � � � � � � � � � � � � � �

! 
 � � 
 � � � 
 � � � � � mn/mu � � � � 	 � � � � � � � � � �

! 
 � � 
 � 
 � ) 
 � � , 
 133 	 � � mCs/mu � 
 � � � � � � � � � � �

� 
 � , � � � � � � % � � � � � 
 ε0
def
= 1

µ0c2

	 � 	 � � � 	 � 	 � � � � � 10−12  , −1

� 
 � , % 
 $ � � � � % , 
 & � % � � � � 
 � � � � � 
 µ0 � π 10−7 � � −2

	 � � � � 
 � � 
 � 
 � � � � ' � � � 
 * � 
 α
def
= qe2

4πε0~c = e2

~c � � � 
 � � � 
 � � 	 � � � � � �

� 
 " � � ' � 
 � � � � � 
 � 
 �
) % � 
 ' � � � � re

def
= qe2

4πε0mec2

� � 	 � � � � � � � � 
 	 � 10−15 ,

� 
 " � � � 
 � � - � � mnoyau =∞ � a0
def
= h

2πmecα

� � � � � � � � � � � � � � � 10−10 ,

	 � � � � 
 � � 
 � 
 � " � $ 
 � &
�
� mnoyau =∞ � R∞

def
= mecα2

2h = α
4πa0

� � � � � 
 � 
 � � � 	 � � � � 	 � � 107 , −1

� " � $ 
 � & + � � � � � " 
 � � 
 , 
 � � 
 M Ry = RM = M
(M+me)R∞

! 
 & � % � � � � 
 � � - � µB
def
= qe~

2me


 � � � � � � � � � � 
 � � 10−24

	 �

−1

! � , 
 � � , 
 & � % � � � � 
 � 
 �
) % � 
 ' � � � � µe/µB � � � � � � � � � � � � � 
 � � � �

 
 ' � 
 � � g � 
 � ) % � 
 ' � � � � ge = 2(1 + ae) � � � � � 
 � � 
 � � 
 	 � � � � �

	 � � � � 
 � � 
 � 
 � 
 & � 
 � � � 
 � � � � G � � � � � � � � 	 � � 10−11 , 3 � &

−1 � −2

� ' ' % � % � 
 � � � � & � 
 � � � 
 � � � � � 
 � � 
 g � � 	 � � � � , � −2

� � 
 � � 
 � � � � � � 
 
 � � 
 � 
 , 
 � �

	 � � � � 
 � � 
 � ) � � � & 
 � � � NA � � � � � � 
 � � � 
 � � 1023 , � � −1

	 � � � � 
 � � 
 � 
 � � � � , 
 � � kB � � 
 	 � � � 	 � � � � 10−23

	 �

−1

	 � � � � 
 � � 
 � 
 � � 
 # 
 � 
 � � � � � , 
 � � σ
def
= π2kB

4

60~3c2 � � � � � � � � � � � 10−8 
 , −2

�

−4

	 � � � � 
 � � 
 � 
 � & 
 � + 
 � # 
 � � � R 	 � 
 � � � � � � � � � 	 , � � −1

�

−1

�
� 8 / 1 A 5 6 7 > 5 " 3 7 / 2 B 5 6 = 5 8 4 5 7 3 2 ' ( ) * * � , 5 7 " 4 5 A ; ; 5 7 3 2 ' ( ) * * 9 , '

7
� 8 / 1 A 5 6 7 > 5 " 3 B # � / = 5 7 3 2 ' ( ) * * * , '
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��tw�x	�	�{�~�x�~x	�����w|u	�����	ux+x�	x��u��		�w~�w|u	��vw�	� �u����{��w~	���~���ux	
	~�����u�����	�u�t���wt	��t����	��	�u���������xx�
������w{��~w�x�����{uu��~�	ux�u��w�	��	��	������t������#�	x��}��tw��~�����	����*�� �()$)'+d+$%"(&$f9&$p%''%'��$%d9&('9'+(&e f#�&+%!9"
e2

def
= qe2

4πε0
= q2ec

210−7�

�
�
	 �����������
��

�	�u~wx���x�vw|u	��u����	u�	~xw~x���uwx	�������x�			~���#�	tt	��	�v	xx	~x�	�wv�tw�	�t��{�wxu�	
�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���u�t��x�v	��������!~	��	���x!v		�x���~w	~{��w�w���~x~ = −qe = me =
4πε0 = 1�

��t	�xuxwt	�u��w�	����	~w�t	t	{x	u�|u	t�u~wx��	v���	�x�vw|u	~�	�x���t�{�~�x�~x	�	v���	
�x�vw|u	mu�

�������
�~wx���x�vw|u	�~ = −qe = me = 4πε0 = 1��u�~xwx� ��v��t	�	t�u~wx� 
�t	u��w~{	�xwxu�	�u~	���w�xw�~
�x�~�����u�t	��	�~w	��{�w��	��

�����	 �����	�t�v	~x�w�	|qe|
��*���&&���"����−19�

��~�u	u� ����~�	}���a0
��%���&&�"���"���−10v

s���	 s���	�	t��t	{x��~me
�������#�&�%"���−30 ��

�~	��w	 �~	��w	�	���x�		Eh = 2R∞hc = e2a−1
0

"��%�&"#���*���−18 z

Eh
def
= 2Eionisation 1

1H masse infinie
wx	��	 
wx	��	�	t���	vw!�	���wx	 ���#&*��"�������6v�−1

�	}���v0 = e2/~ = αc
�	v�� τ0

def
= ~/Eh = a0/v0

��"�###"��*%%%�%����−17 �
��x	~xw	t�t	{x�w|u	 Eh/qe

�&������*��#��

���v��t	{x�w|u	 Eh

|qe|a0
��%�"���#���%���12
v−1

���v�v��~�xw|u	 Eh
|qe|a0αc

���%�%�#���&����5�
���{	 Eh/a0

��#��#&��%�"����−7�
�uw���~{	 Eh

2/~
���#���&�#�����

�~x	~�wx� Eh
2

~a02

*"��*"�"�������18�v−2

�
�
� ������������������������	�
�����

�t	�xwv���x�~x�	��u��w�	�w�	t�{�~�	��w�~	~x�	�tu�w	u�����x!v	��u~wx����t	�ux��u��w�����	��u
���x!v	��u��w	~��u���x!v	w~x	�~�xw�~�t�������w~�w|u��u�u~wx���x�vw|u	������	t�~�|u	t	���x!v	
��u��w	~{���{	~xwv!x�	����vv	��	{�~�	�	�xx�!�uxwtw��t����	t��xu�	�	��|u�xw�~��	s���	tt	x��~{
	~�����t	{x����~�vw|u	|u�~xw|u	���t	�x�����u�t	{��w�
µ0/(4π) = 4πε0 = c = |qe| = 1�

�t	�ux
	�w�	x�!��xx	~xw�~t����	t��xu�	�	��wv	~�w�~�����	�	v�t	µ0

	xε0 ��~
x��~�t	���x!v	��u��w	~��~�

�wv	~�w�~�t���|u�	~����	tt	�	~�~xu~	��	v+v	t�u~wx��	{��v�v��~�xw|u		�xt	��u��v�w�~�����t��wv	~�w�~�u�	�t��wt	�uxvutxw�tw	����t��wx	��	�	t�tuvw!�	{	x�{�w�	��{���4 ��u���
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��~�	��w�~	~x�	�w���	~x����x!v	���u~wx����~uxwtw�	E = hν = ~ω = hc/λvide
	�~���	tt	

~�v��	���~�	���~�t	�w�	�t����~�	u�σ �	~{v−1
����~w	���E = hcσ = ~ck�

��~�u	u� ��def
=

��−10v
��	��w�~ ��xvdef

=
�����%��def

=
&*�x���def

=
������%v���s���	 mec

2 ���%������*��%�s	

�	v����xu�	 x�◦��def

=
����(�&���%

���v�v��~�xw|u	 ���u��def
=

��−4�	�t�×c�~	��w	E 	~	



E
�z����*���&&���"����−19 E

�	
��w~�w
�	
���*���&&���"����−19 z�	
���"�&�##�*�&����14 ��×h�	
�#�*%�%"����"�{v−1 × hc�	
���*&"����������−2 Eh�	
����*��""%�����	t�w~×kB�~	��w	E 	~{v−1 E
�z����2 hcE�{v−1

�
E
����������&��"%#E�{v−1

�≈ ��
E
�{v−1

�
E
�{v−1

�����"&"�*���&�����*#�E�u�������x�		�
�{v−1 def

=
�����	���	���{�~	�~��	��	{t	�	t�w~{����{���	���~����*�%����*�{v−1

�~	��w	��ux�	�u~wx��� E
�z��hE

����
�zdef

=
��7 	��

�{�tdef
=

"��#*z�	x���t��twv	~x�w�	������{�t
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��x�v	�������w|u	�x�vw|u	�����	{x���{��w	v�t�{ut�w�	���t��	��	x{���~�	ux�u��w{�~�utx	���u�t	�
���~wxw�~�t	�w{xw�~~�w�	�s�x�w	u	x�t��������wx�~��u��wt��	�u	��{	~x	�u�t	������!��	t�����w|u	v��	�~	��������������{�~x	~�~x�	~�v��	u�
��xw{t	��	t�xw	��u�		��w�w��	v	~x���x�v	��

�	�tw��	�x�!�uxwt	���~x
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�xx�
������w{��	�������������

���wx	���~~�~xu~	tw�x	�	��wx	��	����u�	�x����wtt�~x	~����w|u	�x�vw|u	�uv�t�{ut�w�	�
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�	���tuxw�~��������~�!�	��	t��|u�xw�~���w�t	��"��~x	���wv��t	���
{	�t�	�~{xw�~�	���u	��	
��~���tw��	Lpq(ρ) = dp

dρp

[
eρ dq

dρq (ρqe−ρ)
]
|uw�	{�t{ut		�{wt	v	~x�

Rhydr
nl = −

√
(n− l − 1)!

2n[(n + l)!]3

(
2Zeff

naµe

)3/2

e−Z
effr/(naµe )

(
2Zeffr

naµe

)l
L2l+1
n+l (2Zeffr/(naµe))

Rhydr
nl

r→+∞≈ (−1)n−l−1[(2n)(n + l)!(n− l − 1)!]−1/2

(
2Zeff

naµe

)3/2

e−Z
effr/(naµe )

(
2Zeffr

naµe

)n−1 �����

�~	~���uwx	�{wt	v	~xt	�����~��{������	t��x�v	

〈nlMl|r2|nlMl〉hydr =

∫ +∞

0
r2Rhydr

nl r2 dr = a2
µe

n4

Zeff2

[
1 +

3

2

(
1− l(l + 1)− 1/3

n2

)] �����

�	v+v	�}	w�v�~�~��	�	�	�����%������*���~~	~xt�	��vut	��~���t	��u�t	{�t{ut��u~	x��~�wxw�~
�w��t�w�	|u	~�u��xu�w	��~�	~z�����~�u�~	t��	����uw��~����w{wv�w�~�u����~���u�t	{��|uw~�u�
w~x��	��	��
n′ = n

〈nlMl|r|n l − 1Ml〉hydr =

∫ r=+∞

r=0
R∗
nl(r)rRnl−1(r)r

2 dr =
3a0

2Zeff
n
√
n2 − l2

�����

�	�	�~{xw�~����~�	��u{�~xw~uuv�	u�	~x��	���wv	��		���~�wvwt�w�	��~�	~��w	���wtt����*�	x����~��u�~��w	{�wx����##�{����*�

�
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z	�	��	~��w{wt	�~�x�xw�~��	t��	{xw�~������
z	��w�x��wx	������	�xu���xw�~�t�w~x	��{xw�~��u~�x�v	�t{�tw~{�vv	����	{u~{��v��t	{x�w|u	
{�~�x�~x���~�		�w�	�������x�	{t�w�	v	~xt	�	�	x��	{�u�|uw�	v�~w		�x	~x�

�	 x��wx	v	~x �	 t�w~x	��{xw�~ ��	{ u~ {��v� �t	{x��v��~�xw|u	 	�x 	�wx	
��~�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XII��u���~��u�~��

w	{�wx����##�{���&*�

@���� A���>��A<�>���>�;�><>���<�>�?�?>����<
�~�u�����~x|u	t	{��v��t	{x�w|u	~E = EZ~eZ 	�

x�u���vv	~x	�w�t	��~�	uxt	x��wx	����t�x����w	
�	��	�xu���xw�~�����x�v	�~	ux�	��	{�v���x	����~{{�vv	u~�w��t	��~�u~{��v��t	{x�w|u	��	��vwtx�~w	~��w~x	��{xw�~	�x��~{WStark = W = −~µ.~E �$~µ =

∑N
i=1 qe~ri
	�xt	�w��t	�	t��x�v	���u�

��%
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���~��{�t{ut	�t	��t�v	~x��	v�x�w{		~x�	�	��x�x��|uw�	u�	~x+x�	����~�����nl 	xn′l′��~uxwtw��~xt		�wx|u	A = Aorb+spin ���w�	A2 = A 	x{�vvux	��	{∑i ~ri
�~��xw	~x


〈γ0
c ;nlMlMs|W |γ0

c ;n′l′M ′
lM

′
s〉 = −qeEZ

N∑

i=1

〈γ0
c ;nlMlMs|zi|γ0

c ;n′l′M ′
lM

′
s〉

���"�

= −N !qeEZ
N∑

j=1

〈1, . . . , n− 1 : γ0
c |〈N : nlMlMs|zjAorb+spin|1, . . . , n− 1 : γ0

c 〉|N : n′l′M ′
lM

′
s〉

�$~�u����~�~�x�|i : α〉 t	�	x{���	���~��~x�Ψα(qi)������x����~�twx��	��x�x��t	{x��~w|u	�w~�w�w�u	t��~�	v��|u	|u	t	�	x	xt	�����u�t��t	{x��~
i < N ��

w�	~x+x�	w�	~xw|u	��{	t�wv���	�t��	�vux�xw�~σ ��~�A ��+x�	t�w�	~xwx���~	�	x��wj < N �
zj
	�xwv��w�	v�w�(−1)lj (−1)lj = 1v�~x�	|u	〈j : β|j : β〉 	�x��w��t	���utx�x	�x��~{~ut���u����~��~�t	v	~xv�~x��|u	j = N ��

w~�w

〈γ0
c ;nlMlMs|W |γ0

c ;n′l′M ′
lM

′
s〉 =

���%�

−qeEZ〈1, . . . , n− 1 : γ0
c |〈N : nlMlMs|zN |1, . . . , n− 1 : γ0

c 〉|N : n′l′M ′
lM

′
s〉

���*�

= −qeEZ〈N : nlMlMs|zN |N : n′l′M ′
lM

′
s〉

���&�

= −δMsM ′
s
qeEZ

∫
d3~rψ∗

nlMl
(~r)zψn′l′M ′

l
(~r)

���#�

@���� A���>��F>��>��>��?;�=�;�=�<������
��vv		�	v�t	�xu�w�~�t	���t�{	v	~x	~�~	��w	�	t��x�x	�~��v	~x�t|γ0

c ;n0 sMl = 0〉�|u	t��~�	ux
{�~�w���	�{�vv	~�~����~����t	��w~	�x��u�tw��{��~	 �u�~xw{w�u{u~��t	�������	u~�	��vut	��#�
~	��~~	�u{u~{��~�	v	~x�	t��~	��w	�t�w~x����t		�x~utt	������wx���t�����	����{�wx	~w��t�~xt����xw	
�$t��x�x�u{�u�{��~�	�

∆E(2) = q2eE2
Z

∑

{γc;n′l′M′
l
}6=

{γ0
c ;n0s0}

∣∣∣
∑N

j=1〈1, . . . , n − 1 : γ0
c |〈N : n0s0|zjA|1, . . . , n− 1 : γc〉|N : n′l′M ′

l 〉
∣∣∣
2

Eγ0
c ;n0s − Eγc;n′l′

∆E(2)

q2eE2
Z

=
∑

{n′l′M′
l
}6=

{n0s0}

∣∣∣
∑N

j=1〈1, . . . , n− 1 : γ0
c |〈N : n0s0|zjA|1, . . . , n− 1 : γ0

c 〉|N : n′l′M ′
l 〉
∣∣∣
2

Eγ0
c ;n0s − Eγ0

c ;n′l′
+�ux�	�

∆E(2)

q2eE2
Z

=
∑

{n′l′M ′
l}6={n0s0}

|〈N : n0s0|zN |N : n′l′M ′
l 〉|

2

En0s − En′l′

︸ ︷︷ ︸
−αpol

valence/2

−αpol
autres/2

�����

∆E(2) = −1

2
q2e [α

pol
valence + αpol

autres]E2
Z

������

�	{�t{ut	�xx�ux�	�uwx	�tu�{�v�tw|u�	x	�wxw~x	��	~w�{	|u��~���	tt	t���t��w���wtwx����w��t�w�	��	
t��x�v	αpol = αpol

valence + αpol
autres
�

�t	�xw~x��	���~x�	~�x	�|u	t	��x�x��u{�~xw~uuv�w�	�~�~tw��v�w�|u	~�u����~�~�x�|u�~�v+v	
n′l′M ′

l
��~�t���vv	���{��	~x	�w~x	��w	~~	~x��u�	~�w��~1/3

���~�u~{�t{ut�������~�!�	���~�t	
{�t{ut�	t���t��w���wtwx��

�
���������������	
���	���������
�
	���	

	���
��EZ���
���������	
	���� �����������	����������

��	����	
	���������������	�
������µ = q2eα
polEZ 
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�>=��C;�?=��?��=>����?>����<�
�~�u�����~xµe ≈ me�

t	��vwtx�~w	~�	}�	wx(��utw����	t����	�w���vwtx�~w	~�~�	�xt���vv	�	�
x	�v	��uw��~x��|u	~�u��	x��u�	��~�t����	t��xu�	�	�v�t�{ut	�


Hmass = − 1

8m3
ec

2

N∑

i=1

~p4
i

������

HOrbite−Orbite = HOO = − e2

8m2
ec

2

∑

i<j

(
~pi.~pj
rij
− ~rij.(~rij .~pj)~pi)

r3ij

)
������

HSpin−Spin Contact = HSSC = − 8πe2

3m2
ec

2

∑

i<j

(~si.~sj)δ(~rij)
������

HDarwin = HD = − ~2e2

8m2
ec

2

Z∑

i=1

~∇2
~ri


Z
ri
−
∑

j 6=i

1

rij


 ����"�

HSpin−Orbite = HSO =
e2

2m2
ec

2

Z∑

i=1

Z

r3i

~li.~si
����%�

HSpin−Autres Orbites = HSAO =
e2

2m2
ec

2

Z∑

i6=j

(
1

r3ij
(~rji ∧ ~pi).(~si + 2~sj)

)
����*�

HSpin−Spin = HSS =
e2

m2
ec

2

∑

i<j

(
~si.~sj
r3ij
− 3

(~rij .~si)(~rij .~sj)

r5ij

)
����&�

�~	�wx�	ut�t	�x��w��	�~w	��{�v�x	~x��u�t��x�u{xu�	�~	�w�	�{	u�|uw��~xt	�	�t�����~��	�{	~{	nl�	~vw��~x��w~	x���wxw�~����~���u�	��t���t	v	~xu~~w�	�u��	v��|u�~��u��w|u	t	x	�v	�	����w~
	�x���	�w��{�wx��	{�	�	�~{xw�~��	tx��

1�#�-		���#���,��,-�����-��-��-
�~�	ux���tu	����w�	v	~x{	�x	�v	����t�x����w	�	��	�xu���xw�~��u��	vw	�����	���w����
	�	v�t	����	~(��~~�u� w	x�t�����*�}XII

���~�u����	|u	��u�t	{�u�x�ux	�t	�{���	{xw�~�{�~{	�~�~xt	��t	{x��~��u{�u��	xt	~���u��~x�� ��x����w�	�	~{�v�x	�

.-��-2-��		-
�t�u�x���{�w�	Hmass = −1

8m3
ec

2 ~p
4 = −1

2mec2
[h(~r) − Vpot.eff.(r)]

2���~�t�������wv�xw�~�������~�!�	�	x
��	{µe = me

�wt��ux

〈nlMl|Hmass|nlMl〉hydr = −En
Zeff2

α2

n2

[
3

4
− n

l + 1/2

]

�	�x	{�~w|u	��wvwt�w�	���~xuxwtw���t	���u�t	��ux�	�x	�v	���~~	���xu�w	�|u	t	x	�v	|uwt!�	t�����~��	�{	~{	��~����	�	���~�	u��	{	�x	�v	��	ux+x�	x��u��	~{�v����~x�u���t	u���	~
u~wx���x�vw|u	�e2/a0

��	��w~���������u�t��x�x	�~��v	~x�t 22s �u
twx�wuv� 〈Hmass〉 ≈ −4.18 10−3�

〈HOO〉 ≈ −2.32 10−5�〈HD〉 ≈ 3.47 10−3 	x〈HSSC〉 ≈ 10−6�



��# �������� �����
�������������
��

.-��-2-	#��������-
��u�u~�x�v	�������~�!�	�	utt	x	�v	HSO �	�x		xZeffe2/r3 = V ′(r)/r�

��~��tu��	��x�wt��~
��u���{�~�utx	����u��tw~�~�
w{x�����##����~�	ux��w��~~��t	v	~x�u����	�|u	��u�~�x�	�t	{x��~
	�x	�~	HSO 	xHSAO �	�	���u�	~x	~u~�	utx	�v	�~�x�	~{��	HSO |uw	�x


HSO =
1

2m2
ec

2

1

r

dVpot.eff.

dr︸ ︷︷ ︸
ξ(r)

~l.~s

�t�u�x�t�����uxwtw�	�t�	��vut	���*��u���w�|u	t��	ut	���	~��~{	���w�t		�x��~�t������x	u�ξ��~x��u�	�t���

〈nljMj |HSO|nljMj〉 = 〈nljMj |ξ(r)|nljMj〉
~2[j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4]

2

����#�

�~������wv�xw�~������	~�!�	�~x��u�	

ASO
nl = 〈nljMj |ξ(r)|nljMj〉hydr =

1

2m2
ec

2

Zeff4
e2

a3
0n

3l(l + 1/2)(l + 1)

������

��	{{	xx	�{�wxu�		xt����{��	~x	�~�	v��|u	|u	HSO �	ux+x�	�	v�t�{����u~��vwtx�~w	~	�	{xw	

HSO = ASO
nl
~l.~s

������

@�)�� ��������>
��>��<>

�� x����w	 	~	�x �w�{wt	� ~�u� uxwtw��~� w{w �}	x�	�~���t�	x	����%&� �t�����v�x��~����&����wv�~��	x�t����&&� �w~�������� �~	 	�w� t� x����w	 �����	v	~x 	�wx	 �~ �	 �	~� {�v�x	
���w� ��v	������*��|u	x�ux�	ux +x�	{�v��w� �ux���	����u~��vwtx�~w	~	�	{xw	 Heff,hyperfin =∑
i≥1

∑
m(−1)mαiQ

(i)
m (noyau)Q

(i)
−m(el) {�v��	~�~xt	�vutxw��t	��u~���u	x�	��t	{x��~��t	x	�v	m = 0w�	�{����	({����	��� ��x���w�	~{�v�x	���~�	���u~x	tx��	����vwtx�~w	~	~�	{xw�~��������vv	

x	�v	���w~{w��u��wt��u~	w~x	��{xw�~�u�w��t	v��~�xw|u		x�u|u���w��t	�t	{x�w|u	Q(2)(noyau)
�u~���u��	{t	{��v��t	{x�w|u	{������t��t	{x��~	~��x�xw�~��~�u�tw�~xt	��ux�	�vutxw��t	��	x
	~uxwtw��~xt	x����!v	�	�w�~	��{���x��~��wx|u	��u�t	��x�x�nlj

�w�	� �w �~~	x����wtt	|u	
��~�t	��u�	���{		~�	~������{	��x�x��{	|uw u�xw�	t	~�v�	�	{xw	���t	��vwtx�~w	~���{�wx�����!�
�}��~��	~�~�z��{��w~���#*��%��%*�	x�%��*%���~��u���{�~�utx	��u��w��v	������*��


Heff,hyperfin
Inlj = Cmagn−dip

Inlj
~I.~j +Belec−quad

Inlj

3
2
~I.~j(2~I.~j + 1)− ~I2~j2

2I(2I − 1)j(2j − 1)
�$ ������

Cmagn−dip
Inlj =

1√
j(j + 1)

〈nlj ‖ Q(1)(el) ‖ nlj〉 1√
I(I + 1)

〈I ‖ Q(1)(noyau) ‖ I〉 ������

Belec−quad,hydr
Inlj (u���) = −〈IMI = I|

∑

protons p

3Z2
p −R2

p|IMI = I〉〈jMj = j|3z
2 − r2
r5

|jMj = j〉

Cmagn−dip,hydr
Inlj =

µ0

4π
4gIµBµN

(Zeff)3

a3
µe
n3

1

j(j + 1)(2l + 1)~2

������

�$µN = me
Mp
µB
%$'d%i9�&#'(&&)pd#9+"%�gI %$

'd%�9p'%)"f%�9&f#&)pd#9+"%
)+o9)'%&o+"(&0, 7369 !()"d%p#$+)i	x5.585 ��u�t�������!~	�w�	�t	���x�~�����u��wt	{�t{ut��~�t�~�u�	tt	���		�u�~wx

∆E(f) = 〈nljIf |Heff,hyperfin|nljIf〉 = ~2Cmagn−dip
Inlj

k

2
+ ~2Belec−quad

Inlj

3k(k + 1)/2 − 2I(I + 1)j(j + 1)

4I(2I − 1)j(2j − 1)
�~�	v��|u	��u�	~x|u	t	��{��x�	~x�	~w�	�u����	��~�	�x�w	~�	����uwx���t	��	vw	�x	�v	|uw
	�u�~wxu~�{��xf~2Cmagn−dip

Inlj
	~x�	f 	xf − 1�
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���������������������

�
�
� ����������������
�����

:����E����><�=>?��>�(R0)�
�~��u����	t�w��	��uw�	����t���u�	��"���	*���u�t	��w���	~x�{��~�	v	~x��	�	�!�	���	�ux
�	{	xx	�	{xw�~	�x�	��v�~x�	��w��u�	u�	v	~xt�	��vut	����

1�#�-		���2�����,����-�

�	��vwtx�~w	~x�x�t�u���x!v	���~�t	�	�!�	�	x��	��	~xw	t�(R0) : (O0, ~ex
0, ~ey

0, ~ez
0)
��	�ut�����(

x�w�	����{�wx		~�	����	~x�xw�~���xw�t	��u�t�	�~{xw�~���~�	x�x�t		
Ψtot(~R0

A,
~R0
B , {~r0i }, spins elec., spins nucl.) 


H(R0) = − ~2

2MA

~∇2
~R0

A

− ~2

2MB

~∇2
~R0

B︸ ︷︷ ︸
Tnoyaux=éner.cin.noyaux

− ~2

2me

Z∑

i=1

~∇2
~r0i

︸ ︷︷ ︸
T elec=éner.cin.élec.

+
e2ZAZB

|~R0
A − ~R0

B |︸ ︷︷ ︸
V NN

�����

−
Z∑

i=1

( e2ZA

|~R0
A − ~r0i |

+
e2ZB

|~R0
B − ~r0i |

)

︸ ︷︷ ︸
V eN

+
∑

1≤i<j≤Z

e2

|~r0i − ~r0j |
︸ ︷︷ ︸

V ee

+Hrelativiste +Hchamp

��	{t	�~�x�xw�~��	t��	{xw�~������u��tt�~���~�u~��	vw	�x	v���u�tw	�Hrelativiste +Hchamp�

:���� E>���>���><��>�>�;��>�>�<��;���(RCMN)�
5���
-�-��2-����2����-	�6��,�	�����2��-���-2-��		-2-	������

�~���	~RCMN
def
=

MA
~R0

A+MB
~R0

B
MA+MB

�~R′ def
= ~R0

B − ~R0
A

��~��w	~x	t���	�	A �	��B�	x~r′i
def
= ~r0i − ~RCMN�

�~

����	��~�t	~�u�	�u�	�!�	��wx���	�w��ut�����x�w�	��w	~|u	{	t���wxwv�����	�RCMN = Rlab : (O′ def
=

O0 + ~RCMN, ~eX
def
= ~ex

0, ~eY
def
= ~ey

0, ~eZ
def
= ~ez

0)�	~	
�	{xu�~xt	{��~�	v	~x�	{�����~~�	�





~R0
A

∣∣∣∣∣∣

X0
A

Y 0
A

Z0
A

, ~R0
B

∣∣∣∣∣∣

X0
B

Y 0
B

Z0
B

, ~r0i

∣∣∣∣∣∣

xi
0

yi
0

zi
0



 7−→




~RCMN

∣∣∣∣∣∣

XCMN

YCMN

ZCMN

, ~R′

∣∣∣∣∣∣

X ′

Y ′

Z ′
, ~r′i

∣∣∣∣∣∣

x′i
y′i
z′i





�����

�$���	�	v�t	
XCMN = (MAX
0
A +MBX

0
B)/M,X ′ = X0

B −X0
A
	xx′i = xi

0 − (MAX
0
A +MBX

0
B)/M�

���



��� �������� �����
�������������
��

5�,��,2�����-,����,����-�

�	�~�u�	tt	����w��	����xw	tt	��	���uw�	~x	�{wt	v	~x�	��~{w	~~	����t�v�x�w{	 �{��w	~~	MJac =(
∂(RCMN)j

∂(R0)i

)
���~�	{�v��	~��	{	|uw�	����	x��wx�~�����	�	v�t	�t	{���	�	u��t	{x��~��	x�	�����~�

t	�{�����~~�	��u�~eX�



∂
∂X0

A
∂

∂X0
B
∂
∂x0

1
∂
∂x0

2




=




MA/M −1 −MA/M −MA/M
MB/M 1 −MB/M −MB/M

0 0 1 0
0 0 0 1







∂
∂XCMN

∂
∂X′
∂
∂x′1
∂
∂x′2




�����

|u	 ~�u� �{�w��~� ��v��tw|u	v	~x X∂(R0) = MJacX∂(RCMN)� �	� x	�v	� ���~	��w	 {w~�(
xw|u	 ���{�w�	~x −~

2

2

t
X∂(R0)Diag(1/MA, 1/MB , 1/me, 1/me)X∂(R0)�

�~ �	ux t	� ���{�w�	 {�vv	

−~2

2

t
X∂(RCMN)

tMJacDiag(1/MA, 1/MB , 1/me, 1/me)MJacX∂(RCMN)�
�	����uwxv�x�w{w	t ��	�	{xu	�wv�t	v	~x	xt	~�u�	t��vwtx�~w	~Hnon rel.(RCMN) �	�w	~x��~�t�
�	����	~x�xw�~��	���{	Ψtot(XCMN , YCMN , ZCMN ,X

′, Y ′, Z ′, {x′i, y′i, z′i}) {���	���~��~
x�{	�~�u�	tt	�{�(

����~~�	��

Hnon rel(RCMN) = − ~2

2M
~∇2
~RCMN︸ ︷︷ ︸

TCMN

− ~2

2µ
~∇2
~R′

︸ ︷︷ ︸
TN= cin. rel. noy.

− ~2

2me

Z∑

i=1

~∇2
~r′i

︸ ︷︷ ︸
T e

+

e2ZAZB
R︸ ︷︷ ︸

V NN

−
Z∑

i=1

(e2ZA
r′Ai

+
e2ZB
r′Bi

)

︸ ︷︷ ︸
V eN

+
∑

1≤i<j≤Z

e2

r′ij
︸ ︷︷ ︸

V ee

+T couplage ���"�

�$~R′
A

def
= −MB

~R′/M�~R′
B

def
= MA

~R′/M �~r′ij
def
= ~r′i − ~r′j�~r′Ai

def
= ~ri − ~R′

A
	x~r′Bi

def
= ~r′i − ~R′

B
��	�~�x�xw�~���~�

�	{x	u�����w�~�~xt	�~��v	��	��	{x	u���

���2-2��-��-2-���#,�
-������	�--���-����-�-��	2-	������-��,-������	�-	
�~�	v��|u	|u	T noyaux + T elec 	�x�	�	~uTCMN + TN + T e + T couplage���	{T couplage ��~~�����


T couplage =
~2

M

Z∑

i=1

~∇~RCMN
.~∇~r′i

︸ ︷︷ ︸
T e,CMN

− ~2

2M

∑

i,j

~∇~r′i .~∇~r′j
︸ ︷︷ ︸

T couplage eeN

4#����-��	2-���-��	������	�-	
�	�	~�~�u~w~�x�~x�u�t����~wxw�~��%�~̀ 	�x���	�w�~�x�~R ���w�x��t	���v�w�w{w ~R ��w	~x	��t���	w~x	�~u{t��w�	�	x~�x�	~�x�xw�~�	�v	xx���		�w�	t	tw	~��	{t	��~�	����xw	tt	�t����	t�uxwtw��xw�~�	t�
x����w	�	�{�ttw�w�~��u{���wx�	*������t	�x��~�	~�x	�|u	��%~�	�x|u�u~	���~wxw�~�{���~v�~x�		�{wt	v	~x|u	t	����w������x	u��	{x��w	tv�v	~x{w~�xw|u	�	��x�xw�~�	�~���u�	�x


~̀vrai def
= ~R0

A ∧
~

i
~∇~R0

A
+ ~R0

B ∧
~

i
~∇~R0

B
= ~RCMN ∧

~

i
~∇~RCMN

+ ~R′ ∧ ~

i
~∇~R′

���%�

��w�	vv	~x{�vv	�s	x�s���~x|u��w{�~	�~�u�t	v�u�	v	~x�u�s��	��|u��wtw~��w�	���w�t�
	��vut	�����	x��~{~RCMN ∧ ~

i
~∇~RCMN

≈ 0�

����	��

�������

��
��������	���������������� 
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������
� ���

:���) @�����<<�>���?;=�>�����?>�<��;���(RNpol

CMN)
5���
-�-��2-����2����-	
�~�	�!�	~n ��u~R′�����	�{�����~~�	���t�w�	�����w���u�	��"�R′, θ′ = ( ~̂eZ , ~ez), ϕ

′ = ( ̂OX,OX ′)��~�

RCMN�R′ def
= ||~R′|| �����	tt	t��w�x�~{	w~x	�~u{t��w�	��~�	�!�	x�u �u����u�t�w~�x�~xt	��t	{x��~�	~

{�����~~�	�{��x��w	~~	��

5�,��,2�����-,����,����-�
�w~�w��~�t��	����	~x�xw�~��	���{	Ψtot(XCMN , YCMN , ZCMN , R

′, ϕ′, θ′, {x′i, y′i, z′i})
{���	���~��~x�

{	~�u�	�u�	�!�	(RNpol

CMN)��~x��u�	�~�t	v	~x


Hnon rel(RNpol

CMN) = TCMN− ~2

2µ
~∇2
R′θ′ϕ′

︸ ︷︷ ︸
TN

+T e + V NN + V eN + V ee + T couplage ���*�

1������-2-	�#����-��	��
�,���-	
����	~(��~~�u� w	x�t�����*�
����(�*�~�u���~~	t��{�wxu�		~{�����~~�	���t�w�	��ut��t�{w	~	x
�	~̀2 


~∇2
R′θ′ϕ′ =

1

R′
∂2

∂R′2R
′ − 1

~2R′2
~̀2 ���&�

~̀2 = −~2

(
∂2

∂θ′2
+

1

tan θ′
∂

∂θ′
+

1

sin2 θ′
∂2

∂ϕ′2

) ���#�

�w~�w�~�	ux�{�w�	t������x	u����~	��w	{w~�xw|u	�	t�xw�	�	�~���u�	~	�~{xw�~�	~̀2 


TN (R′, ϕ′, θ′) = − ~2

2µR′
∂2

∂R′2R
′ +

~̀2

2µR′2
�����

:���, E>���>��?���?;=�>
��u�	��t�wx	��		���~�wv�t	t	������w�x���	��v�x�w	�u��vwtx�~w	~�wt	�x��~�	�	���	�t	��t	{x��~�
	~{�����~~�	�{��x��w	~~	��v�w���~�t	�	�!�	x�u�~�~xtw��t�v�t�{ut	�

5���
-�-��2-����2����-	
�~�uw��~x�}	��w{�����"���~	�	{xu	��u~	��x�xw�~�	���	���~���tw�~	�t���	OZ �u�~n = ~R′/ ‖ R′ ‖

�
��~	�	{xu	��~{u~	��x�xw�~�	���	���u~�~�t	α = ϕ′ �ux�u��	OZ �u

w�w	��u~	��x�xw�~��u~�~�t	
β = θ′ �ux�u��	

t���	x��~�	��v�Oy′
�
�

�	��	{x	u���	�x�~xt	�v+v	���	ut	�t	���� 	{xw�~��u�t	���	�{��~�	~x��~~�x	O = O′�~ri = ~r′i�
~RA = ~R′

A
�~RB = ~R′

B
�~rij = ~r′ij�~rAi = ~r′Ai

	x~rBi = ~r′Bi
�
�

��u�����	���~�t	~�u�	�u�	�!�	Rmol ���	t��	�!�	x�u�~�~x�u�	�!�	v�t�{ut�w�	��~	�	{xu	��~{t	{��~�	v	~x�	{�����~~�	��uw��~x 

.
����
���

���������		
��	��
�����	� ���������������
�������
���
�����
�e(1)q

��q = 0,±1 �������������
�
��	�����	���
��
�������������������������	����	�
����
��
���
�����
����������������������	�����
�	
������	�����������������	���������	� ������������

	��������
�		
��	��
�����	� �������

�
��
�����
���

���	��	������������	��
����
��	���	
���������

��������~ 

����������������������
�����
���
�
��	��������	����γ = ψ′ 	����
��Oz 	����	
��
������
����������	��

�

�	
��������
����

���
���	�������������������ψ′ = π/2�������������������γ = ψ′ = ψ = 0 
����������
�������

��
����������	
��
��
���
���
��������������
����	�
���
����	�
���	
����������
����(~ex, ~ey, ~ez) = (~eθ′ , ~eϕ′ , ~eR′) 
����	����������
���
��������	
���������������
~ri ��
���������
	
	�������	��(Rmol) �

� � 	
��xi, yi, zi

���~r′i
�	��

(RNpol

CMN) ��(RCMN) �
� � 	
���x′

i, y
′
i, z

′
i

�� 



��� �������� �����
�������������
��




~RCMN, R

′, θ′, ϕ′, ~r′i

∣∣∣∣∣∣

x′i
y′i
z′i



 7−→

������




~RCMN, R = R′, ϕ = ϕ′, θ = θ′, ~ri =

∣∣∣∣∣∣

xi
yi
zi

= RotOZ(−ϕ′)RotOy(−θ′)

∣∣∣∣∣∣

x′i
y′i
z′i





�	���x�xw�~���~x�	���x�xw�~��	�	{x	u��w{w ��w�w�~�{xw�	����~xt	��t�v	~x�v�x�w{w	t���~xvw	u�
{�~~u���

5�,��,2�����-,����,����-�
�~�	v��|u�~x	t�x��~�	��v�xw�~�x�~x��x��~��v�t		|u	~∇2

~ri
= ~∇2

~r′i
��~x��u�	wvv��w�x	v	~xt	

��vwtx�~w	~���	xt	x	�v	�	{�u�t��	��*�TN 	�x|u�~x�tuw��~~�	~	�~{xw�~�	��~{w	~~	�{�����~~�	�
���t��|u�xw�~�����xu�w�~�t	��~�t	�~�u�	tt	�{�����~~�	���~�	��v�~x�	�t�	��vut	��"�
4#����-��2-���-��������	�-�,-������	�-
����xw��	t����~wxw�~��#��~v�~x�		�{wt	v	~x|u	

~L(RCMN) =
∑

i

~r′i ∧
~

i
~∇~r′i

������

��u����~���w���w~�	{��~�	��	~�x�xw�~��{��|u	{��~�	v	~x�	�	�!�	��~����wx	�t	�	��	u��	x
t	�{�~	u�w�~�����	�	v�t	�wt	�ux�w	~��	~��	{�~�{w	~{	|u	t	{��~�	v	~x�	{�����~~�	�	�wx��w�t	�
���w��	�	~θ′ 	xϕ′ �u�t	~ri�

���	�	v�t	�����!��}	��w{�����"�


∂

∂θ′
=

∂

∂θ
− i

~
Ly

������

∂

∂ϕ′ =
∂

∂ϕ
− i

~
(cos θLz − sin θLx)

������

�t	�ux	�w�	�xx	~xw�~��u����{�w�	t	�	���	��w�~�{�vv	t��|u�xw�~��&��~�	u�	{�t{ut����t�v�x�w{	 �{��w	~~	������!��}	��w{�����"��v!~	�


`x = −~

i

1

sin θ′
∂

∂ϕ′ = −~

i

1

sin θ

∂

∂ϕ
+ cot θLz − Lx

����"�

`y =
~

i

∂

∂θ′
=

~

i

∂

∂θ
− Ly

����%�

`z = 0
����*�

`Z =
~

i

∂

∂ϕ′ =
~

i

∂

∂ϕ

−LZ︷ ︸︸ ︷
− cos θLz + sin θLx

����&�

~̀2 6= −~2

(
∂2

∂θ2
+

1

tan θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

) ����#�

���{�~x�	~̀2 �x�~xu~�����x	u��{�t�w�	�wt~�	�x�����	{x����t���x�xw�~���~���~{x�u �u��


~∇2
Rϕθ~ri

=
1

R

∂2

∂R2
R−

~̀2

~2R2

������

{	|uw��v�~x�	t�	��vut	��"�
�
��
�	��������	�������������	
	�����
����	������	��������������������	
�������� � 
���������
����������	
����	�	����������������
�����
����	��������� �	��� 
̀ 2 = `2(RNpol

CMN)����������	��
	
��
���������`2(RNpol

CMN)(R,ϕ′, θ′) ��`2(Rmol)(R,ϕ, θ, ~ri) 



����
�����������
���������������������������� ���

�
�
	 
�����������������	��������
��	�������
�

�~����w~��w�	��	���~��u�~��w	{�wx����##��{���wx�	#&�	x��			���	(}�w�~�~��w	t����#*�������

:����E>?;�=�<�>������;�=�<�;<���;?>��>?�����;�>��~̀

�~	�ux�		���~�	��w�|u	~̀ ��	��	t�xw�~��	{�vvux�xw�~�~��v�t	�	�x��uxwtw�	�t����~wxw�~�	�
�����x	u��x	~���w	t�w����u{xw�t	���~~�	�����
�����t��w{�	x�t����#�����������


`
(1)
0 (Rmol)

def
= `z = D(ϕ′, θ′, ψ = 0)`

(1)
0 (RNpol

CMN)D−1(ϕ′, θ′, ψ = 0) =
∑

q=±1,0

`(1)q (RNpol

CMN)D
(1)
q0 (ϕ′, θ′, ψ = 0),

������

�~��wx|u	t��{xw�~����	�	v�t	��	`x �u�`z �	�����	~��		~{�v�x	
t	����w��	����xw	tt	�	~θ′ 	xϕ′

�	�v�x�w{	��	��x�xw�~���~{�t{ut	�{wt	�������	�	v�t	�u�t	��|u�xw�~����"����%	x����{�~�uwx�t��	t�xw�~�	{�vvux�xw�~[`x, `y] = −i~`z�

:���� F�;=�>�><���<��;?

0-,�����	2��	(RCMN) ��(RNpol

CMN) $��-	��-	

�	���� 	{xw�~��	 ~A �~�x�xw�~�	t��	{xw�~��"�����~�t	�	�!�	RCMN��u��~�(RNpol

CMN)����w�	~x��w�	v	~x�wt �u�x�	�	����	�t	��|u�xw�~������u��%�t	��	t�xw�~��	{�vvux�xw�~�{t���w|u	��	�
v�v	~x�{w~�xw|u	�	x����	~(��~~�u� w	x�t�����*��
�(��


[AI , AJ ] = i~
∑

K=X,Y,Z

εIJKAK

〈A′m′
AM

′
A| ~A2|AmAMA〉 = ~2A(A+ 1) δA′Aδm′

AmA
δM ′

AMA

〈A′m′
AM

′
A|AZ |AmAMA〉 = ~MA δA′Aδm′

AmA
δM ′

AMA

������

〈A′m′
AM

′
A|A±|AmAMA〉 = ~

√
A(A+ 1)−MA(MA ± 1)δA′Aδm′

AmA
δM ′

AMA±1

��	{t����~wxw�~u�u	tt	A±
def
= AX ± iAY {	

t��u	�{x	u��	����	���~w���~x|AmAMA〉 ��
!��|u	t��~

�u����	�{��w�w���t��w{w���w���			���	(}�w�~�~��w	t����#*���u��	�{�~�	~xw�~��w���	~x	�����~�t	
{����u~	����	�w���	~x	�	u~�wt�u�x�	vutxw�tw	����t	{�v�t	�	{�~ u�u��	t�����	��u��	��v	~	����

0-,�����	2��	(Rmol) $��-	����,-	

�	�{�t{ut��������u����"����%	x�����	�u�~w��	~x[Ai, Aj ] = −i~∑k=x,y,z εijkAk�
�w~�w|u	t	�	��(

vut	�����

�
�
� 
��������������	�����������������

��v�~x��~�w{wt	����utx�x��	t��	{xw�~��*�
��	{t	�����x�!�	��~�~{�	���~�t��	{xw�~��*���w�	�	~�u�����~xt	�~���u����������u~	�w�x�~{	�|uw~�	�x�tu�u~�����x	u�w{w{��me/M

���R 	�x��~{
����v�w�u~����v!x�	�R0

��	�ϕ0
	xθ0 ��~

x
��	��u��w�
�
����
�

���	���	���
�� ������������������
	��������	
��������
�����������	���������	�
����	
��
�����	��

	�������� 



��" �������� �����
�������������
��

�~��wxwvv��w�x	v	~x|u	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	��w~���	~��~x	�ux	v������u���tuxw�~��w~�w{�	�
���α�


Ψ0,BO
α (R0, ϕ0, θ0, {~ri}) def

= Ψel,0,BO
α (R0, {~ri})Ψnucl,0,BO

α (R0, ϕ0, θ0)
������

�$Hel,BO(R0, ~ri)Ψ
el,0,BO
α (R0, ~ri) = Eel,0

α (R0)Ψ
el,0,BO
α (R0, ~ri).

������

�$t��~�~�x���xu{w	u�	v	~x�	~�u	�	t��uwx	�t�{�~�x�~x	Ψnucl,0
α (R0, ϕ0, θ0)�

:�)�� F�;=�>�><��>�<��;����=��;�=�<>����;�=�<
���������2-,����	����-
�utw	u�	{�~xw~u	�t�x����w	�	��	�xu���xw�~�{�vv	t	��	~x}��~	x���	~�	wv	��~�u��tt�~�
	����	���	��t�wx	�t�w��	�uw��~x	
�u	�wx�uv�u�	v	~x���w�	�	��t	{x��~��t	�~���u��u�w��~xt�	�	x
��u~��x	~xw	tv��	~~��u�t�	�~{xw�~���~�	�t	{x��~w|u	���u��tt�~���u�{	t�	�	{xu	�t�v�x���	�	���w�xw�~�	t�{�~�x�~x	Ψnucl,0,BO

α (R0, θ0, ϕ0)�	~�	��~(~�~x�R, θ�	xϕ t	u����t	���~�vw|u	����u��wv�tw�	�t	�{�t{ut��t����twx������	�wv�tw�	����~�{�wx
Ψnucl,0,BO
α (R,ϕ, θ) = Ψ′nucl,0,BO

α (R,ϕ, θ)/R�
���|u�xw�~�	�{��	�w~�	��	{�t{ut		~���tw|u�~xt	��vwtx�~w	~������w~�w|u	������u�t�	�~{xw�~
���~�	Ψ0,BO

α (~R, {~ri}) = Ψel,0,BO
α (R, {~ri})Ψ′nucl,0,BO

α (R,ϕ, θ)/R�
�~x��u�	x�!�	�{wt	v	~x


[
Ψel,0,BO
α (R,~ri)

(
Eel,0,BO
α (R)− ~2

2µ

∂2

∂R2

)
+

~N2

2µR2
Ψel,0,BO
α (R,~ri)

]
Ψ′nucl,0,BO
α (~R)+

����"�

[
(~L2 − 2 ~N.~L)Ψel,0,BO

α (R,~ri)

2µR2
− ~2

2µ

(
∂2

∂R2
Ψel,0,BO
α (R,~ri)

)
− ~2

µR

(
∂

∂R
Ψel,0,BO
α (R,~ri)

)]
Ψ′nucl,0,BO
α (~R) =

Etot,0,BO
α Ψel,0,BO

α (R,~ri)Ψ
′nucl,0,BO
α (~R)

����%�

8�#�������2-	����-�-��	���,����-	-��,-������	�-	

������x�!�	�	}��u����	|u	t	�v�u�	v	~x��	�~���u�w~�u	~{	~x�	u{	u��	��t	{x��~���tt	
{�~�w�x	��~{�~��tw�	�t��	u�w!v	tw�~	�	t����twx����"|uw{�~xw	~x�	����w��	����w�t	��	Ψel,0

α �
�~��wx

|u	t��~�	ux��twvw~	��t	�{�����~~�	��t	{x��~w|u	��	~vutxw�tw�~x���"���Ψel,0
α

∗
(R,~ri)
	x	~w~x����~x

�u�t	�{�����~~�	��t	{x��~w|u	�~ri	��	{�	�~�x�x
w�~��	�w��{��w�	~x	�	


[
− ~2

2µ

∂2

∂R2
+

〈
Ψel,BO
α

∣∣∣∣∣
~N2

2µR2

∣∣∣∣∣Ψ
el,BO
α

〉

~ri

(ϕ, θ) + Eel,BO
α (R)

]

︸ ︷︷ ︸
Hnucl,eff,BO

Ψ
el,BO
α

Ψ′nucl,BO
α (~R) = Etot,BO

α Ψ′nucl,BO
α (~R)

����*�

�$~�u����~��u���wv�t�	�����~x0 {����	{{	xx	v�x���	�	���w�xw�~�	t�{�~�x�~x		xt	�������wv�xw�~�
	�wx	��~�u�~	��vv	��tu���~�t�����	��
���������-���������
��vv	���{��	vv	~x ���x	~�u~�u� ��u��~� �u����	� t��x�x Ψ′nucl,BO

α (~R) �	{x	u� �����	 �	〈
Ψel,BO
α

∣∣∣ ~N2
∣∣∣Ψel,BO

α

〉
(ϕ, θ) ��u�t���t	u������	~2N(N+1)�

�~�	ux��~{�{�w�	�~�u���x�wtt	��~�{	��w~x

	~�	{xw�~��%���Ψ′nucl,BO
α (R,ϕ, θ) = Ψrot

α (ϕ, θ)Ψvib,BO
α (R) �$

〈
Ψel,BO
α

∣∣∣ ~N2
∣∣∣Ψel,BO

α

〉
Ψrot
α = ~2N(N + 1)Ψrot

α �

5���,�	���
�~�	ux�t���x��u�	�t��|u�xw�~��u�Ψvib,BO

α (R)�
��u�t	����utx�x���~x���uv����~�t�	��vut	���*��t	�ux~�x	�|u	t��}�~	{�~�w�x	����	ut	v	~x�~��tw�	��	�x	�v	���~�t	��vwtx�~w	~�v�w��

x��u�	�u~		�~{xw�~�����	��u~��vwtx�~w	~�wv�t	Hel,BO�!)+$��	~���uw�	u~��vwtx�~w	~~u{t��w�	
	�	{xw	Hnucl,eff,BO

Ψel,BO
α

���~w��~����*�
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��

��u���ut�~��xu�w	�t�	�	xP S7−→ P ′ = S(P ) �
�u~	��v�x�w	S ��

�~w	�����~�{xw�~��{xw�	��u�u~
��w~x���v�x�w|u	P = (~R,~ri, spins)�

��x�~�Ψ′ = Γ(S)Ψ
t�~�u�	tt		�~{xw�~���~�	�����t	u�Ψ(P ) �	t�	�~{xw�~���~�	w~wxw�t	�	�	x��u�	���!�t���v�x�w	x��~�	��v�		~Ψ′(P ′)���t	u��	t�	�~{xw�~���~�	�~�t	��w~�wΨ′(P ′) = Ψ(P )�S ��

wx��~{������	����	~x�xw�~�Γ(S)�
w�	���� |Ψ′〉 = Γ(S)|Ψ〉�{	|uw

{���	���~��(Γ(S)Ψ)(P ) = Ψ(S−1(P ))��~	����	~x�xw�~��w���	~x	�{��|u		�w���	���v�x�w	�	�x��~~�	�����w�wxw~�~��v�~��ww���#"��
�����			���	(}�w�~�~��w	t����#*��{��������������u�	~���&��	x�������	tv�~	x�t�����"���

:�,�� ������=>��
;�=?��<=><���;?Hnon rel

�~�tu��	���v�x�w	�	�����	���~�t��	{xw�~��&���wt��|u�x�	�ux�	���v�x�w	�����vw{	tt	�({wt	�x��w�
��	vw!�	���~x��w�	~x	�	x�	uw~x��	���~x	���u�t�~�x�xw�~�	��x�x��u��u�t�����tuxw�~�	t��|u�xw�~
�	�{��	�w~�	�


�����~�t�xw�~�u�s� ~PCM���u�t����~�|u��wv	~xuxwtw��		~�	v�t���~x�s����s�	x	~~��tw�	�~xT e,CMN�
���	�vux�xw�~�	x�u�t	��t	{x��~��P el

ij
�

�t	�ux�w	~�w�xw~�u	�{	t��|uw~	�	����	|u	H��u	�wx|u	t�	���{	�	��x�x��w�	�Ψtot 	x�u��wΨ
�

��wx+x�	�~xw��v�x�w|u	�u	�wx|u	t	��t	{x��~���~x�	�		�vw�~��
���	~�	��	v	~x�ux	v��������x	u�T �
�	t��	��wx{����~	�	x	�x�	{��~�	�t�wv�ut�w�~�	t�kième ���xw{ut	�~pk 	~−~pk�

����~�H �	u
t	�

~p2
k

w~x	��w	~~	~x��~�t	��~	��w	�{w~�xw|u	���	v+v	{	xx	��v�x�w		�w�x	�	ut	v	~x�wt	�����uwx�
�������x	u���~�ut�w�	�{�~xw	~~	~xu~~�v��	��w��	x	�v	���	xx	��v�x�w	�	����~{��w��		~
����	~{	�	{��v�v��~�xw|u	�t	��vwtx�~w	~�		v�~~	{�~x	~�~x|u�u~x	�v	�~�ut�w�	�

"��~�	��w�~���wx�t	�	x�ux	�t	����xw{ut	����������x�u{	~x�	�	v���	�Iorb,tot
CM
�

�	t��v!~	�t����wx�x�x�t	�~	���{�~	�~��	��	{t	��ux�	����wx�����x�~x��~~�|u	~�u�w�	~xw��~��s	x�s��~�u��	x��u��~�{	xx	��v�x�w	{�vv	w~�	��w�~���������x�O�

:�,�� ������=>��;<�?�D
A
8������-2�����,����-��,-������	�-Hel,BO ����-,�����	�-

����x�xw�~���wx�t	�t	{x��~w|u	�ux�u��	Oz�Rorb,el
Oz (η) 	~�	~������Lz��~t�~�{�t{ut���w��}	��w{�����"��uxwtw��~x���	x��#�	�v	x�	v�~x�	�t	���utx�x[Lz,Hel,BO] = 0�s�w�t�	��v	~�	t�	���	��w�~�����u��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u	

Hel,BO =

Z∑

i=1

~p2
i

2me
+ V el,BO(R,~ri)

v	x	~��w�	~{	�	~�xu�w�~xV el,BO(R,~ri)
��ux���	���	�����~wxw�~	x�	����t���v�x�w	{�tw~��w|u	

�ux�u��	Oz�
�~��wxwvv��w�x	v	~x|u�u~	��x�xw�~��{xw�	��	��t	{x��~���u~�~�t	η �ux�u��	Oz

~	{��~�	�w	~�Hel,BO��������x	u��	{	xx	��x�xw�~�{xw�	�x�~x�
�����t��w{�	x�t����#�����"�����

Rorb,el
Oz (η) = eiηLz/~ {	t����u�	t	���utx�xwv���x�~x


[Lz,H
el,BO] = 0

�t~�����w�	vv	~x����	��v�x�w	�����w|u	{�vv	��~�t	{���x�vw|u		x~L2 ~	{�vvux	��~{
�����	{Hel,BO�

�	����������������	����������������	�����������������������
��
�����	������	��	�� 



��* �������� �����
�������������
��

�����	�w�~���wx�t	�t	{x��~w|u	���������x�u�t�~yOz 
σorb,el
v ��~~�x	σorb,el

v
t������x	u��	t����	�w�~���wx�t	�t	{x��~w|u	�	t�~t	�t�~yOz�

�������~wxw�~	�x
��~~�		~�	����	~x�xw�~��	���{	�����~� �ux	t	���w~���u��w	~{�v��	~��	�

σorb,el
v f(R,ϕ, θ, {xi, yi, zi}, spins)

def
= f(R,ϕ, θ, {−xi, yi, zi}, spins)

����&�
�~uxwtw��~xt		�wx|u	Lz = −i~∑i(xi∂/∂yi − yi∂/∂xi)�

�~	~���uwx	�{wt	v	~xt�	��vut	���#�
���{w��~�t	��	u�{������	~�~x�u{��~�	v	~x�	�w�~	��~�t�	��vut	���#σorb,el

v Lz = −Lzσorb,el
v



�����$Λ = 0���~�t	��u�	���{	Λ = 0 �~�	v��|u	��
{	�t��|u�xw�~���#|u	~��x��w������x	u��{�vvux	~x��~�	ux��~{{�~�x�uw�	u~	���	{�vvu~	�u�x��w��
��u�~�x	��~�|α,Λ = 0;σ′〉 t��x�x�����	�	Hel,BO�Lz 	

x
σorb,el
v �

���~�t	{���$Λ 6= 0�
���|u�xw�~���#~�u�w~	��v	|u	t��{xw�~�	σorb,el

v
�u�Ψel,BO

α,Λ

�	�~{xw�~�����	�	Lz ��	{
t���t	u�

�����	
~Λ

�{�~�	�xwx{	xx		�~{xw�~	~u~		�~{xw�~���~xt�v+v	�~	��w	Eel,BO
α,Λ (R)

�v�w���u�
t���t	u������	−~Λ

���~�	v��|u	|u	{	t�~�u��	�v	x�	���{w�	�|u	t	��	u��x�x�|α,Λ〉 	x
|α,−Λ〉 ��~x����~����	~�~	��w	�v�w�|u�wt�~	��~x����	��x�x������	��	σorb,el

v ���u����{w�	�t	�~�x�xw�~�uxwtw��	���~�{	xx	x�!�	�~�u���u��uw��~�~�x�	�xu�	���u���u��~���~{
{�~�x�uw�	u~	���	{�vvu~	��u�t	���t	u��Eel,BO

αΛ (R) 	x−~Λ 	~��
�~w���~x��~�u����	Λ > 0

�

|α,−Λ〉 def
= σorb,el

v |α,Λ〉
��
��~~�x�~x


��u�Λ 6= 0
∣∣α, |Λ|;σ′

〉 def
=

1√
2

(
|α,Λ〉+ σ′ |α,−Λ〉

)

��	{σ′ = ±1
����#�

�~�	v��|u	|u	{	x�x�x	�x�x�x�����	�	Hel,BO 	xσorb,el
v

���u�t���t	u������	σ′��w~�w|u	�	
|Lz|

���u�t���t	u������	|Λ|���~~�x	�����	�	v�t	Π+ t	��x�x�|α, |Λ| = 1;σ′ = +1〉�
��

���~�	��w�~���wx�t	����������x�u{	~x�	�	t�v�t�{ut	��t	{x��~w|u	��~�t	{���	~���u��	{����	��
ZA, ZB

�w�	~xw|u	��Iorb,el�
�~�	ux	�	{xu	���~~�x	σi

t	�{�����~~�	��	���w~��t	{x��~w|u	��t���v�x�w	�	{	~x�	���u�t	�
{�����~~�	��	��t	{x��~�
��w�t���u�	������	��"����~w	���

Iorb,el : f(~R,~ri, σi, spins nucl) 7−→ f(~R,−~ri, σi, spins nucl)
������

�t	�x	�{wt	�	��w�|u�	tt	t�w��	Hel,BO w~{��~��	��

���|u�xw�~��#�	�v	x����wtt	u���	{�~��v	�|u	Iorb,el {�vvux	��	{Lz 	xσorb,el
v �

0-���	�-�~��wxx�!�	�{wt	v	~x���w��s	��w�����*"���
(����u~�	��w~���w���u�	�����u�x�
��	~{�~��w~{�	�|u	σorb,el

v = Iorb,elRorb,el
Ox (π)�

��������
��������	��������
	
�	����	

��	�����
��������������������yOz ���	
���
	�
��������������σv
��σv(yz) 
������σv(xz)

���
����

���
���	������������������������	
���������γ = ψ = π/2��������
	��
��
��
������������Iorb 
�����	������
��
������	��������������	����	������	
	������������
��������������
�������������|α,−Λ〉 ���

������	��������	�
����σorb,el
v |α′,Λ〉 ���	�����	����
����	�������������	����������
���
�������	�	����������
���

��	��|α,Λ〉�
��
�	
��������
����

���
���	��������������
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�������0������������
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�����	
A′ �����	��
�
��	��σ′ = +1 ���	


A′′ ���������
�
����������	����
������
�����������	��
�
��	��σ′ = −1���
���

����	���	����+,− ���
σorb+spin,el
v�������
������
�
��������	
� ���������������
�����������
��������	
�����
�����	�������������������������
��


������������ ���������������
����	���	�������
�����
���	��	�������������������	����� 
���	�����	���ZA = ZB

�	��MA 6= MB����
��
���rAi

��rBi
������
�
��������������������
���������
���� ���	��

���
�	
��
��
��
�
����	�������������	���
���
	������	
��������	

	���
��O = O0 + RCMN
�	

	���
�	����������A,B

������
���������������
��������������	����������	�����
��/�	

	���
�	�����
����	��������1 	�
�
��
���	�������������	�����������
��������
����������	��������
��	�������	�����T e,CMN��	�����
��������
��������
��	������	��	��������
	�
����	����	��
����	����	��	�	����� 
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8������-	����-�������		�,�#����-���,����-
"��~�	��w�~���wx�t	����������x�u{	~x�	�	t�v�t�{ut	��	��	u�~���u��	{����	��ZA, ZB

�	x�	
v���	MA = MB

w�	~xw|u	��Iorb,N�
Iorb,N : f(R′, ϕ′, θ′, ~r′i, σiZ , σAZ , σBZ) 7−→ f(R′, ϕ′ + π, π − θ′, ~r′i, σiZ , σAZ , σBZ)�

�~�	ux�u��w
t��{�w�		~uxwtw��~xt	{��~�	v	~x�	�	�!�	�����{	t�{	��wx��	{t	�	��w~���� 
 Iorb,N :
f(R,ϕ, θ, xi, yi, zi, σiz, σAz, σBz) 7−→ (R,ϕ+π, π−θ, xi,−yi,−zi,−σiz,−σAz,−σBz)�

�+%&
)%&q9�+$�
$9&'!9$f+"%p'%i%&'$)"d%$$!+&$d%"%&o%"$%i%&'f%dq9r%m��9+'p�9&�%"d%)"$+�&%�

�������
�{xw�~�	t������x	u�Iorb,N ��w~�	��w�~�	�~���u���~�	v��|u	�w	~|u	t	�{�v����~x	��	�
v�v	~x����wx�u�	x�	��w~��	�x	~xt	�v+v	�u�t	���	���	�	v�w�|u	t	u����� 	{xw�~���w~�	��	~x�u�
Oy 	xOz�

��u����~��	����	~x�t	�v�v	~x�{w~�xw|u	����wx�u��ux��	
~l = ~r ∧ me~v
	x�	��w~~s��t�	ux+x�	uxwt	��u�t�{�v����	~�w�~�	�� �ux	�t	��wx	��	��|uw~��~x����x��	����	~x�	�w{w{��	tt	��	

���uw�	~x�	~l�

��~�	{t��w�	�{	�x�w~���w~x����	�w�v��x��w	u���~���~wxu~	�����xw�~�~�vv�	��Iorb,N(Rmol)�~�w~x��	���~x|u	t����xw	~u{t��w�	�	xt	���w~�����Iorb,N(Rmol) : f(R,ϕ, θ,~ri, σiz, σAz, σBz)) 7−→
f(R,ϕ+ π, π − θ,~ri,−σiz,−σAz,−σBz))�

�~��wx�t���|u	Iorb,N = Iorb,N(Rmol)σ
orb,el
v Iorb,el�

��

�~�	�����~xt��|u�xw�~���*�~��wx|u	Iorb,N = Iorb,N(Rmol)σ
orb,el
v Iorb,el ~	{��~�	�~x���R t�w��	

��~{Hnucl,eff,BO w~���w�~x	xΨel,BO
α,|Λ|;σ′,ω′

	�x	�~{xw�~�����	�
%��~�	��w�~���wx�t	x�x�t	����������x�u{	~x�	�	t�v�t�{ut	���~�t	{���	�	u�~���u��

ZA = ZB
�

�	{����	�w�	~xw|u	��Iorb def
= Iorb,NIorb,el

��x�~�{�vv	{�v�t�v	~x|u	Iorb def
= Iorb,NIorb,el = Iorb,N(Rmol)σ

orb,el
v �

��

*���v�x�w	��u���wx��e 	xf �
�	xx	��v�x�w	x	~�~x{�v�x	�u��w~��x����~w	���}���~	~��&%��tt		�x	��vw~�	��~�t�
�	{xw�~��%�"�

�
��������	����������������
������ ����������
��
���	
��������

�������	������
	����
�	����������
����
���������������	���	�������Iorb,N ��
�	���������������������	��(Rmol) �����	�������
����������������
��
�	
��������	�����������������	
��Iorb,el ��	
��σorb,el

v �������������	�������
Iorb,N ��
�	�	
��������
������������	�
�����
�	�����������������	�� ���������	���� �����
���
�
��	
��� � �� ����	������
��
��������
��	����
����
	�	������
ψ = π/2 ��

����
���
����

���
���	���������������	��	
���
��������σorb,el

v = σorb,el(xz) 
��������
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	�����������	
���������

�����	��
�����
����	�v 
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����������
�����������
������
�������	���
�������������
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��������
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��σorb,el
v �������
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�����������
������������
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:�,�) �����>�>���;�=�<
��u��	~����~��u���xw{t	�����u�	���	t��~{�{t��	�w��~w�	���tw���w~�w|u���s	��w�����*"����	~(
�w{	���u	~{��	����~��u�~��w	{�wx����##�{������(������u�t�x����w	�	����u�	�	x��~���tw{�xw�~
�u�v�t�{ut	���t��x�vw|u	��
��u�~�u�w~��w��~���u�t	�v�t�{ut	��w�x�vw|u	��	 ��w�wxw~�~��v�~��ww���#"� {��������	x
�	��	w���tux����&#�{���%�

��s�t�{ut	��x���~u{t��w�	����u�	C∞v�
�	���u�		�x	~�	~��������Id, σorb,el

v , Rorb,el
Oz (η)�

�t	�x~�x���	{u~C {��{�	�x�w~�w|u	�~t	~�x	
	~{�w�x�tt������w	����u�	{�{tw|u	��u	~x����w	�	����u�	��	��x�xw�~�∞ �

��w�~�~xt	~�v��	�	
��x�xw�~��w�	��	��t	u��	(η) ����w�t	��

��s�t�{ut	��v�~u{t��w�	����u�	D∞h�
�	���u�		�x	~�	~������Id, σorb,el

v , Rorb,el
Oz (η), Iorbel�

�t	�x~�x���	{u~D {��{�	�x�w~�w|u	�~t	~�x		~{�w�x�tt������w	����u�	�w��!�	��u	~x����w	
�	����u�	��	��x�xw�~����	Oz {�v����	���	{Rorb,el

Ox (π)
��	����	t	�|u	σorb,el

v = Iorb,elRorb,el
Ox (π)

��

�
�
� 
���������������	�������
�

��x�wtt�~���~�{	{�v�t�v	~x�u~	�x��	wv���x�~x	�u{�t{ut�v	~�~x�u��vwtx�~w	~����	x�t�
����tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���w���xw|u	�

:�.�� ��=<�>�;��=�<�>@��=�?=����><<�>����<��;��?>����<=��>|Ψel,ad
α,Λ 〉 = |α, Λ〉��<<�

�t	�x���	����t	�{�vv	��u�t��}����	���wv	�~̀2 	~	�~{xw�~�	~N2�
��t{ut�~�t�	�	x�w���~�t�	t������x	u��	���w�tw����~w���t��|u�xw�~����
 〈αΛ|HCoriolis|αΛ〉~ri =

〈αΛ| ~L2−2~L. ~N
2µR2 |αΛ〉~ri�~L ~

���w���~x����u�t	��	{x	u��x�u�~�~x���~�
~L. ~N = LxNx + LyNy + LzNz�
�~

�	ux��~{�u��w�{�w�	~L. ~N = L+N−+L−N+

2 + LzNz�	
x	~uxwtw��~xt		�wxwv���x�~x|u	`z = 0��~x��u�	�~�t	v	~x~L. ~N = L+N−+L−N+

2 + L2
z
��t�u�x��uxwtw�	�t��	{xw�~��"�	x��w~���	�t��	t�xw�~�			�v	xu�	

�|uw{�v���x	�u��w�	�{�����~~�	�~u{t��w�	���~�M ′
N

�
Id =

∑

α′,Λ′,M ′
N

|α′,Λ′;M ′
N 〉〈α′,Λ′;M ′

N |���u���
w�

|u	t	�x	�v	�L+N− 	xL−N+ �w�����w��	~x��	x��~{|u	

〈α,Λ|HCoriolis|αΛ〉~ri = 〈α,Λ|
~L2 − 2~2Λ2

2µR2
|α,Λ〉~ri =

〈α,Λ|~L2|α,Λ〉~ri − 2~2Λ2

2µR2

������

:�.�� A��><�=�<��
;�=?��<=><
�~�uw��~xt	����utx�x��	t��	{xw�~������	x	~� �ux�~xT couplage eeN �~���w�	�t��~�t��u		��{x�	
t��|u�xw�~���*


��
��������������Γ[S] ���������S 

��	�
��	
������������������
	������
��
���� ~N.~L = ~L. ~N ���������	���	��
������	
��	
����������������
���
	���
�	���������
������
�����������
���������	���	��(Rmol) �	
`(Rmol)(R,ϕ, θ, ~ri) 

���	���	�
����	��������
������������������ 	�����	�����	��������������
��	
�������������������
	���
�	���������
������
�����������
�����
�	��(RCMN) ��������	��� ����
 � 
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[
− ~2

2µ

∂2

∂R2
+

〈
Ψel,ad
α

∣∣∣∣∣
~̀2

2µR2
+ T couplage eeN

∣∣∣∣∣Ψ
el,ad
α

〉

~ri

C
cin(2)
αα (R)︷ ︸︸ ︷

− ~2

2µ

〈
Ψel,ad
α

∣∣∣∣∣
∂2Ψel,ad

α

∂R2

〉

~ri

C
cin(1)
αα (R)︷ ︸︸ ︷

− ~2

µR

〈
Ψel,ad
α

∣∣∣∣∣
∂Ψel,ad

α

∂R

〉

~ri

+ Eel,ad
α (R)

]
Ψ′nucl,ad
α (~R) = EtotΨ′nucl,ad

α (~R)
������

�t�u�x�t�����uxwtw�	�t�	��vut	������u���x	~w�t	��vwtx�~w	~�	{�	�{�������

:�.�) ���;�;�=�<><�=��;�=�<>����;�=�<
�~w~����~x���"��~�t��|u�xw�~�����t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	��	�w	~x

〈 ~N2〉~ri(ϕ, θ)
2µR2

Ψrot
α,Λ(ϕ, θ) = Erot

α,Λ(R)Ψrot
α,Λ(ϕ, θ)

������

[
(Ead

α,Λ + T radiale + Erot
α,Λ)(R)

]
Ψvib,ad
α,Λ (R) = EtotΨvib,ad

α,Λ (R)
������

0�������
�t~�u�	�uxv�w~x	~�~x���xw��	t�	�{x��w��xw�~���u���x	~w�t�	��vut	���%�
��u��w�~�t�~�w{wt�	�w�x	~{	��u~tw��	��u�	~x{wx��sw�u�{�wv����&%���w~�w|u	�	t���xw{t	{�v�t	x	x
{t�w��	���u�	~���&��|uw��~xx�u��	u��w	~�u(�	t��	t���x�xw�~�	ut	�
�~uxwtw��~x���	�	v�t	��������"	x���%��~x��u�	〈Nz〉~ri = 〈Lz〉~ri = Λ�NZ = ~

i
∂
∂ϕ
	x〈 ~N2〉~ri =

−~2
(
∂2

∂θ2 + cot θ ∂∂θ + 1
sin2 θ

[
∂2

∂ϕ2 +
(
iΛ
~

)2 − 2 iΛ
~

cos θ ∂
∂ϕ

])
�

�� v�x�w{	 �	 ��x�xw�~ ���w� �
�����t��w{�	x�t����#�� "�"����� (−1)MN−ΛD∗N
MNΛ(ϕ, θ, 0) =

D∗N
−MN−Λ(ϕ, θ, 0) 	�x��~{�	{x	u������	�	~�	����	~x�xw�~���xw�t	��w��
�����t��w{�	x�t����#��"�������

��u�t	���t	u�������	�
~2N(N + 1) 	x~MN ��	〈 ~N2〉~ri

	xNZ�
�
��t�u�x�	t�~��v�tw�	���
�����t��w{�	x�t����#���"�����%��	�u�~wx


∫ α=2π

α=0

∫ β=π

β=0

∫ γ=2π

γ=0
|DN

MNΛ|2(α, β, γ) dα sin β dβ dγ =
8π2

2N + 1

��~�~�x�	{��wt~		�ux���w~x���	��u�t�x��w�w!v	���w��t	{��γ = ψ = 0 |u
w	�x���	����������	�x

��u�|u�w��~��wx|u	

Ψrot,MN ,N
mN=Λ (ϕ, θ) =

√
2N+1

4π D∗N
MNΛ(ϕ, θ, 0)

����"�

���w�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���x�xw�~~	tt	����	{�	�x�w	~t�	��vut	���%�

���������

��	��vut	�w���xw�~~	tt	���*����w	~x�w�	{x	v	~x�	t��|u�xw�~�����
:�.�, ������=>�>���;��
�~�tu��	t��w�{u��w�~	~�	{xw�~��#�%��	��	~�~����	�	v�t	t��xu�	�	t���v�x�w	Iorb = Iorb,NIorb,el

�xu�w�		~��&����
�����	���
���
��	
��	��	�������	
�������������������	�����
�����	�	�
�����
��	�������
�����
�
��
����


��
�����	������	��	�����Nz, NZ
�� ~N2 ����	������	���
���
��	���������
����	������
������	
	�� 

.������	�������4π ���	
����8π2 �������������
�	���	����
� 



��� �������� �����
�������������
��

1�-�	��Ψrot ,MN ,N
Λ

�~��wx|u	Iorb,el ~���wx����u�Ψrot,MN,N
Λ (ϕ, θ)�{��

wt~���wx����u�ϕ 	xθ��u�t�	�~{xw�~���~�	
��x�xw�~~	tt	Iorb = Iorb,N� �
�����t��w{�	x�t����#�� �"������	x�"�"�����~�u��wx|u	D∗N

MNΛ(ϕ, θ, 0) =

d∗NMNΛ(θ)eiMNϕ 	x��~{IorbD∗N
MNΛ(ϕ, θ, 0) = d∗NMNΛ(π − θ)eiMN (ϕ+π) = (−1)N+MNd∗NMN−Λ(θ)eiπMN eiMNϕ

��vv	��u�~�u�MN
	�x	~xw	�eiπMN = (−1)MN �~��xw	~x��~{

IorbΨrot ,MN ,N
Λ (ϕ, θ) = (−1)NΨrot,MN,N

−Λ (ϕ, θ)
����%�

�t	�x��w�	~x|u	{	t�	�x	~	�wxu~{��w��	����	wv�������t		�wx|u	~�u����~�{��w�wψ = 0 ��~�~��
�~�t	����ut	����			���	(}�w�~�~��w	t����#*���������|uw�{��w�wψ = π/2

x��u�	u~	�{x	u�(−1)N−Λ�

���2-2-Ψvib,ad
α,Λ

�t�u�x�	�	����	�t��|u�xw�~���*�w~���	~��~x	�	ϕ, θ 	x~ri
���u��	�	~��	{�v�x	�	t����	~{	��	�	x

�	Iorb �u�Ψvib,ad
α,Λ
�

����������,-
�~�	���u��~x{	��	u����utx�x��w~�w|u	t�	�	x�	Iorb = Iorb,N(Rmol)σ

orb,el
v
�u�t�	�~{xw�~���~�	

�t	{x��~w|u	��~	~���uwxwvv��w�x	v	~x|u	


IorbΨad,MN ,N
α,Λ,(ω′),(σ′) =

(
σ′(−1)N

)
︸ ︷︷ ︸

iorb

Ψad,MN ,N
α,−Λ,(ω′),(σ′)

����*�

�
�
	 
����
��������
����������������	���
�����
�xu�w�~��tu����{w��v	~xw{wt	�x	�v	��	{�u�t��	{α′,Λ′} 6= {α,Λ}�

:���� �>����?;�>�=<��=��>������>�

�~{�t{ut�~x
〈
Ψel,ad
α,Λ

∣∣[ ∂
∂R ,H

el,ad
]

Ψel,ad
α′,Λ′

〉
~ri

��~x��u�		�{wt	v	~x


C
cin(1)
α,Λ;α′,Λ′(R) =

−~2

µR

〈
Ψel,ad
α,Λ

∣∣∣∂V el,ad

∂R

∣∣∣Ψel,ad
α′,Λ′

〉
~ri

(R)

Eel,ad
α′,Λ′(R)− Eel,ad

α,Λ (R)
,

����&�

�$V el,ad = V el,BO 	�x���~w���t����twx�������	{wv�~x�	|u	{�vv	����u�t	�{�u�t��	�������w��	~x��!��	�{��w�	v	~x��	{�u��	��	��x	~xw	t�t���|u	Eel,ad
α′,Λ′(R) = Eel,ad

α,Λ (R)�~�	ux��w��u��w|u	
C

cin(1)
α,Λ;α,Λ = 0

����#�

��u�{	t�wt�u�x�	���w�	����������x�R t�~��v�tw��xw�~〈α,Λ|α,Λ〉 = 1�

:���� �>����?;�>�=<��=��>������>�
�~{�t{ut�wvwt�w�	���w��}	��w{�����"��"�����	�u�~wx


C
cin(2)
α,Λ;α′,Λ′(R) =

−~2

µR

[
(1− δα,Λ;α′,Λ′

∂

∂R

−µR
~2

C
cin(1)
α,Λ;α′,Λ′(R)

]
+

−~2

2µ

∑

{α′′,Λ′′}6={α,Λ};{α′,Λ′}

〈
Ψel,ad
α,Λ

∣∣∣∂V el,ad

∂R

∣∣∣Ψel,ad
α′′,Λ′′

〉
~ri

(R)
〈
Ψel,ad
α′′,Λ′′

∣∣∣∂V el,ad

∂R Ψel,ad
α′,Λ′

〉
~ri

(R)

Eel,ad
α′,Λ′(R)− Eel,ad

α,Λ (R)

������

�	|uw���u�	�u��w|u	t	�{�u�t��	�������w��	~x��!��	�{��w�	v	~x��	{�u��	��	��x	~xw	t�
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��� ���

:���) �>����?;�>�=<��=��>�>@��=�?=��������?;�>��������=��>��
��u�{α,Λ} 6= {α′,Λ′} �~�

HCoriolis
α,Λ;α′,Λ′(R) =

〈Ψel,ad
α,Λ |~L2|Ψel,ad

α′,Λ′〉~ri
2µR2

�~t	{�t{ut�u�t	����	������	��	~L2 ��u�t���t	u������	~2L(L+ 1)�
��

�
�
� �������������	��
����	���������
�	����������

�xu�w�~����w�	v	~xw{wt	����	t���	v	~x����*	x���&�
:�-�� F>��>�;<
;���<=��>�
�~��u���~xt	���	t���	v	~x�	���*�v�w�	~�����~xt�����	���u����&��~��xw	~xt	��~	��w	�

�w���xw�~~	tt	��~���v�~w|u	�


Gv = G(v)
def
= ~ωe(v + 1/2) + ~ωexe(v + 1/2)2 + ~ωeye(v + 1/2)3 + · · ·

:�-�� E��;�>��<�<�=�=�>
�~��u���~xt	���	t���	v	~x�	���&�v�w�	~�����~xt�����	���u����*��~��xw	~xt	��~	��w	�
��x�xw�~~	tt	�


F (N)
def
= BeN(N + 1)−De(N(N + 1))2 +He(N(N + 1))3 + · · · ���"��

:�-�) E���=��;�>��>���=?=�;�=�<�>?;�
���=>�>��>�����;�=�<�
��u����~���u�t�w~�x�~x��{�u�t�t��w���xw�~�	t���x�xw�~��~	��	vw!�	w��	~�xu�	tt	��u�x��wx	�
{	{�u�t��		�x�	��	~��	t��|u�xw�~���w�t	���*�	x�	x��wx	���~�t	��x	~xw	t	�	{xw	V eff,ad = Ead

α,Λ(R) +
~2N(N+1)

2µR2

t	x	�v	��x�xw�~~	t~2N(N+1)
2µR2
{�vv	u~	�	�xu���xw�~��	t��	�v	x�	��v�~x�	�t	�	��vut	������

��"��	x��"�	x���{�w�	�t���


Ev,N = Ead
α,Λ(Re) +BeN(N + 1) + ~ωe(v + 1/2) +

���"��

termes en (N(N + 1))m(v + 1/2)l

:�-�, @;?��?�>�;����>:�<
;�
��u~��v������	�	{xu�u~{�t{ut�	vw({t���w|u	�u�	{�~�����	�	~��	~�~xt	��x	~xw	t	�	{xw	{�v(

�t	x��
�~����	tt	w{wt�~�x�xw�~�	�u~��v


Ev,N = Ead
α,Λ(Re) +

∑

l,m≥0

Ylm(N(N + 1))m(v + 1/2)l
���"��

= Ead
α,Λ(Re) + Y00 +

∑

m≥0

(N(N + 1))m
∑

l≥0;{l,m}6={0,0}
Ylm(v + 1/2)l

︸ ︷︷ ︸
Km(v)

���"��

�� ���~wxw�~ �	 K0(v)
{�v���x	 ���	�w� Y00� 	

x t	� �w�~	� {��~�	~x �	t�~ t	� �ux	u��� ���
	�	v�t	�}u~�	����*#��u~��v���������~w��	~xαe ≈ −Y11

	xωexe ≈ −Y20
���~�t	

~
{	|uw�	���~w

ωe
����u����~�t	��	t�xw�~������{��	���w���u~��v��������u��tu��	���{w�w�~��G(v) ≈ K0(v)�Bv ≈

K1(v)�Dv ≈ −K2(v)�H(v) ≈ K3(v)�L(v) ≈ K4(v)
	x{��

.�
L ������	����������
���	���������	��
	�����
�����
�	�	���������	�
���
����	���
��
����~L2 ..���� �� ��	��
�� �������� �� ��
���������� �� ��������� ��������� 
��
 �������������� ������������� ����������	���������	� ��������VII

� 
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:�-�. �=><><��>?>���>��=><��
�t	�w�x	�tu�w	u��	��vut	����w���u~��v��������	tw�~xt	�{�	�{w	~x���	�	��vut	���~x�	�	��vut	�
�����{��	����u�	~x��v�~x��	��~�t�xw|u	v	~x��u��	���x	~xw	t��	x��	s���		x|u	t��~�u����	
��~���tw���t	�u��ux�	���x	~xw	t��{wx�~����	�	v�t	


���	t�xw�~�	���x�	�������
De ≈ − 4B3
e

~2ω2
e
�

���	t�xw�~�	�u~��v��
Y00 ≈ Y01+Y20
4 − Y11Y10

12Y01
+ (Y11Y10)2

144Y 3
01
≈ Be+~ωexe

4 − αe~ωe
12Be

+
(
αe~ωe
12Be

)2
1
Be
�

���	t�xw�~�	�	�	�w� ����"� 
 Y11 ≈ 6Y 2
01[1 −

√
−Y20/Y01]/Y10

|u	t��~�{�wx αe ≈ 6B2
e [1 −√

−~ωexe/Be]/(~ωe)�
"��	t�xw�~w��x��w|u	�	�	v�t	(suttw�	~����%�
Y isotope

lm /Ylm ≈ (µ/µisotope)(l+2m)/2�

�
�
� �����	
�����	�������

�xu�w�~�{	|uw�	����	t����	t�w~x���u{xw�~����w�	�	���w~��x��wx�		~�	{xw�~������

:�/�� F�;=�>�><�����;���=>?�>��
;<�>�><���>�>���>�

�	�{��~�	v	~x��	�	�!�	�u��vwtx�~w	~�	u�	~x�x�u �u��	~�	����	~x�xw�~���xw�t	��	{�t{ut	�
���t	�v�x�w{	� �{��w	~~	��{	|u	~�u����~�	�wx��v�w��u��w����	������x	u���	{��~�	v	~x�	
�	�!�	��	������	�	(R0)

�
(RCMN) �	

	�wx��� ~PCMN
	x~���	{x	��~{���t	���w~���	������	�	

(RCMN)
�

(RNpol

CMN) ~
�	�x|u�u~{��~�	v	~x�	{�����~~�	����xw�t	��	�~���u���t	�x�tu�w~x��	���~x�	

���xx���	��u�t	������	�	(RNpol

CMN)
�

(Rmol)�
�	tuw({w�x�wx	�	{xu���
{	�t�v�x�w{	�	��x�xw�~����~~�	

����
�����t��w{�	x�t����#����"��#�	x��"����

H(Rmol) = D(ϕ′, θ′, ψ = 0)H(RNpol

CMN)D−1(ϕ′, θ′, ψ = 0)
���""�

�$D(ϕ′, θ′, ψ = 0) = e−iϕ
′LZ/~e−iθ

′LY /~e−iψ
′LZ/~.

���"%�

����|u��~� �ux	t	���w~�t	��vwtx�~w	~{��~�	��	{

D(ϕ′, θ′, ψ = 0) = e−iϕ
′(LZ+SZ)/~e−iθ

′(LY +SY )/~e−iψ
′(LZ+SZ)/~

G()'p%!9$$%p(ii%$+(&f%o9+'p�9&�%"~L %&~L+ ~S�y'f(&p~N = ~̀+ ~L %&~J = ~N + ~S�{	|u
w	�x�w	~

t	���utx�xuxwtw��	~�	{xw�~�����

:�/�� D���>�������=>�><D
A
�~�tu��	���v�x�w	��xu�w�	�	~�	{xw�~������v	~xw�~~�~�t	�	��vut	��uw��~x	��

8������-σorb+spin,el
v

�t	�xx�!��wv�t	�	t��{�w�		~���{xu�tw��~x���w����	�	v�t	�s	��w�����*"� ��
(����t��	v��|u		�wx		~�σorb+spin,el
v = Iorb,elRorb+spin,el

Ox (π) = Iorb,eleiπ(Lx+Sx)/~��~�	����	tt		~	�	x|u	t	�w~�	��w�~�
~���w��	~x����u�t	���w~���w~�w�~x��u�	

σorb+spin,el
v = σorb,el

v e
iπSx

~

���"*�

.���	�
��������
��������������
�������
��
���	
������	����	
���
���
����������
��	�����.
���
����	
�
	
������������������
	���

��		
��	��
�����	� ������ �
���
������
�����	������ �� �	���	�
�	��
�������	��	���������
���������������� ��
���
������	
�(RNpol

CMN) �����
	
�
�������		
��	��
�����	� ������� 
����


�
�����	��	����(RNpol

CMN)
�

(Rmol)
������D(α, β, γ)

1.4(30)
= e−iαLZ /~e−iβLY /~e−iγLZ/~ �����
���	
���	����������

��
−γ,−β,−α ��


����������D−1(α, β, γ)

1.4(30)
= eiγLz/~eiβLy/~eiαLz/~�������	��
������
���
�������������������

D(α, β, γ)
4.1(3)
= e−iαLz/~e−iβLy/~e−iγLz/~ �����������
H(Rmol)

1.4(28)
= D(α, β, γ)H(RNpol

CMN)D−1(α, β, γ) 
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8������-e -�f �� �
�
�~���{xu�tw��~xt��	{xw�~��%�"�~��wx|u	

IorbΨrot,MJ ,J
Ω (ϕ, θ) = (−1)JΨrot,MJ ,J

−Ω (ϕ, θ)

�~	~���uwx	�{wt	v	~x�	~{��w�~x�u�t�	���~���x��tw�t��|u�xw�~���*�|u	t����wx�x�x�t	iorb �	Ψtot

���	~���~{�	t���x�xw�~J ���u~	�{x	u�(−1)J
��~t	�	���	~��x�wt��~�t�	��vut	�������~�	ux

��~{	�{x��w�	�{	xx	���	~��~{	��
{	�t���v�x�w	��u���wx�����~w	���}���~	~��&%���
���u�u~~�v��	��w����t	{x��~��J 	~xw	����x�xe/f �w���wx�x�x�t	iorb = ±(−1)J �

��

���u�u~~�v��	wv��w����t	{x��~��J �	vw(	~xw	���x�xe/f �w���wx�x�x�t		�xiorb = ±(−1)J−1/2��	xx	��v�x�w		�xw~x��	���~x	{��	tt		�xt	�	�	x�	t����wx�x�x�t	�u�t��	ut		�~{xw�~���~�	�t	{x��(
~w|u	��~�	ux��~{�t��	ttw�	��t	��x�x��t	{x��~w|u	��	t�~{	xx	��v�x�w	���u��tu��	��x�wt��~�	~��w	���			���	(}�w�~�~��w	t����#*�������
:�/�) ������=>s ��a
���!�t�w~x���u{xw�~����w�	�	���w~�~u{t��w�	�� �	��	~�~�t��xu�	�	t�w~�	��w�~���wx�t	�	��	u�
~���u��	{����	� �ZA, ZB

�w�	~xw|u	�� ����{w�	�t������x	u� Iorb,N
��	{xw�~��&�����~{�~�x�x	|u	

Iorb,N = PNP spins,N �$P spins,Nf(spinA, spinB) = f(spinB, spinA)�
�~�	����u{���wx�	���|u�xw�~����

|u	t���t	u������	pspins,N �	P spins,N ���w�	pspins,N = (−1)IA+IB−I ��	���utx�x�	���x��tw�u�t	���w~�
�t	{x��~w|u	�v�w�wt	�x��~���t��~��wx�	�tu�|u	t	{���{x!�			�vw�~w|u	�u����~w|u		�x��~~����
pN = (−1)IA+IB��~	~���uwx|u	(−1)I ��~~	

t	{���{x!�	s �ua�
�	��{��ut�w�	�uxwtw��~�x�vv	~x��u�H2���

w�t�x�!�	�	�}���	����&&���*�������	x���x�������w	~x
�u�w�~	�	pspins,N��~uxwtw�	�u��wt	��{��ut�w�	������u�IA + IB − I

wv��w�	x��x����u�IA + IB − I��w���~	�wx�	�	��vut	��ux��	�	���"v�~x�	��~�|u	{	t��u��u~	���~�	w~�u	~{	�u�t	�~�v��	�
|u�~xw|u	��	��x�xw�~�{{	��w�t	��

:�/�, �<�������=�<;��=�>�>���=<���>��>��>Hrelativiste

��	��	~�~����~�t	{���	v�t�{ut�w�	� t�x����w	�	}�	wx(��utw |u	~�u����~��� �uxwtw��		~
�x�vw�xw|u	��~�	~��w	���	�	v�t	��s	��w�����*"� ���(�"�� t	���vwtx�~w	~�{w(�	���u���~xxw���
�	������~�����*�	x��~x��~~��	~u~wx���x�vw|u	���	{t�{�~�x�~x	�	�x�u{xu�	�~	α = e2

~c
�t�{�v(

����w��~��	{t	���vwtx�~w	~��x�vw|u	��	��vut	����	xt	��uw��~x	���	�v	x�	�	x��u�	�t	�u~wx��
w~x	�~�xw�~�t	��

��	�v	����	~��~x�	���w~��t	{x��~w|u	�~si���vv	��~�t	{���x�vw|u	�~�	���u�	t	x	�v	�	��w~(���wx		x�	��w~(��ux�	�(���wx	����u�u~�	ut
x	�v	~�x�	~{��	��w~(���wx	HSO |u	t��~�	ux�{�w�	�����!���			���	(}�w�~�~��w	t����#*����"���

HSpin−Orbite = HSO =
α2

2

∑

i

(
Zeff
A

r3Ai
(~rAi ∧ ~pi).~si +

Zeff
B

r3Bi
(~rBi ∧ ~pi).~si

) ���"&�

HSpin−Spin = HSS = α2
∑

i<j

(
~si.~sj
r3ij
− 3

(~rij .~si)(~rij .~sj)

r5ij

)
���"#�

HSpin−Spin Contact = HSSC =
−8πα2

3

∑

i<j

(~si.~sj)δ(~rij)
���"��

�$Zeff
A
	�x	~�w��~���w~	��w	u��ZA �	v+v	��u�Zeff

B
�

��	�v	�w~���	~��~x�	���w~��t	{x��~w|u	��

Hmass =
−α2

8

∑

i

~p4
i

���%��

.�����������
���	�e���iorb = +(−1)J ��f ����� 



��" �������� �����
�������������
��

HDarwin = HD =
−α2

8

Z∑

i=1

~∇2
~ri


ZA
rAi

+
ZB
rBi
−
∑

j 6=i

1

rij


 ���%��

HOrbite−Orbite = HOO = −α
2

4

∑

i6=j

(
~pi.~pj
rij
− ~rij .(~rij .~pj)~pi)

r3ij

)
���%��

��	�v	�{�~x	~�~xt	�{��v��	�x��w	u���

HStark,rel =
α2

2

∑

i

(
(~E(~ri) ∧ ~pi).~si + i

~E(~ri).~pi
2

)
���%��

HZeeman = 2µB
∑

i

~B(~ri).~si
���%"�

�$t		�{x	u�2 �	t���vwtx�~w	~�		v�~�w	~x�	t�x����w	�	�w��{�{�	�x	~	�wxge�
���|u�xw�~��%�{�~xw	~x�	�x	�v	�{���	{xw	��{	u��xu�w����~�t��	{xw�~����*��	��w���	~x�x	�v	���~x�	��~~	�������wv�xw�~���u�Z 	�w�t	��~���	!�	uxwtw�	���u�t	����~�	�

��t	u���	Z� ��wx�	�{�t{ut�x�u��t	{x��~�� ��wx�	�{�t{ut��	v�t���~xt	����w���x	~xw	t�����	���x	~xw	t� 	�	{xw	���u� t	� �t	{x��~� 	�x	�~	� �x	~�~x {�v�x	�	� 	�	x� �	{�u�� {�vv	w~�w|u�
��~����u��tw~�~�
w{x�����##������

.-��-	��#-���	

��x����w		�x	~{��	�tu�{�v�t	�	|u	��u�t	{���x�vw|u	�wt	�ux	~	�	x�� �ux	�u~x	�v	~���u(
~���u��~�	~�	����t�x�!�	x�!�{�v�t!x	�	�}���	����&&�	x�t���xw{t	�	�}���	�	x�t����&#����u�
~��tt�~�uxwtw�	�|u	t	��	vw	�����	�	t�x����w	�	��	�xu���xw�~���~�	ux�	{�~x	~x	���u~��vwtx�~w	~
	�	{xw	|u	t��~�	ux�{�w�		~��w~��w��~x�	�}���	����&&�������	~u~x	�v	��w~x	��{xw�~��u~~���u��	{t	��t	{x��~�	xu~x	�v	��w~x	��{xw�~	~x�	t	��	u�~���u�

Heff,hyperfin =
∑

i,m

(−1)mQ
(i)
−m(el)

[
αiQ

(i)
m (~IA) + α′

iQ
(i)
m (~IB) +

���%%�

∑

kk′,mmkm
′
k

βkk
′

i 〈kk′,mkm
′
k|im〉Q(k)

mk
(~IA)Q

(k′)
m′

k
(~IB)

]

�
�
� ����
����������	����	�����	
�����

���{w��~�{	�x�w~	��	�xu���xw�~�	xv	~xw�~~�~�	~���ux�	�|u	{	tt	�|uw��~xx��wx�	�	~�	{xw�~�����
:���� 
;�>��=;�;�=��>�

�	{��w�	�	{xu�	~������	t����	Ψel,BO
α (R,~ri) = Ψel,ad

α (R,~ri)
��u����	t���	�ΨMN ,N �	ux~	

���+x�	t	v	wtt	u���~�ux�	{��w��	���	��u�	~xuxwtw��		���uwx�	t����	Ψel,BO
α (R,~ri)

���
u~	v�x�w{	�	{��~�	v	~x�	���			�x t����	�wx	�w���xw|u	Ψel,diab

γ (R,~ri)
���~w	�		���~�

{	|u	t	�{�u�t��	�{w~�xw|u	��w�����w��	~x��	xx	���	�wv�tw�	���	�w�t	�{�t{ut��	��|u�xw�~�{�u(
�t�	���~��u����	�	���x	���}	��w{�����"�� ������t����*�� ��u�~�����#�� ������utw~	�������u	~(
{��	��			���	(}�w�~�~��w	t����#*����t	����

:���� F�;=�>�><��>�>�������>��>����;<�><R = RC

�t�	ux+x�	w~x��	���~x�	�	����	�t�	�	x�	��|u�xw�~�{�u�t�	��u�t	�~�u�	�u��x�x���{�wx�	~�	{(
xw�~������


[
−~

2

2µ
∂2

∂R2 + ~
2J(J+1)
2µR2 +Eel

−(R)−Etot
−
]
Ψ

coupl,vib,MJ− ,J−
v− (R) =



���� ��
��
����������
����������������� ��%

−
[
HCoriolis
J−,v−;J+,v+

(R) + C
cin(1)
J−,v−;J+,v+

(R) + C
cin(2)
J−,v−;J+,v+

(R) + T eeN
J−,v−;J+,v+

(R)
]
Ψ

coupl,vib,MJ+
,J+

v+ (R)
���%*�

���	�xu���xw�~�x�~xt�{�tw��	��!��	RC �~�	ux�����{
�	�Eel

2 (R)−Eel
1 (R) ���u~	���wx	a(R−RC) 	x

W12(R)
��u�������	t����W12(RC)�

��~~�w���~xΨel
+(R,~ri)

	xΨel
−(R,~ri)

���t��|u�xw�~�����~v�~x�	x�!�	�{wt	v	~x���~�t	{���$Ψ1
	xΨ2
�x�wx�	��x�x���~�{�u�t��	���w�t�|u	

C
cin(1)
J−,v−;J+,v+

(R) =
∂(θ/2)

2∂R
=

aW 2
12(RC)

4W 2
12(RC) + a2(R −RC)2

���%&�

�	t��	���������{�	��uv��!t	��~��u(�	~	� �����~�	ux	�w�	�	v+v	��u�t	��ux�	�x	�v	����w���			���	(}�w�~�~��w	t����#*������

:���) :�����?>�><�Λ

��t	��	�	����~��	�{	~{	Ω→ −Ω
tw�	�t���w�u�	�	t���v�x�w	�	���	�w�~σorb+spin,el

v
|uw	�x{���	

���u~	�	�xu���xw�~���x�xw�~~	tt	t	�tu���u�	~x�{�~�uwx��	u��x�x��	~��~���t�	���wx��w	~���~w	
e 	xf

�����������{	|u	t��~���	tt	t	����u�t	v	~xΛ �Λ(��u�tw~����	~�v	�x�w�x��w|u		x�����tw|u	
v+v	�wt��x�x	�xu~�x�xΠ ���	�	v�t	�

:���, ��=<����;�=�<
��	�x t	 x	�v	 ��w~x	��{xw�~�u��w~�t	{x��~w|u	 ��	{ t	 {��v�v��~�xw|u	 {������ t���(
x�xw�~ ~u{t��w�	� �� ��x�xw�~ 	�x ��{�wx	 ��� t	 x	�v	 Bv

	x 	�u�~wx	�~ ��u��� {�~�ut(
x	���			���	(}�w�~�~��w	t����#*���"����	~� �ux�~xt		�{x	u�µ0/(4π)

��u�}���	����&&����	~�w{	�(��%�		~��	~�~x����	|u	~�������x	u��~xt��wv	~�w�~~
{�~x��w�	v	~x�{	u��	���xw{t	����({wx���


HSR = −4geµ
2
B

µ0

4π
me

Bv
~4


∑

i

ZA
RA cos( ~̂R,~rAi)

r2Ai
~si +
v+v	��	{B


 .~̀ ���%#�

�~uxwtw�	��u�	~x���w���&���t���vwtx�~w	~	�	{xw	HSR = γSR(R)~̀.~S�γSR(R)
�x�~x�	t�����	��u~	�w��w~	

�	s�����u����~�	~	�	xt�	��vut	�x�!�������{��	�	
�~
t	{�������

〈HSR〉
〈HSO〉 ≈ −

me

M

γSR

ASO

���%��

�~{�t{ut	�	��t�v	~x��	v�x�w{		~�{�w��~x~̀ = ~J − ~S − ~L
��
��w~�wHSR = γSR(R)(JzSz − LzSz −

S2 +1/2(J+S−−J−S+)−1/2(L¬+S−−L−S+))�
��~	�	x�w���~�t	�x��~{〈Λ, S,Σ;Ω|HSR|Λ, S,Σ;Ω〉 =

~2γSR(Σ2 − S(S + 1))��t	�w�x	�	v+v	u~x	�v	���wx	(��x�xw�~���w��}���	����&&����	~�w{	�(��|uw�u~		��v	x�!�
�	v�t��t	v�w�	�x�	~��~���t��tu��	��	�w��tu��	xwx�~�u�~�	~���t	��~�����

:���. ��=<���=<
�t{�u�t	t	��x�x����w��~x�
∆Ω = 0,∆S = 0,±1,±2,∆Λ = 0,±1,±2��~�	�����u�u~	�	v�t	��u{���wx�	��&���|u	t	x	�v	�w���~�t	�x〈S,Σ|HSS|S,Σ〉 = 2~

2

3 λSS(3S2
z−S2)�~��~���tw��~x�~�	ux�{�w�	�����!����������"�HSS = εSS(R)(3S2

z −S2)+αSS(R)(S2
x−S2

y)δ|Λ|1
��	{

εSS(R) = 2λSS/3 �	
t�����	�	0.1{v−1�

.�
���	����������������	�
� ~̀= ~f − ~S − ~L− ~I 



��* �������� �����
�������������
��

:���� ��>����<�
;����;�=��>>����=>��
�xu�w�~�t�	�	x��u~{��v��x�xw|u		�x��w	u����u�~	x��wx�~�w{w|u	t	{���	{��v��	�w�t	���u�

��u��w�~��tw�	�t	x	�v	|u����xw|u		~{��v�v��~�xw|u	���w~x	��{xw�~��	{u~	�~�	�t	{x��v��~�xw|u	
�	������	~x�	��~�t����	~�w{	z�����u�	�|uw���~�w{wt	����utx�x����u��tu��	��x�wt���~��u���{�~�utx	�t���xw{t	�	�	�u	�}w�����������~�x�vv	~x�u�t	���t��w���wtwx��	xt	��	�xu���xw�~��	�v�u�	v	~x���(
�w���xw�~~	t��w~�w|u	t�x�!�	�	�
w�u����&#��
�~�u����	��u��wv�tw�	�|u	t	{��v�~F 	�x�tw�~��u�t���	�	�Z 
 ~F = FZ~eZ��	{

��v�~F ���w�~	
��wxu~{��v��t	{x�w|u	~E ��w���~x�u�u~�w��t	�t	{x�w|u	~µ =

∑
i qe~ri�
��wxu~{��v�v��~�xw|u	 ~B

��w���~x�u�u~�w��t	v��~�xw|u	~µ = ~µL + ~µS + ~µI + ~µrot��	��w��t	���~x���~w����

��~~µL def

= µBgL~L
�$gL = 1−me/M

	x�$t	v��~�x�~�	}���	�xµB ≈ 1, 4
s�����u���

��~~µS
def
= µBge~S

�$ge ≈ 2, 002 	�x��~~���~�
t�x��t	�	�{�~�x�~x	�����

��~~µI def
= µNgI~I

�$gI(Cs) ≈ 0, 7369 	xµN = me
mp
µB ≈ 760

�����u���
"�~~µRot def

= µNg
Rot~̀�$gRot = me

MA+MB

ZAM
2
B+ZBM

2
A

MAMB
�

�	��vwtx�~w	~��w~x	��{xw�~���{�wx�t���
Hchamp = −~µ. ~F = −µZFZ 	
x��wx�u�t	��x�x�|α;MF , F 〉�
t�����	���u~x��wx	v	~x�	�xu���xw	��~��xw	~xu~	t	��	�	����~��	�{	~{	�	���u�(�x�x�MF




〈α;MF , F |Hchamp|α;MF , F 〉 = MFFZ〈α;MF = 1, F | − µZ |α;MF = 1, F 〉
��~�t	{����u~{��v�v��~�xw|u	�{�vv	µI 	xµRot ��~xme/mp ≈ 2000

	�w��tu��	xwx|u	µS 	xµL��~t	�~��tw�	��u�	~x��	xt��~���~wx���	�w�u~	�{x	u��	��~��gJ ��u�
t��x�xv�t�{ut�w�	|Λ,Ω, S,Σ〉���

gJ
def
=
〈Λ,Ω, S;MJ , J |Hchamp ~B|Λ,Ω, S;MJ , J〉

−MJµBBZ
≈ (gLΛ + geΣ)Ω

J(J + 1)
�w J 6= 0

gJ
def
= 0 �
w~�~ ���*��

�w�~�t�~�|u	{	���utx�x�	��v�~x�		~uxwtw��~xt	�	��vut	�z���	x��%#�	t����	~�w{	z��$t��~�	v(
�t�{	µp ���(µS)Z + (µL)Z

�w�	�q = p = 0
���uw�	~{�t{ut�~xt	�{�	�{w	~x��	�t	��{�(�����~���t�	��vut	�
�����t��w{�	x�t����#��#�%�#��

�%$#'9'$Ω = 0
'%d$d%$#'9'$1Σ �
)+$(&'$()o%&'d%$#'9'$�(&f9i%&'9)rf%$i(d#p)d%$f+9'(i+
)%$��

$(&'f(&p'"�$!%)$%&$+*d%$9)p�9i!i9�&#'+
)%�

�
�
�� ���	��
�	

��x�wtt�~�t	�{�����	x����	�u~�t�w�����	{�x���~��	t��	{xw�~�������x��t	������uv	x�u�t	�
���utx�x��

:��
�� @;�����>��<��∆Eel � ∆Erot � ∆ESO

�	{�� 	�x �xx	w~x ��u� t	�v�t�{ut	� t��!�	� ���w� t���u�	��*� �u�w Λ = 0 	x S 6= 0���w���	���	�����%��
����

����,����-�-���������		#-����	��#�	�-	

�	�	u�x	�v	�t	��tu�wv���x�~x����vw∆Eel,∆ESO,∆Erot ��~x�	�x	�v	���~���w~����ux�	����	
{�vv	�wt	��w~~�	�w�x�wx��	�|u	�����	��vwtx�~w	~���{�wx�t���


H0,(b) = Hel + [Hrot =
( ~N − ~L)2

2µR2
]



����� ��������� ��&

�������
�w����vv	�	{x��w	t�	�{�u�t��	���~�t	{������	�u~����~�	�	x��u�	�t	�tu���!t	v	~xt	����utx�x�w��u��	t�v�{�~w|u	|u�~xw|u	�t	{�u�t��		~x�	~N 	x~S ��u���~~	�~J 	�x�	����	~x��		���~����w�cos θ = J(J+1)−N(N+1)−S(S+1)

2
√
N(N+1)

√
S(S+1)

��	xx	�	����	~x�xw�~�����	tt	t	v��!t	�	{x��w	t�

�	xx	�{�wxu�		�x{	tt	|u	~�u���w�~�x�u �u��uxwtw��	���~x��w~x���uw�	t	��w~��~��wx	�{wt	v	~x|u	
~S2, SZ , ~N

2, NZ , Nz = Lz
{�vvux	~x	~x�	�	u�	x	�u�~w��~xt	���~�~�v��	�|u�~xw|u	�S,MS , N,MN ,Λ��t	�xw~uxwt	��uxwtw�	�t	��ux�	�~�v��	�|u�~xw|u	�|uw~	��~xw~x��	���~x�|u�	~����	~{	�	��w~���

�	�w~x	��{xw�~��uv�v	~x{w~�xw|u	�	��w~S ��	{t���	w~x	�~u{t��w�	��~xx�!�	�w�t	��t	~�v��	
|u�~xw|u	Ω~

�	�x��~{�tu����~w������ 	{xw�~Λ def
= Lz
	�x{�u�t�	��	{t	v�v	~x{w~�xw|u	~u{t��w�	~̀	x	��v	t	v�v	~x{w~�xw|u	x�x�t��~���w~~N�~N �	{�u�t	�~�t	v	~x��	{~S��u�	��v	�t	v�v	~x{w~�xw|u	x�x�t���~���w~~u{t��w�	�~J��~��u�	���	�x����	~x�t	�w����vv	�	{x��w	t�	�{�u�t��	�{���	���~��~x

�u{������
8������-	-���������	2���2-

�	�	�~{xw�~����~�	�	���uw�	~x�	~�v	xx�~x��u��wv�tw�	�(σ′) 	x(ω′)��	{	
tt	��u{��������t�

�	t�xw�~�uw��~x	���w���u	�xw�����*�����&#��

∣∣∣ΨMJ ,J

N,±

〉
=

∑

Σ

〈J, −Ω, S,Σ|N, −Λ〉|α, |Λ|, (σ′), (ω′);S,Σ;J,MJ , |Ω|; v;±〉
���*��

def
= |α, |Λ|, S;N,J,MJ ; v〉

���*��

.�
����������������	��������
���
	���������
	��������������
����	�
	�������B�����������
��
���
����	
	��� .�
������ ��� �� ����� ��� ����
�� ��	������� ������ ���
������ ��� 	����
�� �� ���
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�
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����

���
���	������������� �������	����	����������� �����	���	���
���������� ���������
�� ���� 	
���
���
��������������	���	
������� 
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��-�
�-���������-,,-
�~		�w�w~x���uwxHrot�t	��w���	~x	�{�v����~x	��~x�	��~	��w	��	t�����	�	E = Bv(N(N+1)−2Λ2)���vv		��tw|u����{��	vv	~x�{	xx	�{�wxu�	���	~��u{��w��	������x	u��|u��~t�w��	�	{�x���~�	ux

���	�	v�t	t�w��	�~L2
�~�x�	{��w���u�w	~~	����	�|u	t����xw	~�~�w���~�t	�	~L2 	~tuw�x�~xΛ2��~

�ux�	{��w�	�x���	�	v�t		�	{xu�������~��u�~��w	{�wx����##�{���#"�

:��
�� @;�����>��<��∆Erot � ∆Eel � ∆ESO

�	{���	�	~{�~x�	��u��	��x�x��	����	���	n ���~�	xl 6= 0
�w�	�t��t	{x��~	�xt�w~�u{�u�����u��u��	�~w�	�u���x�xw�~~	t�x�!��t	���J � 1�

��

����,����-�-���������		#-����	��#�	�-	

�	��vwtx�~w	~���{�wx


H0,(d) =

(
Hrot =

~̀2

2µR2

)
+ [Hel]

�	�{�u�t��	����{��	~x�~	��~x�tu����tw{��t	��uw�|u	t	{�u�t��		~x�	t	v�v	~x{w~�xw|u	���wx�t
�t	{x��~w|u	~L 	x

t	v�v	~x{w~�xw|u	~u{t��w�	~̀ 	�xx�!�	��x���w�t���u�	������	{	xx		���~�t	��x�x�
�t	{x��~w|u	���u������	{u~	��t	u��	Λ�w	~���~w	�~��~x�tu��	�	~����utw�~�~�|u	t	�v�u�	v	~x��t	{x��~w|u		x~u{t��w�	~	�	�����	~x|u	��~�t	��	ut�{�����	x�{��
�~~	�	ux��~{���wv	~x���~w��	�{�u��	��	��x	~xw	t|u	��~�{	�{���
��-�
�--�2�
����-	�-��-

�	�	�~{xw�~����~�	�{��w�w���~x
|α,L,N, S, J,MJ , `; v〉�
��~�{	xx	������wv�xw�~�t	�~w�	�u���x�(

xw�~~	t�2S + 1
	�w�����~�����~xu~	�~	��w	E ≈ Bv`(`+ 1)�

8������-	-���������	2���2-
�~��	vw!�	 ������wv�xw�~� t	 ��w~�	ux +x�	 x��wx� ������v	~x� �	� 	�~{xw�~ ���~�	 ��~x

���w���u	�xw�����*��

∣∣∣ΨJ,MJ

`,L

〉
=

∑

Λ

(−1)L+Λ〈J − Λ, LΛ|` 0〉|α,Λ;J,MJ ,Λ, v〉
���*��

�
�
�� ���	�����������

���{w��~�u~�	ut��w�w�~����w|u	���	t����		~�	{xw�~���%�

:�����:��?;�>�><��<>����=��>
��	{�	�~�x�xw�~����w�	~x	���t�x����w	��~~	


∆EJ,v = E1 − E0
1 = P

∫
dE′ |W1,2(E

′)|2
E − E′

�$P ∫ = limε 7→0

∫ E−ε
−∞ +

∫ +∞
E+ε
	�xt����xw	��w~{w��t	��	���t�{	v	~x	�x��u�	~xx�!�	�w�t	{��W1,2(E

′) ���w	t	~x	v	~x��!��	E���u	��~�t	{��wv���x�~x
�$E ≈ EC�
.����	���
����������
�������
�������
�����
	���
���
�������������������� ������	��
��
����	����	����� ��

�
	������������������	�� �
����

���
���	�������������
 
 ���������
	��������
	���
�(Lz)���
, (Nz)���
��� ���
��������	�	���� �����		���
������
	��������������	��������
�������	�� ��������	���	
������� 



����� �

������������� ���

�������
�w����vv	�	{x��w	t�	�{�u�t��	���~�t	{������	�u~��

:����� @
;<�>�><��;<�?;����>�>�=>
�~	�	x�~��wx|u	 1

τvie,1
= 1

τvie,rad,1
+ 1

τvie,non rad,1
����!�t	�����	�	�vw	~x��w~	


1

τvie,non rad,1
= ΓJv =

2π

~
|W1,2(E1)|2

:����) �?;��=��>�><��>��;=>���;������=�<

�	{��~�	v	~x�	�u��	�	�w	�	���	�{ux	�u�t�	��v	t��	~x�w	~~	�	���w	���������xw�~��	x	�v	
Γspon
�	t�	��vut	z�*��wx+x�	{��~���t�~�u�	tt		��vut	�	t��	{xw�~	�{�{		�x


σ(E) = σmax
(~(ΓJv + Γspon)/2)2

(E − E1)2 + (~(ΓJv + Γspon)/2)2

:����, F�;=�>�><��>�=��?;��=��>�
��{��~x|u	x�ux�	����	��!��	RC �~�	ux	�x

wv	�t	{�u�t��	W1,2(E) = 〈ΨJ
1,v|W (R,~ri)|ΨJ

2,E〉
	~

�u�����~x��u�t����xw	�t	{x��~w|u	R = RC
�{	{w�������	~x	�t��}��u�u��w~{w�	�	���~{�(��~��~��

�~x��u�	��

ΓJv =
2π

~
|W1,2(E1)|2 ≈

2π

~

∣∣∣
〈
Ψel

1

∣∣∣W1,2(RC)
∣∣∣Ψel

2

〉∣∣∣
2
〈Ψvib,J

1;v |Ψ
vib,J
2;E 〉|2

���*"�

��
�	��
����	��������
�����
	�������������� � ��������
	���	���	��������
������	
Rcentroide ≈ RC 



��� �������� �����
�������������
��

�	� 	��vut	� ���{��	~x	� �	u�	~x +x�	 ���tu�	� ��
{	 �u� 	��vut	� �	vw({t���w|u	���}�	
t����	~�w{	�� �~ {�t{ut 	�	{xu� ���	{

~ = 1
� ��~� ��			���	(}�w�~�~��w	t����#*� *�% 	x

��~����~��u�~��w	{�wx����##�{��������~~	


ΓWKB,J
v = ΓWKB,J

v
0
sin2(∆φ(E;J, v) +

π

4
)

���*%�

�$ΓWKB,J
v

0
=

√
2µ

~2

EJ,v+1 − EJ,v−1√
EJ,v − EC

∣∣∣
〈
Ψel

1

∣∣∣W1,2(RC)
∣∣∣Ψel

2

〉∣∣∣
2 ���**�

et ∆φ(E;J, v) =

∫ RC

a2

k2(EJ,v(R)) dR+

∫ b1

RC

k1(EJ,v(R)) dR
���*&�

�w~�w|u	


∆EWKB
J,v =

~ΓWKB,J
v

0

4
sin(2∆φ(E;J, v) +

π

2
)

�w�~�t�~�|u�u~x��wx	v	~x��~��u(�	~	�x	~�~x{�v�x	�	t�������wtwx��	����w���{w�xw�~t�����u~	
�w���xw�~	�x	�	{xu������tv��������#��#��
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���������������������

�
�
� �����	���������	���
	�	�����������������
������
�~��w~��w�	w{w�	�x�!�	��	��	~�w	x(�{��	~~	{���#��s��~w	��������tt�u{�	�����������t����*��
�	�v�x���	���~���t	���xu�	�	���x	~xw	t�v�t�{ut�w�	���~xx�!�~�v��	u�	�����x�		(��{�����w�(
xw�~~	tt		x{�����	�x�w~	���	~~	~x	~{�v�x	x�u�t	��t	{x��~����	{t	u��{����t�xw�~��u~�~���~�u~
x��wx	v	~x�	t�xw�w�x	��u~�~��t��w�	��u~{��v�v��	~�u~�~	x{����	�	~�~�u~w~�x�~x�u�t�v�x���	�u��x	~xw	t 	�	{xw	����	t����		~�	{xw�~������	x~		�w��~x
w~x	��	~w�|u	t	��	u��t	{x��~�	�x	�~	��

�	��t	{x��~��	{�u���~x	��x	v	~xtw��	x~	 �u	~x|u�u~��t	vw~	u���~�t�	��v�xw�~�	�tw�w��~��
���{�~x�	t	��t	{x��~��	��t	~{	�u��~xu~��t	�����~����~x����	ttv�~~	ux��~{t�w��		~���%�	
�����	�t	��vwtx�~w	~�x�vw|u		~u~	���xw	{�u�	xu~	���xw	��t	~{	��	��w~{w�	�	t�v�x���		�x�	
~	{�~�w���	���~�t	{�t{ut|u	t	��t	{x��~�	�x	�~	�	x�	�	����	~x	�t�	�	x�	t�	~�	v�t	~���u��t	{x��~�
�	{�u����u~��x	~xw	t	�	{xw	�
�~		���~�	��	~��		~{�v�x	t	�	�	x��	{�u���x�ux	~uxwtw��~xu~�	ut�t	{x��~�	��t	~{	��u�
{��|u	�x�v	�	�x�	v���tw�	�t	�wv!�	�t{�tw~����	u�{�u���w�~w|u	��{�u{�	�		�v	�����t��w���t	�
A+ 	xB+ �ux�u��	�|u	t�����wx	~x�	u��t	{x��~�1 	x2 	�x	�~	��	��t	~{	��	��vwtx�~w	~�x�vw|u	
���{�wxHat,non rel

A (~rA1) = T e(~rA1) + Vpot.eff.(rA1)�
��~�t��}�w�	��~���u��t�|u���{�vv	A~	��u�	����

�~�T e(~r1) = T e(~rA1)�
t	��vwtx�~w	~�t	{x��~w|u	����~�~�	t�xw�w�x	�	�w	~x

Hel,BO = Hat,non rel
A (~rA1) +Hat,non rel

B (~rB2) +− e2

rA2
− e2

rB1
+
e2

r12
+
e2

R
+ Vpol

︸ ︷︷ ︸
Hint,non rel

�����

|u	t��~��u���{�v���	��t��w�w�~�{�u��	t���~~�	���t�	��vut	����Vpol
{�~xw	~xt	�x	�v	��	

��t��w��xw�~��	��	u�{�u��A+ 	xB+ ��u�t�	�	x�	�{��v��~E {��	����t��ux�	{�u�	xt	���t	{x��~����w�t���u�	������~�	ux���w�	v	~x���tu	�{	x	�v	�	��t��w��xw�~	~	�~{xw�~�	t���t��w���wtwx��w��t�w�	αd
�	�{�u���

�������~wxw�~�	t���t��w���wtwx��w��t�w�	� wt �	{��		~B+ u~�w��t	~p = αB
+

d
~EB(~RB)

�$~EB(~RB) = ~EB1 (~RB) + ~EB2 (~RB) + ~EBA+(~RB) 	�x
t	{��v��t	{x�w|u	{������ 1, 2 	xA+ �u��w~x

�$�	�wxu	t	{�u� B+������w��	v	~x ���~	��w	���utx�~x�	t��~	��w	��x	~xw	tt	�	{	�w��t		�x���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*����&"	xt�	��vut	�����−1
2~p.

~EB(~RB)�
��u�{�~~�w���~�t�	���	��w�~

�	�{��v���t	{x�w|u	�����	�	v�t	 ~EBA+ = −qe~n
4πε0R2
��t	�x��~{	�{wt	�	{�t{ut	�Vpol�	~��	~�~x����	

�	�����	���������
�����	����	�����
��	������ � �
���
������������
��������
����
�	�����������������

��
��
����
���	��������������	�
��nl������������1σ �	
���������n = 1 ��l = 0 	������������
�����
����������
��������
�� ������	��
��
����	���������������	�������	��������������
����	�����
�����
�	���	
�������������	�
�����
����� 
���	�����	����	����2

����	
�������(1σg)
2(1σu)2(2σg)2(2σu)2(3σg)

2(1πu)4 
�	����������������e− ���

�	
	���
����	
λ ����	�
������	�	����� ������n, l �	
����	�������
������	�����������������	�����������	����������

���������� ��������	������������������
R �����
.	���������
�����	�������������������������	���
�
��������	���1/R

����
��������������������������	
���	
��	��������	�
����	�
� 

���



��� �������� �����
�������������
��

�	~	���{�v�x	�t	�x	�v	�{�vv	−αB+

d
~EB2 .

~EB2
|uw��~x�� �w~{tu���~�Hat,non rel

B (~rB2)
�ux���	���	

Vpot.eff.(rB2)
���w�t�	��vut	��&��

�������
��t��w��xw�~�	�{�u����~�u~	v�t�{ut	�w�x�vw|u	�u	�u�{��v���t	{x�w|u	�{�������t	�
�t	{x��~��	��t	~{		x���t��ux�	{�u��

�	��vwtx�~w	~	�x��~{{�~~u�wt~�u��u�x�	�w�	|u�wt~	�	�x	�tu�|u������u��	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���	~�	�x���t	x����wt~uv��w|u	t	�tu�	�{wt	�wt	�ux	~���xw{utw	�uxwtw�	��	�	�~{xw�~��	
{�u�u�	��u���wx	�t	��w�	��	~{	�t���|u	R = 0 ���	�	v�t	����	�	v�t	���u~{�t{ut���w�xw�~~	t�
	~{��w�w���~x�	�	�~{xw�~���	���w�|uw��~x�	�{�v�w~�w��~�tw~��w�	������wx�t	��x�vw|u	����������	~
�~�t�w�����u�u~	w~x���u{xw�~�{	xx	v�x���	�~�	ux{�~�utx	�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XI

	x
��			���	(}�w�~�~��w	t����#*�������
�~�v�tw���~xt��	�{�w�xw�~�wv�tw�x		�	{xu�	{w(�	��u���~�	ux��x	~w�t	�{�u��	��	��x	~xw	t��u�
x�ux	�w�x�~{	w~x	��x�vw|u	R��	�{�u��	�	~{������	�u~��u{��wuv�	u�	~x+x�	x��u��	���~�
t	���xw{t	��	���u{��utx	x�t����������u���~��x	�	~�����������w	�����#��	x��~x�	����	~x�	��u�t���u�	������	���
��~�x�ux	t��uwx	~�u�~��tt�~��xu�w	�|u	t	�{���$R 	�x���~��

�
�
	 
���������������������������
������	�������������
����������
��
��������	��	��������

��x�wtt�~�w{w���	{t	�~�x�xw�~��	t��	{xw�~������t	�{�t{ut�~�{	���w�	���u���x	~w�t�	��vut	��*�

����� �;�=?��<=><��=<�>�;��=�<
��	{xu�~�u~���	t���	v	~x�	���t���u��w�w~��	�	RB �u��x	~x

w	tV B(~rl)
��~~����t�	��vut	��"�

V B(~rl) = V B(~RB) +
(
~∇αV B

)
~RB

rBlα +
1

2

(
~∇α~∇βV B

)
~RB

rBlαrBlβ + · · ·

��	{t�{�~�	~xw�~�	��vv�xw�~�	�w~�w{	�����x��	α = x, y, z �	v+v	��u�β�
�~~�x�~xEBα (~RB) = −

(
~∇αV B

)
~RB

t�{�v����~x	�u{��v��t	{x�w|u	���u���u��~���{�w�	t�	��(
vut	��"


H int,non rel =

QB{����	�	B︷ ︸︸ ︷∑

l∈B
ql V B(~RB)−

µB
α
�w��t	�	B︷ ︸︸ ︷∑

l∈B
qlrBlα EBα (~RB)−

�����



�����������
�������
�����
�������������������������������������
����
����


1

3

[
1

2

∑

l∈B
ql(3rBlαrBlβ − r2Blδαβ)

]

︸ ︷︷ ︸
ΘB

αβ

(
~∇αEBβ

)
~RB︸ ︷︷ ︸

EBαβ
x	~�	u�

����w	~x�	{��v�

· · ·
�����

�$~~Θ 	�x
t	x	~�	u�v�v	~x|u���w��t�w�	�t	{x�w|u	���w� ����	~(��~~�u� w	x�t�����*��X(30)

���(�~w��	{u~	x��{	~utt	���u�{	t��~�uxwtw��t��|u�xw�~�	��w���~∆V B(~RB) = 0 |u
w ���{�wx�u��w

(
~∇α~∇βV B

)
~RB
δαβ = 0�

����� :��>?���>�><���?�=��?;=�>�����><�=>?���<;���>
��~���v�tw��	�t��{�wxu�	�	t��|u�xw�~�����	��	~�~�t��xu�	�	V B(~RB) =

∑
k∈A

qk
4πε0rkB
��~	�	{xu	

u~���	t���	v	~xtwvwx�	~~0�	f(~rAk) =‖ ~R− rAk ‖−1 ��~�t���	vw!�		���	��w�~{w(�	���u���u���x	~w�
t	��uw��~x	� 


4πε0V
B(~RB) =

∑

k∈A

qk

‖ ~R− ~rAk ‖

=
∑

k∈A
qk

[
1

R
+

(
∂

∂rAkα

1

‖ ~R− rAk ‖

)

0

rAkα +
1

2

(
∂2

∂rAkαrAkβ

1

‖ ~R− ~rAk ‖

)

0

rAkαrAkβ
+ · · ·

]

=
∑

k∈A
qk

[
R−1 − rAkα

~∇αR−1 +
1

2
rAkαrAkβ

~∇α~∇βR−1 − · · ·
] ���"�

= QA R−1
︸︷︷︸

4πε0T (−1)

−µAα
(
−Rα
R3

)

︸ ︷︷ ︸
4πε0T

(−2)
α

def
= ~∇αR−1

+
1

3
ΘA
αβ

(
3RαRβ −R2δαβ

R5

)

︸ ︷︷ ︸
4πε0T

(−3)
αβ

def
= ~∇α ~∇βR−1

− · · · ���%�

�	���	t���	v	~xtwvwx�	�x{	tuw�	�v�v	~x�2j(��t�w�	��	A 	~�uw���~{	�	R−(1+j)
�{�~x	~u	��~�

t	�x	�v	�T (−(1+j))
���t	�x�tu���xu{w	u����{�w�	t	�x	~�	u��2j(��t�w�	���u~		���~�x�~�����w�	�	�w�	

�������x�	t	u��mème {�v����~x	�w����u{xw�t	���~�	��u��w��tu�x������tw|u	�t	x����!v	�	�w�~	�(
�{���x���%���{�wx�t���


V B(~RB) =
1

4πε0

∞∑

j=0

m=j∑

m=−j

√
4π

2j + 1
(−1)mQ−m

j (A)
1

Rj+1
Y m
j (θ~RB

, ϕ~RB
)

���*�

�$Qmj (A) 	�x ��
�~w ��� t��|u�xw�~��%� �~��u���{�~�utx	� ����	~(��~~�u� w	x�t�����*��X

��"��
�s	��w�����*"��
����%��}��#�����~��u�~��w	{�wx����#���{���"��u�}u��	�����#"����u�x�ux	���{w(
�w�~�

����) ���=���>��
;�=?��<=><><��<��=�<�>���?�=��?>�
�~��	~�~xt��������u����w	~x�~���w���~xw{w|u	�u�~R��	t��|u�xw�~��"��~x��u�	EBγ = −QAT (−2)

γ +

µAγ T
(−3)
γα + · · ·��	v+v	EBδγ = −~∇δ ~∇γV B = −QAT (−3)

δγ + µAαT
(−4)
δγα − 1

3ΘA
αβT

(−5)
δγαβ + · · ·��~{�~{tu�w�~~�u���u��~��t������{�w�	t��|u�xw�~�����u�t�	��v	

H int,non rel = T (−1)QAQB + T (−2)
α (QAµBα −QBµAα ) + T

(−3)
αβ

(
1

3
(QAΘB

αβ +QBΘA
αβ)− µAαµBβ

)
+ · · ·

���&�

��u����~��xx	w~x~�x�	�ux�u���	t���	v	~xtwvwx�	~�uw���~{	�	1/R��	xx	�{�wxu�	�	�v	x�	v�~x�	����	�	v�t	|u	

∆Eelec = T (−1)QAQB + T (−2)
α (QAµBα,0 −QBµAα,0′) +

���#�

T
(−3)
αβ

(
1

3
(QAΘB

αβ,0′ +QBΘA
αβ,0)− µAα,0µBβ,0′

)
+ · · ·



��" �������� �����
�������������
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|uw	�xt��|u�xw�~��&�s�w�t��{�wxu�	��*�	t��|u�xw�~��&	�x�tu�uxwt	��u�u~x��wx	v	~x	��v	t���t	
x����!v	�	�w�~	�(�{���x�{�	�x��u�|u�w~�u�t����~���w�wt��w�	��~�t	{���wx�	��~���t���	��vut	��&
~�	�x���w~uxwt	�	tt	�	�v	x	~�	�����~xt	x	�v		~T (−3)�	x�����~wxw�~��~~�	���t�	��vut	��%��	
�	x��u�	�t�	��vut	u�u	tt	�	t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	��{�wx	���t�	���	��w�~����

�
�
� 
�����������	
���
��	��
�	��������������������

�	�ux�	{	xx	�	{xw�~	�x��	�	{xu	���	{�w�u	u�t	�{�t{ut��	���v�x�w	�v�t�{ut�w�	�uxwtw��	���~�t�
�	{xw�~��"���

��)�� ��>��>?�=<�>��=�<�?>����<=��>Iorb,el���;�g ��u
��t{ut�~�t�	�	x�	Iorb,el �u�u~�t�v	~x�	���	������!�t��xu�	v	~�	�u{���wx�	�������~{�~~��xt�

���wx��	��x�x��x�vw|u	�ΨA
nlml

(−~rA1)χs=1/2ms
= (−1)lΨA

nlml
(~rA1)χs=1/2ms

��~uxwtw��~xt����~wxw�~�����
�~��wx��~{���w��u��wt���u�	����|u	

Iorb,elf(~rA1, ~rB2) = Iorb,elf(~r1 + ~R/2, ~r2 − ~R/2) = f(−~r1 + ~R/2,−~r2 − ~R/2) = f(−~rB1,−~rA2)

�~	~���uwxwvv��w�x	v	~x

�������
��	x�	�w~�	��w�~��t	{x��~w|u	�Iorb,el 	xIorb,el
A
�Iorb,el
B
���u����~��	����	~x�t	�v�v	~x�{w~�(

xw|u	����wx�u��ux��	
~l = ~r ∧me~v
	x�	��w~~s��t�	ux+x�	uxwt	��u�t�{�v����	~�w�~�	�� �ux	�t	��wx	��	��|uw~��~x����x��	����	~x�	�w{w{��	tt	��	���uw�	~x�	~l��	�w~�	��w�~���~x�{{�v���~�	���u~	

vutxw�tw{�xw�~�	����wx��(−1)l 	x(−1)l
′ �x�vw|u	���~	~���uwx|u	Iorb,el 6= Iorb,el

A Iorb,el
B
��	t���~~	

�u��wu~	�w�w�~�wv�t	�	t�	��vut	����

Iorb,elΨA
nlml

(~rA1)χ
1
s=1/2ms

ΨB
n′l′m′

l
(~rB2)χ

2
s′=1/2m′

s
= (−1)l(−1)l

′
ΨA
nlml

(~rB1)χ
1
s=1/2ms

ΨB
n′l′m′

l
(~rA2)χ

2
s′=1/2m′

ss�w���~�t�{�����x�v	�w�	~xw|u	��ZA = ZB
	xMA = MB

�
ΨA = ΨB��~���~{

Iorb,el|1 : nlmlms〉A ⊗ |2 : n′l′m′
lm

′
s〉B = (−1)l(−1)l

′ |2 : n′l′m′
lm

′
s〉A ⊗ |1 : nlmlms〉B

�����

�~��wx|u	t��{xw�~�	Iorb,el �	��	v�t	�{	tt	�	P12�	~u
xwtw��~xt	�v+v	v�x���	�|u	���{��	vv	~x

�~���u�	�t���|u	t��{xw�~�	Iorb,el �u�t�	��vut	����	�x

Iorb,el|(1 : nl)A(2 : n′l′)B ;L,mL〉 =
∑

mlm
′
l

〈l, l′;ml,m
′
l|L,mL〉Iorb,el|1 : nlml〉A ⊗ |2 : n′l′m′

l〉B



����
������
��
���������������������������������
�� ��%

= (−1)l(−1)l
′ ∑

mlm
′
l

〈l, l′;ml,m
′
l|L,mL〉|2 : n′l′m′

l〉A ⊗ |1 : nlml〉B
������

= (−1)l(−1)l
′
(−1)l+l

′−L ∑

mlm
′
l

〈l′, l;m′
l,ml|L,mL〉|2 : n′l′m′

l〉A ⊗ |1 : nlml〉B
������

= (−1)l(−1)l
′
(−1)l+l

′−L|(2 : n′l′)A(1 : nl)B;L,mL〉
������

�	v+v	��~�{xw�~�u�����	�xIorb,el|S,mS〉 = (−1)s+s
′−S |S,mS〉�	�tu��Iorb,el {�vvux�~x��	{P orb

12
�~�u�x��u��~��~�t	v	~x�	~vutxw�tw�~x���P orb

12
��u�����	��

t��	{�~�	tw�~		x	~�u�tw�~x����	{�~�	��	�t�����	�	t��t	{x��~�	~��	vw	���~�t��{�wxu�	�	���w~��
��~	�	x�u�t�	���	��w�~���#


Iorb,el|(nl)A(n′l′)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0 =
������

(−1)l(−1)l
′
(−1)l+l

′−L+s+s′−S
[

1√
2
(1 + (−1)SP orb

12 )

(
|(2 : n′l′)A(1 : nl)B;L,mL〉

)]
⊗ |S,Σ〉

Iorb,el|(nl)A(n′l′)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0 =
����"�

(−1)1(−1)l(−1)l
′
(−1)l+l

′−L+s+s′−S
[

1√
2
(1 + (−1)SP orb

12 )

(
|(1 : n′l′)A(2 : nl)B ;L,mL〉

)]
⊗ |S,Σ〉

Iorb,el|(nl)A(n′l′)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0 =
����%�

(−1)1(−1)l(−1)l
′
(−1)l+l

′−L+s+s′−S |(n′l′)A(nl)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0
��u��	x��u��~��w	~t	�	��vut	��	��������*�	x�	��w�wxw~�~��v�~��ww���#"����	t��	�v	x���{�w�	
��~�t	{��l = 0�

t�	��vut	���&�
��)�� ��>��>?;���>�=�<�?>����<=��>���;��Σ+ >�Σ−

�������
��	x�u{{	��w	�	������x	u����w~�	��w�~����wx�u��t	{x��~w|u	�Iorb,el
A
�Iorb,el

B
	x�	������x	u��

Rorb,el
A,Ox(π)�Rorb,el

B,Ox(π)�	��x�x
w�~��t	{x��~w|u	����wx�t	���u~�~�t	π �ux�u��	Ox�

�~��wx|u	t������xw�~
�~�t		�xt�v+v	|u	{	tt	�	t������x	u�σorb,el

v
�	���	�w�~���wx�t	�t	{x��~w|u	���������x�u�t�~yOz�

��u�����~�������!�t��	v��|u		�wx		~�	{xw�~��&���|u	σorb,el
v = Iorb,el

A Rorb,el
A,Ox(π)Iorb,el

B Rorb,el
B,Ox(π)�

�
����	
����
�����������	���������
�����
���	�������
��
����	
�
�����	�������� 

���	�����	������
�
���������������	���	
��
���	���������� 

����σorb,el

v = σorb,el
v,A σorb,el

v,B
��	�������
�	
��	
���

���	�������������	���� 
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�~�	ux �u��w t	��w� �u� t	 �	��w~���� ���{xw�~�	� Ylm ��u�
t�	�	x �	 t���x�xw�~	�x ��~~�

����
�����t��w{�	x�t����#��%�%�*��{�	�xRorb,el
Ox (π)Ylm(θ, ϕ) = (−1)lYl−m(θ, ϕ) �	�v	x�	x��u�	�

σorb,el
v |1 : nlmlms〉A ⊗ |2 : n′l′m′

lm
′
s〉B = (−1)l(−1)l

′
(−1)l(−1)l

′ |1 : nl −mlms〉A ⊗ |2 : n′l′ −m′
lm

′
s〉B

�	{��~�	v	~x�	�w�~	�	ml
��~�t	�{�	�{w	~x��	�t	��{�(�����~�����tu		�{wt	v	~x�wt	�u�~wxu~	�{x	u�(−1)l+l

′−L ��w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*�}X
�	x�	�v	x�	x��u�	�

σorb,el
v |(nl)A(n′l′)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0 = (−1)l(−1)l

′
(−1)L|(n′l′)A(nl)B ;L,−mL, S,mS ,Ω;R〉0

����*�

��u��	x��u��~��w	~t�	��vut	�	��w�wxw~�~��v�~��ww���#"�����{�~x�	��������*��w	~|u����~x
{�vv	��~�~�x�	x����wt γ = ψ = 0

�|uw��~xt	��~�t	��	��x�xw�~��	�v	xx�~x�	����	��u�	�!�	
��	�u�	�!�	v��wt	��{��w�wσorb,el

v = σorb,el
xz
	x���~{u~	��x�xw�~�	t�~Oy |u

w	�u�~wxu~(−1)mL 	~
�tu��
�	xx		��vut	�	�v	x�t������{�w�	t����	����t���|u	l = 0�

��)�) ��>��>?;�>����;�=�<�>�<��;��

���{xw�~��u~	�	�vux�xw�~�	�~���u�	�x��w�	vv	~x


PN|1 : nlMlMs〉A ⊗ |2 : n′l′M ′
lM

′
s〉B = |1 : nlMlMs〉B ⊗ |2 : n′l′M ′

lM
′
s〉A

����&�

�t�u�x�t�����uxwtw�	�t	�v+v	�v�x���	�|u��u������~x	~x	~�~x{�v�x	�	t��{xw�~�u�t	�v�x�w{	��	
��x�xw�~���w�t��	{xw�~��%�"	xt�	��vut	�������u���w�|u	

PN|(nl)A(n′l′)B ;L,mL, S,mS ,Ω;R〉0 =
����#�

e−imLπ(−1)L+mLe−imSπ(−1)S+mS (−1)1(−1)l+l
′−L(−1)s+s

′−S |(n′l′)A(nl)B ;L,−mL, S,−mS ,−Ω;R〉0

|uw	�xt�	��vut	�����	��������*���t	�x�tu�uxwt	�	{�~~��x�	��~�{xw�~�u�t����	g, u ���~w	���t����twx����#���~�~�x�	{����$̀ = 0��~�
�xw	~x

PN|(ns)(n′l′);L = l′,mL, S,mS ,Ω, ω
′;R〉0 = ω′(−1)S |(ns)(n′l′);L,−mL, S,−mS ,−Ω, ω′;R〉0

|uw{	���{�wx�t��w�	�	����{�vv	

PN
∣∣∣2S+1Λ

(+)
Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0
= ω′(−1)S

∣∣∣2S+1 − Λ
(+)
−Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0 ������

��)�, ��>�����=<<��?�;=�>
��vv	~��~�����xu�w	�{	|uw�	����	�wt��~� �ux	�����w�	v	~x�t	���w~�~u{t��w�	���t�u�x�	x�ux
�	��	~��		~x	~���w��~x���

|(i)A(i′)B ; IMI〉 def
=
∑

MiM ′
i

CIMI

iMi,i′M ′
i
|i,Mi〉A ⊗ |i′,M ′

i〉B
������

��u�t	{��wuvi = i′ = 7/2�|(i)A(i′)B ; IMI〉 �	���
t���~�x�|IMI〉�

�	����uwxx	~���w	t~�	�x�����	{x����
t������x	u����~xw��v�x�w	A|uw~���wx|u	�u�t	��t	{x��~���()$9o(&$f%!d)$p�(+$+f%�9"f%"+p+d%$9r%$f%
)9&'+�p9'+(&$�r%$�p%d9$+i!d+�%"9d%'"9+'%i%&'$)+o9&'�
�~�	ux�	��	~��	x�ux	t�x����w	���{��	~x	�	x~�x�vv	~xt	�	��vut	����#	x�������~��u{u~
{��~�	v	~x�	~x	~���w��~x����wx	��� |(i)A(i′)B ; IMI〉�

���{�~x�	t��xu�	�	PN ��wx+x�		�wx	��u�
�~xw��v�x�w�	������	v	~xt	�	�~{xw�~����~�	����	��vut	���&�	�w	~x

PN|1 : nlMlMs〉A|2 : n′l′M ′
lM

′
s〉B |i,Mi〉A|i′,M ′

i〉B = |1 : nlMlMs〉B |2 : n′l′M ′
lM

′
s〉A|i′,M ′

i〉A|i,Mi〉B



����
������
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�t�u�x�	v��w�	�t	�{�t{ut����{��	~x���t~�������x	~w�{�v�x	�	�v�x�w{	�Di
Mimi

|uw�	�v	xx	~x
�	{��~�	�����	��	|u�~xw�{�xw�~�{�vv	��~�t�	��vut	�����{��~�u����~������u~��	��	��~
��xw	~x��~{


PN|(i)A(i′)B ; IMI〉 = PN
∑

MiM ′
i

CIMI

iMi,i′M ′
i
|i,Mi〉A|i′,M ′

i〉B

=
∑

MiM ′
i

(−1)i+i
′−ICIMI

i′M ′
i ,iMi
|i,Mi〉B |i′,M ′

i〉A

PN|(i)A(i′)B ; IMI〉 = P spins,N|(i)A(i′)B ; IMI〉 = (−1)i+i
′−I |(i′)A(i)B ; IMI〉

������

�~�	���u��~x��	{t�	��vut	������~x��u�	


PN
∣∣∣2S+1Λ

(+)
Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0
|(i)A(i′)B ; IMI〉 = ω′(−1)S(−1)i+i

′−I× ������
∣∣∣2S+1 − Λ

(+)
−Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0
|(i′)A(i)B ; IMI〉

��)�. ������=�;�=�<����?��>�>���<��=�<����<�>�
�t~�u�	�uxv�w~x	~�~x�{�w�	t����	�����	v	~x��v�x�w��	������xw	�w���xw�~~	tt	~�	�x�����	{x�	

���PN����{�~x�	�t�	��vut	���%�	�v	x���{�w�	


PN
∣∣∣2S+1Λ

(+)
Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0
|(i)A(i′)B ; IMI〉Ψrot ,MJ ,J

Ω = ω′(−1)S(−1)i+i
′−I× ������

∣∣∣2S+1 − Λ
(+)
−Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0
|(i′)A(i)B ; IMI〉(−1)JΨrot,MJ,J

−Ω

�uw	�x�w	~t�	��vut	�	��������*��"���{����w�	vv	~xi′ = i = 7/2
w{w�

�~uxwtw��~x�	�~�x�xw�~��wv�tw��	�����{�	��	{	tt	�uxwtw��	�t����	t��xu�	�	t����	�	��~��	��vut	��"����~�	ux�{�w�	{	xx		��vut	��u�t�	��v	


PN
∣∣ (ns+ n′l′),Λ,Ω, ω′, σ′;S;J,MJ ;R

〉0 |IMI〉 =
����"�

−ω′(−1)S+J−I ∣∣ (ns+ n′l′),−Λ,−Ω, ω′, σ′;S;J,MJ ;R
〉0 |IMI〉

�~��wx|u	��u����w�t��~xw��v�x�w	����	�vux�xw�~�	�~���u��|uw��~x�	�		�vw�~�{��i = i′ = 7/2
��wt	�ux���~w�u~	~�u�	tt		�~{xw�~

||Ψel,rot|〉 def
=
∣∣ (ns+ n′l′), |Λ|, |Ω|, ω′, σ′;S;J,MJ ;R

〉0 |IMI〉
����%�

|uw���w�	PN||Ψel,rot|〉 = −||Ψel,rot|〉�
�	�	��vut	���~���t	����"	x���%�	�v	xx	~x�	�w�xw~�u	�t	�{���uw��~x�

����u�{Λ,Ω} 6= {0, 0}�
�����~wxw�~�	�~�u�	�u��x�x�uxwtw��~xt	{���{x!�			�vw�~w|u	�	�~���u�	�x


∣∣ (ns+ n′l′), |Λ|, |Ω|, ω′, σ′;S;JMJ ;R
〉0 |IMI〉 def

=

1√
2

[ ∣∣ (ns+ n′l′),Λ,Ω, ω′, σ′;S;JMJ ;R
〉0 |IMI〉

����*�

+ω′(−1)S+J−I ∣∣ (ns+ n′l′),−Λ,−Ω, ω′, σ′;S;JMJ ;R
〉0 |IMI〉

]

�o%pd9p(&o%&'+(&Λ > 0 %'Ω > 0 %&!"%i+%"�
��%$o9d%)"$9*$(d)%$$(&''"�$+i!("'9&'%$+p+%'&%

f(+o%&'!9$�'"%%&d%o#%$�%dd%$"%!"#$%&'%&'ld9�(+$)&%o9d%)"&)i#"+
)%%')&%&('9'+(&!9"'+p)d+�"%�
����	������������
����������������������
�����
�	��	������������	����
�����	�����	��������	���������

	����
����	������	����� 



��# �������� �����
�������������
��

����u�{Λ,Ω} = {0, 0}�wt	�x~�{	���w�	�����w�

ω′(−1)S+J−I = 1
����&�

{	|uw��~~	u~	{�~�wxw�~�u�t	���t	u���	J �{{	��w�t	���~���~wx�t���

∣∣ (ns+ n′l′), |0|, |0|, ω′ , σ′;S;JMJ ;R
〉0 |IMI〉 def

=
����#�

∣∣ (ns+ n′l′), 0, 0, ω′, σ′;S;JMJ ;R
〉0 |IMI〉

��~�{	�	�~w	�{���t	��	u��x�x��	t�	��vut	���"��~xt	�v+v	��wt	�x��~{~�{	���w�	�����w�t�	��vut	���&�
��)�� C;�=�����;?>
��vv	t����	t��|u�xw�~�����wt�u�x�	�	���u�	�t	��	u�w~�	��w�~�Iorb,el

���~~�~x������~wxw�~u~
	�{x	u�ω′�	xIorb,N = PNP spins;N

���~~�	���t	�	��vut	�����	x�������u�x��u�	�

Iorb
∣∣∣2S+1Λ

(+)
Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0
= ω′ω′(−1)S(−1)i+i

′−I
∣∣∣2S+1 − Λ

(+)
−Ω,ω′ (ns+ n′l′);R

〉0 ������

	x��~{

Iorb
∣∣ (ns+ n′l′), |Λ|, |Ω|, ω′, σ′;S;JMJ ;R

〉0 |IMI〉 =
������

−ω′(−1)i+i
′−I ∣∣ (ns+ n′l′), |Λ|, |Ω|, ω′, σ′;S;JMJ ;R

〉0 |IMI〉

�����wx�x�x�t		�x��~{���u�i = i′ = 7/2
�


iorb = ω′(−1)I
������

��)�- ��>��>σorb+spin,el
v

>�<���>??>�;�>;�;���>��>��>������=>
1�-�2-σorb+spin,el

v
-�����-,,-��	-

�	xx	��v�x�w		�xuxwt	t����	t��xu�	�u{���{��	�u~�	�	{xu�		~�	{xw�~��*���
�t �u�x��uxwtw�	�σorb+spin,el

v = σorb,el
v Rspin,el

Ox (π) 	xRspin,el
Ox (π)|S,mS〉 = (−1)S |S,−mS〉

���w�t�	��(
vut	��"*����u�x��u�	�|u	σ = σ′(−1)S 	x��~{|u	��~�~�x�	{���$σ′ = +1 


σorb+spin,el
v

∣∣2S+1ΛΩ,ω′ (n0 + n′l′);R
〉

= (−1)S
∣∣2S+1 − Λ−Ω,ω′ (n0 + n′l′);R

〉

�t~�u�	�ux��~{���~w�u~	���	vw	u�����x�	�{	xx	��v�x�w	�~�u����w��~��

∣∣∣2S+1|Λ|σ=±1

|Ω|,ω=ω′ (n0 + n′l′);R
〉0
|I,MI〉 def

=
������





∣∣2S+1ΛΩ,ω′ (n0 + n′l′);R
〉0 |I,MI〉 �

w
Λ = 0 	xΩ = 0�

�	x�t����σ = (−1)S

1√
2

[ ∣∣2S+1ΛΩ,ω′ (n0 + n′l′);R
〉0 |I,MI〉+ σ(−1)S

∣∣2S+1 − Λ−Ω,ω′ (n0 + n′l′);R
〉0 |I,MI〉

]
�w~�~

��	{t�{�~�	~xw�~��	���~~	tt	�Λ > 0 	xΩ > 0 	~��	vw	�� �%''%f#�&+'+(&f(+'�'"%p(i!9'+*d%9o%pd%$�("i)d%$y�g�%'y�g��!()"#o+'%"d%$+&p(�#"%&p%$�

5��#�����,�����-�,���	-���#������,-	#�����,����-
�~�	��	~�~xt�	��vut	������~��wx|u	t	��	u�{����{�wx���t�	��vut	����


PN
∣∣∣2S+1|Λ|σ|Ω|,ω (n0 + n′l′);R

〉0
= ω′(−1)Sσ(−1)S

∣∣∣2S+1|Λ|σ|Ω|,ω (n0 + n′l′);R
〉0



���� ���
��
������������ ���

�	�	��vut	����%	x����	�u�~w��	~x

PN
∣∣∣2S+1|Λ|σ|Ω|,ω (n0 + n′l′);R

〉0
|J,MJ 〉|IMI〉 =

������

ω′(−1)Sσ(−1)S(−1)J+i+i′−I
∣∣∣2S+1|Λ|σ|Ω|,ω (n0 + n′l′);R

〉0
|J,MJ〉|IMI〉

�$~�u����~�	�{x��w��wv�����	v	~xt���x�xw�~��tt	��wx	~	�wx+x�	�{�wx	|J,MJ ,Ω〉
��u−Ω

�	x��wx+x�	
vw�	��~�{��{u~�	�x	�v	��	�������	�	x�	PN 	�x����wtt	u��{�~~u��
{	�u��|u�xw�~����*	x���#	
	~{�v����~x�t�	��vut	������~v�~x�	|u	��~�x�u�t	�{���~��wx���w�


−1 = ω′(−1)Sσ(−1)S(−1)J+i+i′−I = −ω′σ(−1)J−I
����"�

�	|uw��wx+x�	������{���	�x	�v	����x���	x���������~w���~�t��	{xw�~��#���

��)�/ 	����?>��<�><��>
�~�w|u�~����w�	v	~xw{w{�vv	~xwt	�x����w�t	�	{�t{ut	�t��~	��w	�	�w��	��w�~��~~�	���t�	��(
vut	�����
�~	��	vw!�	v�x���	{�~�w�x	�~�x	�|u�������w��	~x��u�~uv���x	u���	t�	��vut	�����t	�	��{	�
����{wtt�x	u���	�x��~�wxw�~��x�vw|u	�	{	tt	�({w��~x���	�w�{�~~u	�	����wv	~x�t	v	~x�{	t��	ux�	�v	xx�	
�t����	{�t{ut	�{	x	�v	�
�t 	�w�x	�tu�w	u�� �ux�	�v�x���	� ��u� ��ttw	� {	xx	 �w�{utx�� �~�	 ������x	��� t� x�!�	
�	�}u��	�����#"���#�u����t���~��~����w��~���**�{����
��u�x�u�t	���x�wt��s	~xw�~~�~� u�x	t�w��	|uw����xw��	t����twx����w��s��w~	�{u�~���t���~�����%��#������t��t	�wa > 0 	xb > 0

��wx	
	��vut	�u~{	~x�	


1

a+ b
=

2

π

∫ ∞

0
Re

(
1

a+ iω

)
Re

(
1

b− iω

)
dω,

����%�

�	�v	x�	��{�u�t	�t	��	u��x�v	�	x�		�w�	�������x�	t���t��w���wtwx���~�vw|u	���w�t�	��vut	��%�t	���~w���~x��	{��|u	�x�v	��	xx		��vut	{	��v�~x�	���u~{�t{ut�	���w�u	~��u{t�~xt�w~x����t	
��v	~�	�	−∞ �

+∞���u~�	vw({	�{t	�

��)�� :��;=<>�>�;?=�=���>?�>��;<�=�<��?�=��?;=�>
�	�	~�~��t���tw�wx��ux��wx	v	~x���{��	~x�� ����|u�	~�	{xw�~������
�~	���~	�wv�t	��x���~~�	����zw	x�t�����%�	~���%�|uw������	~xRLR−m

{�vv	���~	w~	��w	u�	
�	��tw�wx��	{	���	t���	v	~x���u��	��wv!�	��t{�tw~�~	ux�	����	{


RLR−m
def
= 2

√
3
[
〈nlml|z2|nlml〉1/2A + 〈n′l′m′

l|z2|n′l′m′
l〉

1/2
B

] �$ ����*�

〈nlml|z2|nlml〉1/2A ≈
(

1

3
− 2

3

3m2
l − l(l + 1)

(2l + 3)(2l − 1)

)
〈nlml|r2|nlml〉A 	

x ����&�

〈nlml|r2|nlml〉 ≈
[
a0
me +MA

MA

]2 n4

(Zeff)2

[
1 +

3

2

(
1− l(l + 1)− 1/3

n∗2

)] ����#�

�$t��~��	��w�t�	��vut	�������~�!�	����
�	xx	���~		�x~�x�	RLR−m

{��	tt	�v�tw��	u~	���~	���{��	~x	���&���	�	�����~~�	���t�	��vut	�����

�
�
� ���������	��������

�	��	~�~�t	{�t{ut����xw��	t�	��vut	���%�



�"� �������� �����
�������������
��

��,�� @;?��?�>�=<����;?>�����
;<�>
�~uxwtw��~x�	����twx���u�	~�	

A〈1a|B〈2b|H int,non rel|1b̃〉B |2ã〉A = A〈1b|B〈2a|H int,non rel|1ã〉B |2b̃〉A
��~

���{�wx��	{t����~wxw�~���"

〈1A; 2B; ab|Hech|1A, 2B; ãb̃〉 = (−1)S〈1A; 2B; ab|H int,non rel|1B, 2A; b̃ã〉
������

= (−1)S2(cnorm)2
[
A〈1a|B〈2b|H int,non rel|1b̃〉B |2ã〉A︸ ︷︷ ︸

Js.t.e.
ab;ãb̃

+ρA〈1a|B〈2b|H int,non rel|1ã〉B |2b̃〉A︸ ︷︷ ︸
Jt.e.

ab;ãb̃

]

�~��	���u��	~�	u�x	�v	��t	��	vw	���~�x��~�		�x��	�{wx�xw�~�w�	�A �	�x	��~�t��x�xns 	xB ��~�t��x�xnp
��	��x�v	�A 	xB�t	�	{�~���	{x��~�		�x��	�{wx�xw�~���u�~��tt�~��xu�w	�|u	t���	vw!�	�w�	�J s.t.e

ab;ãb̃
�t��	{�~�	�x�~xx�!��	v�t��t	�

J s.t.e
ab;ãb̃

= A〈1a|B〈2b|H int,non rel|1b̃〉B |2ã〉A

=

∫
dr31 dr32Ψ

A∗
a (~rA1)Ψ

B∗
b (~rB2)H

int,non relΨA
ã (~rA2)Ψ

B
b̃

(~rB1)
���"��

=

∫
dr31 dr32Ψ

A∗
a (~r1 + ~R/2)ΨB∗

b (~r2 − ~R/2)H int,non relΨA
ã (~r2 + ~R/2)ΨB

b̃
(~r1 − ~R/2)

��wt~�������	�	{�u��	v	~x�w�	��w��~�t�	��vut	���*cnorm
a,b̃

(R) = cnorm
b,ã (R) = 0

t	�	utx	�v	�u
��vwtx�~w	~w~x	��	~�~x	�x{	tuw��	~�~x	~{�v�x	t	��	u��t	{x��~���~�	ux�t������{�w�	

J s.t.e
ab;ãb̃

≈
∫

dr31 dr32Ψ
∗
a(~r1 + ~R)Ψ∗

b(~r2)
e2

r12
Ψã(~r2 + ~R)Ψb̃(~r1)

�{�vv	t	�~���u���~xw~�w�{	�~��t	�ΨA = ΨB
����	�xt�	���	��w�~u�u	tt	�	t�w~x����t	���{��~�	|u	t��~

��xw	~x	~�xu�w�~x���	�	v�t	H2���
w�~�x�vv	~x����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XI��	�	~�	�	{�t{ut��w~x����t		�x���vwt	��tu��w�{wt	��	�	{xu	���~��u���{�~�utx	��}�ux�����"�

��u�x�ux�	~�	w�~	v	~x{�~{	�~�~xt	{�t{ut�
�~�	ux��~~	�u~����	�	���~�	u��	{	xx	w~x����t		~uxwtw��~xt�	��vut	�����~~�~xt����w�xw�~
���v�x�xw|u	�	�	�~{xw�~����~�	���~��u����u��w{�~�utx	����xwt���#�����~��wx|u	�	���xt�����	~{	
�	�	���~	~xw	tt	���{��w���~x	��|uw�	�x	~xt	�v+v	����!�w~x����xw�~� J s.t.e

ab;ãb̃

{�~xw	~���u~x	�v		~

e−Z
eff
a R/(naµ)e−Z

eff
b R/(naµ)�|uwx	~����	�������	�u{�u��tu��wx	|u	t	�	��{xw�~���xw�~~	tt	�	~Cn/Rn���u�R �u

���vv	~x���~��{�v��w�{�vv	���t�	��vut	���*��~��u�����~{~��tw�	�t��{��~�	��~
�	~��w	��s��w~	�{u�~���t���~�����*����w~�	�	x�t�����*����u�u~		��vut	�~�t�xw|u	�����{��	�	
t��{��~�	�

����,����-�-�-����	#���	#��
�~uxwtw��~xt����~wxw�~�����	|S,mS〉��~��

wxwvv��w�x	v	~x|u	(−1)S = 1− ~S2

~2 |S,mS〉��
�uxwtw��xw�~

�	�v�x�w{	��	��utwv�~x�	|u	(−1)S = − 4
~2~s1.~s2
�$~si ���

w�~	t������x	u��	��w~�uième �t	{x��~��w~�w

〈S,Σ|〈1A; 2B; ab|Hech|1A, 2B; ãb̃〉|S̃, Σ̃〉 = 〈S,Σ|(J s.t.e
ab;ãb̃

+ ρJ t.e
ab;ãb̃

)
−8(cnorm)2

~2
~s1.~s2|S̃, Σ̃〉

�$t��{�wxu�	�u��vwtx�~w	~	�	{xw	Hech ����	tt	�t���t	��vwtx�~w	~�	�	w�	~�	��HHeis = −2
∑

ij Jij~si.~sjuxwtw����~�t��xu�	�u		���v��~�xw�v	�
���������	�������
��
��������	����Iorb,elP orb

12
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��,�� �=��?=��;�=�<�>��?��><���>�;��=�>�
�~�	���u��~xx�u�{	|uw���{!�	��	{t��w�	�	t�	��vut	�����~���w�	�

〈Ψ|H int,non rel|Ψ̃〉 = δΣ,Σ̃δS,S̃

[
〈1A; 2B; ab|H int,non rel|1A, 2B; ãb̃〉+

���"��

2cnorm2((−1)SJ s.t.e
ab;ãb̃

+ ω′(−1)l
′
J t.e
ab;ãb̃

)

]

��u����~��w~�w�wv�tw��t	��t�v	~x��	v�x�w{	��

�
�
� �����������������������	����
��
��	��

��x�wtt�~�u~�	ut	�{��~�	v	~x��	�x�u{xu�	�~	v	~xw�~~���t��~�	t��	{xw�~��*��	x���uv�����t���u�	������	���
�	���w~{w��u�{�u�t��	���	���~���t	��	{	{��~�	v	~x�	�x�u{xu�	�~	��~x���	{�	�~�x�xw�~�

�	���~~	tt	��

�����x�x�xx��{xw	1g(n0s + n0p3/2)

�	ux�	����w���{w	����{�u�t��	�	���w�tw��t�~�u	�w�x�~{	�w�	�
���

�����u�t��	HS uncoupling 	~x�	t��x�x�xx��{xw	1g(n0s + n0p3/2)(

1Π1,g)
	xt��x�x���ut�w	0+

g (n0s +

n0p1/2)(
3Σ+

0,g)������u�t��	HL uncoupling 	~x�	1g(n0s+ n0p3/2)(
3Π1,g)
	xt��x�x���ut�w	0+

g (n0s+ n0p1/2)(
3Π0,g)�

�����x�x�xx��{xw	0+
u (n0s+ n0p3/2)

�	ux�	����w���{w	����

�����u�t��	HSO �{�u�x	�w�x�~{		~x�	0+

u (n0s+n0p3/2)(b
3Πσ=+

0,u )	x
t��x�x1u(n0s+n0p1/2)(b

3Π1,u)�
�	{�u�t��		~x�	t	��w���	~x	�{�v����~x	�3Π0,±1,±2;u

�	t��x�xb3Πu
�	ux�u��w�v	~	���	�

{��~�	v	~x��	�x�u{xu�	�~	����xw��	��x�x�1u(n0s+ n0p3/2)
	x2u(n0s+ n0p3/2)������u�t��	HL uncoupling �t�~�u	�w�x�~{		~x�	0+

u (n0s + n0p3/2)(
3Πσ=+

0,u ) 	x
t��x�x 1+

u (n0s +

n0p1/2)(
3Π1,u)�

�{���u�t��	 HSO � {�u�x	 �w�x�~{	 	~x�	 0+
u (n0s + n0p3/2)(b

3Πσ=+
0,u ) 	x

t��x�x 0+
u (n0s +

n0p1/2)(A
1Σ+

0,u)�

�
�
	 �����������������	������	

��u��tt�~���v�~x�	�w{w��u~	v�~w!�	w~���wxu	tt	�{��~�uxwtw��~x���t��t	{x����~�vw|u	|u�~xw|u	�t	�
���utx�x��	t��	{xw�~��#��~	�����{�	u~�	u�wvwt�w�	��x�	�wx	�������u{���������w�~�t�~�t�	�w�x	~{	
�	t���xw{t	�	�	�u	�	����	����*&���w�~�t�~�|u	���ux�	��xu�	����x�~x�u�t�w~x	��{xw�~��	{u~vu�{�~�u{x	u��u	~x�	x��w��x�v	��~x
�x�	�	{xu�	��{wx�~����	�	v�t	�����{�	~��	x�t�����&��	�	�w�~��	x�t�����#��

����� @���>��=�<;��>��>><C3/R
3

/��-�������2�#�,-�2�#�,-�-���2�-

�	{�t{ut�u����~~	v	~x{�������~�	�w�x�~{	���u~�w��t	{t���w|u	~µ(t) = ~µBe
−iω0t

��$��~�u~	
�w�w�~�������~�!�	µB = qerB�~µB = µB~eZ

	xrB 	�
xu~	�w�x�~{	�	t�����	�u����~�	t��x�v	B

���{wtt�~x
�t�	��|u	~{	ω0

	�xu~	�	�{w{	�x�~�������w����	�	v�t	t	{�u���	����	�	x�t�������{�������	x	�x�����u�t	{�t{ut�	���x	~xw	t��	x������w�	���	~�~x	~{�v�x	t��wx	��	�	�������xw�~�u���x�~��	

�
�������	���
	��	�������
���	������	���	
�����	�������������	
�	
	
�	������1/R3 ����
������� 
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�w�~���(�w	{�	�x�	��vut	��&����~�wv�t	���	t���	v	~xtwvwx���u�t	�w��t	�t�{�	~O 	�u�~wx��~�
t�������wv�xw�~�w��t�w�	�r << R

�	x|u��w(�x�xw�~~�w�	�r << λ = 2πc
ω0

�	~{�����~~�	������w|u	�

~Er(~R, t) =
1

4πε0
2 cos θ

(
1

R3
− i ω0

R2c

)
µBe

−iω0(t−R/c)

~Eθ(~R, t) =
1

4πε0
sin θ

(
1

R3
− i ω0

R2c
− ω2

0

Rc2

)
µBe

−iω0(t−R/c) ���"��

�~	~���uwxt��~	��w	��w~x	��{xw�~�	{	{��v���	{u~�ux�	�w��t	~µA �t�{��u��w~xO − ~R�

−~µA. ~E(~R, t) = e−iω0t 1

4πε0
eiω0R/c

[
ω2

0

Rc2
((~µA.~n)(~µB .~n)− ~µA.~µB)+

(
1

R3
− i ω0

R2c

)
(~µA.~µB − 3(~µA.~n)(~µB .~n))

] ���"��

0�
,-2-����-	#��2���-
�	�	~�~��u����t!v	|uw	�xt	~�x�	���u�����~�|u	t�w~x	��{xw�~	~x�	~���	u��x�v	��t�u~��~�t��x�xns�
t��ux�	��~�t��x�xnp�	�x�t�����	t	�tu������u�	�~����t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	H =

Hat(A) + Hat(B) + H int,dip−dip |uw 	�u�~w���wxt	x	�v		~C3/R
3��~uxwtw��~xt	v��!t	�	t��t	{x��~

�t��xw|u	v	~xtw����w����	�	v�t	����~�	��	x�t�����&��
���u����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XIII
���

�~��wx|u	t��~����	�	t�v�{�~w|u	{t���w|u	�t�v�{�~w|u	|u�~xw|u		~�	v�t���~xt��~	��w	���t	
��vwtx�~w	~	xt���t	u��u�w��t	{t���w|u	~µBe−iω0t ���t������x	u�|u�~xw|u	~µB �

w��t�w�	��	~�u�	t��vwtx�~w	~�w��t	(�w��t	�	x�����	ux��~{���{�w�	�	x��w�	���~��w���	~x	�


Hdip−dip,ret =
1

4πε0
eiω0R/c

[
ω2

0

Rc2
((~µA.~n)(~µB .~n)− ~µA.~µB) +

���""�

(
1

R3
− i ω0

R2c

)
(~µA.~µB − 3(~µA.~n)(~µB .~n))

]

Hdip−dip,ret = −
∑

α,β

µAβ µ
B
α

1

4πε0

ω2
0

c2
eiω0R/c

R

[
δα,β

(
1 + i

c

Rω0
− c2

R2ω2
0

)
+ nαnβ

(
−1− 3i

c

Rω0
+ 3

c2

R2ω2
0

)]

︸ ︷︷ ︸
Dα,β(ω0,R)

= −
∑

α′,β′
µAβ′µBα′

1

4πε0

ω2
0

c2
eiω0R/c

R

[
(−1)α

′
δα′,−β′

(
1 + i

c

Rω0
− c2

R2ω2
0

)
+ nα

′
nβ

′
(
−1− 3i

c

Rω0
+ 3

c2

R2ω2
0

)]

︸ ︷︷ ︸
D′

α′,β′(ω0,R)

�$t��~uxwtw�	��~�t�x��w�w!v	tw�~	t	�{�����~~�	�{�~x�����w�~x	����w��
�����t��w{�	x�t����#�������#��
α′ = −1, 0,+1 �u

tw	u�	�{�����~~�	�{��x��w	~~	�α = X,Y,Z �	
t��	u�w!v	tw�~	���~�	��u��w�uxwtw�	�t�	��vut	���"��~�	x��u�	�w	~t	��vwtx�~w	~�w��t	(�w��t	u�u	t�wt	��x�v	�~	��~x���x����t�w�~��R � λ̄�

w�	�
ω0R/c� 1���u���x	~�~�t	�v+v	����utx�x�|u	{	u���{�wx���~�t���xw{t	��	��x	��	~���*"�|uwt	���xw	~x	~
����t��~x�		���~	��{x	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	����	~��~x	�ux	v���	t��x�x�u���x!v	{�v�w~�w��~
tw~��w�	�	�"�x�x�
A(np), B(ns) + 0 ���x�~��x�xw~wxw�t�	A(ns), B(np) + 0 ���x�~	A(ns), B(ns) + 1���x�~	xA(np), B(np) + 1 ���x�~	~w~x	��{xw�~�w�t	��vwtx�~w	~−qe~r1. ~E(~r1)− qe~r2. ~E(~r2)

�$t	{��v�
~E 	�x|u�~x

w����t	�ux�u��w~�x	�|u	t�	�	x����t	�v��	~~	��{	xx	w~x	��{xw�~�{��ω0
{��~�	���	x|u	t��u��	�	

�w	�	t��x�x	�{wx�	~twvwx	t���tw�wx��R < cτvie�
�u�u�	~�x�	x	v����xu�	t�x����w	|u	~�u��	~�~�

�	���	t���	�	�x��~{{���	{x	 u�|u���	���t	u���	R �	�tu�w	u��{	~xwv!x�	��
����
��	���	
��	�������������������	���	����������������ω 
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.-��-2��
���,2-,�����,����-�
�	��	~�~�t	�~�x�xw�~��	t��|u�xw�~���&����~	��w	��w~x	��{xw�~�	t��x�x|Λŝ,â〉 	�x��~~

�	���t	x	�v	
�w���~�tEint,dip−dip(Λŝ,â) = 〈ŝ,â|H int,dip−dip|Λŝ,â〉�

��~{�t{ut��	�	{xu	{�vv	�t��uwx	�	t��	{xw�~����
��u�t	x	�v		~C3

v�w�	~�	v�t���~xH int,dip−dip ���Hdip−dip,ret ��~~����t�	��vut	��""��~��xw	~x
�t���


〈Λŝ,â|Eint,dip−dip|Λŝ,â〉 = −ρ
∑

α′,β′
A〈0s|µAβ′ |Λp〉A〈BΛp|µBα′ |0s〉B

1

4πε0

ω2
0

c2
D′
α′,β′(ω0, R)

= −(−1)Λ

3
ρDns,npDnp,ns

1

4πε0

ω2
0

c2
D′

−Λ,Λ(ω0, R)
���"%�

�~uxwtw��~xn±1 = 0 	xn0 = nz = 1��~�
�xw	~x	�{wt	v	~x

Eint,dip−dip(Σŝ) = 〈Σŝ|H int,dip−dip|Σŝ〉 =
D2
ns,npe

iω0R/c

3R

1

4πε0

ω2
0

c2

[
− 2i

c

Rω0
+ 2

c2

R2ω2
0

] ���"*�

Eint,dip−dip(Πâ) = 〈Πâ|H int,dip−dip|Πâ〉 =
D2
ns,npe

iω0R/c

3R

1

4πε0

ω2
0

c2

[
− 1− i c

Rω0
+

c2

R2ω2
0

] ���"&�

�t�u�x�	{��~�	��	�w�~	��u�Σâ
	x��u�Πŝ�{��ρ {

��~�	�	�w�~	�

5���-��������-��--�C3/R
3 -�",�2���-2-��-��2�����-

�~ �tu� �	 t��~	��w	� ~�u� ��u��~� �	����	~x	� ���~�v�~�t��w|u	v	~x
���w� ����	~(��~~�u� w	x�t�����*��III

� t��u��	�	�w	 τvie
�	t��x�x np ��
{	�t�w~x���u{xw�~�ux�u�Γspon = τ−1

vie
��~�t��~	��w	���E0

A,B = ~ω0 − i~Γspon/2�
�t~�u��u�x��� �ux	�t��	�xu���xw�~��u�

��x	~w�t�~�u�	tt	�~	��w	���~�v�~�t��w|u	EA,B = ~ω0 − i~γspon/2 + Eint,dip−dip��~������~x���xw	
��	tt		xwv��w~�w�		x	~w~�w|u�~x���

1
t	�~�u�	�u����utx�x���~x��u�	

~ω1 = ~ω0 +Re(Eint,dip−dip)
���"#�

~γ1 = ~γspon − 2Im(Eint,dip−dip)
���"��

{	|uw�	���{�wx��	{t	�	��vut	���"*	x��"&��u�t�	��v	�	��|u�xw�~���&"(��&&��~�	v��|u	|u���	{
{	{��w�t	��vwtx�~w	~��""~�	�x����	�vwxw|u	�

5��#����	����-�,-����,����-��-,�����	�-2-��-������,�
�~	�ux�	v�x���	��u�x��u�	�t��~	��w	��w~x	��{xw�~{�~�w�x	�uxwtw�	�t�v�x���		v�t���	��~�
t�w~x���u{xw�~v�w���	{t	���x	~xw	t��	x��������v����~�t��t�v�x���	|u	~�u��	~�~��	���	t���	��

�	��	u��t	{x��~��	���t�{	~x�	��	{xw�	v	~x��	{t��wx	��	v1 	xv2�u~���	
t���	v	~xtwvwx��	�

��x	~xw	t��	x�����V12
��~~�����t��|u�xw�~��&��v�~x�	��~��u���x��u�	�u~	��v�~�x��xw�~��x�wtt�	

��~����~��u�~��w	{�wx����#����*%�#��|u�wt�������xu~	{���	{xw�~�t�t�w�	��ut�v�|uw	�x

V int
12 =

e2

r12

[
1− 1

2m2
ec

2
((~p1.~p2) + (~p1.~n12)(~p2.~n12))

]

��	�x	��{x	v	~xt	x	�v	|uw �������x��~�t	��vwtx�~w	~���wx	(���wx	��	xx	v�x���	�wv�t	���w�
�u��w ����	~(��~~�u� w	x�t����#&�������	�v	x��~{�	�	x��u�	�{	x��vwtx�~w	~	x��~{�	{�v���	�
t�v�x���	���{��	~x	�{	|uw�	����	��wx�w�~uxwtw��wxt���vwtx�~w	~�	}�	wx(��utw��u�{�t{ut	�t�w~x	�(
�{xw�~	~x�	~���	u��x�v	��

�	���	t���	v	~xtwvwx�	~1/R �u~�u�	�u��x	~xw	t	�x

H int = − e2

2m2
ec

2

[
~p1.~p2 − ~n.(~n.~p1)~p2

R

]
+O(1/R2)
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�~uxwtw��~x��

A〈1 : nlΛ|~p1|1 : n00〉A = −ime

qe
ω0A〈1 : n1Λ|~µA|1 : n00〉A

���%��

�~��wxwvv��w�x	v	~x|u	

Eint =
1

4πε0

ω2
0

c2

[
(~µA.~n)(~µB .~n)− ~µA.~µB

R

]
+O(1/R2)

{�	�xt�v+v		��vut	|u	��""��t�����	1/R �u���	t���	v	~x���~	~���uwx|u	t���vwtx�~w	~�	}�	wx(��utw��~~	t���~~	{���	{xw�~�u��	vw	�����	��~{�v����~xt	��	u�	��vut	��~�	uxv+v	��w�|u	t��w���	~{	�	�w	~x�w�~w�{�xw�	�%����{��x���u�R ≈ 0.4λ̄�
�	xx	�xu�	��x�	�	{xu�	t���	vw!�		�w�

����s	�x����*#��

��-	-#�		-���,-�#��	-��-2-	#���

�	�x����w	����{��	~x	�~	x��wx	~x���t	��w~�
�t	�uxuxwtw�	�t���xw{t	���v�	����~����	����**���|uw{�vv	���~��u�~��w	{�wx����#���{���#%

�|u	~�u��tt�~��xu�w	�	~�uwx	�uxwtw�	t�v�x�w{	�	�w�u�w�~�	t��t	{x����~�vw|u	|u�~xw|u	��u�{�t{ut	�
t	�{���	{xw�~�	��{x	���	��|u�xw�~��"#�	x�"���	t���xw{t	���{wx�	�u�~w��	~xt	�{���	{xw�~�	��{x	���u�
t	x	�v	�t	{x��~(�t	{x��~1/r12�

�~��wx	�{wt	v	~x|u	t	�x	�v	��u��u���w~�������	t	��tu�����	��~x
	~1/R�{	�	��~x

t	�x	�v	��w��t	(���w~(�w��t	��	t��|u�xw�~�*&����~�t	{���u{��wuv�~	~���uwx

∆dip−(spin−dip)

C3/R3
≈ 7.10−7R

2

λ̄2

|uw	�x{�v�t!x	v	~x~��tw�	��t	���������x�ux	�v	����	~�~x�u�w��t	(�w��t	���u��	���~����{�~x�	
|u	�	�x	�v	�	~1/R3 {�vv	t	x	�v	�	��w~(��w~��w�	~x+x�	��w�	~{�v�x	�

����� @���>��=�<���>��>><C6/R
6

�	��	~�~�t��uwx	�	t��	{xw�~��#�������	u��x�v	���~x��~�t��x�x	�~��v	~x�t |Ψ0(A)Ψ0(B)〉���u�����~�|u	{	x	�	x�tw	u�u�	u�w!v	����	�	t�x����w	�	��	�xu���xw�~���t	�x����w�t	��uxwtw�	�t�	�~{xw�~���~�	�u��	vw	�����	��u�{�t{ut	�{	x	�	x��()$9dd(&$f(&&%")&%+f#%("+�+&9d%+&')+'+o%f%dq%�%'!�n$+
)%%&!"#$%&p%$9&$p�%"p�%"lf#'9+dd%"()9"%&f"%"+�()"%)$%d9f#i(&$'"9'+(&���u~	�	�
��v�~�x��xw�~��w��u�	u�	�t��tu��wv�t	�	ux+x�	x��u��	��~����~��u�~��w	{�wx����#���{���#%�u|u	t
~�u����~�	v��u~x�{	�x�w~	�~�x�xw�~���~�	�	~��	t�{�v����w��~�tu�	�{wt	�

�-����������2-,�����-A #��,�����-B
���x�v	A 	�x�	�xu������t	{��v��t	{x�w|u	|u	tuw	~��w	t��x�v	B����x�v	B ~�	�x�����~�u~�x�x	�{wx��wt~	�	��	�{wx�|u	�w�t	��u{xu�xw�~��u�w�	��t��w�u�	�����~{�	���u~{��v�~EB �		��|u	~{	ω ���wx��w�		x���v�twxu�	�{��w�w	��~��wv	~�w�~�E0

α
��~�t��w�	{xw�~α�

�������!���""�~�u�
����~�|u	t��{xw�~{	{��v��u�t	�w��t	�	A �	����{�wx	t��	�xu���xw�~�t	������x	u���	��~x�u�v�~x��
��u~{���	�u�V̂ = −∑α,β µ̂

A
βE

B
α,β(R,ω)e−iωt = e−iωtŴ �u|u	

twt	�ux� �ux	�u~x	�v	{�~ u�u�	~eiωt

���� �������������
 ���
��	�������������	�����	�����������
������
 [z1, p
2
1z

] = 2i~p1z

���������
��	�����
Hat,non rel(A) =

p2
1

2me
+ Vpot.eff.(rA1) ����������me

i~
[~rA1,H

at(A)] = ~p1
����

A〈1 : n′, l′,m′
l|~p1|1 : n, l,ml〉A =

me

i~
(E(n′l′) − E(nl))A〈1 : n′, l′,m′

l|~rA1|1 : n, l,ml〉A

���������
����	�
��	��������������	�������
	��� 	���	���~R ��−~R �	�������
�������
� 
���	��������
�������
����������	
������ � ~ = c = 1 ������������
����������~c 
�.�����	�����������������	�	�������	������	���	��������������
�������
�������� �����	������������	��

����������	��������
	�������������������
���
�����	���
�������� 
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�{��~�u����~�uxwtw��t�~�x�xw�~{�v�t	�	�u{��v��t	{x��v��~�xw|u	�	�$EBαβ(R,ω) 	�x��~~������~
����	t|u	µB ≈ qeRB

�


EBαβ(R,ω) =
E0
αqeRB
4πε0

ω2

c2
Dα,β(ω,R)

���%��

�~ uxwtw��~x t� x����w	 �	� �	�xu���xw�~� ���	~��~x �u x	v�� �u��	vw	� ����	 �~�u� uxwtw(
��~����~��u�~��w	{�wx����##��"�������w��u��w����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XIII

��("���~�u�����~�
|u	t��x�x�	A 	�x�

t�w~�x�~xt 


|Ψ0(A)(t)〉1 = −
∑

r 6=0

[
Wr0

ei(ωr0−ω)t

~(ωr0 − ω)
+W ∗

0r

ei(ωr0+ω)t

~(ωr0 + ω)

]
|Ψr(A)(t)〉0 �$ ���%��

Wr0 = 0〈Ψr(A)|Ŵ |Ψ0(A)〉0 = −
∑

α,β

µβ
A
r,0E

B
αβ(R,ω)

	xµβAr,0
def
= 0〈Ψr(A)|µ̂Aβ |Ψ0(A)〉0

��	{|Ψ0(A)(t)〉0 = e−iE0t/~|Ψ0(A)〉0�
��{���	{xw�~�u��	vw	�����	�	t���t	u��	t�{�v����~x	γ �u�w��t	�	A �~�x�w{w〈µAγ (t)〉

����{�wx

〈µAγ (t)〉(t) = 0〈Ψ0(A)(t)|µAγ |Ψ0(A)(t)〉1 + 1〈Ψ0(A)(t)|µAγ |Ψ0(A)(t)〉0
��~~�~���t��w�	�	��%��	~t����xw		~e−iωt |uw	�x~�x�	〈µAγ 〉�	

tt	��ux


〈µAγ 〉 =
∑

α,β

EBα,β(ω,R)
∑

r 6=0

[
µβ

A
r,0µγ

A
0,r

1

~(ωr0 − ω)
+ µβ

A
0,rµγ

A
r,0

1

~(ωr0 + ω)

]

︸ ︷︷ ︸
αA,pol

γ,β (ω)
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�~��wx�������x�	t	x	~�	u�αA,pol(ω) �	��t��w���wtwx���~�vw|u	
���	t��x�v	A ��~�u~{��v�~E �		��|u	~{	ω���u�t���w�~��� �v	~xw�~~�t����	t��xu�	�uC6/R
6���vv	~���x�v	���~x��~�t��x�x	�~��v	~x�t�t�uxwtw��xw�~�	t��|u�xw�~�����v�~x�	|u	{	x	~�	u�	�xu~�{�t�w�		x|u�wt��ux


αA,pol(ω) = αA,pol
γ,β (ω) = 1/3

∑

n′′
|〈n0 ‖ Q1(A) ‖ n′′1〉|2

[
1

En′′1 −En0 − ~ω
+

1

En′′1 − En0 + ~ω

] ���%"�

�-����������2-,�����-B #��,�����-A
�	v+v	t��x�v	B �	���	�xu������t�w~x	��{xw�~��	{t��x�v	A�

〈µB〉 = 〈µBδ 〉 =
∑

α̃,β̃

EA
α̃,β̃

(ω,R)αB,pol(ω)
���%%�

�-����������2-,���-�
�-

���~	��w	�u���x!v		�x�u	�t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	������v���~�wx���~�	ux��w�|u	t��~	��w	
��w~x	��{xw�~�	���	t�	��v	��~w~{�����	�w�	��w~	�xt	�{�~�x�~x	���~�t��v�twxu�	E0

α

�

∆Eret(ω) =
a−3

0

4πε0
〈µA〉〈µB〉

���%*�

�~�xu�w�~xV̂ ��~��wx|u	t��~	��w	��w~x	��{xw�~{�v���x	��〈µA〉〈µB〉 	x|u	t��~{w	~x	�v		~1/R6

	�x{�~x	~u��~�t	x	�v	D2
α,β
|u	t��~{�t{ut��	{��%�	x��%%��~uxwtw��~x∑

α,β nαnβ = 1 {��~n 	�x~��v�
�~��xw	~xt	���utx�xw~x	�v��w�w�	�uw��~x


∑

α,β

∑

α̃,β̃

Dα,β(ω,R)Dα̃,β̃(ω,R) = 2
e2iωR/c

R2

(
1 + 2i

c

ωR
− 5

c2

ω2R2
− 6i

c3

ω3R3
+ 3

c4

ω4R4

) ���%&�
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����	
����������	������������
	��	�	��
������������	���� 
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��������	
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�u�ω�	~ux

wtw��~xt���v���~�wx��	dω ��	{c/a0
	x	~w~x����~xt	�{�~�x�~x	��u������	�	��vv	�u�ω

	~w~x����t	��~�E0��~��xw	~x


∆Eret = a0

∫ +∞

0

dω

c
∆Eret(ω)

�~�	���u��~x��%�	x��%%	x	~�u�����~xt�w��x���w	�	t�	���{	�{	|uw�	�w	~x����	�E0
α = E0

���~
��xw	~x��

∆Eret =
q2e

(4πε0)3
(E0)2

2rBrA
a2

0

1

R2

∫ +∞

0

dω

c

ω4

c4
αA,pol(ω)αB,pol(ω)e2iωR/c ×

���%#�

(
1 + 2i

c

ωR
− 5

c2

ω2R2
− 6i

c3

ω3R3
+ 3

c4

ω4R4

)
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��R� λ̄ �u

��	v�~w!�	�|uw��t	~x	�ω0R
C � 1�

�~�	ux�w�	|u	�	ut	�t	���t	u���	ω ���{�	��	� 	��|u	~{	��	x��~�wxw�~��x�vw|u	� w~(
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w~x	��w	~x	xt�	���~	~xw	tt	�	ux+x�	�	v�t�{�	���1��~��xw	~x��~{

∆Eret =
q2e

(4πε0)3
(E0)2

2rBrA
a2

0

3

c

1

R6

∫ +∞

0
dωαA,pol(ω)αB,pol(ω)
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�~{�t{ut�	���w�u�	~��u{t�~xt�w~x����t	|u	t��~��v!~	�	−∞ �
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��uC6
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∆Eret =
3i~

π(4πε0)2R6

∫ +∞

0
dωαA,pol(ω)αB,pol(ω)

��R� λ̄�
��~�{	{���	ut	�t	���t	u���$ω . c/R � ω0

w~x	��w	~~	~x�t���{wtt�xw�~�	t�	���~	~xw	tt	xu	t	�
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7 �	���wvw���t�	��

∆Eret = − 23~c

4π(4πε0)2R7
αA,pol(0)αB,pol(0)
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��u����~�uxwtw����~�x�ux{	{���wx�	t�	��v	HSO ≈ ASO(R)~l1.~s1 +ASO(R)~l2.~s2�

��v�~x��~�{	xx	
	��vut	�

.-��-2�������
���x�~��	t�	��vut	��"&�|uw	�x�� �u~	������wv�xw�~��w���			���	(}�w�~�~��w	t����#*��##��
~�u�t����{�w��~����~�u~	�w�w�~�������~�!�	�

HSO =
e2

2m2
ec

2

(
Zeff
A

r3A1

(~rA1 ∧ ~p1).~s1 +
Zeff
B

r3B2

(~rB2 ∧ ~p2).~s2 +
Zeff
A

r3A2

(~rA2 ∧ ~p2).~s2 +
Zeff
B

r3B1

(~rB1 ∧ ~p1).~s1

)

����|u	R 	�x���~��rB1 ≈ rA2 ≈ R��
t���|u	rB2 � R 	xrA1 � R��~��wx	�{wt	v	~x|u	t	��	u���	vw	��x	�v	���vw~	~x�{	t��	���uwx�HSO = HSO(A) +HSO(B)�

��u����~�v�~x�����t�	��vut	���"�|u	
HSO(A) = ASO(R)~l1.~s1

�	v+v	��u�B �{	|uw	�xt	���utx�x�	{�	�{����	{ASO(R) ={x	�
w~���	~��~x	

�	R {��{
�	�xt�{�~�x�~x	�	��w~(���wx	�x�vw|u	ASO

nl
�

�~�	ux�v�tw��	�{	{w���t����{��u�	v�w~x	~�~x�w	~{�~~u	�u���	t���	v	~xtwvwx�	~�uw���~{	
�	1/R�

5���-�����#��2��-,�##-�-��,�����-�#��		���-2-1/R

��x�	�ux	�x u�x	�	��~~	�u~����	�	���~�	u��	t��	�xu���xw�~�	x�	��~~	�u~	v�x���	�	
��v�~�x��xw�~�	�v	xx�~x��	�	{xu	�u~{�t{ut�tu�{�v�t	x���vv	~��~����t	{�t{ut�uw��~x


Zeff
B

r3B1

(~rB1 ∧ ~p1).~s1 ≈ Zeff
B

R3
(~r1 ∧ ~p1 − [(~R/2) ∧ ~p1].~s1

���*��

≈ Zeff
B

R3
[~l1.~s1 − (~R/2) ∧ ~p1).~s1]

���*��

�~�	ux���tu	�t	��t�v	~x��	v�x�w{	�ux��	
A〈1 : n′, l′,m′

l,m
′
s|
Zeff

B

r3B1
(~rB1∧~p1).~s1|n, l,ml,ms〉A 	~u

xwtw��~x
t�	��vut	��%��
�~~	�����~x|u	t	x	�v	��vw~�~x	~1/R2��~x��u�	�A~	��u�	�~x�����~�t��}��~�~p1 = ~pA1

�


e2

2m2
ec

2

(
A〈1 : n′, l′,m′

l,m
′
s|
Zeff
B

r3B1

(~rB1 ∧ ~pA1).~s1|n, l,ml,ms〉A
)
≈ e2

2m2
ec

2
×

me

i~
(E(n′l′)− E(nl))

(
A〈1 : n′, l′,m′

l,m
′
s|
Zeff
B

2R2
(~n ∧ ~rA1).~s1|n, l,ml,ms〉A

)

≈ δmsm′
s

e2

2m2
ec

2

Zeff
B

2R2

me

i~
(E(n′l′)− E(nl))

~ms

2
A〈1 : n′, l′,m′

l|rA1|n, l,ml〉A
���*��

≈ δmsm′
s

e2

2m2
ec

2

Zeff
B

r3A1

r3A1

2R2

me

i~
(E(n′l′)−E(nl))

~ms

2
rA1

���*"�

≈ δmsm′
s

[
e2

2m2
ec

2

Zeff
B

r3A1

~2

2

] [
2

~2

r3A1

2R2

me

i~
(E(n′l′)− E(nl))

~

2
rA1

] ���*%�

≈ δmsm′
s

[
e2

2m2
ec

2

Zeff
B

r3A1

~2

2

] [
mer

4
A1

2a2
0~2

(E(n′l′)− E(nl))

]
a2

0

R2
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�$~�u����~��~�t	v	~x�	���u�	�	~�	u�x	�v	��t	��	vw	�	�x�	t�����	���w�t�	��vut	���%��	
HSO(A) ≈ ASO

nl
~
2[j(j+1)−l(l+1)−3/4]

2
�t	�	{�~���~~	��~{t�����	�	���~�	u��	t��	�xu���xw�~���vv	

mer4A1

2a20~2 (E(n′l′)− E(nl)) ≈ 1��~x��u�	t�	��vut	��#��
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����,����-�HSO = A′SO~L.~S
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HSS =
e2

m2
ec

2

(
~s1.~s2
r312

− 3
(~r12.~s1)(~r12.~s2)

r512

) ���*&�

≈ e2

m2
ec

2

(
~s1.~s2
R3
− 3

(s1)z(s2)z
R3

) ���*#�

��v�x�w{	�	��w~(��w~��#�	�x{�t{ut�	����xw��	t�	��vut	��*#��	{~s1.~s2 = (~S2 − ~s21 − ~s22)/2 |u
w

��ux
~2/4 ��u�t��x�x0−g {�v���

����x�xx�w�t	x���~�	ux���{w�	�����wtt	u��w{wt	��w��~~	v	~x	�wx	~�	{xw�~��*��
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wv���x�~x�u��w�x�~{	�|uw~�u�w~x��	��	���	�	�	x��	t�xw�w�x	��	���w~�~	��~x��~{���~��tw�	��t	��
	xwt��uxvw	u�x����wtt	���	{���v�	����~����	����**���u�t	���	~��	x�u�	~{�v�x	�
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�~��	~�~xt�	��vut	��%#	x	~uxwtw��~xt�	��vut	Bv ≈ ~

2

2µR2 ��~
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HSR = −4geµ
2
Bme

µ0

4π

1

2µR2~2


∑

i

ZA
R/2 cos( ~̂R,~rAi)

r2Ai
~si − ZB

R/2 cos( ~̂R,~rBi)

r2Bi
~si


 .( ~J − ~L− ~S)

���*��

�~�	ux���w�u~����	�	���~�	u��	{	x	�v		~�	v�t���~xt	{��w~u����1�~si.( ~J − ~L− ~S) ���~2 	x

rAi
���R��	x	�v		�x��~{�	t�����	�	−2geµ

2
Bme

µ0

4π
1
µR

Z2
A
R2
|uw	�x�	t�����	�uv����	�x����ux{�vv	

��~�t����	~�w{	�(��	�}���	����&&��~�u�{�~�x�x�~�|u	t�	��vut	��%�~�	�x���x�!���~~	{��	tt	
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�t	�ux��	~��		~{�v�x	t	x	�v	�	���w�tw���~~����t��|u�xw�~��"#

HCoriolis =
−J2

z + ~L2 − L2
z + ~S2 − S2

z

2µR2
+
L+S− + L−S+

2µR2
+
−J+L− + J−L+

2µR2
+
−J+S− + J−S+

2µR2

��u����w�t	x	�v	�	��x�xw�~�wt�u�x��� �ux	� ~J2

2µR2
�

�t	�ux�t���uxwtw�	�t	�	��vut	����	xt����~wxw�~�	
∣∣∣3Πσ=−

0,g (ns+ np);R
〉0 ��~~�	���t�	��vut	��%��

�	{�t{ut	�x	�{wt	{��wt��x�u �u��u~�x�v	��~�t��x�xs ��	{~l = 0��
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	�x�x�x�����	�	~L2 = (~l1 +~l2)
	x��~{〈~L2〉 = 2~2��	�tu��	utHJ uncoupling w~x	��w	~x{��t	��	u��x�x�

	��v�~xt��x�x0−g �~
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��-�. F>��>�>����?;�>�=<��=��>
�~��w~x��	��	�u�v	wtt	u��{�u��	�����w�t	��w�	�t	�{�u��	���w���xw|u	����u�{	t��	�	~�~��t��|u�(
xw�~�����



���������
��0−G
�����
�������������������� �"�

0�##-,2-	2��������	

�� ���~wxw�~ �	� {�u�t��	� {w~�xw|u	� 	�x ��~~� ��� t� 	��vut	 ����� ��x�~� Ccin(2) =

C
cin(2)
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−
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∣∣0−g (ns+ np3/2);R
〉

= aΠ(R)
∣∣∣3Πσ=−

0,g (ns+ np);R
〉

+ aΣ(R)
∣∣∣3Σ+

0,g (ns+ np);R
〉

�$t	�{�	�{w	~x�aΣ(R) 	xaΠ(R) ��~x
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�����w��	�	�	�~{xw�~����~�		~x��~x��~�t	{�t{ut�	Ccin(2) �	��	�{wt	��~	�	x�	~�	��	~�~xt	�
���~wxw�~��	{	�	�~{xw�~����~�	���|u�xw�~�����	x��%����~��wx|u	t��~�	���{�t{ut	��	����w��	�	~
R �	x	�v	��ux��	ΨA

nlml
(~rA1)Ψ

B
n′l′m′

l
(~rB2)�
��ΨA

nlml
(~rA1) = ΨA

nlml
(x1, y1, z1 +R/2)

�w~�w

∂ΨA
nlml

(~rA1)

∂R
=

1

2

∂ΨA
nlml

(x1, y1, z1 +R/2)

∂z1

���&��

=
1

2

ip1z

~
ΨA
nlml

(x1, y1, z1 +R/2)
���&��

�~��u�����~{{�t{ut	�t	�{�u�t��	�{w~�xw|u	�	~uxwtw��~xt�	��vut	��%��

�����,-�##�����-
�~�	��	~�~xt����~wxw�~	x	~uxwtw��~x�	�~�x�xw�~������{��	�


Ccin(2) =
−~2

2µ

〈
0−g

∣∣∣∣∣
∂20−g (R)

∂R2

〉
���&��

=
−~2

2µ

[
aΠa

′′
Π + a2

Π〈Π|Π′′〉+ 2aΠa
′
Σ〈Π|Σ′〉+ aΠaΣ〈Π|Σ′′〉

]
+

���&��

−~2

2µ

[
aΣa

′′
Σ + a2

Σ〈Σ|Σ′′〉+ 2aΣa
′
Π〈Σ|Π′〉+ aΣaΠ〈Σ|Π′′〉

] ���&"�

��u��	~�~��	��w�{�vv	~x{�t{ut	�t	�x	�v	�〈Π|Σ′〉 	x〈Σ|Π′〉��	�x	�v	��	��~x~ut�{��t�	��vut	��%�		���������x�	|u	µA �uµBv�
w�~�~u~����uwx�

�	�x	�v	�{�~x	~�~x�	����w����	{�~�	�	��x�x��	{�t{ut	��~�	~uxwtw��~xu~		��vut	�u�	~�	
�	��&��v�w���	{p2

1
�$p2

2
�wt��	{�t{ut	��~���~{{�vv	t	x	�v	�	��t��w��xw�~�	v���	|u	~�u��tt�~�

�xu�w	�	~�uwx		x�	��~x��~{���	�	�w�t	���~~	�����~x��~{|u	t	�x	�v	�	~aΣa
′′
Σ + aΠa

′′
Π
�	x	~���w��~xt�	��vut	1 = a2

Π + a2
Σ
��x	~u	

�����!�t�~��v�tw��xw�~�	t��x�x0−g ��~�
�xw	~xt�	��vut	��#��

��-�� F>��>�>��?;�=�;�=�<�>�;��>
�~�	��	~�~xt��|u�xw�~���"�~x��u�	��	{α,Λ = 0−g (ns+ np3/2)

T eeN
α,Λ;α,Λ(R) =

〈
Ψel,ad
α,Λ

∣∣∣∣∣∣
1

2M

∑

i,j

~pi.~pj

∣∣∣∣∣∣
Ψel,ad
α,Λ

〉

~ri

��u���u��~�t	{�t{ut	�	~uxwtw��~xt	x����!v	�u
w�w	t

〈T e〉 = 〈p
2
1 + p2

2

2me
〉 = −Eel,BO(R)−R dEel,BO

dR

���&%�



�%� �������� �����
�������������
��

�~��v�~x�		�{wt	v	~x{	x����!v	�	~uxwtw��~xt	�v�x���	����{��	~x	���~�	ux�u��wt	��v�~x�	�	~
uxwtw��~x�	�v�x���	����{�	��	{	tt	�uxwtw��	���u��x��tw�t�	��vut	���&��~x��u�	��u~	��v�~�x��xw�~
��x�wtt�	��~�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XI

%�{�
�~�u�����~x��|u	~p1.~p2

�t	v+v		�	x|u	~p2
1
��~�	ux�	v�t�{	�~p1.~p2

���~p2
1
	x�	v+v	~p2.~p1

���~p2
2
��~x��u�	�t���T eeN

0−g ;0−g
(R) ≈

〈
0−g
∣∣ 1
M (~p2

1 + ~p2
2)
∣∣ 0−g

〉
~ri

�$t��~	�wx�������x�	t��~	��w	{w~�xw|u	�	��t	{x��~��
�~���w�	�t����~�t	v	~x�t�	��vut	��#"��~	v�x���	�wvwt�w�	��x�uxwtw��	����s{�t	��~�	�	x�t�����*��	~�u�tw�~xt	�	{�~�x	�v	~p1.~p2�

�w(
�~�t�~��u��w|u	�s��w~	�{u�~���t���~�����"�v�~x�	~x|u	���u�t��x�x	�~��v	~x�t�t���w�		~{�v�x	
�	�{�u�t��	�{w~�xw|u	�	x�	T couplage {��~�	t���t	u��uC6

	~C6 + 1, 3
�	~u~wx��x�vw|u	���

�������	���������������	�����
��
������������
����~p1.~p2���������	���	��
����� �������

		��	
	��
�~µA.~µB 

�

�	������
	��
����
		��
���������������
���
�����������C3
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��~�	~	���x����t�u��w�t	x	�x	�~�u�~����~������~~�u~	tw�x	�	�w�tw������w	��~�t	
{�����	t�x�!�	��wx�~�x�ux�	v+v	w{wt	���xw{t	��	�	�u	�	����	{x���������	~(��~~�u� w�������	~��x�{��~���xv	�����%��{wx�~�t���xw{t	�	�ut���w��xw�~�	���u��������t	�ux�u��w{wx	��~�x�vv	~x
��u�t��w�w�~�w�x��w|u	�t	���xw{t	��	���w����	t ���u����#����	~(��~~�u� w����#����wttw������#���wx�~�	~�~t���	��u�{	�	xx	���	��	��u������*��w~�w|u	t	��wx	��xx�
���	{���x���u��	��~�	�u��v���������v	��xvt�xx�
���~tw~	��~u�	�u��u�����w{�������	����		���xvt
|uw�uttut	~x�	��	��	~{	��w�tw������w|u	����~{	�~�~xt	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�	{��wuv�t	x	�x	t	�tu�{�v�t	x	�xt�x�!�	�	����~�	~�����%���	��w�	~���xw	�	t���xw{t	����~�	~�	x�t�����%�����u�t�x����w	��u~�x�v	��~�u~{��v�t��	�
�~�	������x	���t��w�tw������w	��~~�		~�	{xw�~z��t�|u	tt	�~�	ux� �ux	�t���xw{t	�	�	�u	��(
{	~x���ttw�����%���~��u�����w�	vv	~x�u��w{�~�utx	�t	�{�u���	�t�u�	���	~(��~~�u� w�u{�tt!�	
�	���~{	�u{�u���	��~~�	���#�(������w~�w|u	t	{�u���	t��{�t	�	���u{�	�����	~(��~~�u� w��������~��u����u��w{�~�utx	�t	��wvut�xw�~��	t�x�!�	�	z�����~�u��xx�
���	�����w{�����w���~�	�u��tuv~w�z�����~���~����
��u�t����xw		����wv	~x�t	�t	tw��	�	��	vx�	�	�����*�	�xu~	vw~	��w~	��v�xw�~�	x�	��	��	~{	�
{�~{	�~�~xt����	{x	����wv	~x�t	xt	�~�v��	u�	�x	{�~w|u	�uxwtw��	���~�~�x�	x����wt��~�	ux{�~�	wtt	�t�t	{xu�	�	���xw{t	��	�	wv�~��w	v�~�~���tt�	��������s�{���v	x�t�������|uw�	��	~~	~xt���(
xw{t	�	���v�������#%�	xt���xw{t	��	wv�~~	x�t�����%��u�t�	���w{�xw�~��u~��s�����u�v�w~��	
3 000 $�
�wx�~�	~{��	t���xw{t	��	����{�	t	�w		x�t�������	xt�x�!�	�	��u{��(�	{tw~�����x��wx�~x�	

~�v��	u���w~x�|u	~�u��tt�~������	�{�~{	�~�~xt	��w��	�t��	����u�~	��~~�~�|u	�	���	��	~{	�
���x��w	u�	��������~x��u�	���	���	��	~{	��u�~�v��	u���xw{t	��~x��w	u���~�x�vv	~x��~�����
z�u�~�t�	�u�~xuv�t	{x��~w{����~�t	���xw{t	�|u	~�u�{wx�~��

�	��uw�	����{��x�	xt	�tw�x	��		���w{�~x���~x�u��w�	��uxwt�wv���x�~x���u�	�	{xu	��	�{��w���~
�	ux{wx	����	�	v�t	t	�uw�	����w���~x��	{t	v�w�����	x�	t��	�u	�����w{��������ut	{�x�t��u	
�u��t�~�	t�����w|u	��{x���	����w��	����x�~w{���	{x��������	���{u����t��	x{��

�
�
	 �������������
��	�
���

�
�
�
�

	���� @;����<;���>��?��=>���<=�>;�������>����:���?>�
��u� ��x�wtt	� t� �w�{u��w�~v	~�	 	~ �	{xw�~ "���"� ~�u� �uw���~� � �	u��!� t�	��tw{�xw�~
�	���tw�����~����	~(��~~�u� w���#����~��u����u��w{�~�utx	�t���xw{t	��{	~x�	�}�v�w~w����&���w(
�~�t�~�|u	t�x����w	�u�(����t	��x�wx��w�w~	tt	v	~x	�wx	��u�t	{��f = 1→ f ′ = 2�

����t��w��xw�~�	t��~�	�x�xw�~~�w�	���utx�~x�	��	u�t��	��σ+ − σ− 	�xx�u �u���	{xwtw�~	�v�w�t���t��w��xw�~{��~�	��	{t����wxw�~���u�t��x�v	�u�	����t���	�	��t��w��xw�~�	t�tuvw!�	�x�~xOX�wt�	{��	�{�u�	�	����t�{	v	~x�tuvw~	u�u~�|uwtw��	{�v�t	�	�	���ut�xw�~	~x�	t	���u�(~w�	�u�

�%�
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�����	��	fX�
�	���u�~w�	�u��x�~x{�v�����	~���t	���xw	���x�x�Mf

	x−Mf
��x�x������	��	fZ

��
wt~�������		��{	�	t�~Z����{�~x�	t���|u	t��x�v	��u�	�t���	�	��t��w��xw�~�	t�tuvw!�	�u	���t��x�v	x�u�~	�t�	��|u	~{	�~�ut�w�	kLv��	���v���	�������

w��	~x	xt���t	u�v��	~~	�	fZ ~
�	�x

�tu�~utt	�
�~		���~�tu��wv�t	�	���	�t	����t!v		�x�	�	�t�{	���~�t	�	�!�	x�u�~�~x��	{t���	�	��t��w(
��xw�~�	t�tuvw!�	�u	���t��x�v	���~�{	�	�!�	x�ux{	����	��u�t��x�v	{�vv	��wt�x�wx�	�xu������
u~{��v�v��~�xw|u	�	t�~OZ���w~x	~�wx�x	tt	|u	t�	��|u	~{	�	���v����wxkLv 	�~��u���{�~�u

tx	�
�u�{	��w~xt�x�!�	�	�
�t	~xw~����"����ux{	����	{�vv	�w��~�t�w~x	��{xw�~��	{t	����~~	v	~xwt	�tt�wx� �ux	�t	x	�v	H ′ = ~kLvfZ/~�

�~x��wx	v	~x�	�xu���xw		�u�~wxu~		��{	�u�(����t	�

Fsub−Doppler ≈ −~k2
LsΓ

2δL
Ω2

v

|uw�	ux+x�	�	�u{�u��tu����~�	|u	t�	��{	����t	���~~�	���t�	��vut	"�*��u�x�ux�����	��xu��xw�~�
w�	���u�s� 1

���t	�ux~�x	�|u	{	xx		��{	~�	�x	�{�{	|u	�wt	��v���	��xw|u	�t	x	v���	�	����uw�	
�	~��~x|u	t��x�v	���{�u�xu~	�w�x�~{	�	t�����	�	λL 	

wt	�u�������t��t	v	~x�		��w�w� u�|u��|u	t|u	�
x	v����xu�	�����t	����~x|u	t�	�	x�u�(����t	�~	�		���	�	~xw��
�	xx	v�x���	��u��wt�w~x��+x�	v�~x�	�|u	t�����	~{	��u~{��v�v��~�xw|u	{�~�x�~x�+~	t	

���{	��u���~	�	xH ′ �	�w	~xH ′ = ~kLv
fZ
~
− ~µ. ~B = ~kL

fZ
~

(v + g′fµBB/(~kL)) 	t��x�v	�	����~{�		��w�w u�|u��t��wx	��	~�~~utt	


v = −
g′fµBB

~kL

��u�t	{��v�v��~�xw|u	x	��	�x�	|uw	�x��	~�w��~5.10−5��t��wx	��	twvwx	{���	���~���tu�w	u��
{	~x�w~	��	vw{��(�	t�w~���t	�x~�{	���w�	�	{�v�	~�	�t	{��v�v��~�xw|u	x	��	�x�	�

	���� �=�>��>�>�;����>>��
;��>�><����=��>
�~�	�����~xt�	��{	����t	��	��vut	"�*�	~	�~{xw�~�	v��~����	���wx|u�wt	�w�x	u~	�wx	��	�	
{��xu�	vcap ≈

√
2Fmax

Dopplerd/m ≈ 30v
���u(�	t��	t�|u	tt	t��x�v	x���	��	t	�	�w�{	�u��	�w�v!x�	�d

��~����w�	��u~	�wx	��	|u��w~utt	��~	~���uwxt	x�u��	�	v�tw����	R �u��s���	~����	~{	��u~
����x	v����xu�	�v�w�~x	Tamb

	x�t���	��w�~P 
�{	xx		��vut		�xw~��w��	�	����~�	~�����%��������

R ≈ 1
5

v4cap
v̄4
π(d/2)2nresidv̄ ≈ 108�x����$̄v =

√
8kBT
πm
	�xt��wx	��	v��	~~	��u~�x�v	x�	�vw|u		xnresid =

P
kBT

t��	~�wx��	{	������w�u	t��
��u���u��~������	~x���uw�	t�	��vut	"�#�	x���tu	�γ def

= 1
τech

def
= nresidv̄σech ≈ 1�−1�σech ≈

14 10−14{v2 	�xt��	{xw�~	�{�{	���{����	v	~x�
�~	~���uwx|u�wt	�uxP < 10−7v�����u�|u	t	x�u��	{�ttw�w�~���	{t	������w�u	t��wx�tu�	�w�t	
|u	t	x	v�����v��xw��	v	~x�	t����wxw�~�τpos�

�~	~���uwx�u��w|u	t	~�v��	���x�v	�	�x�	~���wv	
�x�xw�~~�w�	�������xw�~~	t�d4����|uw�	�	���w��t	��������w	x����u��w~�w��u��w��w��	���!��	
4 1010 �x�v	���	{d = 6{v�

	���) :=���><�����=�>��>��<��=�<<>�><�

�	��w�~~w	���	��xu�	��u�t		�~{xw�~~	v	~x�	���s����~x�x����	��������t�	�	x���	wv�~��	�
�xu�	�	u�	~x�	��w�	����t	���u�	�	�����x	x�����~�	~�	~{�tt�����xw�~��	{�	����u�	����w�w	~��
���~x�	{�vv	~{	�w~�w|u�~�|u	t�x	v����xu�	��u~��s���	�x���~w	���t	v	wtt	u�� u�x	v	~x�
u~	v���	ttw	~~	��
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�	���wv	�	�x{���{x��w�����t		�wx|u�u~���x�~�vw����{����	tw��	v	~x�
�~�xx	w~x{	���wv	��u��		�w�t	�~�v��	����x�v	�N < 104 �u�w	~��u�u~����v!x�	�	��xu��xw�~
x�!�	�w�t	s� 1�
�~v�~x�	�t���|u	t��	~�wx�	�xu~	��u��w	~~	�	�	~�wx�v��wv�t	�u{	~x�	


nT lim ≈
N

2(
√

2πrT lim)3

�$

rT lim ≈
√

~CσΓ

κ0

Ω

Γ

√
b0
b

�����

	�xt	����~�u�w!�	��	���v��t	�κ0 ≈ 10−19�v−1 	xCσ ≈ 0.3 ��~x�	�{�~�x�~x	���x	�v
w~�	����

� u�x	v	~x�u���~~�	�	����wv	~x�t	�	xb0 = 0, 01
��v�

��x	v����xu�		�x�t�����~~�	���t�t�w


kBT ≈ 1± 0.5µK + Cσ~
Ω2

δL

�wδL > 4Γ, 	x0.05Γ <
Ω2

δL
< 0.4Γ

�����

��x�~�|u	t	x����!v	���|uw���xwxw�~~�u���~~	��u�u�	t�	��vut	"�*
 1
2κr

2
piège ≈ 1

2kBT �
{	|uw

�	�v	x���~�{	���wv	�$κ = κ0
Γ
δ
b
b0
��	x��u�	�t	����~�

0�
��-2-2���	�����,��#,-�

����|u��~�u�v	~x	t	~�v��	���x�v	��t��	~�wx��u�v	~x		xt	����	ux��������	�{	�x�w~����x�~��
���xu�	�u���~�v!~		�x{�v�t	�	���x�~�x�ux�	v+v	|u	�{�vv	t	�����wxt�x����w	�	t��x�v	���wtt��t	����t�{	v	~x�tuvw~	u�	~�	~��	~xu~x�w�t	x�	�u��	�{	~{	�t	x�w�t	x�wx�	s�tt���{	~x���u�
t�	��|u	~{	t��	�	x��~xt	���~�	���~x������	��	t���w	{	~x��t	���t��ut��xw�~�	���w��~���tw��	���u�~�x�	��s���t��w�{utx����w�	��~�t�������xw�~�w��	�	����x�~��ux�w�t	x���{�	��	t�x��~�wxw�~
�x�vw|u	����u��w�~{�v��	~��w	~t�w~x��+x�	~	���x����wtt	��	��x	��xu��xw�~�

���xu�	x����w|u	�	t�������xw�~�	����x�~�t��	��	x�	����x�~����vw��w~�w|u	�	��~��t	��~�t	
���{	��u��	�		��w�w��	v	~x~�	�x���	~{��	{�v�t!x	���tt	~	�	~�����w	~{�v�x	�u���utx�x	����w(
v	~x�t��t��t	��u�δL > Γ�

��~�{	���wv	


ndif mult ≈ 50
κ0

λL~Γ

b

b0

(
δLΓ

Ω2

)1/2

∝ bδ0.5L Ω−1

�~	�wxw~x��	���~x	�x|u	t��	~�wx�ndif mult
	�x|u��w(u~w	��v	�	tt		�x�	�tu�w~���	~��~x	�u~�v��	

���x�v	���~	~���uwxt	����~


rdif mult =
1√
2π

(
N

ndif mult

)1/3 �����

��x	v����xu�		�x�t�����~~�	���t�	��vut	"����
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0�
��-"2-�����#�	���-	
�w�~�u�v	~x		~{��	t�x�wtt	�u~u��	�t�	��{	~��	�x�tu�������wv�	{�~�	~��t	v	~x���t	�x	�v	�
tw~��w�	��	t��|u�xw�~"�*	�	�x	�v	�~�~tw~��w�	�	x��~{u~	����w|u	�tu��w{�	������w��	~x��	���wv	
	�x���	�����u�u~����~

rdeux comp ≈
0.9

µBb

~Ω2

δL

���"�

�~��wx�t����������x�	�u~�	xwx�{��~xwtt�~�u�(����t	��	~�	���u��w	~	x	��w������~≈ 80µv��	~�
wx�

1011�x�{v3 {	|uw	�x��	�|u	���	�w��tu�|u	��~�t	���wv	���{��	~x��	~x�u����u~�������t	���w�u�
{�~x	~�~x��%	�w�v�w~����x�v	���{{u��~xu~��tuv	��!��	���	�w��u���w	u�������xw	{	~x��t		�x
�	u�	~�w�t	�t��tw�~	v	~x�	�	�w�{	�u��t����xw		�x	�~	�	�x�	tt	�x�!��	~�w�t	��	���wv	��x��xu�w�
~�x�vv	~x���t��|uw�	����wtw	~~	�	
���}��~�x��

	���, @�<�?��=�<
�~t�w���~x�	{�x�t	��ux�	����wv	��{�vv	t	���wv	���xw|u	v	~x���w��
��u�s > 5

�~�u����uv�~�
{�vv	����~�	~�����%��t	��w���	~x����wv	���~�t�x��t	����

�������
�w���	~x����wv	��		�~{xw�~~	v	~x��u~��s���	~	�~{xw�~�u~�v��	���x�v	�N ��~w~�w|u	t	�tw	~�	~x�	t	~�v��	���x�v	�N �
t��	~�wx��u{	~x�	n�

t�x	v����xu�	T 	xt	����~rpiège�
�	��	�~w	��

��~x��~~�����t	��|u�xw�~�������	x��"�
�	xwxN rdif mult < rT lim < rdeux comp n ∝ N �r w~���	N �T ∝

√
I/bs��	~N rT lim < rdif mult < rdeux comp n

w~���	N �r ∝ N1/3�T ∝ N1/3I1/2δ−1
L

���~�N rdeux comp <
v��(rdif mult, rT lim) �	u�{�v����~x	��	�	~�wx��

������u~	�~{xw�~~	v	~x~��v�t�~	�xx�u �u����~�t	���wv	�	v��	~N �w�	{	tuw�	�w�u�w�~
vutxw�t	�
��u����~��� �v	~xw�~~�|u�	~���wv	x��~�wx�w�	t	���wv	�	�w�u�w�~vutxw�t	��u��wx�v	~	��u~	
�u�v	~x�xw�~�	t��	~�wx��
���ux�	��ux	u���~x{�	�{����v�tw��	�t	��s������	�	v�t	��w~{t�w�	x�t�����"��~x�u�	������u�	�w�{	�u��u�w!�	�	�	�w�{	�u���t�|u��	~t	u�{	~x�	���	u��{�t���δ ≈ −Γ

���~�	{�tt	{x	��tu����x�v	�
���w~��u~	�{x	u�%���t	�w�x	���ux�	����x!v	��tu��wv�t	��t	��s�������vw��t�|uw�	�v	x�	{��	�u~
�u����x�v	���~�	~��w	����tx	x�t�����#���t	���s����"�u%	�w�{	�u��	~tuvw!�	w��x���	�{��	���
���	�w�~�u��	�����w������w|u	��	x{��
�w�~�t�~�u~~�u�	�u���x!v	�t	��w��	~�	��|uw�	�v	x	~tw����~xu~	�	xwx	��u��	�	����	{����	�
u~��s���x�ux	~�����~xu~	�{	tt	~x�w�		�~�	~��w	�t���xw{t	�	����x���	x�t�����#��

���wxu�xw�~�x�~����~�x�	σ+ − σ− 	�xx�!��x��t	�	xt����	~��~{	��	{t���t��w��xw�~�	�	�w�{	�u���w~�w|u���	{t�w~x	~�wx��	t�xw�	�	�	�w�{	�u��	�x	�w�t	���x�~�t�	�w�x	~{	��u~	�ux�	�wxu�xw�~|uw�	v�t		������t	�u~�w��	��		~{��v�v��~�xw|u	x�!�	�w�t	��	{�	�{���{x��w�xw|u	��	v�t��t	��{	tt	��u
��s���	{�	�xt��wxu�xw�~�$t	���t��w��xw�~���~xtw~��w�	�	x��x����~�t	�tw~⊥tw~��	�		x�t�����"��

���tw�~	v	~x�	�	�w�{	�u��	ux�tuw�u��w� �u	�u~��t	��wt��~��{�t	u~�	u�	u�	�w�{	�u�{�~x�	(
������	�~x�wt	�x	�{wt	�	��w���u�u~�	��w~�|u���	{t��w�	�	��ux�	�	�w�{	�u�wt�	{��	u~���x	��{	t�
	�xx�!�~	x��~�t	���wv	��	u�{�v����~x	����	t����~~�t�w��	����t�	�	x�t��������	��{�t	��	u�
�	�	�w�{	�u�	~t	u���~~�~xt���t��w��xw�~σ+ �x�u��	u���t��u�w~�w{�~�x�uw�	u~	���x	�	��s����$t	��x�v	��~xt	u���w~��t��w��F = 4,MF = +4

�&%���
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	�������������������������
��

��u�~������	��~�w{w|u	��u~		���~�u{{w~{x	t	�{�u�	��	��	�x	���~�t	�w!�	��~��u����	��	��	��t���xw{t	�	�zutw	~~	�~�
w�u���������w~�w|u��t�x�!�	�	��w��	xxw�������u���u�u~	�w�w�~���w�	��t��	�u	�	��	w~	�	x�t��������

	�)�� @�??=�=�<;�>�?>�;����=��>?

�	x	v���	{�ttw�w�~	~x�	u~�x�v	�u�w!�		xu~�x�v	�u������w�u	t	�x�	t�����	�	√σech/v̄ ≈
10���|uw	�x�	�u{�u��tu�{�u�x|u	t��u��	�	�w	�	t��x�x	�{wx���~�	ux~��tw�	��u��~x{	xx	{�ttw�w�~t	�	�	x���������xw�~	x���vw��w�~��~	��w�	���x�v	��u�w!�	�	x��u��~x��~�t��x�x	�~��v	~x�t�u�wx
u~	{�ttw�w�~��	{��~���x	~�w�	�u������w�u	t��	{u~��x	~xw	tV (r) = C6/R

6�	xC3/R
3 �wu~�x�v	

�	t���w�	�x�wx	�{wx���~{�t{ut�u�	v	~x{t���w|u	�w~��w���	����~�	~�����%��~	{�~�w����~x|u	t�
�w����wxw�~�	��x�v	����~x�{|uw�u~	�wx	��	v > vcap

	�u�~wxσech = π
(
f(n)(−Cn)
mvcap v̄

)2/n �$f(3) = 4 	x

f(6) ≈ 5.9�
�~	~���uwx���	{t�����x�!�	�	������x�v	�	�{wx���w�	�u~w~�w{	�	��xu��xw�~s���{�	�	

1
��t���t	u��	σech ≈ 14. 1014{v2�
�~{�t{ut|u�~xw|u		�u�~wx{�vv	�	{xw�~	�{�{	x�x�t	�w�	�v	~�~x�u~�~�t��	�x	���x�v	�σtot =

g(n)
(−Cn

~v̄

)2/(n−1) �$g(3) ≈ 20.2 	xg(6) ≈ 8.1�
w�	�σtot ≈ 200σech

��u�n = 6 	xσtot ≈ 5σech
��u�n = 3�c%)d%)&%!%'+'%�"9p'+(&f%$p(dd+$+(&$9o%pd%�9�"#$+f)%df(&&%f%$!%"'%$f9&$d%!+��%��%"#$)d'9'%$'

!d)'�')&"#p�9)�%i%&'f)!+��%�
���wx	��	|u����xw|u	v��	~~	x��~�	���	�u~�x�v	�u�w!�	|uw~	��	~�{����	���	�x


〈v2〉 ≈ v2
cap

σech

σtot

1

n− 1

��{��~x|u	v2
cap
{���	���~��≈ 1

��t	��{��u�	v	~x��u�u~	{�ttw�w�~	�x��~{�	≈ 2.5v
���u�t��x�x

	�{wx����{��~x|u	t	x�u��	{�ttw�w�~��xx	w~x 1
τtot

= nrésidσtotv̄ ≈ 1�−1�	x|u�	~100µ�
t��wx	��		�x

�v��xw	��~��wx	�{wt	v	~x|u	t	��{��u�	v	~x	�x��!��	%	�w��tu�	�w�t	|u	t�x	v����xu�	�u��s���
	x|u�wt	�x��~{�w�{wt	v	~x���	����t	��	���~�v!~	�	��{��u�	v	~x	�x���{�~x�	wv���x�~x��~��	�
�w!�	��u�	v	~xv��~�xw|u	���u��xw|u	��{��{	u�({w��~x~�~�w��w��xw	��

	�)�� @�??=�=�<;�>��<;���>>��=��

����|u	t���	��w�~�u������w�u	t	�x	�w�t	�{	��~xt	�{�ttw�w�~�	~x�	u~�x�v	�u�w!�	��~�t��x�x	�~��v	~x�t	xu~�x�v	�u�w!�	��~�t��x�x	�{wx�|uw��vw~	~x��~�t	����{	��u��	�	�x	������	vw!�	
vw�		~��w�	~{	{t�w�		ux	�wx		~��#����t��|uw�	�	���	��������t�	����s�~��	�����tt���	�	x���w	v�~������~����w�	v	~x	~�	�u	t	���w~{w��u����{	��u�|uw�v!~	~x�	��	�x	��

�0�2�����--	��#-�

X +X(n0p3/2) +Ecini −→ X +X + hνR.E. + Ecinf

����w�	��x��{{�t���	��u��t�	�	x��	t�{�u��	�	��x	~xw	t��	��w~���~	��w	{w~�xw|u		�x∆ER.E. =
hνL − hνR.E 	

t	��	u��x�v	����{����	��~x�w∆ER.E. > ∆Epiège = 1
2mv

2
cap��	���{	��u��	ux+x�	w~�uwx���u~t��	��ux�	|u	t	�t��	���	�w��	��	�{�vv	u~t��	��	���x���(

��{w�xw�~�

5���
-�-��2-	�������-��-

X +X(n0p3/2) + Ecini −→ X +X(n0p1/2) + Ecinf
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���~xv+v	�	�	���	�{wx	�t��x�v		�{wx��	t���w�	�	ux���~	�u~	�~	��w	{w~�xw|u	�	t�xw�	���t	�
t�w~x	���tt	�	�x�u{xu�	�~	���~�t	{���u{��wuv{	tuw({w	�x�	�u{�u��tu����~�|u	∆Epiège

	xt	��	u�
�x�v	����{����	~x�{�u��	��

�	�{�u�t��	��v	~�~x�u�{��~�	v	~x��	�x�u{xu�	�~	��~x���uv����~�t���u�	������	���	x
�w�{ux����~�t	{�v�t�v	~x��%�

	�)�) @�??=�=�<><��>��>��;���>��;<�?���;���<�;�><�;?
5�,,�	���	�,�	��	�-	
�tt	� ��~x 	��	~xw	tt	� � t� x�	�v�tw��xw�~ ��~� t	� �w!�	� v��~�xw|u	� ���w� t� x�!�	 �	

��u	��(��	tw~����#����tt	� �u	~x�u��wu~���~���t	��~�t	����t��	��x�vw|u	��

5���
-�-��2-	�������-��#-���-
��~�t	{���u{��wuv|uw�u~	���~�	�x�u{xu�	���	��~	

Cs (f1 = 4) + Cs (f2 = 4 �u3) −→ Cs (f1 = 3) + Cs (f2) + ∆EH.F.S.
���%�

Cs (f1 = 4) + Cs (f2 = 4) −→ Cs (f1 = 3) + Cs (f2 = 3) + 2∆EH.F.S.
���*�

��u�t	��	vw	����~	v	~x���%�t	��w~���~	��w	{w~�xw|u	����x�v		�x∆EH.F.S./2 ≈ 0.2
���wt�

���	�~�	u��u�w!�		�x�	1 − 2
�{	t��v!~	���u~{��u���		{	t�{�~�uw����	��	�x	���u�u~�w!�	

v�w~����	�~��

	�)�, ��>�;��β
�

��	��vut	"�#{�~xw	~xu~x	�v	β
∫

d3~rn2(~r, t) �$β = βR.E. + βF.S + βH.F.S.��
��|u�xw�~"�#�v�~x�	

|u	t	x�u��	{����	v	~x	�xγ + βn̄ 	�~��w~�w�{{!�	����wv	~x�t	v	~x�β���~�t	{���u{��wuv�	~�	���u��	Itot ≈ 10v
��{v2

���w����	��&��t	��	�x	����{��~�	v	~x
�	�x�u{xu�	���	��~	��vw~	~x	xβ ≈ βH.F.S.(

	~{v3/s) ≈ 1.2 10−7e−Itot/Isat�
�u(�	��u��	{	xx	w~(

x	~�wx�t����w�xw�~	�xtw~��w�	��	{t�w~x	~�wx�{	|uw���u�	|u	βF.S � βR.E.�
�~�βF.S(	~{v3/s) ≈

1.2 10−12Itot(
	~v��{v2)�

�~��u���{�~�utx	�t���u�	%�*�	t�x�!�	�	��w��	xxw�������|uw�	���u�	
x�ux	�t	���~~�	��u�tw�	��u�t	{��wuv�

�	v��!t	x����w|u	�	��tt���	�(��wx{����	�u�~wx��u�δ � Γ 


βF.S ∝
∆

δL
e−(∆/δL)5/6

�$∆
def
= C3

h

(
µγ2

3.59C3

)3/5
≈ 115
s����	v��!t		ux�v�tw�����	{t�w~x���u{xw�~�	t��x�u{xu�	�~	���

�zutw	~~	�~�
w�u���������uw���u��	�	�	x��	��xu��xw�~����}�~��~�zutw	~~	��������~	�wxt��x�u{(
xu�	���	��~	�	t��x�x	�{wx�w~x	��w	~x�u��w�

�
�
� 
��	��	�������	���
���	��������������������������������

��u� t	� tw��	� �u� t	� t��	�� {�~��{�	~x u~{���wx�	 �u� t��	�� �	vw({�~�u{x	u��� �~��u���
{�~�utx	� t��u����	 ��w	�v�~���#*�� �	�x�w~� tw��	� ���	t���	~x �tu� ���{w�|u	v	~x t	 �u 	x 

����w�����*� ���	~{�	��~�
w~x	�����#� |uw x��wx	~x ���t	{x��(��xw|u	 ��u ����x��t	{x��~w|u	� 	x
��v�~~�~�}uu�����#���~����	tt	�u��wt	��	u�tw��	��u�t�����w|u	�	���tw�	�����{��	x�~�s	�vw~���&*��wxx	t���#���
�w~�w |u	 ��tw~���w�~����&� �u� t���xw|u	 �	� �	vw({�~�u{x	u��� �~��u����u��w {�~�utx	� t	 �wx	
��xx�
�����������u{�~~�	�u��	�	��{��utx��{�t����ut�t����w��	����u�t���wt	�|uw��~~	u~x�!����~�
~�v��	�	�	~�	w�~	v	~x��u�x�u�t	����	{x�	����wv	~x�u��	��w��	�t��	�����~x���tt	��tu����~x�~�x�~�x�ux�	�uwx	t	����{�uxw�~���	v�t�w�	��w��	�t��	����vv	��	�|u	
x�u�t	��	vw({�~�u{x	u���wt���~xx�!�	�{wt	v	~x	~��vv��	��t	����t��t	{x�w{wx��x�xw|u	��x�~x��~~�
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|u	~�u���u��~�+x�	���x	u���	V ≈ 100��tx���u�x�ux	~�w�	��	x|u	t	��w��	��	�{���	~x���u�u~��tx��	w~�	��	�	3��tx��wt	�x~�{	���w�	�	�	��{����	��t	{x���x�xw|u	v	~x	~x	~�~xu~	v���	��	tw�	�t�x	��	�t����	t�v�~w�ut�xw�~�	��w��	��
��u�t�v+v	��w��~t	��w��	�t��	���~x�	~�w�t	��u���u�|u	�{�u�u�	��	{�u��~x��w	~|u�	tt	�
�	v�t	~x����w�x	��	wt	�x~�{	���w�	�	�w	~t	�v	xx�	�t�v���	���!����w��x	w~xt	{�u��~x�

	�,�� �>��=<�=�>�>��<��=�<<>�><�
0-��������	��-���������p− n���1�3
�~	~����~xu~{�u��~xI ��wx{�u��~x��w~ 	{xw�~���w�t���u�	�����u{�x�����p �	��t	{�x�����

n��~
w~ 	{x	u~�u��tu����t	{x��~��u{�x�p��	u�({w�	�	{�v�w~	~x��	{t	�x��u�~�xu�	tt	v	~x����	~x�

��~�{	xx	��~	p��~���tw�	�w~�w�w��v	~xt�w~�	��w�~�	���ut�xw�~~�{	���w�	�t��vw��w�~t��	��
�	�	x�u��t��|uwtw��	�		�wx���{	��	{�v�w~�w��~����w�xw�	��v�w��u��w����	��	{�v�w~�w��~�~�~
���w�xw�	��u	����	�	v�t	��u~�ux�	�t	{x��~�	�	x�u�	���u��	�wv�u�	x����~x�u�{��t	x	v��
{���{x��w�xw|u	�	{	��	{�v�w~�w��~�	�x�	t�����	�ux	v�����vw��w�~���~x�~�	τ ≈ 1− 50~�	{	�	��t	x	v���	����~�	{���{x��w�xw|u	�	{	��w��	��

1�-�,�	-�
��u����w�u~	�	xt��	�wt	�x~�{	���w�	|u�u~	�vw��w�~�xwvut�	��vw~	t��vw��w�~���~x�~�	��	t�
���w�	��u�t	����x�~����~	��w	E = hν ���w��~xt�{�~�wxw�~��w�	~x	���w�t���u�	����

EFermiconducteur
− EFermivalence

> E = hν > Egap

�������	2��������5������&��������
/�����������-�����1���������2�+��-�����1������6������������	��
����p − n �%�&���%����-��������%��������������&%�
���������������-%�)���������-��%��&��������������EFc

5����%��������
����
����6��EFv

5����%��������+�%��
�6�$������������
/�������%��&���������������%������+���
��&������-µ �&�����%���������%
/�������$�������������������&�����%���+������������%�������%����%�1
����������������%�)�������
����������5%��&%�
�����
������������%����������%��
�6	%�������5�6����&�����%�����
��������&��������	��-%�������5�6����&�����%����������������������2���
����
�&����
��+���
��&��������
/����������



�%# �������� �����
��������������
������

��~�t	{��{�~x��w�	�	ut	t��vw��w�~�xwvut�	��~~	tw	u�u~	tuvw!�	�	t�~�u	u����~�	λ ≈ ch/Egap ≈
0, 87µv��u�t�	�	v�t	x��w|u	�	v�x��w�u��	vw({�~�u{x	u������	���Egap ≈ 1, 42	


� �()$9o(&$
9d("$9�9+"%l)&%f+(f%#d%p'"(d)i+&%$p%&'%()��y����~�	v��|u	x�ux�	�uwx	|u�wt	�x	�{wt	�����w��	�
�w��	�t��	��v	xx�~x��~�t	��u�	�x��w|u	v	~x0, 55 − 0, 8µv

��uv+v	t�w~	����u�	�v�w�wt	�x�w�{wt	
��	~x��u�	��v	xx�~x��~�t	�t	u�{	t�~�{	��wx		~	�	x�	�����x�!�wv���x�~x���	xx	�	{�	�{�	�	�w��	�
t��	���t	u	��	�x����wtt	u��u~	��~	�	�	{�	�{�	w~x	~�w�	���~�t	{���$t��vw��w�~�xwvut�	��vw~	t��vw��w�~���~x�~�	�wt	�ux�	�tu����u����w�u~	�vw��w�~t��	��|u	t	��	�x	��	t�{��wx�t��	�~�	�{!�	~x���t	��w~�uvwtw	u��

�	��	�x	��x��~�wxw�~�w~x	�(��~�	�~�~���w�xw�	����	�	v�t	��	u�	~x+x�	���uwx	�	~���uw��~xt	�
wv�u�	x���s�w�{	|uw�	~�t�	�	xt��	�	�{wt		�xt	��w~�~��v	|u	�	u�	~x����uw�	t	��	vw({�~�u{x	u����~	�	x{�~x��w�	v	~x�u~t��	��������	�	v�t	�t��	{xw�~	�{�{	��������xw�~��xw|u	��u~�t	{x��~
	�x�w	~�tu����~�	��~�u~{�w�x�t|u	��u�u~�t	{x��~tw��		�	�tu�t�{�~{	~x��xw�~�	ux�xx	w~��	1020

�t	{x��~��{v3�

1�������
�t	�x���	��wv�t	��uxwtw�	�{�vv	{��wx�t��	�t	�vw��w���w�t	{x�w|u	�~�xu�	t�	�u�~w����t�w~x	�	�{	
�	vw({�~�u{x�w{	�w���	t�	�x���ux�~x�tu�	�{wt	|u	t	�	vw({�~�u{x	u��	ux+x�	{tw��t	t�~��uv+v	
�t�~{�w�x�tt������w|u	��u�t����w!�		xt����~x��~{�t{ut�wv�t	�uxwtw��~xt�	��vut	�	��	�~	t�v�~x�	|u	t	{�	�{w	~x�	���	�w�~	�x�	R ≈ 0, 32 ��~�

t�	�	v�t	�	�����$t�w~�w{	�	��	��{xw�~	�xn ≈ 3, 6
�
��	

{�	�{w	~x�	���	�w�~	�x	�w�t	v�w�{	t�	�x{�v�	~�����u~��w~�~��v	���ux {	t� 	��tw|u	 t	 �	~�	v	~x 	�{	�xw�~~	t �	� �w��	� η ≈ (1 − R)ηinterne
�$ ηinterne =x��~�wxw�~����w�xw�	�x�ux	�t	�x��~�wxw�~�≈ 30

���~t	v	�u�	��
{	�t��	t�xw�~


Rendement
def
=

�uw���~{	tuvw~	u�	�w���~w�t	
�uw���~{	�t	{x�w|u	w~wxw�t	 = η

hνL
|qe|
≈ 1watt/A

���&�

5��������	��	�-2-,����		���

��	��vut	��&wv�tw|u	|u	t��uw���~{	�	���xw		�xtw~��w�	��	{t�w~x	~�wx��t	{x�w|u	w~wxw�t	��~	�	x
{	xx	�uw���~{		�x������xw�~~	tt	�u~�v��	�	�	{�v�w~�w��~����w�xw�	�	x��~{�u~�v��	���t	{x��~�
w~{w�	~x���w~�w���u�t	���x�wt��~{�~�utx	������	~{�	��~�
w~x	�����#�{�����"�


Psortie = ηinterne
ln(1/R)

αparasiteL+ ln(1/R)

hνL
|qe|

(I − Iseuil)
���#�

�$αparasite ≈ 10{v−1 ��~�x	t	��	�x	������wx	��u	����	�	v�t	�t��w�u�w�~�	����x�~��u�t	��u���wx��
	x{��

��	��vut	��#��$x��w|u	v	~xL ≈ 500µv�v�~x�	|u	
t	�	~�	v	~x����~w�����&�	�x��w�w~�	30%�

�t���|u	��u�u~t��	�����wt	�x�	t�����	�	1%�~	�wxt���|u	t��	~�wx��	���x�~���~�t�{��wx��xx	w~xu~�	uwt�u���~x��	�x��~�wxw�~�w~x��(��~�	��	��t	{x��~�{��~�	~x���~	��w		~�	�x�~x��~�t���~�	�	{�~�u{xw�~��	����uw�	~x��	���~�v!~		�x
u~���~�v!~	�	�	uwtw�	~xw|u	�{	tuw~�{	���w�	�u��{t	~{�	v	~x�	t��vw��w�~�xwvut�	��~		�w�{	�	uwt
�xx	w~x�wt��u~���~�v!~	�	��xu��xw�~�	t��uw���~{	�	���xw	��w�~�	ux�tu��	�uw���~{	�~���u�	t	��w��	�	~����	xx	���	�tu�t���|u	t��	~�wx�tuvw~	u�	�xx	w~x106��{v2 �u�t�	�{		�x	�~	{	tt	({w	�~�	xt��w��		�x�	��u	��~��~���tt	�{�~�x�u{x	u����~~	~xu~	v���	��u~	�{x	u���u�t	{�u��~x
v��wv�t����w�t	�

�	{�t{ut�	t��w�x�w�uxw�~���xw�t	�	t��~	��w	tuvw~	u�	�vw�	���t	t��	�	�xu~{�t{ut{�v�t	�	����
�u�t�������wv�xw�~�u{��v�t�w~x�w~��~�	ux~��~v�w~��������{�	��u���utx�x	~������wv�~xt	v��	
��	�����	�����
	�
����	��������	������	���
�������� 	 � � ������������	���
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������������������ �%�

{�~�~����u~	�w�{	�u��u��w	~�	x�wtt	w0 ≈ dmode/2
���w���u�	%�����	��������w�	��	~{	�u	�w�{	�u

	�x�t������w��	{xw�~��%����	λL/(πw0) ≈ λL/(2πdmode)
	{	|uw�	������{�	�	���t	u����~~�	����t�

��u�	%���
�u	�wx�	t��	xwx	x�wtt	�	��w��	�t��	��t�	���{	v	~x����	t�w~x	���tt	��	{x��ttw��	�	~x�	v��	��	
t�{��wx���� dν = c/(2nL) ≈ 80����	�x�	xwx����	�	v�t	��u�����dλ = λ2/(2nL) ≈ 0, 36~v��	�
�w��	��	��~x��~{	�{wt	v	~xv�~�v��	��
�w�~�t�~�	~�~|u	t�t�~�u	u��	{����	~{		�x�	t�����	�uv!x�	�

���������2-,�,��
�-��2���2-��-�,��-�#������-

��x	v����xu�	�	xt	{�u��~x�v��w�	t�t�~�u	u��	t�{��wx��t�w~�w{	n �uvwtw	u	xt	������~	��w	
Egap�
�t	~���utx	u~���t�{	v	~x�	�v��	��	t�{��wx�	x��~{�	t�	��|u	~{	�vw�	��	��w��	���~xvu~w	�

��u~x�	�v�{�u�t		x��u~v�~x��	�	�	x�	txw	�����u�{�~~��x�		x{��~�	�����	��w��t�x	v����xu�	��t
	�x���	�w���~�	�	u��	�		��w�w�	~�	���u��	0◦ {���	t��t�{	�	ux�		��v	��u�t	�	�{	��	t��w��	��	
�tu�t��u��	�	�w		�x	~ecte/(kBT ) 	wt	�ux��~{��wx	��	x���{��u�	��35◦ 	�xu~	twvwx	�	�	�	�v	xx�~x
���xx	w~��	�	��u��	��	�w	�	�tu��	50 000

�	u�	���~v�~x��	�t	{x��~w|u	�	�	��v�~x	�x�������
��~���w	v�~�~���tt�	��������s�{���v	x�t�������|uw������	�u��wu~	�x��wtw��xw�~	~{�u��~x�
|uw	�x���t	v	~x~�{	���w�	�u�u�	t�	��vut	%���

���,��������	�-����	�-	
�t	�x~�{	���w�	�����w�u~	��~	�{xw�	dmode

�	xwx	��u�{�~�~	�{�~�	~��t	v	~xt	�v�u�	v	~x��t	{(
x��~w|u	���tu�dmode

	�x�	xwx�tu�t	{�u��~x�	�	uwtIseuil
	�x�����~���tw�	��u�	~x�	��uwx�|u�~xw|u	�


	~	�w��~x{���x�	u~�	vw({�~�u{x	u��u�u~�ux�	��~���t	����x��� �~{xw�~�t	��x	~xw	t{�w�x�ttw~{��~�	
��ux�t	v	~x��u�t��w�x�~{	�	|u	t|u	��x�v	���{	t�{��	u~	����w!�	�	��x	~xw	t���u�x			~{���~x
u~	�	u�w!v	����w!�	�~��xw	~xu~��u��w�{�~�~�~x�~��v	�t����w�xw�~��w~�w{	n ���utx�~x{��	{	|u	t��~~�vv	t	��w~�	��uw�	���w��	���	�~�u�	tt	��w��	�t��	���~x�w~�w�	����	v�t��	�{�v�t	�	��	
�w���	~x��	vw({�~�u{x	u����	t��v!~	�u��wt	���	t���	v	~x�	t��	��������u�t	�x��~�wxw�~�w~x	�(��u�(��~�	�	~x�	�uwx��w���	~x���u�	t��	���wx�{��{��	�|u�~xw|u	�������u�t	�x��~�wxw�~��t	{x��~w|u	�	x
~�~�tu��u��	��	{�v�w~�w��~��t	{x��~(x��u�

	�,�� �;�;�=��>��>�<>

��t���	u�∆νL �	��
w	���	���		�x��!��	��	�w��u���w	u�	�t�t���	u�x����w|u	����wx	���t�

	��vut	�	�{���t��(���~	�����	�u�t��|u�xw�~�	��~�	�w~��{�ut�~x�u{���{x!�	�t��x�w�	�	t��vw��w�~
���~x�~�	|uw	�x


∆νL =
hνL

2πτ2
vie photonsPsortie

�����

�$t	x	v���	�w	�	����x�~���~�t�{��wx�	�xτvie photons = n
(αparasite+

1
L

ln 1/R)c
≈ 1���

�	xx	�u�v	~x�xw�~�	t�t���u	u��	��w	����w	~x�u	�wx|u	��~�u~	�w��	t�w~�w{	n 	�x{�u�t��u
��w~��	��u{xu�xw�~��	t�w~�w{	n 	�~x�w~�w�u{xu	�t�t�~�u	u����~�	�	���xw	��t~�	�x������	�����w��	�t���	u����u~	{	~x�w~	�	s�����u����uw�	t�t���	u���	{x��t	�ut��	��~�	ux{��	�u~	{��wx�	�x	�~	
{�vv	wt	�xv	~xw�~~�	~�	{xw�~%��������	t����~�u~�	u�tu�{	��w~x�
�	����	���������������������	���	
����������	
�����������
	��
�
����� � �	��
����	��	�����	��������	����	�

�	��
��������������
	���	����	������� ����
	
��
�������	��
���	��������������	�����	�
�����������	���
�	���	�	
����	��
���������
L����	�������	
���������νL = un entier × c

2L
 

��
��	��	���������
	��I
�	�������������
��
�����������	��������	���
��������������dt �����	�������

��	���
dQ = VPeltierI dt �	
��VPeltier ≈ 1�
	 
������
	��I �������	������	�������
���������������������������

������
��
����
�����	���
� �����	�����	�����0, 01◦ �������	��
����������	������
� 
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��������-��-��-2-��#-�������
�t	�w�x	�tu�w	u��x��	��	{��wx���x	~�u	����w�t��xu�	��u���	�u�t	�{��wx��	�x	�~	��	���~	����%���
��~�t�{��wx��wxx����|u	~�u�uxwtw��~��t		�w�{	�u�w�	��	�~x�	t��w��		�x{�ttwv�x����u~	t	~xwtt	
�	�#��vv�	v��|u	s	tt	���w�x
�xx�
������v	tt	���w�x�{�v���	x	~�uwx		~�����	��u~���	�u���~x����x��wx����vv��~��w	~x	t	���	�u��u�|u	{	tuw{w�	~��w	t�����	��	��t��w��	�����w���u�	%����

��	~�	v�t	�ut��	�	�x{�v�����	�	u�{��wx�����vv	t�	�{	�	���xw	�	t��w��	~�	�x�	~��~���t�
���x��wx�	�~xw�	�	x�t��w��	�	ut		�xt���	vw!�	�	{	�{��wx���t	���	�u��~~	~�w���~{	�u~	�	u�w!v	
{��wx��wx	{��wx�	�x	�~	���u�|u�wt��wxu~	�	xt��	�wt	�ux|u	t	�v��	��	{	��	u�{��wx����w	~x
{�v��xw�t	���xu�w�~���w!�	v	~xt	��w���	~x	�w~�u	~{	���~��wx|u	t	kème ����	�w���{x����u~���	�u�	���d t�	�x��	{t��~�t	ik �

��~w���

d(sin ik − sin i0) = ±kλ
��~�~�x�	{�~��u��xw�~���u�u~�~�t	θ 	~x�	t		�w�{	�uw��u�	t��w��		xt�~��v�t	�u���	�u��	ut	
λréseau = 2d sin θ �	���

w���{x�	��~{��w��	θ ≈ 30◦ 	�x��~{~�{	���
w�	��u��xx	w~��	t�t�~�u	u����~�	

���w��	λréseau ≈ 852~v�
���~	���w�xw�~��u~�w�w!v	�	�	���{���	���~���~{�u~	���w�xw�~��u~~v

�	t�t�~�u	u����~�	
��u�u~	t�~�u	u����~�	u~�	u�w���	~x	�t		�w�{	�u�w���{x�����	~x	u~��	�ux���tw�~	v	~x���
������x�t�{��wx�	x��~!x�	v�t��~�t��w��	�λL �	��

t�t�~�u	u����~�	�	�vw�	���t��w��		xt��tu�
���{�	�	λréseau�

w�	�{	tt	����	~x�~xt	v�w~��	�	�x	��
�	���	�u �u	�u��wt	��t	�	��t	{x	u�	~t�~�u	u����~�	���~��u��w��	����tuxw�~	�x


∆λ/λ = N−1 �$N 	�xt	~�v��	�	x��wx��u���	�u�{t�w��� ������

��u�N ≈ 10000��~x��u�	∆ν ≈ 35������w~x	���tt	��	{x��t tw��	��	t�{��wx�	�x	�~	�	�x dν =
c/(2Lcav ext) ≈ 3�����	{Lcav ext ≈ 5{v�

�w~�w	~x�	�	u�v��	��	t�{��wx�w~x	�~	�wt��u~	x�	~x�w~	
�	v��	��	t�{��wx�	�x	�~	��	���x!v	�t��	����u�t	v��	�	t�{��wx��x	~�u	t	�tu����{�	�uv��	
�	t�{��wx�w~x	�~		xt	�tu����{�	�	λréseau�

�~�	ux�w~�w���	{u~	{��wx��x	~�u	�{��~�	��	�tu�w	u��
~vt�t�~�u	u����~�	�	t��w��	tw��	�
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��	{{	���~~�	�wt	�x�wv�t	�	{�~�x�uw�	u~	{��wx�	�x	�~	���~�u~��	vw	�x	v���wt	�x~�{	���w�	
�����	��w�	~x	v����xu�	{	xx	{��wx�	�x	�~	���	�x��u�|u�w{	tt	({w	�x��~�u~		~{	w~x		~w~��|u	t��~
�	{�u��	�	v�u��	�~xw�w���xw�~���~�t	��{t	�~w~�!�	�	����w�x�~{	�|uw�	�v	xx	~x�	{��u�	����
	�	xz�ut	�t���|u	t�x	v����xu�	�	�{	~�	~�	���u��	t�x	v����xu�	T0

��utu	���	�xt�v�x���	t��tu�
�wv�t	��u����	��w�	~x	v����xu�		wt�u�x�	{��w�w�T0 > Tambiant

v�w��u���vv	~x	�w�t	��u�~	���
+x�	��tw���	x�u �u��{��u�	����~�~�x�	v�~x��	{	t�	�x	�	{xu��ux�v�xw|u	v	~x���t	��	�x	��x�x����#��	t���{w�x�s�����

�	���	�u	�x�t�{��u�u~	v�~xu�	sw{��(��~x��t	����~�t	θ ���w�t���u�	%���	�x�t�{��t���t	u�
��utu	��		���~��	~���	�	�w�{	�ut��	��u�tuw(v+v	t	�	�~�!�t		~�uwx	t��ux�	�	����	tw�	�x���	�xw{�t�
��u�vw~wvw�	�Iseuil�
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��
	����������������������
���
������ �����
�����	������
�
��
������	��	�����
�������
	���
�
�����������������

���
���������������	�����
�������
����������������	���� ���������	��������
���	����	
�������	���	���	� ����
� 
�.��������	
	���
����������������
���
������������� 
�	��
�����	��
��	�����������
������
����	��������	��

�	�������	��
���������������	��
����	�������
�
�������
���
�
�����
��
��������	����������
��
�������
����
�	�������
������ 
�	
	��	��������	��
����	��������	��
���������	����	���
�	����
�
���������	�	�������	
��
��	����������������
�������
��
��	

��	����	��������� 
���������������
��
�����	������	�������
����������������	�	������
���
�	������
	����
���
�� 
��	�����������
�����
���	�/��	��1���
����������
�������
�����������������
����
	
	����
�� � ���
�������	��
�����
	����	
���������	�������������������������������
������	������������
�����
��
����	�����
�
��
��	�����	���������������������	
������������	���������������������θ�	����������/��
��
1��	�������	���
	������ 	����

	��������
���	
������/�����
�1�	���������������	���
�
�	������
���������	��� 



�����������������
��
��
�����������������
������������������ �*�

�x��		�xt��tu�t�~�u	�{��t��tu�w~{	�x�w~	��	���	�u	�x�	�tu�v�~x��u�u~	{�t	�w����t	{x�w|u	|u	t��~�	uxv��ut	���	�	��|u	~{	��tt�~x u�|u��|u	t|u	������~���t�{	v	~x�	t�����	�uvw{��v!x�		�x
��x	~u��	{�%��tx�������u���t��	�	t�{��wx���~��t��	��	{u~{�u��~x�tx	�~�xw	t�{�t	�w����t	{x�w|u	
��u��	�v	xx�	u~{��~�	v	~x{�~xw~u�	t�t�~�u	u����~�	�w�t	{��~�	v	~x�	t�~�u	u��	t�{��wx�
	�x	�~	�

��w~x	���tt	��	{x��ttw��	�x�~x��	~�w��~3����wt	�x�w�{wt	�	��t��	�	~{�~xw~u���	{t�{�t	�w����
�tu��	|u	t|u	������~�	ux���	�w���t��	���~���ux�	v��	��	�u{�u��tu�|u	{	xx	�t��		~ �u�~x�t�	�w��u�t	{�u��~x�t�x	v����xu�		xt��~�t	θ��~�	ux�u��wv	xx�	u~	t�v	�	�	��	��~�t	x�� 	x
	~x�	t��w��		xt	���	�u�u~	��x�xw�~�	{	tt	({w{��~�	u~�	ut�t�~�u	u���xw|u	���	t�{��wx�	x��~{t�t�~�u	u����~�	��~��u�����u�{	t�{�~�utx	���	vx�	�	�����*�%�%	x%�&�	x�����	�~��u	~������
�u��	{�x�~�}��~�	~�	��	��������	����{�	t	�w	�~�����	��x�������

�	���	�u�	~����~x�tu��	10��	t�tuvw!�	��~�t��w��	��~�xx	w~x�tu��wx	t���xu��xw�~	x�u��wt	{�u��~x�	{t�|u��	��t	�ux��~{	�w�	�xx	~xw�~����uw�	���ux�~xt	{�u��~xv��wv�t�	x����wt�
�t	�x�~�x	�|u	{	�v�~x��	�~�{	��wx	~xu~���t��	|u��wv	~�u	t�{	t��	ux+x�	�+~�~x��u�{	�x�w~	�
���tw{�xw�~���~��u���{�~�utx	�t�x�!�	�	��u{�uxu�w	�����&�|uw������	��uxwtw�	�u~���x!v	���ux�(
�tw�~	v	~xx��	�wt�	{��x���w��	{xw�~"�������u���wx	�{	����w�	��t�~�x	�v	�

�-	2��2-	3���0��3�����������-	

��x	{�~�t��w	�	��w��	�t��	����tu	���w�	v	~x��~��� �v	~xw�~~�t	�t��	���{��{��	�|u�~xw|u	��
s	~xw�~~�~��u��wt	��w��	��}����w�t��	{xw�~%������t	��w��	�
	�xw{�t���wx��u�	�{	�vwxxw~����	��
����������|uw�~xu~���	�u�t��u�	�{	t	u��	�v	xx�~x�	�w�u�	�t�tuvw!�	���x�ux	t��u�	�{	�{	t�
��~~	�	�	�w�{	�u��tu��uw���~x�	xv�w~��w�	��	~x����u������~���u��wt	~{	t	��ux�	�x	{�~�t��w	�
{�vv	t	���w�x�w�ux	u��		�}�{�������}��x�!����{�	�	���}����{	���	vw!�	����~xu~���	�u�u�
x�ux	t	u�t�~�u	u��t���|u	t	���}���~��~xu~���	�u|u��u�	�x��vwx����t	��w��	��ut��	��t	��w��	��	
�uw���~{		x{��

	�,�) ��=��?;�>�����=��>

��w��t�x	u���xw|u	�twvw~	u~	��~~	���xw	�	�����t!v	��	��uwx�����w~�x��wtwx���		��|u	~{		x�	
v��	������wx	����	�xu~{�v����~x��xw|u	����w	��~xt	�{���{x��w�xw|u	��	x��~�vw��w�~{��~�	~x�	t�~t	�	~��	�������xw�~�	t�tuvw!�	��t	�x�����u�t�	�	x����������~	�~{xw�~~	v	~x	�x�{��v�xw�����t���u�	%�"���	��%	x��{�wx��~�t��	{xw�~%���������	t�~��	ut	v	~xt���w�w~	�	t�	�	x��������

1�-�����2�����,���	�������������-��
����	�-
�~{����w��x���	�	t�~�u	u� l �t�{���~�u~{��v�v��~�xw|u	 ~B 	�wxx�u�~	�t��w���xw�~��u~

	�w�{	�utuvw~	u���t��w���	{xwtw�~	v	~x	x|uw�	������	�uw��~xt��w�	{xw�~�	~B���u�t	�{�����w���u�����v��~�xw|u	��t��~�t	�	��x�xw�~α 	�x��~~����t�	��vut	�	
	��	x

α = V Bl �$V 	�xt�{�~�x�~x	�	
	��	x

��	��tw{�xw�~	~	�x�wv�t	��~	�~�	�t	{x��v��~�xw|u	{w�{ut�w�	�		��|u	~{	ω ���~�t	���x!v	
�	{�����~~�	��	��x�v	�x�u�~�~x�t�	��|u	~{	�	���v��ωLarmor�u~	

	��|u	~{	ω ± ωLarmor��u
w��~x

|u	t��~�	x�u�~	��~�t	�	~��	ωLarmor
�u�	−ωLarmor�

�t	~���utx	�	�w~�w{	��w���	~x�n− − n+ =
dn
dω2ωLarmor = dn

dω
qeB
me
��~	~���uwx	�{wt	v	~xt�	��vut	�	}	{|u	�	tV = − qe

me

π
λ

dn
dω
�
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���	�,��-���#��	�-
��u���x	~w�u~	��t	u��	t��~�t	�	��x�xw�~α���{�	�	45◦ ���u�t�w��t�x	u���xw|u	��u~v�x��w�u��	{
u~	���~�	{�~�x�~x	�	
	��	x���u�	~x�	�{�w�x�u��	~�	�	��wuv��ttwuv���~	x�������	�x~�{	���w�	
��~|u�wt~	��wx���x���t�~�{	|uw�u��wx��u�{�~��|u	~{	�����w�tw��u�	�w�x����	t		�w�{	�u�
}w	~	~x	~�u��u����w�u~		�{�{wx�v��wv�t	�t	�	�{	��	��~xx��wx�	��~xw�	�	x��~��xw	~x	�{wt	v	~x
�	�x�u���w��t�xw�~�	40�}

��
�

�-	���������-��	
��	�xu~���x!v	x�!�{�	��≈ 15 000

������	�tu�t	�	�{	���	~x��	���~x��u�	~x�		�w�t	�u�	�{	{	|uw
~�{	��wx	�		�{�tw�	�t		�w�{	�u�t�	~x��		x�	t	�	{�ttwv�x	�	~�uwx	���t	~xwtt		�	{xu�~x{	xx	{�ttwv�xw�~
�	~��w	u~�	u�	tuvw!�	��~�t��w��	{	|uw	�x{�~x��w�	�t�	�	x�	{�	�{����t	�ux��~{�w����w�t	��	~��	
u~	t	~xwtt	x��wx�	�~xw�	�	x	xt�x�u�~	�u~�	u��u�|u�	tt	~	��wx�����x����~�t	�u	�w�{	�u�v�w����
x�����u�~	�����	��v	�x���t		�w�{	�u����u�x�ux	�{	���w��~��~�u����~�	�wx�ux�~x|u	����w�t	t��{�~�vw	��u~w��t�x	u���xw|u	t���|u	t��w��	~��x�wx�����	{x�	���t	��	x�u��tuvw~	u��w�	���u�
x�ux	�t	��w��	�|uw~	��~x�����}���
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�

�~x��u�	���	�u{�u��tu��	��x�wt���~�t	�tw��	�����xw|u	����	�	v�t	t	�tw��	��	����	�����*�
����xw	�����&���ut	���xw{t	��	t��~{�{t��	�w��~w�	���tw���uvw!�	�����xw|u	�	x{��

����u��w!�	�	xt	�x��{	��	��w�x�|uw��w�	~x+x�	wvv��w�x	v	~x~	xx���	��
����!�	����t	{x�w{wx�

�x�xw|u	�u�t	��t�v	~x���xw|u	���~��u��~x���	{u~	��v�	��w���~	�wx���xw�u~	���xw	�	t�
��u��w!�	���u�t	��t�v	~x��ux�	�|u	t	����	�u�	xt	�t�v	���~�	ux�u��wt	�~	xx��	���	{u~���w	�
��xw|u	�uvw�w����	{�	t��{�x�~	�	x��u�	t��t{��t���

	�.�� E;��>?�����=��>�;���=><<>

�	�{��wx��t��	����	u�vw��w��	~x�u��~xu~vwtw	u�v�tw�{�x	u����~�t��w�w�~t��tu��wv�t	��	u�	~x+x�	{�~�w����	��u��w~x�	�u	�	t�tuvw!�	���������	�~x{�vv	u~	�u{{	��w�~�	vw��w���w���{x�~xt�
tuvw!�	�	t�v+v		���~��~�uw��~xt���xw{t	�	����	t~w��~��w���**���~�	ux��w�|u	{	��w���{xw�~�
�u{{	��w�	�wv���	~xu~		��v	�		�w�{	�u�wx��u��w	~|u	~�u��tt�~���{�w�	��w~�wx�u�t	�t��	���u
��	�|u	����~~	~xtw	u�{	�	~�	�		�w�{	�u�

5���-#�	2-��	-�

���w�x�w�uxw�~��u��w	~~	��w~x	~�wx��	~{�����~~�	�{�tw~��w|u	��	�x��~~�		~	�~{xw�~�	t��uw���~{	
x�x�t	P0

�	~��xx��u	�w�{	�u���


I(r, z) =
2P0

πw2
e

−2r2

w2 �$t	���w�x�	�x ������

w2(z) = w2
0

[
1 +

(
λz

πw2
0

)2
]
z→+∞−→

(
λz

πw0

)2 ������

��	�
	�����������def
= 10 log10(Pinitiale/Pfinale) 

�������
����������P = UI�����
����= 20 log10(I1/I2)�
����
����

I2 = 1�
0����	
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�	���w�x����	ux+x�	v	�u��	~�{�u��~x�t		�w�{	�u���u~	t�v	�	����w�v�~x�	�u�u~	�t�xw~	�	x��~�t�xw�~sw{��(��~x��t	�
�u�~�z 	�x���~�

t		�w�{	�u	�x��~{��������u~{�~	���~�t	θ = λ
πw0
��~��wx��~{|u	t	�	�w�{	�u�

�	~�	~x�u��w�w	~{�v�x	�	t��w���{xw�~��u~	�~�	�t�~	���u~x��u�	x�wtt		~�w��~w0
|uw�w���{x	

�	t�~θ = 1, 22 λ
w0

��
�

�~���~wx��u�	~xt�t�~�u	u��	���t	w��zR {�vv	�x�~x
t��w�x�~{	�u�t�|u	tt	t	���w�x�	�xvutxw�tw�

���√2 


zR
def
=

πw2
0

λ
�~�	�	~�{�v�x	t��u��w|u	�tu�w0

	�x�	xwx�tu�ZR 	�x�	x
wx	x�tu�t		�w�{	�u�w�	��	�wx	�

�
	��#��	-	

��	���	��w�~�u{��v��t	{x��v��~�xw|u	

E(r, z) =
√

2I(r, z)/(cε0)e
i

[
k
(
z− r2

2R(z)

)
−arctan

(
λz

πw2
0

)
−ωt

]

�	�v	x�	v�~x�	�|u	t	��|uw����	���~x�	����!�	��	����~�R(z) = z

[
1 +

(
πw2

0
λz

)2
]
��t	�x�t���~�xu�	t

|u�u~	{��wx�t��	����~x�	�vw��w�������w|u	�{�~�	��	�~x���u���wx	�t��w���{xw�~���~~	tw	u�{	�	~�	
�		�w�{	�u��t�����	�	��~x+x�	t�v+v	�u�t��u�	�{	�uvw��w���t	�ux���wtt	u��x	~w�{�v�x	�	{	x	�	x
�wt��~�	uxw~ 	{x	������	v	~xu~t��	��
�w�~�t�~�|u	t��~�	x��u�	t��|u�xw�~��u~	�~�	�����w|u	�w�	��	~x	���	{�	��	xwx��~�t	��ux�u��	
t��w�	{xw�~�	�������xw�~�	~��	~�~xu~����~�	{�u��u�	{�v�t	�	q ���~wx���1

q
def
= 1

R − i λ
πw2
���u�

z � zR
�~���	�|u	u~	�~�	�����w|u	{	~x��		~O�

����,�	������
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s1
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m
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w02

w01
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1− s1/f
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w0 =
2λf
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u~x��u�	�w�v!x�	πw0
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�u	�wx�	t��w�	��	~{	θ‖ 6= θperp
���w�t���u�	%�����	�����t		�w�{	�u�	��w��	�t��	�u~		�w�

{�ttwv�x���	�x	ttw�xw|u	��~uxwtw�	��u�	~xu~	��w�	�	��w�v	���u�vutxw�tw	�����	u�t	�	xwx��	�	t�	ttw��	���	��v	�	�	�w�{	�u��u�w!�	�	v�t	+x�	u~����v!x�	���	��	~�w�t	��~�t	��s���{	t���u���wx
�����!�����~�	~�����%�	��tw|u	�t	�{���{x��w�xw|u	��	��w���	~x���s����	���t	v�~�	���vv	��	�|u	x�u�t	��t�v	~x���xw|u	�{	���w�v	���~xx��wx����~xw�	�	x�	x��~x�t�{���t��~�t	
�	}�	��x	���u���wx	�t	��	�x	����tuvw!�	��t��w��	����tt!t	v	~x�u�t�~��w~{w�	~{	~	�u�wx�u{u~	
���	�w�~��	�~�xw�~��x�~xwv���x�~x	�~�u�t	�����	t�~���w~�w|u	t	�	��vut	��	��	�~	t��u�t���u�	����
����	t�~�|u	{	{w�	ux��	��tw|u	����t		�wx|u	t�tuvw!�	x��~�vw�		�wx��{wtt	�t	��t	{x��~��u
v�x��w�u�	t�~(Et)‖�

��u�����~��w	~|u�u~�w��t	~	����~~	�����~�t��w�	{xw�~�	��~��	����~�t	�	
}�	��x	�	�x��~{�xx	w~x��u�θt + θr = π/2�
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�	�vw��w����~x�	ux+x�	�tu��	~�w�t	�|u	t	��ux�	��t�v	~x���xw|u	��u~	x���	��x	�uw���~{	�{���	
���	�	v�t	���u~	x���	��x		�{�tw��xw�~�|uw�w�|u	�	t	�	~��vv��	����{��u���	��~��wx	�	�u{�u�
�	����t!v	�	~~	xx���~x���utw!�	v	~xt	���xw|u	��t	����xw	�{�~x�vw~�	�������	~xt	����~~	v	~x����u����~��u|u	t�tuvw!�	��t��w��	s �w�	���x����~�t	v	~x�u�t�~��w~{w�	~{	�	�xvw	u�����{�w	�	tt	
{��	��~{	~��~���tv�w~��	����t!v	�	�u�{��u�	�
�	vutxw�t	�x��	��	vw��w��	�w�x	~x���u�~�x�	���x�~�u�uxwtw��~����	�w��	�vw��w���	{�u�	�x�
���tuvw~wuv�|uw�	~��w	~x	~�w��~90��	t�tuvw!�	��~�x�uxt	�w�w�t		xv+v	��u�x�ux	�t	�t�~�u	u��
���~�	�	~x�	0, 2 − 10~v�

�	xx		�w�t	���	{x�~{	~�u�	�wx���	��	�t	�vw��w���	{�u�	�x������	~x|uw
�	~��w	~x98��	t�tuvw!�		~x�	0, 4− 20~v�u	~{��	

t	�vw��w���	{�u�	�x�����|uw	~��w	~x99�	~x�	
0, 7− 14~v�

�	�vw��w����~xx�!��	~�w�t	��t������w�~�{�	�x��u�|u�wwt���~x��u�	~x�	{�u�	�x���u~	�~	
{�u{�	���x	{x�w{	��	�tu�wt�~��~x���u~	x�!���~~	x	~u	�u�u�t��	�w~x	~�	��~���w�	���	�w����w��	v	wtt	u�	����	{x�~{	�����	�	v�t	��u�x�ux	t���xw|u	�u��s���t	�	�w�{	�u�
x���	��	~x��!���u~	�w~�x�w~	���t�v	~x��wt	�x~�{	���w�	�	�	~��	t	��	�x	�~��tw�	��t	����u�{	�{��
���{w�|u	��wt{�~�w	~x��uxwtw�	��	�vw��w���	{�u�	�x���u~	��u�tu�w	u���{�u{�	��w�t	{x�w|u	��w	~{��w�w	��
�	�{�u{�	��~x�	����w��	u��{�t{ut�	���~|u	{��|u	���	�w�~w~x	�	!�	�		���~{�~�x�u{xw�	�w�	�|u	
{��|u	���w��	u��	{�v���x	{�vv	u~	t�v	λ/4��	{t����	�w�~w��u	�	t�{�u{�	���{��	~x	
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�����~�	�	~t�~�u	u����~�	��	��~~	���	�w�~	�x��~{	�w�t	�v�w��~��xw	~x�w~�w�	�vw��w���tu����w�x�~x��t������w�~	x��~{�	�u��	�	�w	�u���w	u�		x|uw�~xu~	���	{x�~{	��u��~x�xx	w~��		�{wt	v	~x

99, 5
���u�u~	t�~�u	u����~�	���	��	�vw��w���w�t	{x�w|u	���~x��w�	vv	~x�tu�{�	��|u	t	�vw��w��

v�x�ttw|u	��
�t	�xwv���x�~x�	~�x	�|u	t	�{���{x��w�xw|u	��	�vw��w���|u�wt���w	~x�w�t	{x�w|u	��uv�x�ttw|u	��
���	~�	~x�	t��~�t	��w~{w�	~{		x�	t���t��w��xw�~�t���t��w��xw�~s 	xx�u �u��vw	u�����{�w	|u	t�p��
�	��	ut�{���$wt~�������	{��~�	v	~x�	��t��w��xw�~��~xt�w~{w�	~{	~��v�t		xt	�{���$t�tuvw!�	
	�x��t��w��	s �up���u�uxwtw��~��u��w�	���w�v	�����	�w�~x�x�t	���~�t	t��	��{�t���~x|u	~�u����~���x�wtt�	~
�	{xw�~%�"��������~x��		�xt�x�!���~~	x	~u	�u�u��
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vut	���"~�u��wx|u	t�~�u�	tt		�{�t	f ���w�	1/f = 1/f1 + 1/f2 − d/(f1f2)�
�w~�w��u�d = f1 + f2��~�f =∞ 	u~	�w�{	�u{�ttwv�x��	����xw��{�ttwv�x�����xu�	�	t�	��vut	���%~�u��wx|u	t�x�wtt		�x

vutxw�tw�	���f2/f1���vv	sin θ 6= θ�
wt	�w�x	�	�{���	{xw�~��t�������wv�xw�~�	��u�������	�u�t�����x�!�	�	�	xwx�

�~�t	�����	t�	���	���xw�~�����	�	v�t	
�tu�t	�����~�����	~xt�w~�u{	~x�	�	t�t	~xwtt	�tu�wt��		�{�tw�	~x��!���	t�{��	�utw	u��u~��w~x�u	��	�u~	x�{�	�	x�wtt	

≈ 0, 067D3/f2 ����*�

�	x	�	x����	t���	���xw�~�����w|u	�	�x�w�{wt	��u���wv	��ux�	v	~x|u�	~�{�	x�~x�	�t	~xwtt	������(
�w|u	��w�	���~xt	����~�	{�u��u�	{��~�	��	{t��w�x�~{	�t���	��	x	�	x	�x	~��~���tx�!�	�w�t	�~�u�
~	~�u�	~����{{u��~������	v+v	�t	���x!v	�	ux�	v�t	����w��	u���w~x�	�{�u��w���	~x��u~�u�t����w��~x�t		xt��ux�	��u�t��	�xw{�t	�{	x	�	x���	t���xw�v�xw�v		�xtuw�u��w	�w�t	��	��ux�	�	�	x�
{�vv	t�{�v��t�{�u��u�	�u{��v��t��w�x���w�~�ut���	���xw�~{���v�xw|u	�t�w~�w{	n ���	~��~x�	t�t�~�u	u����~�	t	������w�x���	t�t	~xwtt	��~x�w���	~x	���u��w���	~x	�t�~�u	u�����~�	����~x�u��w
	�w�t	��s	~xw�~~�~��u��wt��w���{xw�~|uw{��	u~	x�{�	��w�|u	���w����	x�wtt	≈ 2, 44λf/D�{	x	

�	x�
�� ��x���w�	~{�v�x	��u�t���xw|u	��u��w	~~	��~�	ux���	�w�{���w�	�{	���	�ux�	~uxwtw��~x�	�t	~xwtt	��		��v	�����x�	���%$d%&'+dd%$!d9&�p(&o%r%
9o%pd9�9p%*(i*#%ldq+&�&+�w�	�t��$t		��	�	�xt	�tu�t�w~���~x�	x�!���~�{�v���vw���~�	ux�u��w
{�v�w~	��	u�t	~xwtt	��t�u~	{�~�	��	~x	�t��ux�	�w�	��	~x	�{��t	u����	���xw�~���~x��u�	~x������	���
��w~�w{	��w���	~x���	�{�t{ut�������u��	��|u�xw�~��ux��	�	���*��	�v	xx	~x���	�	v�t	�	v�~x�	�
|u	t	v	wtt	u���	�v	���~�	�������w���~x"	�w�	�xt	{�u�t��	��u~	t	~xwtt	�w�	��	~x	�t�~({�~{��	�	�{�t	−f���	{u~	t	~xwtt	{�~�	��	~x�t�~({�~�	�	�	�{�t	4f���~{�~�utx	��t�{�x�t��u	s	tt	���w�x��u�x�u�t	���x�wt����u�~�x�	���x~�u�uxwtw��~�x�u �u��t	�tu��wv�t	��	u�t	~xwtt	��t�~{�~�	�	����u		~{������	�(
��xw�~�x��������~x	����x�~��u��w|u��utw	u�	���w�v	��~�v������	u���~uxwtw�	���	�w��	u�t	~xwtt	�
{�tw~��w|u	��

���tu���x�	��u����x���u�t	���xw|u	���~x	���w|u���ut�����x�w�	�v�~x���u��	�xw�	�	~t�wx�~�
	tt	�(v+v	����	�����	��w��u��	��w	��{�tt���t�{��~�twx	�u�t�x��t		~v����	��	v����		�x
�wv�t	v	~x�����u�u~	x��t	�	{�u�	�x	�	v�u��	��	~�	v�x	t���	{�v�w~����u���wx	�t	��w���xw�~���	xx	w��t�xw�~�u�xt���	v	~x��u�~�x�		����w	~{	�

	�.�. �>����>���?;�=�>���>�?>�?;�>��>�;��;��=�>�
�	��	u��t�v	~x���~x������u�t�uxwtw��xw�~�	t��w��	�w~�	~{	��	�{�w�x�u��~x�	������w�x�����~w(
��x���w	����	�	v�t	t�w~�w{	���	~���w�	vv	~x�	t���	�u���	�u{�w�x�ttw~��w{	tuw({w	�x~�~{u�w|u	��
��tuvw!�	��	t�~|u�	tt		�x��t��w��	�	t�~u~��	�uu~�ux�	�	���t�{	���u~	{	�x�w~	�wx	��	���~�t	�{�w�x�u��$�	u��w�	{xw�~���~x�	v�t��t	��{�w�x�u�u~w��	�{�vv	t��t�{	�t	|u��x��ut�{�t{wx	��~
���t	��u~��	t	~x	x��u~��	���w�		x��u~w~�w{	���w~�w�	no 	x�

�u~w~�w{		�x�����w~�w�	ne
�t	�tu�

���~��x�~x�	t�~t���	t	~x	xt��ux�	�	t�~t���	���w�	��

�-	,��-	�-���2�����-	

�	��������		~x�	u~	tuvw!�	�	������	�~x�	t�~t���	t	~x	x�	t�~t���	���w�		�x��u�u~	t�v	
�����w��	u�d 


∆ϕ =
2π

λ0
d[no(λ)− ne(λ)]

����&�

�~uxwtw�	��u�	~x�	�t�v	��	vw(�~�	���	t�	��u��wt�v	λ/2�w~x���uw��~xu~��������	∆ϕ = π[2π]��	tt	({w�	�v	x�	x�u�~	�t���t��w��xw�~���	��vut	z��v�~x�		~	�	x
)q)&%d)i+�"%+&p+f%&'%!(d9"+$#%d+&#9+"%i%&'$%d(&)&9&�d%θ 9o%p
dq9r%"9!+f%$("'f%d9d9i%λ/2 !(

d9"+$#d+&#9+"%i%&'$%d(&)&9&�d%−θ��~uxwtw�	�u��w��u�	~x�	�t�v	�|u��x���~�	���	t�	��u��wt�v	λ/4 �	��������	∆ϕ = π/2[π]�
�	tt	

{w�	�v	x�	����	���u~	��t��w��xw�~tw~��w�	�u~	��t��w��xw�~{w�{ut�w�	���	��vut	z��v�~x�		~	�	x

)q)&%d)i+�"%+&p+f%&'%!(d9"+$#%d+&#9+"%i%&'$%d(&)&9&�d%45◦ 9o%p)&9r%$("'f%d9d9i%λ/2 !(d9"+$#
p+"p)d9+"%i%&'�
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�~x��u�	t	���	��	�t�v	�	~uxwtw��~x{	������w�x��	x	~uxwtw��~xu~��t��w�	u��
��	��vut	���&�v�~x�	|u�u~	t�v	�	vw(�~�	��u�u~	t�~�u	u����~�	λ0

~	t�	�x�����u�u~	
t�~�u	u����~�	�w���	~x	���u���wx	��	����w�xw�~�x�����ux�t	���	{t�t�~�u	u����~�	wt	�ux|u	d ��wx	�w�t	����~���t	�t���fq("f"%�9+*d%��tu����{w��v	~x�w��~�t�	�	v�t	��u~	t�v	�	vw(�~�	∆ϕ = π+2kπ
�~���t	������	k��~uxwtw�	��u�	~x�uvw{�{��t	�t�~�	{tw���		�xt	�t�~�	t���	��xw|u	��w�	{xw�~�$t	��x�v	�
��~x����~�����v�x�w|u	v	~x��{	t���wx	�����w��{�u�	�t	{�w�x�t�	t�~u~��	�w���	~x�	��~�t�~�	
{tw���	�{�vv	��u�t�{�t{wx	��s	~xw�~~�~�|u	�u�{�x{��u�u�t��xw|u	��	v��tt��	�	�tw�u~~�v��	
{�~�	~��t	�		�w��u�	u�(v+v	���~x�	��x�u{xu�	�|uw�~x�x��xw��	��	t�~u~	t�~�u	u��	tt	���~x��~{
�~w��x���	�	x	�u�~w��	~x�w~�w�	�t�v	��	x����x�w{	��	u{�!�	��	|u�twx���xw|u		�w�t	�
5��-��,��
-��-�#�,���	-��

�	��wx	��	��	�������xw�~�u	�w�{	�u���w~�w�		x�u	�w�{	�u	�x�����w~�w�	�x�~x�w���	~x	��t	�
�~�t	��	���	�w�~x�x�t	��~x�w���	~x���~�	uxuxwtw�	�{		�wx��u�{�~�x�uw�	�	�{u�	���t��w�	u����~
�	~�w~�	��	�wt��	u�	~x�	�v	xx�	�	v�t�~�	��	u�	�w�{	�u��	��t��w��xw�~���x����~�t	���	u�uxwtw��xw�~
	�x���uv�	�u�t���u�	%�"�$t��~��wx|u�wt�x��~�v	xx	~xt���t��w��xw�~���w��~x�t		x����{�w��	~xt�
��t��w��xw�~�	�xw{�t	��t	�w�x	�u��w�	�{u�	�v�t�~�	u����u	~w~�	��	������x	u��|uw~	���	~�	~x����	t���t��w��xw�~�
~�u�~	t	����~����uxwtw����

�	���t��	�	�w~x	~�wx���	��w���	~x�	�w�{	�u��u�w!�	��	�	{xu	��
{	�{	�{u�	����{������u~	t�v	
λ/2 �	�v	xx�~x�	{��w�w�t	������x	~x�	��t��w��xw�~����w��~x�t		x�	�xw{�t	�

�-	#�,���	-��	

�	���t��w�	u��	~��t���!�~	��~xuxwtw���|u	��u�x	�x	��t��wt���w�	v	~xu~	��t��w��xw�~���u�
~	t	�uxwtw��~�����u�~��v�~x��	�{��wt���t��w�	~xv�t��t���~x	��v���	v�t�{ut	��������{���u�	��
{�tt�	���~�u~�t��xw|u	�	x�tw�~�	���~�u~	�w�	{xw�~���tuvw!�	��t��w��	��~�{	xx	�w�	{xw�~	�wx�w��	�
{	�v�t�{ut	��	tt		�x��~{�������	�v�w�v�t��t��ux�	��t��w��xw�~~	�	ux	�{wx	�t	�v�t�{ut	��	tt		�x
x��~�vw�	�

	�.�� �>�����?;�>���;����������=��>�
������#-
�~	{�t	�w����t	{x�w|u	{�tt�	�u�u~{�w�x�t��~!�	u~	�~�	utx����~��	����xw���u~��~���x	u����w�
���|u	~{	�		��|u	~{	νR.F.

{�v��w�		~x�	10 	x1000s��
��
��t�	����uwx��~�t	{�w�x�tu~	�w���xw�~

�{�u�xw|u	|u	t��~�	ux��w�{�vv	u~���	�u�	����		~v�u�	v	~x��~	�w�{	�utuvw~	u��	ux+x�	
�w���{x������{	���	�u����~��wx|u	t�{�~�wxw�~��u�|u	t	�w~x	�	��	~{	�����	~�~x�	��w���	~x	��~�	�
����{�w	����t	���	�u�	���w��	D ��w	~x~�~�	�x�u{x�w{	��|uw�	ux�u��w�	x��u�	����{�~�	���xw�~
���~	��w		x�	|u�~xwx��	v�u�	v	~x�u���x!v	���x�~����~�~�	�xt�{�~�wxw�~�wx	�	}����


2D sin θ = kλ
����#�

�$π/2 − θ 	�x
t��~�t	��w~{w�	~{		{	x	�	x	�x�u��w���	t��w�u�w�~}�wtt�uw~�u~�v�	{	tuw|uwt��

��{�u�	�x	~������	��{�t��		~	��|u	~{		�x��~{ν ′L = νL + kνR.F.��	����u
tx�x���~x���uv���u�t�
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6��,�	�����
���	�	xwx�~�t	�	���w�xw�~θ �x�~x|u��wv	~x������xw�~~	t�t�	��|u	~{	�	t��~�	�{�u�xw|u	�t	
v��ut�x	u��{�u�x�(��xw|u	�������	ux�	��w��	���	{x	u����u��~�t��	�u~	�~�	����

�����t��	�	t�w~x	~�wx��u	�w�{	�u�w���{x�|uw���w	{�vv	u~		�~{xw�~��	}	��	t�	~	�~{xw�~�	t��uw���~{	�{�u�xw|u	��u��uw���~{	�|u	t��~uxwtw�	�t�w~x	~�wx��w���{x�		�x������xw�~~	tt	�
t��uw���~{	�����≈ 1

����~�	uxuxwtw�	�t	�������u�v��ut	�t		�w�{	�u	~w~x	~�wx����u�t�uxwtw�	��~��u�x�ux��u�{�u�	�t	�	�w�{	�u���w~�w~�u��w�����~�u~�����u�t	x�� 	x�u	�w�{	�u
�	��v�	u��
�t 	�ux~�x	�|u	t�{�u�u�		�x��u�	~x���	�v�u��w�	��u�x�ux��	{t	�
������
�tx��	��~x��t��{wt�x���t�{�u�u�	�	t�����~�	�x������	�wx	���	xwt��x�u �u��u~�	u�u	�w�{	�u�w���{x�|uw
����	�

�����{�t	u�����		��|u	~{	���u�t�uxwtw��~���u���{�t	�t�	��|u	~{	�ut��	�v��x�	���~x�	t�w~ 	{x	�
��~�t	t��	�	�{t��	�

"��~�	ux�u��wt	�uxwtw�	�{�vv	�tx�	�	t�~�u	u����~�	tuvw~	u�	�
�	x	v���	v�~x�	�	�����	�x�	t�����	�	10~��t�	�{�{wx�	�x�	t�����	�	80��	t�~t	�{�~�x�u{(x	u���~�u���vv	�t	�tu���u�	~x���{�	�	50���~x��u�	��{�vv	x�u �u���	��	~�	w�~	v	~x�{�v�t�v	~x�w�	���~�t	�{�x�t��u	��	�	�u�~w��	u��
{�vv	��ux�v�x	�	x�ux�v�xw�v	����xx�
�������(��	���u�����x�t�	{�~�t��w	��

	�.�- @�<���?>�>?�=<�>��=�<
��vv	w~�w|u��u�t���u�	%�"�t	��	xwx	����	�w�~��u�t	���w�v	��	�v	xx	~x�����w�u~	���xw	�u	�w�{	�uv��x�	���u�uxwtw��~�{	����	�w�~���u�{�~x��t	�|u	t�w~ 	{xw�~	�~{xw�~~	{���	{x	v	~x�w�	�|u	t�	��|u	~{	�ut��	�v��x�		�xt�v+v	|u	{	tt	�ut��	�	�{t��	���	���~t��tu��wv�t	��u�t	��w���	�x
�	��t��	�t	{�u��~xI = I0 + δI(t) �	

t��w��		�{t��		x�	��w��|u	tv�v	~xt�	��|u	~{	�	t��w��	
���{��{�	����u�{	t�wt�u�x�	�	����	�t	����t����t	���������xw�~���u�u~	�v�twxu�	�	��t����		�w�t	wt��������xw�~{��t	t��	�	�xw~ 	{x�	x	�~{xw�~~	�t�t�~�u	u����~�	�ut��	�v��x�	���u�u~	
�v�twxu�	�tu�wv���x�~x	�t	t��	���{��{�	��~��wx�w	~�u�t	����t��������xw�~	~	�~{xw�~�	δI(t)��w�u�tw�����u~��{wtt��{��	�u~�t�x	�u�uw�w��u~��{��{�	v	~x��~�	ux�u��w{��~�	�t�	��|u	~{	�ut��	�v��x�		x��w��u�t�������xw�~�wt�	��|u	~{	�ut��	�	�{t��	�uwx	��~�~�x�	{�����w�t��	{xw�~��%�*�t	{��~�	v	~x�	t�~�u	u����~�	�ut��	�v��x�	{������t	v��ut�x	u��{�u�x�(��xw|u	���{{�v���~	
��u~	���w�xw�~���xw�t	�u	�w�{	�uv��x�	���u�~	��u��~���~{{��~�	�t�	��|u	~{	�	�tu��	50s��
��~�����w~ 	{x	���{	t��u�x��u���t��	�u~	�t��	�	δL �

tt�~x�	−Γ
�−10Γ�

��x�~�|u	��~�{	����t!v	
x	{�~w|u	wt	�x	~��~���t����w�t	�	{�~�	��	�u~	�t��	��w~ 	{xw�~�	�tu�w	u�������~	�~�t��	�tu��~	�	t�w~ 	{xw�~v�~x�	|u	t	������w�x���u	�w�{	�uv��x�	��~x�tu��uv�w~�
{�~�	���	����t		�w�{	�u	�{t��	��~���xw{utw	�t�t���	u��	��w	�~�t		�x�	t�����	�us����	t�����	
�	{	tt	�	t�	�{t��	��u u�|u��"	�w��tu���t���|u�	~	�~{xw�~~	v	~xtw��		tt		�{!�	{	xx	��t	u��
��~�~�x�	{��~�u����~�x��w���t	u���	I0 ��u�

t	�|u	tt	�wt��w~ 	{xw�~�{	t�~�u��	�v	x�����w�	�{wt	v	~xx��w���t	u����u�t��uw���~{	�	�	�w�{	�u�t��	���u�w!�	�

	�.�/ @>??�?>�>C���>?�
��~�	��u��w����uw�	t�w~x	~�wx��	�	�w�{	�u��~�u����~���x���u�u~	{	ttut	�	��{�	t����
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��u�t�w~�u	~{	��u~{��v��t	{x�w|u	E�t	�w�~���u~{�w�x�t���u�	~x�u��������� �uxwt	��u���u�t	�
�ux�w�t	�t	�	��|u	~{	�t��	���{�vv	v	~xw�~~�	~�	{xw�~%�"�����	���t�{	~x�{	|uw�	ux�����|u	�
u~	�w��	�w~�	~{	ne − no ∝ E�

�	t������	tt	t�	�	x��{�	t����{�~�x�~x	�	������xw�~~�twx�	�x���u��u
��������	3, 6 10−11v!x�	���tx����vv	~�u�t����~��� ��w�~�t��~�	ux�����|u	��	��w��	�w~�	~{	�����	��{xw�~�v�{�~w|u	��{�vv	
��u�t	{	tt����~	�����u~{��v��t	{x�w|u	�tw�~�~xt	�v�t�{ut	��w��t�w�	���u~	��tuxw�~�	�	x�	���$
ne − no ∝ E2

�����u~{��v�v��~�xw|u	ne − no ∝ B2
�	�	x��xx�~��	xs�ux�~��

��u�uxwtw��~�t�{	ttut		~x�	�	u���t��w�	u������	��w�w����	t�~t�v+v	�w�	{xw�~��~���tw|u	u~
{��v�E0

�u���~x��u�|u	t�{	ttut	 �u	t	��t	��u~	t�v	λ/2|uw	���	x�u�~	�t���t��w��xw�~�	90◦ {	
|uw�	�v	x�	�x���	�t�tuvw!�	��~�	ux�t���{��w�w�t���t	u��	E 	~x�	0 	xE0

��u����uw�	���t�~x�
t��uw���~{	x��~�vw�	�

�����~x��	�	{	�{	ttut	�	�xt	u�x�!����~�	���w�wx��wt�u�x|u	t��t	{x��~w|u	{�vv�~��~xt	{��v�
E ��uw�	���	t�����	�	10−10 ��|uw�	�v	x���	�	v�t	�	v��ut	����w�	v	~xu~	�w�{	�u�u�	��{t	~{�	�
u~	wv�ut�w�~t��	����u�~	t	�uxwtw��~����w{w�t	u��t	w~	{���{wx��

�
�
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	���� E��?;�>���=��>

�	���t��	�	�	�w�{	�u�t��	��	�w��	��		�x���	��wv�t	���{�~�x�u{xw�~�	t�	~{	w~x	�x�~x���	�
���{w�	�t	��w���w�	��		�w�{	�u��{	tuw�	t�~��	�x��x������{�w����	{�u�	~x�w	~��~�t	���wx��~
��~���t�~�u��tw�~�~�u~�������w��~x�t	~t		�w��~x����	��u{	~x�	�	�	�{	���xw|u	���uw���u����u�	�
u~	��~~	�u�	����wxw�~�~�u�tuw�u�	�����~�t		�w�{	�u{�~x�	(������	�~x�

��x	{�~w|u	�	�u�	����wxw�~�	�	u�	�w�{	�u�t��	�	�x�wv�t	
wt�u�x|u	t		�w�{	�u��tw�~	�����	
����	u��t�v	~x���xw|u	��vw��w������t��t	���~�u�	����	t	�	�w�{	�u���!��u��	vw	��t�v	~x��xw|u	
	~~	{��~�	�~xt	x�� 	x|u	�u	�w�{	�u��tw�~	���
{	�u�	u�w!v	�t�v	~x��xw|u	��~	�	{xu		~�uwx	t��u�	����wxw�~��!��u�	u�w!v	�t�v	~x	~x�u{��~x�u��	vw	���~�	ux	~�uwx	��~	�t	���t��		~
�	�����~x����~�	�w�x�~{	�wt��u�	����wxw�~	�x��~~	�

	���� �������
;���;�<��=��>
�����!�t�x����w	�t	��s����		��v	�u�����u{��v�v��~�xw|u		t�����wx��w	~xu~�	u�	�xu��	�
{	t�	xt	��s����		��v	��u~�	u�tu���������ux	u��	ux{��~�	�u~�	u�	t�~t�w~x	~�wx�t��	�	x
��~{���	��	�����t!v	�t����	{��~�	v	~xx	v����w�	�	�{�~�wxw�~��u��s�������	�	v�t	t���|u��~t	�		��w�wx�

�	�����u����w	~xv��~�xw|u		�xt�{�tw��������wv�xw�	v	~x�u��w~x�	{��w�	v	~x�	�	�w�{	�u�t��	���{��t	v�~x��	v�{�~w|u		�x���{w�	xt	��	u����w~	���~xw�	~xw|u	���t�u�x�	�w	~{�v�	~�	�t	�{��v��v��~�xw|u	������wx	����u�{	t��~{��~�	t	�{�u��~x���~�t	����w~	��	���~x�{�v�	~�	�
{	�{��v����u�|u	�t���|u	t��~{�u�	��ux�t	v	~xt	����w	~x�t	~u��	�	�wt�x	t	~x	v	~x	x�		���~
��v�x�w|u	��	xx	����		�x�{�vv	~�u�t����~��wx�u~	�v�t���	�|uw��wx{�~�	��	�t	��x�v	���!���u~	
�	{�~�	��t	�x���	����t	��	�	{xu	�{	���t��	��	{δL ≈ −5Γ �u	~���u

w��~xt�w~x	~�wx�t��	���u���wx	�
|u	t�	��{	���w�xw�	~	��wxx���wv���x�~x		x|u�u~	t��!�	�w���	~{	�	�uw���~{		~x�	�	u�	�w�{	�u�
{�~x�	(������	�~xv��|u	t�	�	x|u	t��~{�	�{�	����	��	��

	���) E��?;�>�<;?

�	���t��	�~�t�		�wx	~�	x�u{��~xt��tw�~	v	~x�	�	�w�{	�u��u�w!�		xt	����w~	��	{�v�	~��xw�~
�u{��v�v��~�xw|u	���~�����w�u~~�v��	v��wvuv���x�v	�	xu~		��v	��	u��!������w|u	��~
�	ux�u��w���w�	�t	���t��w��xw�~�	xt��uw���~{	�	{��|u		�w�{	�u�
�.�����������
��
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��	��v		�x{�~x��t�	���u~	{�v���������������	(��u�t	��	�w{	��	~�w�t	�t��u��	�{	~{	�u
�w!�	�w�	��t�t�~�u	u����~�	852~v��	xx	{�v�����	�u��	wtt�~{	�	v����w~�vu~w	��u~x�t��� 	{xw	�	�wxt�wv��	�u�w!�	�wv��		~�uwx	�	x��~�vw�	�u�u~�{��~�	{�~x��t	�

�
�
�������������	���������������

�	{�~{	�x�	��t��w��xw�~�	t�tuvw!�	�	ux�	{�v�tw|u	�t���|u	t��~{��~�	����	�	|u�~xw�{�xw�~�
�	��	vw	���	~�xu�	t	�x	~	�	x{	tuw��~~����t	�	~��	�������xw�~�u	�w�{	�utuvw~	u��v�w��t���|u	t��~	�x	~����	~{	��u~�ux�	��	~�xu�	t�{�vv	{	tuw��~~����u~{��v�v��~�xw|u	�wt	�ux{��w�w����u��tt�~�����~��	~�x�vv	~x�u����t!v	�������t����	�w�~�u�u~vw��w������	�	�������xw�~
{��~�	v�w����{	tuw��~~����t	{��v�v��~�xw|u	��xu�w�~�{	t��	�tu���!��

	�-�� C�?;�=�;�=�<���=�>���;��
>�σ±�
�	tw	~	~x�	σ± �w�	�u~	tuvw!�		~x���~�~x�t���|u�	tt		�x�������	�u~	x��~�wxw�~�uv�v	~x{w~�xw|u	
�	t����xw{ut	M → M ± 1

�	xt	{�x����wx�u��u{�	�	t��w���xw�~����~w	���t�~�x	����	"���
	�x���	�w�{��~�	�~x���~���{t�w�{w�t	�w��	�~�u��������~�t	��	u���v�~�x��xw�~��uw��~x	��u	�wx

)q%&p�(+$+$$9&'p(ii%9r%f%
)9&'+�p9'+(&dq9r%OZ f%!"(!9�9'+(&��&%(&f%p+"p)d9+"%�9)p�%9)&%�#d+p+'#�!"(e%p'+(&f%$(&$!+&$)"dq9r%f%!"(!9�9'+(&�+~�

ydd%+&f)+'f(&pf%$'"9&$+'+(&$M →M + 1 H
pq%$')&%(&f%9!!%d#%σ+��%i�i%!()"f"(+'%%'σ−�

�~��u���x��u�	�u~	x��w�w!v	��v�~�x��xw�~
��~���	��	����&���~{�~�w�!�	��~{u~	tuvw!�	��t��w��	���u{�	���	{t	�~�x�xw�~��	z��

~E(Z, t) = Re
{
Erade

i(kZ−ωLt)~eG

}
= (−Erad) cos(kZ − ωLt)~eX + (−Erad) cos(kZ − ωLt+ π/2)~eX

�������x	u��	��x�xw�~��~	�	{xu	u~	��x�xw�~�	���	���u~�~�t	θ t	t�~��	t���	�	�������xw�~
OZ�
��~�t	�~�u�	�u���	�X ′OY ′�	~uxwtw��~xz���~���w�	|u	~eG = eiθ

(
−~e

′
X+i~e′Y√

2

)
= eiθ~e′G�

�~
�	{�~~��xt�	��vut	�	{��~�	v	~x~e′G = e−iθMZ~eG

��	{MZ = 1 	x�~	~���u
wx	�{wt	v	~x|u	

t���tw{wx�	�x+~�
��s�v	~x��w~	�xw	�w~��w��	�	��	{�x���#�����xu�w�~�{t���w|u	v	~xt	v�u�	v	~x��u~	���xw{ut	�	{����	q �wxu�	��~�t	�t�~Z = 0 	x��uv

w�	
�t�tuvw!�	���{��	~x	��	xx	���xw{ut		�x��uvw�	�t�	��{	~F (t) = q ~E(t)�

��~�{	�t�~~E(t)
x�u�~	

��~�t	�	~�w~�	��	�	��w�uwtt	��u~	v�~x�	������!�t��	{xw�~����~�	xwx�	��w~�	~F (t) 	x~F (t+ dt)
v�~x�	|u	t����xw{ut	x�u�~	��	tt	�u��w��~�t	�	~�w~�	��	�	��w�uwtt	���u~	v�~x�	�|u	q ��wx���wxw	�u~���xw	���	v�v	~x{w~�xw|u	~Ω �	t����xw{ut		�x��~{�w�w���	t�~OZ��~	~���uwx|u	t	tuvw!�	�u�v	~x	MZ

	t���tw{wx�	�x��~{���wxw�	�

	�-�� E��>�=�<����<�=��=��
�xu�w�~����	�	v�t	t����	�w�~~��v�t	�u�u~vw��w����	~�~�t�	�	v�t	��u~vw��w�v�x�ttw|u	
�u�����{�~�u{x	u����	�wx��~�t	|u	tt	{��v�	�x~ut�t�w~x��w	u� ~Er + ~Ei = ~0�

�~��wx�w~�w|u	�u�t�
�u�	�{	�uvw��w���u�����	�Z = 0

�t	��	u�{��v��x�u�~	~x��~�t	v+v	�	~�	9!"�$"#�%r+(&dq9r%f%
!"(!9�9'+(&9n9&'p�9&�#�d9d)i+�"%"#�#p�+%$%"9!(d9"+$#%f"(+'%��9+$$+dq9r%f%!(d9"+$9'+(&%$'�9"f#
p(&$'9&'$%d(&OZ

d9d)i+�"%"%$'%σ+�
+
�%�
)q%dd%+&f)+"9'()e()"$f%$'"9&$+'+(&$M →M + 1��w~�w�wt���	�	|u�~xw�{�xw�~	�x��	����	�	v�t	��wt	�x������t	�	~��u{��v�v��~�xw|u	�{�vv	

��u�t	��s�����t�tuvw!�	����	����u~	��t��w��xw�~��u{�	�u~	��t��w��xw�~���wx	v�w��	�x	��σ+�

�
�
� ������	�������	����������

�	~�v��	���x�v	���~�t	�w!�		�x��x	�vw~����t	~�v��	�	���x�~��w�u�����~��u����	���(
���x	��t�x�!�	�	��w��	xxw���������*"��	x�t���xw{t	�	��x	{��������"�����~~�~�w{wt	����~�	�tw�~	�
�	�v	xx�~xu~	v	�u�		����wv	~x�t	�u~�v��	���x�v	��
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�	~�v��	�	���x�~��w�u������u~wx��	x	v������x�v		�x

Rphot. diff./s =
1

N

Γ

2

∫
d3~r

∑

MfM
′
f

nMf
(~r)

C2
MfM

′
f
Ω2

tot(~r)/2

δ2L + Γ2/4 + C2
MfM

′
f
Ω2

tot(~r)/2

������

�$CMfM
′
f

= 〈f, 1;Mf , q = M ′
f −Mf |F ′,M ′

f 〉
	�xt	{�	�{w	~x�	�t	��{������~�	t�x��~�wxw�~���w����

	�	v�t	t�	��vut	��%#�	xnMf
(~r) 	�x
t��	~�wx����x�v	���~�t	��u�(~w�	�uf = 4,Mf �

�	xx	�	�~w!�	
|u�~xwx�~��x�~x���{�~~u	�wt	�x�tu��wv�t	�������{�	�t�	��vut	���{��	~x	���

Rphot. diff./s ≈
Γ

2
(~r)

C2
1Ω2

tot(~r)/2

δ2L + Γ2/4 + C2
2Ω2

tot(~r)/2

������

�$C1
	xC2
��~x�	�{�	�{w	~x�	�	{xw	�����x	�	v��	~~	�	�{�	�{w	~x����{��	~x���w�	��	�v	�u�	��

��x�wtt�	���~�����~�	~�����%����~~	~xC2
2 ≈ 0, 73 ± 0, 14 	xC2

1 ≈ C2
2 (1± 0, 2) ��u�δL ∈ {−3Γ,−2Γ} 	x

I ∈ {2Isat, 4Isat}
��~����	tt	|u	Ω2

tot ≈ 5, 2Ω2
��

�t �u�x 	~�uwx	 �	 �	{u	wttw� {	����x�~� �u� u~	���x��w��	 {�tw���	��� w�	� ��~x t	 ������x
αphotod ={�u��~x

��uw���~{	tuvw~	u�	�	�u	�	~����xx��	�x{�~~u���u�{�~~��x�	t	~�v��	���x�v	���~	��v	t�wv��	�u�w!�	���u~	t	~xwtt	�{	|uw�	�v	x�	{�tt	{x	�t��u��	�{	~{	�vw�	���t	�w!�	��~�u~
�~�t	��tw�	�	ΩSolide�

�~	~���uwxt	~�v��	���x�v	����t�	��vut	

N =
{�u��~x�	�u���t����x��w��	

ΩSolide
4π Rphot. diff./s~ωLαphotod(1− fperte)

������

�$fperte
	�xt�	��{xw�~�	tuvw!�	�	��u	t����	t�x���	���	�	��u�t�x���	t����	u��	{��wuv��	t�t	~xwtt		x{��|uw	�x�	t�����	�	0, 1�

�	xx	v	�u�	�	ux+x�	���{w�	�vw	u�|u�u~	�{x	u��	u���!��
��x�~�|u	��u�u~~�v��	���x�v	��tu��	�x�	w~xt�{�tt	{xw�~�	t�tuvw!�	���u~	{�v���������
	�xv	wtt	u�	�{	tt	({w{�tt	{x�~xt�tuvw!�	�u��~x20v����~x�	�	�xwxu	�t�wv��	�

�
�
� ��������

�	��	~�~�t��xu�	�u����(����	�|uw���		~�	{xw�~"������	����v!x�	wv���x�~x�u����t!v		�xt�
������wtwx�p |u�u~�x�v	��~�t��x�x6s ��wx��~�t	~w�	�uf = 4�

��~�	{�~x��t	�{	xx	��t	u��~�� �ux	
��u�	~xu~	�w�{	�u�	��v�	u��~�~��u{��	~��~{	~x�	������~x�x���	��u~������~x�~�	ux�w~�w
���t	�t��uw���~{	��~v�~x�	|u	t���|u	p �wvw~u	�t��	~�wx�	xt�x	v����xu�	�u�v	~x	~x�w~�w|u	�
��~�u~	v�w~��	v	�u�	�t	~�v��	���x�v	��s�w��wp 	�xx���	�w�t	�{�vv	~�u�t����~��wx�t	��x�v	���u�	~xtw��	v	~x u�|u��t	u�������	��!��	t���~	��wtt�~x		t��	~�wx��wvw~u	�t���{��t�x�wtt	�u
�w!�	�����wx�

	���� E�;?=�;�=�<>��;��;��=��?=>������=��

���xu�	 t� �tu� ��u���	 �u� t	 ���� ������	{ t	 {��wuv	�x {	tt	 �	 ����~�	~�����%�
���~�	~�	x�t�����*��u~	�xu�	�	v�t��t	��x�	�	{xu�	�u�~�x�	v�~x��	����s�u��{����������

����,��-2���	���

�	{��wuv��{�u�	�	�����~�	�x�u{xu�	���	��~	����	|u	t|u	�����t!v	���	��x�v	�v	xx	~xx���
�	x	v���x�v�	���~�t	f = 3�

t���t	u���xwv�t	�p ≈ 0, 1�
���u���{�	�xp ≈ 0, 01

�	�x��~{�w�{wt	
��xx	w~��	��	�tu�t�tuvw!�	�u�	��v�	u�	�x�w�u��	���t	��x�v	��u�����	��t	{	~x�		xt	{	~x�	
~�	�x��~{������wv	~x~�w��
�
���	����	
	���������
��
�������	��������	���
��
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����tuxw�~{�~�w�x	�� �ux	�u~	�w�{	�ut��	����	t�����v�	u���u�	�{wtwx	�t����	�{wx�xw�~�u�
f = 3 	{�	�xu~	�w�{	�u���	��w�u�t�x��~�wxw�~f = 4 → f ′ = 3�

�w~�wt	��x�v	��~xu~	{��~{	�	�	
���	�{wx	��	��f = 3�

��~w~x	~�wx���	t�����	�	100µ��{v2
��w~�w|u	{	tt	�u�	��v�	u��	~�w��~�w�

	�w��u���w	u�	���~x���t�	���u����w�p ≈ 0, 1��t~�	�x��~{���~�{	���w�	��� �ux	�t		�w�{	�u�	��v�	u������~x�x���	��u~������u���u��w�
{��~�	�p�

	���� E�;?=�;�=�<>����=�><�;?>

�����
-

�	v�~x��		�x���uv��u�t���u�	%����t	�x���	����t	�		��v	�t�wv��	�u��w~x~�w��u{	~x�	�u
�w!�	��tux�x|u	�	�	ut	v	~x�t�|u	�t		�w�{	�u��~����wx	��	�����t!v	��	�w���{xw�~��t	�x��~{
~�{	���w�	|u	t	��	u��������w	~xt�v+v	t�~�u	u����u����~�	~	�	x{��w�w�		�w�	t�wv��		~x�wtt	
��	tt	��	{u~���x!v	�	t	~xwtt	v�~x�	~2f−2f �

w�	�x	t|u	t	��w~x	x��~wv��	��~x��������	t�t	~xwtt	
���u~	�w�x�~{	2f �

0�
,�
-
��x�	v�x���	�w�!�	u~�	u�	{	tt	�	����~�	~�����%���	���t��	�u����x�	��w~x~�w��	3, 5vv���t	u���xwv�t	�	t�~����~�	~�����%���	�w�v!x�	{�tt��u�u~	t�v	�	vw{���{��	�	tt	(v+v	v�~x�	
�u�u~	�t�xw~	�	x��~�t�xw�~��~�	��u��w�	�{wt	v	~x+x�	vw�	�u	~t	��		��	�	{xu		~x��w��x��	�


���~v	xt	����x��u{	~x�	�u	�w�{	�u�	��v�	u���
{	�t��t�xw~	�	x��~�t�xw�~��t~�����~{����x�u{�	��t��tw�~	v	~x�	�	�w�{	�u��	��v�	u���
���~��xu�	u~�	���	��u�	��v�	u��	x�~	�	{xu	u~	�	xwx	{���	{xw�~�ux�� 	x�u	�w�{	�u�	��v(
�	u�~�~{�u����
{	�u{u�	v�t�~�	u�	~t�	~����~x��~�t	��s����	���t��	�		�wx%&i+&+i+$9&'d9�)("%$p%&p%f)!+��%��~	�	xt		�w�{	�u	�x�w	~{	~x��t���|u	t	�xu�	�{	~x��t��u{��	�x�u
{	~x�	�u��s�����t���p 	�x

	�w�t		x�	�u{�u����x�v	���~x��~�f = 3 �$wt�~�������	~x�tu�
�	tuvw!�	�t��u��	�{	~{	�wvw~u	���u�{	t�wt	�x���	����t	�	x����wtt	���	{u~	�uw���~{	�	�	�w�{	�u��	�w��	��	x�!�wv���x�~x	�

���~�	v	xt	�	u�w!v	��	�u�	��v�	u�|u	t��~�!�t		~vw~wvw��~xt��u��	�{	~{	�

5��������	��	�-	
��u�~����~����v	�u��t��	~�wx�~w t�x	v����xu�	�s�w�����~�	~�����%��	�	{xu�u~	�xu�	
���x�v�xw|u	v�~x��~x|u	��u�p ≈ 0, 1�

t��	~�wx��u�v	~x	��u~	�{x	u����u��xx	w~��	|u��wv	~x
1012�x�v	��{v3 	t�x	v����xu�	�u�v	~x	�u��w��u~	�{x	u�����

���,��������2-	�-�#������-	���-�
���,-	
��vv	~�u�t����~��� ����{w����~�	ux�v�tw��	�{�~�w�����t	v	~xt	�{���{x��w�xw|u	�	~{��~�	�~x��u�|u	v	~xt	�{�~�wxw�~��u��s������	~�wx�~�����t	x	v�������tu	��t���|u	t�x	v����xu�	��w��	�m&!9$$%'n!+
)%i%&'f%$o9d%)"$I = Isat, δL = −2, 5Γ, b = 0, 15

G�i9)ro9d%)"$I = Isat/3, δL = −9Γ, b =
0, 3
G�i�

	���) @���><�<�;��=���>��f = 3
�

��u�~�x�		����w	~{	�	���x�����{w�xw�~�~�u��xw�~��t�	�w�w~x��	������u�v	~x	�t��	~�wx���u�
�{{���x�	t	�{�ttw�w�~�	��w�	�	x�~����w�|u	�	��x�v	���~�f = 3 ��u���u��w�{��w�w�~�x�	�x�x�	
�����x���~�u~����������~�����v�	u��~�u����~�	~�w��~60

����x�v	��	ut	v	~x��~�t	f = 3�
��
�	�������������
����
����
��	������	������	�������	��������	�������	�������	���nλ3

dB
���
	������
��	�������

�	�������������������nλ3
dB ≈ 2, 612

� 
��	�����
�������������	�������	�������	��������� 
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�~	v�x���	{t���w|u	��u����w��	��x�v	���~�t	~w�	�uf = 3 {�~�

w�x	�w~x	���v��	t		�w�{	�u�u
t��	�t	�	��v�	u��t	x	v���	����v���		�xu~�	uw~	��w	u��0, 5v��

���~	�wx{�vv	~�u�t����~��� �
���{w���~�u�~	{�u��~�����w	~t������twv	~x�~xt������u	�w�{	�u�	��v�	u���	x	v���	����v���	��w�w�t	�u�t��u��	�{	~{	�	�x�tux�x�	2, 5v���	xx	v�x���		�xx�!�	�{�{	����!�|u	t|u	�v�x�u�t	�
�x�v	���~x��~�t	~w�	�uf = 3�

�	xx	v�x���	����	~x	{	�	~��~x�	u�twvwx�xw�~�

�����	~�wx��wvw~u	�
�	x	v���	����v���	�x�~xt�~��t��	~�wx��t	x	v���	�wvw~u	�u~�	u��	�tu�t	��x�v	�
~��x�~x�tu��w�����wt�{�ux	~x��u�t�	�	x�	t�����wx���~�	ux�	v��w	��{	����t!v		~����v��~x
�tu��wx	�t��w�	��u~	�w�{	�u����v�	u��s�w�t	����t!v	�uw��~x�	�x	�

���	xx	v�x���	~	�	ux+x�		�xx	v����w�	�
�t�	ux+x�	wv���x�~x�	���x�����{w	�{�~�x�vv	~x��	{�	��x�v	���~�f = 3��

�~���{{uvut	�t	�
v�t�{ut	�	��w�	��w~�w	��v�	��u��~xu~x	v��t�~��
�	xx	v�x���	~�	�x��~{uxwtw��	|u	��u��	�	����w	~{	�~�{	��wx�~x���wv	~x100����x�v	���~�t	

f = 3�
�x�~xx�!��wv�t	�{	xx	v�x���		�x�u��wuxwtw��	��u�	�w�	�	�x	�x����w�	���	{�	��x�v	���~�t	f = 3�

���		���-2�2�#��#-���
��u����~� u�|u��v�w~x	~�~x�������u��wt	~{	t	���t��	�	�w~x	~�wx���u�	��v�	u�	x�u����v(

�	u�����u��wt	����t��	���~x	�	{xu���u�t	��w�~�u��	���x�����{w�xw�~��~��t	{xw�~~	u~	��w	�	
���x�����{w�xw�~���~x{�vv	�x�x�	�����xf = 3 	x�~��xwvw�	t	�w�~�t	~���t�~xt	��	u�w~x	~�wx����~{�v���		~�uwx	��	{u~	��w	���~x{�vv	�x�x�	�����xf = 4��	�ux	�x�	v��wvw�	�t���	vw!�	
	x�	vw~wvw�	�t��	{�~�	�

�	v	wtt	u����t��	{�~�w�x	����	��w�t	�	��v�	u���u�|u�wt~	�	��v�	����w	~��	�x��~�wxw�~�
f = 3 → f ′ = 4 	xf = 3 → f ′ = 3 ��~x

t	��tu�	������t	���u�|u	t��u��	�{	~{	��wxvw~wvuv���~�{	
{��t	��u{xu�xw�~��	t����	��w��	v	~x~	 �u	~x|u��u�	u�w!v	����	����	~�v��	���x�v	���~�f = 3
	�x��~{���	�{�~�x�~x��{	�x��	�~�	ux�u~�~� �ux	�t	����v�	u���w~x	~�wx�Idep ≈ Irep�

��~� �ux
�	v�~�	u~t��	��	�tu�v�w��v�tw��	��u~	�{x	u��	u�t��	~�wx���~���w�	�w~�w����w���!��	95�
���x�v	���~�f = 3 ��	{u~	��~~	�	~�wx��

�
���4�2-��#-//�
�~	�	�~w!�	w��	��u����w�{�~�x�vv	~x�	��x�v	���~�f = 3 	�x�	�	��	~��	t��xu�	�u��s���	x
�	{�	�{�	���wt	�x����w�t	�	�w��	�����xw��	t��x�xf = 3�

���	�	v�t		~{��w�w���~x{�vv	x��~�wxw�~
{�{t�~x	f = 3 → f ′ = 2 	x	~�	��v��~x�u�f = 4 → f ′ = 3����xu�	�	����t�{	v	~x��		v�~v�~x�	
|u�wt	�ux�t���w~�	��	�t	{��v�v��~�xw|u	�
��u����~��x��������w�	v	~x	�����{	xx	{�~��u��xw�~��w~�w|u	���ux�	���~��u{{!����~����w�
��	��tw{�xw�~��u�{	���~�v!~	�~�u�~����~������	tt	v	~x{�	�{���t	{�v��	~��	��w	~|u	{	t���wxw~x��	���~x{��li9p(&&9+$$9&p%"+%&&q9#'#!)*d+#$)"d%$)e%'����{��~x|u	t	�{���{x��w�xw|u	��	{	
�	~�	�	��s�����~xv�w~���~~	�|u	{	tt	�u��s���~��v�t��~	�	x�	x	tt	���s������	t�	��s����	x��	(���~x�x����tw��	����w����	�	v�t	t���xw{t	��{	~x
�	��w	~	x�t�����&��

��
����	
�����������	����������	�
����	�������
��
���������������	� ��������������	�������	����
Γ

�	���	
��
������
������
�����
����	��
�����τdep ≈ (∆/Γ+δL/Γ)2

(0,8I/Isat)Γ
��∆ = 2π × 251.10−6 �−1 
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�������
���vut	��	��	�~	t�	t�xw�	��t����	�w�~�wx�	u�	��	{������	~x�	�x{	tuw�	t��~�	w~{w�	~x	
�	������	�~x��~�t��w�ni ≈ 1 	x�	

t��~�	����{�w	�	������	�~x��~��u�	��	nt ≈ 1, 52�
��u����~��	

�tu�t��	t�xw�~�	�	�{��x	�ni sin θi = nt sin θt�
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�
�
� ����������	������������	�������������������
�
��	�����������
���
��
�������	�����������������������	�	

����� �<�������=�<

��x����w	�	�{�ttw�w�~� �	��w�	��u~�~���	{�x�u{xu�	w~x	�~		x���	t���	v	~x	~�~�	����(
xw	tt	�	�x���	t����		~��x�wt��~�t	���xw{t	��	��������*����	tv�~	x�t�����"���x��		x�t����##��
�t 	�xw~x��	���~x���xu�w	�t	�tw��	��	�z��{��w~���#&� {����#��	�s�xx�~�s���	����*%���
�	x
�	��w�wxw~�~��v�~��ww���#"�{����������w~�w|u	t	�x�!�	��	���w	t�	�	t���##�}���wv����&��	xt���(
xw{t	�	����	tv�~	x�t�����"����~~�x	���u�t�uxwtw��xw�~�	t�	��vut	*���|αi〉 = |1 : niliMliMsi; i〉A ⊗ |2 : n′il

′
iM

′
l iM

′
si; i

′〉B��	v
+v	

��u�|αf 〉��~~	��x��wx	�w{w{�v�t!x	v	~x|u	t	{��t	�tu��wv�t	�$t	��	u��x�v	���~x��~�t��x�x	�~��v	~x�t
6s�
t	�	��vut	��x�~x�tu��wv�t	�{���t���ji = si = 1/2 	xj′i = s′i = 1/2�~�u�

w~�w|u	��~�	~�uwx	{�vv	~x
	�	{xu	�t���~���tw��xw�~��~w�~��	��t	��w~~u{t��w�	�u���ux���u��tt�~�	~	�wxx��wx	�t	����t!v		~�tu�w	u���x��	��wt�	��x�u �u��x�!�uxwt	�	�	��	��	��t�
�	{xw�~*��


�����u�	�u~	���	�x�vw|u	�	tw�	�wv�t	v	~x�u�|αi〉��u�
t�|u	tt	���	t���	�x�ux		�~{xw�~���~�	

��tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	��
���{�w�	t	��|u�xw�~����w�t	�{�u�t�	��
���	��|u�xw�~�{�~xw	~���~x�	�x	�v	���w~x	��{xw�~�	~x�	t	��x�x��	t����	�x�vw|u	{��w�w	���vv	
~�u�~	{�~~�w���~�|u	t	�w~x	��{xw�~�	~x�	�x�x��u{������wt	�u�����x�wtt	�t	������	�	t����	
�x�vw|u	��$t	�{�ttw�w�~��	x��wx	~x	�{wt	v	~x��t����	v�t�{ut�w�	�$t	���x	~xw	t�	~{������	
�u~���~x{�~~u��

"��~		�w�{	�w~x	��{xw�~�{�~~u	��t	��|u�xw�~�{�u�t�	���~x{�~~u	��|Ψ〉 t�	�x��~{��~	~���uwxt	
{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�	|Ψ〉�	x��~{t	��v�twxu�	�ffi ��
{	�

t�	��vut	*���
����� ���=���>�>����;�=�<�����?�>�;���=��>���=><;�>�?�D
A
��u��tt�~���~�{	xx	��	vw!�	���xw	�	�x	�x�!���~���t��u�t��x��tw��	v	~x�	��|u�xw�~�{�u�t�	�
�x�vw|u	���	~�	�x|u	t����	�{�t{ut����{w�|u	~�u�{�~�w����~��	��x�v	���~�t��x�x6s�

5����2���-��	-�,-������	�-�����	�-

��	�~{xw�~Ψ �	
t��|u�xw�~*��	�x��tuxw�~�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	��x�xw�~~�w�	���u�{�~~�w���~�

x�ux	�{	���tuxw�~������!�t�	��vut	�����v�w�t	��|u�xw�~�{�u�t�	�	u�	~x�x��tw	�	~���	t����~x|Ψ〉 �u�t	��x�x��t	{x��~w|u	������	��	t��}����~xt���~~	��v�x�w	v�t�{ut�w�	�	x��~{u~��	�	|u�~xw�{�xw�~
x�u�~�~x��{w�t	����t!v	�	�{�ttw�w�~�	�xu~����t!v	�$t	��x�x��x�vw|u	���~x�����������������x�u~��	�	|u�~xw�{�xw�~��	����	�	v�t	��~~����~ki, ~kf �u~eZ�	x~�~

t���	x�u�~�~x��w�w�����ez
�

�&%



�&* �������� �����
��������������
������

w~x	��x�vw|u	��t	�x��~{���	����t	�	����u��	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���u�t	��vwtx�~w	~��u|u	t�~
�� �ux	t	�x	�v	��	t�xw�w�x	��H(RNpol

CMN) ��
�~w���t	��|u�xw�~���*	x����|uw	�x���~w��~�u~�	�!�	��	�

��u�{	t��{��w�~��u�{	|u	~�u���w�~�	�wx�t��	{xw�~�������t~�u�	�uxu~	���	{�v�t!x	���x�x�
Ψel(R,~ri)

�t	{x��~w|u	���u����	t���	�Ψ(R,~ri, spins)��t�	v�t	~�xu�	t��uxwtw�	�t����	

|Ψel
γ,ML,MS

〉 def
= |γ, L, S,ML,MS ;R〉0 def

= |(nili)A(n′il
′
i)B ;L,ML, S,MS ,ML +MS ;R〉0

���~w	���t��	t�xw�~���#�	~uxwtw��~x�	�~�x�xw�~���	{�	���	���	��w�	�	~{��~�	�~xm ���M���$
γ = (nili)A(n′il

′
i)B�

5����2���-��	-�,-������	�-����������/����2������2����-��������	�-����,J
�~		�w�{��w�w	�t	�	�~{xw�~��t	{x��~w|u	�	~~ri�

wt	�ux�	�	�~{xw�~��	���	�	~θ, ϕ���u�{��w�w���~�
~�xu�	tt	v	~xt	�	�~{xw�~������	��u��vwtx�~w	~�	��x�xw�~�	�~���u�
Y`,M`

(R̂)��t	�x��w�	~x|u	t	�{�t{ut��	�wv�tw�	~x�w~�u�w~x���uw��~�	~�tu�J,MJ
	xt����wx�p�

�{��{	��~x
x�u �u���	��~�~�v��	�|u�~xw|u	���	v�v	~x{w~�xw|u	x�x�tJ ����~{�	v�t�{	�t	̀ �u���������	*�����u�t	�w~x���uw�	�wt�u�x��uxwtw�	�t����~wxw�~~j = ~L+ ~S �uw�~J = ~̀+~j�

��u�{	t��~���~wx��~{t����	
��x��~��v�t	�

|γJ,MJ
`,j ; ~R〉0 def

=


 ∑

ML,MS

C
jMj

LML;SMS
|γ, L, S,ML,MS ;R〉0




 ∑

M`,Mj

CJMJ
jMj ,`M`

Y`,M`
(R̂)


 �����

�$~�u����~�{��~���	~�x�xw�~�	~~�x�~xγJ,MJ

`,j
��u�γ, `; j;J,MJ �

��u���u��~����w��w���	t���	�|Ψ〉�
�u�{	xx	���	|uw�	v�t	�w	~����x�	�u����t!v	�

3��-,�##-�-��2-	��������	2���2-	���-��-��	-�����	�-���-���-�,-���-��������	�-����,
��u���u��~��~�t	v	~x�{�w�	��~��v	x��~���v�~�x��xw�~|u	t	����	����~w	�{w(�	��u���~x{�v(

�t!x	��x�ux		�~{xw�~Ψ(~R,~ri, spins) ��u�
t�	��v	�{	��~xt	�v+v	�~�x�xw�~�|u	�sw	�	x�t�����*�����


Ψ(~R,~ri, spins) =
∑

J,MJ ,p

∑

γ,`,j

|γJ,MJ

`,j ; ~R〉0G0J,MJ ,p
γ`,j

(R)/R
�����

�������-2-	�	������	���#,�-	#���H(RNpol

CMN)

�	�	�~{xw�~����w�t	����w�	~xu~	���w	���|u�xw�~�{�u�t�	�|u	t��~�x��twx��u~	v�~w!�	�~�t��u	�
�t��|u�xw�~�����v�w�	~uxwtw��~xt��{�wxu�	�	H(RNpol

CMN) 	�u|u	t �~�� �ux	t	�x	�v	��	t�xw�w�x	�
Hrel�~�x�vv	~xt	x	�v	�	��w~(���wx		������	�t	{x��~w|u	~��x�~x�tu����	�����	�u��vwtx�~w	~
�t	{x��~w|u	��~��xw	~x��~~	�����	���γJ,MJ

`,j 6= γ′
J ′,M ′

J
`′,j′

�


[
− ~2

2µ

∂2

∂R2
+

~2`(`+ 1)

2µR2
− Etot

]
G0J,MJ ,p

γ`,j
(R) = −

∑

γ′
J′,M′

J
`′,j′

[
C0cin(1)

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′
(R)+

�����

C0cin(2)

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′
(R) + T 0eeN

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′
(R) +H0,relel,BO

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′
(R) + V 0el,BO

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′
(R)

]
G0J,MJ ,p

γ′`′,j′
(R)

�	��������	
�����	�	
����������������������������	��
���	
	���
�������������
�
	�	��
����� �� �������	
����
��������	�������
� .����������
���������	�������	������
��
������
��	�����	
0〈γJ,MJ

`,j |������
�
������������
��������
	������


~ri, θ
��ϕ 



�����
���������������������������
���������
�����������������������
����
�

�$����	�	v�t	V 0el,BO

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′
(R)

def
= 0〈γJ,MJ

`,j ; ~R|Hel,BO|γ′J
′,M ′

J
`′,j′ ; ~R〉0~ri,θ,ϕ�J

�x�~xu~��~~�v��	|u�~xw|u	�

�~�	���wx��w��������x�	δJJ ′δMJM
′
J
�

�~�	v��|u	|u�wt~�����w�	vv	~x�tu��	{�u�t��	���w�tw�{���~�{��w�w�	���	t���	�t�	�~{xw�~
���~�	�u��	��x�x������	��	~̀2 	x��~{�	Hrot�

��		�
-2-,���	-�����	�-",���	-��,���,���-
�x�~x��~~�|u	~�u�{�~~�w���~�t	�{�u��	��	��x	~xw	tv�t�{ut�w�	��wt	�x~�{	���w�	�	�	tw	�t	��x�x�
�x�vw|u	��u��x�x�v�t�{ut�w�	���~���	�	v�t	�	{�t{ut	�t	x	�v	V 0el,BO

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′
(R)�

��w��	 �	 ���	 	�x ��uxwtw�	� t� 	��vut	 ���� �	 ��x�xw�~ �	� ��	�� �~ t�w~�	��	 	~ uxwtw(
��~x�
�����t��w{�	x�t����#��"���*��


|(nili)A(n′il
′
i)B ;L,ML, S,MS ,ML +MS , R〉0 =

∑

mLmS

D∗,L
MLml

(ϕ, θ, 0)D∗,S
MSmS

(ϕ, θ, 0) × ���"�

|(nili)A(n′il
′
i)B ;L,mL, S,mS ,Ω = mL +mS ;R〉0

��uxt	x����wt|uw�	�x	�w�	��	tw	�{	x�x�x�u��x�x�v�t�{ut�w�	��	t��}�
∣∣∣2S+1Λ±

Ω,ω′ (nl + nl′);R
〉 ��x�

	�	{xu�	~�	{xw�~��"t����	t��xu�	�	���v�x�w	��

����) @;��;��=��?=>��>��>��;���>��;<�?���;�6s

�	x��wx	v	~x���{��	~x	�x���	���~���t������~��u{�����x�v	���~�t��x�x6s�{	t��wv�tw�	��t	�	��vut	��	~	�	x~L = ~0 	x��~{~j = ~S���u�x��u��~���
{	�u�	��vut	����%	x����


|(6s)A(6s)B ;L = 0,mL = 0, S,mS ,Ω = mS;R〉0 =
∣∣∣2S+1Σ+

mS ,ω′=(−1)S (6s + 6s);R
〉0

{	|uw�	�v	x�	���{�w�	t�	��vut	��"��u�t�	��v	�	{�	�{��	


|γ, L = 0, S,ML = 0,MS ;R〉0 =
���%�

|(6s)A(6s)B ;L = 0,ML = 0, S,MS ,MS ;R〉0 =
∑

mS

D∗,S
MSmS

(R̂)
∣∣∣2S+1Σ+

mS ,ω′=(−1)S (6s+ 6s);R
〉0

�{wR̂ = (ϕ, θ, 0) 	x~�~�{�vv	��u�Y`,M`
(R̂)�R̂ = (θ, ϕ)�

5�,��,2��-��-2-���#,�
-�,-������	�-
���~x�	{�~{tu�	�wt	�ux������~{�w��	t�	�����~x0 {��~�u�{�~~�w���~�t	�����w	��{�u��	��	t��}��
w�	�

∣∣∣2S+1Σ+
mS ,ω′=(−1)S (6s+ 6s);R

〉
�

�t�u�x��uxwtw�	�t��	v��|u		�wx	�u���������	��"�%���u���w�|u�	~���~w���~x

|γ, L = 0, S,ML = 0,MS ;R〉 def
= |(6s)A(6s)B ;L = 0,ML = 0, S,MS ,MS ;R〉

���t��|u�xw�~�~�t��u	�t��|u�xw�~��%�v�w���~�t�	�����~x����	{	x�x�x	�x�	tw��u����w��x�x�	t��}��	xx	~���u�R → +∞ �	��t��x�x�x�vw|u	��utu|γ,ML = 0,MS ;R〉0 = |(6s)A(6s)B ;L = 0,ML =
0, S,MS ,MS ;R〉0��w~�wx�ux	�t	�	��vut	�{w(�	��u��~�x�vv	~xt	��|u�xw�~����	x������~x��t��t	�	~
�u���wv�~xt	�	�����~x��������x�ux��	��~x{	�~�u�	tt	�	��vut	�|u	~�u�uxwtw�	��~����t��uwx	�
��� 	�	v�t	 t	 ~�u�	�u x	�v	 ���~� t� ~�u�	tt	 �|u�xw�~���� 	�x V el,BO

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′

(R)
def
=

〈γJ,MJ
`,j ; ~R|Hel,BO|γ′J

′,M ′
J

`′,j′ ; ~R〉~ri,θ,ϕ�
wt	�xv�w~x	~�~x	�{wt	v	~x{�t{ut��t	��
{	�u�	���	��w�~����	x��%�



�&# �������� �����
��������������
������

��u���x	~�~������	t�~�|u	~L = ~0 	x��~{~S = ~j
�

V el,BO

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′

(R) =
∑

MSM`M
′
SM

′
`

CJMJ
jMj ,`M`

C
J ′M ′

J

j′M ′
j ,`

′M ′
`
×

���*�

∑

mS ,m′
S

∫
sin θ dθ dϕDS

MSmS
(R̂)D∗,S′

M ′
Sm

′
S
(R̂)Y ∗

`,M`
(R̂)Y`′,M ′

`
(R̂)×

〈
2S+1Σ+

mS ,ω′=(−1)S (6s + 6s);R
∣∣∣Hel,BO

∣∣∣2S′+1Σ+
m′

S ,ω
′=(−1)S′ (6s + 6s);R

〉
~ri

���	�~w!�	w~x����t		~~ri 	�x
t��tu��wv�t	�{�t{ut	�{��t	��x�x���~x�	��x�x������	��	t����(

��x	u� Hel,BO� t�w~x����t	��ux ��~{ δmS ,m
′
S
δS,S′Eel,BO∣∣∣∣2S+1Σ+

mS,ω′=(−1)S
(6s+6s);R

〉 |u	t��~~�x	��u� �wv(

�tw�	� Eel,BO
S,mS
� ��u� t	� x	�v	� �	t�xw�w�x	� ��~x w~{tu� ��~� Hrel� �~�	ux ��~{ {��w�w� t	� �x�x�

∣∣∣2S+1Σ+
mS ,ω′=(−1)S (6s + 6s);R

〉
�u{�����{�vv	�	��x�x��u��vwtx�~w	~~�~�	t�xw�w�x	���wt��~xx�u �u��

t���~~	twvwx	���v�x�xw|u	��wt����~{u~	����~��	�{	~{		~ms�
�~~�x	��~{Eel,BO

S = Eel,BO
S,mS
�

�~uxwtw�	t	�	��vut	����%	x*�#��u��	tw	�t	����v�~w|u	������w|u	���	�v�x�w{	��	��x�xw�~		~
{��w�~xt���v�~�x��xw�~�	����	tv�~	x�t�����"����&���~x��u�	�

√
(2`+ 1)(2`′ + 1)

4π

∫
sin θ dθ dϕDS

MSmS
(R̂)D∗,S′

M ′
Sm

′
S
(R̂)D`

M`0
(R̂)D∗,`′

M ′
`0

(R̂) =
���&�

√
(2`+ 1)(2`′ + 1)

∑

QMQmQm
′
Q

1

2Q+ 1
C
QMQ

SMS ,`M`
C
QmQ

SmS ,`0
C
QMQ

S′M ′
S ,`

′M ′
`
C
Qm′

Q

S′m′
S ,`

′0

��u�t�w���~�t��|u�xw�~��u�{	xx		��v	�v+v	�wm′
Q = mQ = mS

�{��~�u�~�u��	��w��~��tu�x����	
{	xx		��v	��~���t	�
��u�{�~{tu�	�wt�u�x�	�	{�u�t	�t	���v��t	��	�t	��{�(�����~	~uxwtw��~x�u{{	��w�	v	~xt	�	��(
vut	�#�&�%��#�&���	x#�&�"��	�
�����t��w{�	x�t����#�����u�x��u�	��~�t	v	~x


V el,BO

γ
J,MJ
`,j ;γ′

J′,M′
J

`′,j′

(R) = δJJ ′δMJM
′
J
δ``′δjj′E

el,BO
S (R)

���#�

�	x	�v	�	{�u�t��	�t	{x��~w|u		�x�u�	v	~x�w���~�t�{��~�u����~��	�tu�γ = (6s)A(6s)B = γ′�
�	{�t{ut�	�x	�v	�{w~�xw|u	���	t�xw�w�x	�	x{����	�	{xu	�		���~x�ux�	�wx�~�t��u	�
M`,ML,MS

�uMj
~	 �u	~x�tu��u{u~��t	��w{	~�	�x��~�t�~��v�tw��xw�~�	�	�~{xw�~�G�{�vv	

~�u��tt�~�t	���w�	�x�ux�	�uwx	�

����, E���?��=�<�>����;�=�<�����?�>�>�;��?=���>�>�=���=�<����?>�;���>�6s�
�
	������	#���,-	����-	2��	,�����6s

��u��tt�~��wv�tw�	�t	x��wx	v	~x	~~��tw�	�~xt	�x	�v	��	{�u�t��	�{w~�xw|u	���	t�xw�w�x	��|uw��~x	�w�t	���u�t	��x�x��	tw���t�twvwx	6s + 6s
�	x{���~�t�	���	��w�~�����w~�w��
{	�t�	���	��w�~��#�

~�u�~����~�|u	�	�x	�v	��w���~�u��{	�	�v	x�	���{�w�	t	��|u�xw�~�{�u�t�	�������u�t�	��v	
{�v�t!x	v	~x��{�u�t�	

[
− ~2

2µ

d2

dR2
+

~2`(`+ 1)

2µR2
+ Eel,BO

S (R)− Etot

]
GJ,MJ ,p
γ`,j

(R) = 0
�����

�
����
��
��
���������	�����������������������������������������������������������	���
�	�������������������	
�������������������
�����������	�������	�	���� ��	����� 


�����	���������	���	���	��������������������
��	������	�������
	�������������	����������
����������
�����
� ������ �������� �������		
��	��
�����	� ������ 
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7����,�	��������2��	�����������#���-�-���	��#����	�-
�t~�u�	�ux�����	~x{�v���	��t�	��v	���vx�xw|u	*����$|αi〉 = |1 : 6sjiMji〉A ⊗ |2 : 6sj′iMj′i

〉B 	
x

γ = (6s)A(6s)B
��~x�����γ ~�	�x��~{�tu�u~����v!x�	�u�t	|u	twt	�ux��vv	�����u�{�~~�w���~����
{	�t�	��vut	��%*�t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�	�	�~{xw�~����w�t	���tuxw�~�

�	�����~��w~��w��~x�	t�	��vut	*��&	x�	*��"��~wv���	x�ux�	�uwx	�	v�~w!�	��xu{w	u�	t	{�	�{w	~x
�	~��v�tw��xw�~


GJ,MJ ,p
γ`,j

(R)
R→+∞≈


 ∑

M̃jM̃`

C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

CJMJ

jM̃j,`M̃`
Y ∗
`M̃`

(k̂i)


× ������

4πA

2ikE

[
eikERS`γj ,γj

(E)− (−1)`e−ikER
]

�$S`γj ,γj
(E)

def
= δS` (E) ���	~�u~w|u	v	~x�	` 	xS

�
�
��w��~�|u	{	{��w��	~��v�tw��xw�~	�xt	��~�w�	�|u�wt�	�v	x�����w�	��u~		��vut	�	v�t��t	�

t�	��vut	*����t�u�x��uxwtw�	�t	�	���	��w�~����	x�����u�x��u�	�t�twvwx	���v�x�xw|u	�	|Ψ〉 


|Ψ〉 R→+∞≈ A4π
∑

`,M`,M̃`

Y`,M`
(R̂)Y ∗

`M̃`
(k̂i)

∑

j,Mj ,M̃j

C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

|γ, L, S,ML,MS ;R〉 ×
������

∑

J,MJ

CJMJ
jMj,`M`

CJMJ

jM̃j,`M̃`

1

2ikER

[
eikER(S`γj ,γj

(E)− 1 + 1)− (−1)`e−ikER
]

�~uxwtw��~x�
�����t��w{�	x�t����#��#�&�����~x��u�	

∑

J,MJ

CJMJ
jMj ,`M`

CJMJ

jM̃j ,`M̃`
= δMj ,M̃j

δM`,M̃`

������

�����~wxw�~�	�{�	�{w	~x��	�t	��{�(�����~	xt	��	t�xw�~���#	x�����	�v	xx	~x�	v�~x�	�t��	t�xw�~
∑

jMj

C
jMj

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

|γ, L, S = j,ML,MS ;R〉 = |αi〉e,sym ������

��u�{	t�wt	�ux��	~��		~{�v�x	t		�wx|u	t	��t	{x��~�1 	x2 ��~x�	�		�vw�~�w~�w�{	�~��t	�	x�	���~w�
|αi〉���|αi〉e,sym def

= A|αi〉��	t��	�v	x���{�w�	�~�t	v	~x


|Ψ〉 R→+∞≈ A4π
∑

`,M`

Y`,M`
(R̂)Y ∗

`M`
(k̂i)

1

2ikER

[
(eikER − (−1)`e−ikER)|αi〉e,sym +

����"�

∑

jM̃j

eikER(S`γj ,γj
(E) − 1)C

jM̃j

siMsi
,s′i,Ms′

i

|γ, L, S,ML,MS ;R〉
]

R→+∞≈ A

[
ei
~ki
~R|αi〉e,sym +

eikER

R

∑

`

(2`+ 1)P`(cos θ)×
����%�

∑

j,M̃j

S`γj ,γj
(E) − 1

2ikE
C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

|γ, L, S = j,ML,MS = M̃j ;R〉
]

�$~�u����~�uxwtw��t	� 	��vut	�*��*	x *���� ��	�x t�	��vut	 ���	� 	�{x	u���	����	���!��
�	��������*� �������u����~��xx	w~x~�x�	�ux�t�	�~{xw�~	�x�{�wx	��u�t�	��v	��utu	�{	tt	�	t�	��vut	*���
�
���	���������������������������������������
�	����������	���	��
����� ���M̃j = Mji

= Msi
+ Ms′

i

��

M̃` = M`i
= MJ − (Msi

+Ms′
i
) ���

�	�����	
��
����������
�����	����������	����������	����� 
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����. E���?��=�<�>����;�=�<�����?�>�>�;��?=���>�>�=���=�<�
�	�	~�~�u~w~�x�~x�u�t�	���~�	����u��	t	��|u�xw�~�{�u�t�	����u��tt�~�w~�w|u	��u{{w~{x	v	~xt�
��v��{�			�	{xu�	��~�t	{����~���t	�v	~�~x�t���x	�vw~�xw�~�	�{�v���x	v	~x����v�x�xw|u	�
�	�	�~{xw�~����w�t	�G�	xt����u{xw�~�	��	{xw�~�	�{�{	��	�w�u�w�~�

�������-�������-,,-
�~����~xβ = γ`,j

�w~�w{	�	tw�~	�	xβ′ = γ′`′,j′
�w~�w{	�	{�t�~~	��t	��|u�xw�~�{�u�t�	���u�t	

�	{x	u�{�t�~~	
(
ḠJ,MJ ,p(R)

)

β

def
= GJ,MJ ,p

β (R) �	u�	~x�	���{�w�	��u�	��v	v�x�w{w	tt	�t�	�����~x̄���w�~	
t	�v�x�w{	����	�	{�~�v	v��	�	t��|u�xw�~����	ux��w~x	����x	�{�vv	t�{�v����~x	β ��u~����uwx
v�x�w{w	t��~�{�wx�t���


([
− ~2

2µ

∂2

∂R2
+
`(`+ 1)

2µR2
− Etot

]
ḠJ,MJ ,p(R) = C̄†ḠJ,MJ ,p(R)

)

β

�$̀ = `β
	�xt	` {�~x	~u��~�β���v�x�w{	C̄ 	�xt���vv	�	x�u�t	�x	�v	��	{�u�t��	�
{w~�xw|u	��

�	t�xw�w�x	���t	{x��~w|u	�	x{	~x�w	u�	��t�u�x�	����u��	{	xx	�|u�xw�~����	�	v�t		~�w���~�tw��~xC̄†�

5��#���-�-���	��#����	�-

�	��|u�xw�~��x�~x�	��|u�xw�~�tw~��w�	���~�	uxx��wx	�{	xx	�|u�xw�~	��v	tt	v	~x{�vv	t��|u�(
xw�~*�����~���xw{utw	�t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�	���wvwt�w�	�*��"���{�v����w��~��	{t	{�v(
���x	v	~x�xx	~�u��~~����t�	��vut	*���	�v	xx���	x��u�	�t	���~�	�{x	u���	~��v�tw��xw�~�	x	~�~t	�ffi���u�t	���x�wt��	{	�{�t{ut���~x	�	{xu����~�t���xw{t	{�v�t	x�	����	tv�~	x�t�����"���|uw��x�wtt	
	~���xw{utw	�t		�wx|u�wt����wt��~wv���	ḠJ,MJ ,p(R = 0) = 0

�
N �	{x	u��ḠJ,MJ ,p(R)

	��v�~xu~���x!v	
�	��tuxw�~�w~���	~��~x	�	t	u�{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�	�v	x�	���~w��|u	tt	��w	�	������x	
{��{u~	x�	���~w�t�v�x�w{	K ����u~		��vut	�	v�t��t	�*����	�~	~���uwx	~�uwx	t�v�x�w{	
S

����~w	���u~		��vut	�	v�t��t	�*��"����t�	��vut	S = (1 + iK)/(1 − iK)�
�~��u����u��w

{�~�utx	����w	��w{�����#�"�����
��u����~�	�	{xu�u~{�t{ut�	{	x��	���	{N = 3 ��w	����w�t�~�x	#���	�#��

����� �<�������=�<�;��=�>�>���=<�<��?�;=�>�
��u��tt�~�w~x���uw�	t	��w~~u{t��w�		~�uw��~xt	�~�x�xw�~�	xt	���v�~�x��xw�~�	�wx	�	~�	{(
xw�~��������~~	x��wx	���t��x�u{xu�	���	��~	�v�w�wt	�uxx�ux�	v+v	�	���~w�t��x�xw~wxw�t|αi〉���
|αi〉 = |1 : 6sjiM̃j; iMi〉A|2 : 6sj′iMj′i

; i′M ′
i〉B�
	x��~{|αi〉e,sym = A|1 : 6sjiM̃j ; iMi〉A|2 : 6sj′iMj′i

; i′M ′
i〉B�
�~

����	tt	|u	A ~���wx|u	�u�t	��t	{x��~�1 	x2��t	�uxt��u��w�	��	~��	t	�{�t{ut�	~�	���~w���~xt����	w~wxw�t	�t�	��vut	�����wx+x�	{��~��		~

|γJ,MJ ,I,MI
`,j ; ~R〉 def

= |γJ,MJ
`,j ; ~R〉|IMI〉

����*�

��u����{�w��~���~{t	���	t���	v	~x����	|Ψ〉 {�vv	

|Ψ〉 =
∑

I,J,MJ

∑

γ,`,j

|γJ,MJ ,I,MIi
`,j ; ~R〉GJ,MJ ,I,MIi

γ`,j (R)/R
����&�

�	{�t{ut��*{�~xw	~x	~�tu�u~	�{x	u�〈IMI |I ′M ′
I〉�|u
w��~~	t�~�u�	tt		��vut	�	v�t���~x��#


V el,BO

γ
J,MJ ,I,MI
`,j ;γ′

J′,M′
J

,I′,M′
I

`′,j′

(R) = δII′δMIM ′
I
δJJ ′δMJM ′

J
δ``′δjj′E

el,BO
S (R)

����#�
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�

�	��|u�xw�~����w�t	���~x��~{t	�v+v	�	t	�	�~w	���w~x�����u��		�xt�~��v�tw��xw�~���~�u�	tt	
~��v�tw��xw�~�v	~�~x�u��~{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�w�	��u~�u�	�u|αi〉e,sym

���	�w	~x

GJ,MJ ,I,MI
γ`,j

(R)
R→+∞≈


 ∑

M̃`M̃j

C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

CJMJ

jM̃j,`M̃`
Y ∗
`M̃`

(k̂i)


× ������

[
C
IMIi

iMi,i′M ′
i

] 4πA

2ikE

[
eikERS`γj ,γj

(E) − (−1)`e−ikER
]

�w~�wMI
	�x��~{����t���t	u�MI = MIi

def
= Mi +Mi′�

��u��wv�tw�	� 	~��w����{�wxt	x	�v	CIMIi

iMi,i′M ′
i

��u�t�	��v	∑
M̃I

CIM̃I

iMi,i′M ′
i

�{��w{w{	~�	�x���uxwt	~w�wv�tw�{�x	u�{��I ~�	�x{�u�t���w	~�
�~�uw��~x{	|uw	ux	�wx�t��uwx	�	t�	��vut	������~��wx|u	t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�	

|Ψ〉 	�x

|Ψ〉 R→+∞≈ A

[
ei
~ki
~R|αi〉e,sym +

eikER

R
×

∑

M̃si ,M̃s′
i

������

∑

`

(2`+ 1)P`(cos θ)
∑

j

S`γj ,γj
(E)− 1

2ikE
C
jMji

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

C
j̃Mji

1/2,M̃si ;1/2,M̃s′
i

︸ ︷︷ ︸
f|αi〉e,sym,|α̃i〉e,sym (kE ,θ)

A|1 : nsM̃siMi〉A|2 : nsM̃s′i
M ′
i〉B
]

�$~�u����~�uxwtw��|γ, L = 0, S,ML = 0,MS ;R〉 = A∑M̃si ,M̃s′
i

C
S=ji,MS=M̃ji

s̃i=1/2,M̃si ;s̃
′
i=1/2,M̃s′

i

|1 : nsMsi〉A|2 :

nsMs′i
〉B�

����- ��=?=�;�=�<�>?;������=>PN

��u�x����wtt�~���	{�	�~���u�|uw��~x�	�		�vw�~��Z wv��w���wt	�ux��~{|u	t�	�~{xw�~���~�	x�x�t	��t	{x��~w|u	��w���xw�~���x�xw�~���wx�~xw��v�x�w|u	��u�t��	�vux�xw�~PN �	�~���u��

1�-�2-PN 	��,�#����-�,-������	�-
��u�{�~~�w���~�t��{xw�~�	PN �u�t	�v�x�w{	��	��x�xw�~��
{	�u�	��vut	����%����%	x�t��	t�xw�~

PN = Iorb,NP spins;N����{xw�~�	t��	�vux�xw�~�	�~���u��u�|γ,ML = 0,MS ;R〉 ��	�	{xu	�t���	�{wt	v	~x
	~uxwtw��~xt	�	��vut	���%�����	x����	�~��xw	~x�	~{��~�	�~xms

	~−ms
��~�t���vv	�

PN|γ,ML = 0,MS ;R〉|IMI〉 =
∑

mS

(−1)SD∗,S
MS−mS

(R̂)ω′(−1)S × ������

∣∣∣2S+1Σ+
−mS ,ω′=(−1)S (6s+ 6s);R

〉
(−1)i+i

′−I |IMI〉

= ω′(−1)i+i
′−I |γ,ML = 0,MS ;R〉|IMI〉

1�-�2-PN 	��,�������������,-
��u�����~�|u	PN ~���wx����u�t	�	�~{xw�~����w�t	�G��t�u�x��~{�	�	����	���~�{xw�~�u�

|γJ,MJ

`,j ; ~R〉 ��
{	�t����~wxw�~�����~uxwtw��~xt	��	t�xw�~����%	x*�#��~x��u�	t�	��vut	wv���x�~x	


PNY`,M`
(R̂) = (−1)`Y`,M`

(R̂)
�~uxwtw��~xt	��	t�xw�~��������*	x������~	~���uwx


PN|γJ,MJ ,I,MI
`,j ; ~R〉 = ω′(−1)i+i

′−I |γ,ML,MS ;R〉


|IMI〉

∑

M`,Mj

CJMJ
jMj ,`M`

(−1)`Y`,M`
(R̂)




= (−1)`+S+i+i′−I |γJ,MJ ,I,MI
`,j ; ~R〉 ������
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�$~�u����~�uxwtw��ω′ = (−1)S ��~�
t��	�~w!�		��vut	��~�	x��u�	�w	~t�	��vut	�	��������*��"���

��-�-���-,-	��2-	#����-,,-	-�,-		#��	
���~���u���~x�	�		�vw�~��wt~�u�	�ux��~{�~xw��v�x�w�	�t	�	�~{xw�~����~�	���u~		��vut	�u
x��	*����

|γJ,MJ ,I,MI
`,j ; ~R〉N,sym

def
= Cnorm

[
|γJ,MJ ,I,MI
`,j ; ~R〉 − PN|γJ,MJ ,I,MI

`,j ; ~R〉
] ������

��u�|u	{	x�x�x~	��wx���~ut�wt	�x~�{	���w�	�����w�(−1)`+S+i+i′−I = −1 	x�
t���Cnorm = 1/2 	xt	��x�x�|γJ,MJ ,I,MI

`,j ; ~R〉 ��~x�� �t	���~��x�x������	��wt~�	�x���~�{	���w�	�	�	��	~��	t�x����w	��~
{�~{tu�w�~~�u����w��~��t�	��vut	��������*��"*���u�i = i′ = 7/2�

`+ S + I est ��w� ����"�

����/ �>��=�<>��;�>>�;��?=���>�>�=���=�<�E������>��;?��?�
�t	�ux	~{��	���{w�	�u~��w~x�t�	��v	���v�x�xw|u	*����u������	|Ψ〉~�	�x�tu���~~	�wt	�ux	~	�	x
�u��w�~xw��v�x�w�	����������x�u�~���u�|αi〉e,sym 	x|αf 〉e,sym��t	�ux��~{���{�w�	t	���	t���	v	~x���
�	|Ψ〉 ��u�t�	��v	

|Ψ〉 =
∑

I,J,MJ ,p

∑

γ,`,j

1

2

[
|γJ,MJ ,I,MIi
`,j ; ~R〉 − PN|γJ,MJ ,I,MIi

`,j ; ~R〉
]

︸ ︷︷ ︸
|γ

J,MJ ,I,MIi
`,j ;~R〉N,sym

G
J,MJ ,I,MIi
γ`,j (R)/R

����%�

��u����~��u��
{	�����|u	|γJ,MJ ,I,MIi
`,j ; ~R〉N,sym = |γJ,MJ ,I,MIi

`,j ; ~R〉 ���u	��u�` + S + I
wv��w��$

	tt		�x~utt	�	t	��|u�xw�~�{�u�t�	��	��~x��~{t	�v+v	�����uv�~�w{w~�x�	x����wt�~�u��{�w��~�t	�	��vut	���������|uw�	�w	~~	~x�	~uxwt��~x�����w{w


0 =

[
− ~2

2µ

d2

dR2
+

~2`(`+ 1)

2µR2
+ Eel,BO

S=j (R)− Etot

]
G
J,MJ ,I,MIi
γ`,j (R)

����*�

G
J,MJ ,I,MIi
γ`,j (R)

R→+∞≈


 ∑

M̃`M̃j

C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

CJMJ

jM̃j ,`M̃`
C
IMIi

iMi,i′M ′
i


× ����&�

Y ∗
`M̃`

(k̂i)
4πA

2ikE

[
eikERS`γj ,γj

(E)− (−1)`e−ikER
]

��ux{�vv		~�	{xw�~*���*�~�u���ut�~�x����wtt	���	{�	�	�~{xw�~�~��v�tw��	�	~�~	��w	���u�
uxwtw�	��~��w~�wt�~�x�xw�~��������{�	��	t�	��vut	��~���w~*��"�


AJ,MJ ,I
j,` (i, E)

def
=

∑

M̃`M̃j

[
C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

CJMJ

jM̃j,`M̃`
C
IMIi

iMi,i′M ′
i

]
Y ∗
`M̃`

(k̂i)
4πAi`

kE

√
π~2kE

2µ
eiδ

γj ;γj
` (E) ����#�

|uw�	�v	x��		���~�wvwt�w�	�t�	��vut	*��%��	~uxwtw��~xt�	��vut	���&��	���~w�t�	�~{xw�~~��v�tw��	
	~�~	��w	χJ,MJ ,I,MIi

γ`,j (R) ���


G
J,MJ ,I,MIi
γ`,j (R)

def
= AJ,MJ ,I

j,` (i, E)χ
J,MJ ,I,MIi
γ`,j (R)

������

χ
J,MJ ,I,MIi
γ`,j (R)

R→+∞≈
√

2µ

π~2kE

(−1)`i`

2i
e−iδ

γj ,γj
` (E)

[
eikERS`γj ,γj

(E) − (−1)`e−ikER
] ������

s�~x��~��	~�	�	~�~x�u{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�	|Ψ〉�|u	t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	��~~����t	�	���	��w�~����&	x����	�xt	��~��	tuw({w	�x��~~����u~		��vut	���	{t	���w~�~u{t��w�	�	~
�tu���	v�t��t	�
1

2

[
G.11 + (−1)`+S+IG.11

]
������tu�xw�~�u��	vw	�x	�v	�		�wx{�vv	���{��	vv	~x	
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��~���twvw~	�t		�{x	u�(−1)` ��~�
t	�	u�w!v	x	�v	��~uxwtw�	Y`,M`

(−~R) = (−1)`Y`,M`
(~R) 	��u��twvw~	�

(−1)S �~ux
wtw�	t�	��vut	������~�t����tw{�xw�~�	������	v+v	��u�(−1)I �

�~���w�	�~�t	v	~x�t�
	��vut	�	v�t���~x����


|Ψ〉 R→+∞≈ A
1

2

[(
ei
~ki. ~R|αi〉e,sym + e−i

~ki. ~RPN|αi〉e,sym
)

+
eikER

R
×

∑

M̃si ,M̃s′
i

[ ������

f|αi〉e,sym,|α̃i〉e,sym(kE , θ)A|1 : nsM̃siMi〉A|2 : nsM̃s′i
M ′
i〉B + (−1)i+i

′+s+s′

f|αi〉e,sym,|α̃i〉e,sym(kE , π − θ)A|1 : nsM̃siMi〉B |2 : nsM̃s′i
M ′
i〉A
]

{�	�x t� 	��vut	 �	 ��������*� �}"�� t	 	�{x	u� 1/2 ����~x
wx t	 v+v	 �u�� {�vv	 t�w~(

�w|u	����	tv�~	x�t�����"����~���{�w��~xei~ki. ~R|αi〉e,sym ��u�t�	��v	Aei~ki. ~RB |1 : nsM̃s′i
M ′
i〉Be−i

~ki. ~RA |2 :

nsM̃siMi〉A
t	�	~�����w|u	�	�w	~x{t�w�
~�u�x��wx�~�t�{�ttw�w�~�	|Ms′i

M ′
i ;
~ki〉 ��	{|MsiMi;−~ki〉 |u

w

�	�w	~~	~x|M̃s′i
M ′
i ;
~kf 〉 	
x|M̃siMi;−~kf 〉 	~�u�~	��u��~���

w�	vv	~x����w�	|uw	�xA 	x|uw	�xB�
�~�	x��u�	w{wt		�wx|u�wt���	u�{�	vw~�|uww~x	�	!�	~x�|αi;~ki〉 → |αf ;~kf 〉 	x|αi;~ki〉 → |PNαf ;−~kf 〉�{��wt���~x����w|u	v	~xw�	~xw|u	���u��	����xw{ut	�w~�w�{	�~��t	���~�	x��u�	���t���t�	��vut	*��*��{�v���	���	{t�	��vut	*�"�


dσ|αi〉e,sym,|α̃i〉e,sym

dΩ
=
∣∣f|αi〉e,sym,|α̃i〉e,sym(kE , θ) + f|αi〉e,sym,|α̃i〉e,sym(kE , π − θ)

∣∣2 ������

|uw	�xt�	��vut	�	��������*���&��
������
�w��~�u~v�x�	t����wx���u���w�|u�	tt		�x�	tw�	�u��ux�	�~�v��	�|u�~xw|u	���t�u�x���	�	v�t	
�	�	��	~��	t	{�t{ut|u	~�u��	~�~��		�w�		x�	vutxw�tw	����Iorb,el |uw	�u�~wx������~wxw�~u~	�{x	u�
ω′ |uw��ux(−1)S�

��	{����	xIorb = PNP spins;nIorb,el �~x��u�	��~����	tt	|u	pspins;n = (−1)i+i
′−I�


Iorb|γJ,MJ

`,j ; ~R〉 = (−1)`|γJ,MJ

`,j ; ~R〉 ������

d9!9"+'#f%dq(&f%̀ %$'(−1)`�
��	�x�w	~t�	��vut	�	��������*���#��

����� ��<��;?=�;�=�<
��u����~�uxwtw���tu�w	u��	�w�t		�wx|u	~ji = ~si�{	|u

w�wv�tw��wxt	�{�t{ut���	�{�t{ut��~�t��u	�
�	u�	~x+x�	v	~����~�t	{����~���t�wt�~	��~x����tu��w�{wt	����	��vut	��%�	tw�~xt��x�x�x�vw|u	�t��x�x�	t��}�	~{�����	x��~{t�	��vut	��*��~x�	ut	v	~x�tu�t�u��	����	{���	�	v�t	�	���v��t	�
� �	v�w�t��w�{u��w�~|uw�uwx�	�x	���	�wx	v	~x��t��t	��	x��wx	v	~x��~���t	�x���	�wx	v	~x	��tw|u�
�������	tv�~	x�t�����"����~��u����u��w{�~�utx	���w�wxw~�~��v�~��ww���#"�� ��x��		x�t����##��
�}���wv	x�t�����&�	xt	�x�!�	��	���w	t�	�	t���##�}���wv����&��

�	{�����	��~	�xx��wx���~�t	���xw{t	���������*��wttw�v�	x�t�����*���v����x	x�t���������t	�	��vut	���~x	~{��	�tu�t�u��	��

�
�
	 ��������������������	�������������������
����������������
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�	��	~�~�t�x����w	���	t����		~�	{xw�~#���	~�� �ux�~xt	���w~��t	{x��~w|u	��
�	��x�x���~x

|αi〉 = |1 : 6sMjiMi〉A ⊗ |2 : 6sMj′i
M ′
i〉B + |(N + 1)hνL〉

	x

|f〉 =
∣∣nl + n′l′, |Ω|, σ, ω;Jf ,MJf

;R
〉

+ |NhνL〉
��u�{�~xw~u	��~��~�x	�|αi〉 	x|f〉

t	�v+v	�x�x���~�t	����x�~�t��	���
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����� ���=���>�>����;�=�<�����?�>�
��~���~����~�u~��	vw	�x	v���t	{��v�t��	���~w�~���~x{�vv	���{��	vv	~xt	�{�u�t��	����w�u��
�	t�xw�w�x	�	x{��t	��x�x�|i〉 	x|f〉 ��~x��{�u�t��t	�u~��	��ux�	���	��|u�xw�~��	t�xw�	��u��x�x�|i〉 �u����~x�x��{�wx	���~�t��	{xw�~���	~�u�uxwtw�	��~�t	�v+v	~�x�xw�~���	��|u�xw�~��	t�xw�	��u��x�x�
|f〉 �u��ux�~x�x��{�wx	���~�t��	{xw�~��������u���	~���~�t��u��wt�~�x�xw�~���w�	~x	����w������

Ψf =
∑

If ,Jf ,MJf
,mJf

,MIf

Ψ
rot,MJf

,Jf

mJf
=Ω (R̂)

∑

γf ,vf

Ψ
coupl,vib,MJf

,Jf

γf ,|Ω|±g,u;vf
(R)/R

∣∣γf , |Ω|±g,u;R
〉
|IfMIf 〉

��u�uxwtw�	��~��u��wt�������wv�xw�~��w���xw|u	���~�	��{�u�t	�t	��|u�xw�~�	x�	~����w�|u	t	�
x	�v	��w���~�u��	t�	��vut	������~�	���u��~x{	|uw���{!�	�~�u��u�����~�|u	~�u���u���~��t����{�w�	t��x�x�x�xw�~~�w�	�	
�w�u�w�~�	~����	~{	�	{��v�t��	����	{�	�~�x�xw�~��wv�tw��	����w�t�	��vut	���%�


|Ψ〉 =
∑

I,J,MJ ,MI

∑

γ,`,j

|γJ,MJ ,I,MI

`,j ; ~R〉GJ,MJ ,I
γ`,j

(R)/R+
∑

m,M`

|pm〉Y`,M`
(R̂)Gpm(R)/R

����"�

∑

If ,Jf ,MJf
,mJf

,MIf

∑

γf ;vf

Ψ
rot,MJf

,Jf

mJf
=Ω (R̂)

∣∣γf , |Ω|±g,u;R
〉
|If ,MIf 〉F

If ,Jf ,MJf

γf ,|Ω|±g,u;vf
(R)/R

�$t	�{�~�u�|pm〉 �	��~x���{
w���utx��w	u�	v	~x���	�	x�	��v�x�w	�	�~���u�~�	�x���	��tw{wx	v	~xw~�w|u�w{w�t�	��vut	���"v�~x�	|u�wt	�x	�{wt	�	t	���	~��		~{�v�x	��u�t	��x�x��u���	~�twvw~�~x

t	�x	�v	����w��~x` + S + I
wv��w�	t�	��vut	���&w~�w|u	��	u��!�t�v+v	{���	��u�t	��x�x��u��ux���u���	�w	~���~�t����	t��xu�	�u{�����xw{utw	��	t��x�x0−g 	~�	{

xw�~��"�
����|u	t��~�� �ux	��~�t	��vwtx�~w	~t	x	�v	−~µ. ~Erad�

wt�	����uwxu~{�u�t��		~x�	t	��x�x��u
��ux	x�u�������~x���{�w�	t	��|u�xw�~�{�u�t�	��{�t{ut�~�{	{�u�t��		x�wv�tw��~�t		~uxwtw��~x�	�
~�x�xw�~����{�	��	{	tt	�uxwtw��	���u�t	x��wx	v	~x�x��w��x�x�	�	{xu�	~�	{xw�~#���
����� @;?��?�>~Ω
3��������-���,��,2-,����-�������

�	{�t{ut�	t�w~x	��{xw�~��	�	{xu		~��w~��w��~x�	t�	��vut	��*�	x��	{t����~wxw�~���"��~����	���wx
|u	


~Ωfi(R)
def
= 〈IfMIf |

〈
Ψ

rot,MJf
,Jf

mJf

∣∣∣
〈
γf , |mJf

|±g,u;R
∣∣− ~µ. ~Erad

∣∣∣γJ,MJ

`,j ; ~R
〉
|I,MI〉

= δIIf δMIMIf

∑

MSM`

CJMJ
jMj,`M`

∑

mS

× ����%�

∫
sin θ dθ dϕΨ

∗,rot,MJf
,Jf

mJf
(R̂)D∗S

MSmS
(R̂)Y`,M`

(R̂)×
〈
γf , |Ω|±g,u;R

∣∣∣−~µ. ~Erad

∣∣∣
2S+1

Σ+
mS ,ω′=(−1)S (6s+ 6s);R

〉

~ri

�~uxwtw��~xt	�	��vut	�z���	xz�����~	�wx�������x�	t	v�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	µf ;i,mS
q (R)

def
=〈

γf , |Ω|±g,u;R
∣∣∣µ(1)
q (Rmol)

∣∣∣
2S+1

Σ+
mS ,ω′=(−1)S (6s + 6s);R

〉

~ri

� �~uxwtw��~x D∗,1
pq (R̂) = (−1)q−pD1

−p−q(R̂)
���w��
�����t��w{�	x�t����#��"�"������~�	��v!~	�u~	w~x����t	�~�ut�w�	�wvwt�w�	���&	x	~uxwtw��~x
{	xx	�	�~w!�	��~x��u�	


√
(2Jf + 1)(2` + 1)

4π

∫
sin θ dθ dϕ(−1)q−pD1

−p−qD
∗S
MSmS

D
Jf

MJf
mJf

D∗,`
M`,0

=
����*�

(−1)q−p
√

(2Jf + 1)(2`+ 1)
∑

QMQmQm
′
Q

1

2Q+ 1
C
QMQ

1−p,JfMJf
C
QmQ

1−q,JfmJf
C
QMQ

SMS ,`M`
C
Qm′

Q

SmS ,`0



���������
������������
�����������������������������
������
�������������

�t �u�x �t��� ��uxwtw�	� j = S� Mj = MS
	x ∑

MSM`
CJMJ
SMS ,`M`

C
QMQ

SMS ,`M`
= δJQδMJMQ���w��
�����t��w{�	x�t����#��#�&�"����u�x��u�	��~�t	v	~x


~Ωfi(R) = δIIf δMIMIf
Erad

∑

mS

∑

p,q=0,±1

(−1)pε−p(RNpol

CMN)µf ;i,mS
q (R)×

����&�

(−1)q−p
√

(2Jf + 1)(2` + 1)
1

2J + 1
CJMJ

1−p,JfMJf
CJmS

1−q,JfmJf
CJmS
SmS ,`0

�~�	v��|u	|u	t��~�	x��u�	t	��!�t	��	��t	{xw�~�~�~{�	�	~�	{xw�~z����
q = mJf
− mS
	xp =

MJf
−MJ �

7�������		��#,���-	
�~���~wx��u�t��uwx	t	v�v	~x�w��t�w�	µvf ;i,mS

q (E) �	
t�x��~�wxw�~{�vv	��~�t�	��vut	z����	xt��ut��xw�~�	���w���


µ
vf ;i,mS
q (E)

def
=

∫ R=+∞

R=0
dRΨ∗,vib

f (R)µf ;i,mS
q (R)χJMJIMI

γ`,j
(E,R)

����#�

~Ωfi
def
=

〈
Ψvib
f (R)

∣∣∣ ~Ωfi(R)
∣∣∣χJ,MJ ,I,MI
γ`,j

(R)
〉R ������

��u��wv�tw�	�t	x��wx	v	~x�~�u��u�����~�|u	t�{�~�	���xw�~���~	��w	#�%	xt�t���	u��ut��	���~x
�u���vv	~x{�wxw|u	���u���t	{xw�~~	�u~�	ut~w�	�u��(�w���xw�~~	t��u~�	ut�uwx��	��x	~xw	t���w~�w
f 	�x	~x

w!�	v	~x�����w~�w|u	vf
�vw�����xt���t	u��	MJf

�
�~���~xMJf

�	x	~�u�����~xt	t��	���t��w���w�	�p = MJf
−MJ
	�x{�~~u��j = S 	�x{�~~u���t�

�!�t	�	��t	{xw�~g ↔ u 	xω′ = (−1)S �
��u����~��u�	�tu�|u	t	���w~�~u{t��w�	�~	 �u	~x�u{u~��t	

��~�t�w~x	��{xw�~�
��u�uxwtw�	��~���~{�	�~�x�xw�~��wv�tw��	��	~~	�����~x|u	t	�����v!x�	�~�~�������u	t	���w~�
~u{t��w�	�|uw��~x��	{x�x	u���MJf

, J, `�x�ux	~�����~x�t�	���wxx�u�t	��ux�	��
��u�t��uwx	�	x�����u{w�	���{w�w�~�~�u�~�x	��~���~{~ΩMJf

;`,J(R)
def
= ~Ωfi(R) �

�~�	�w�xw~�u	�
t	��w���	~x��x�x����{�~{tu�w�~	�x��~~�	���t�	��vut	#�%��
����) ���=���>�>����;�=�<�����?�>�;�>�?>�
;��?;�>�
�~�	��	~�~xt�	��vut	���"��~	~���uwx�	t�v�~w!�	�x�~����t	��|u�xw�~�{�u�t�	��	~vutxw�tw�~x
��~�t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	����u{�	���〈MJf

| �|uw	�xt�~�u�	tt	~�x�xw�~�	〈γf , |Ω|±g,u;Jf ,MJf
; I,MI |

��
�u���〈`, J | �|uw	�xt�~�u�	tt	~�x�xw�~�	〈γJ,MJ ,I,MI

`,j ;R|
���	��|u�xw�~�{�u�t�	����{�w�	~x���	{t	�����x�!�	����wxu	tt	����u�u~		��v	�	v�t��t	�u��|u�xw�~�#��(#�&


[−~2

2µ

d2

dR2
+ Vi(R) +

~2`(`+ 1)

2µR2
− E

]
G`,J(R) =

∑

MJf

−~ΩMJf
;`,J(R)FMJf

(R)
���"��

[−~2

2µ

d2

dR2
+ Vf (R) +

~2Jf (Jf + 1)

2µR2
− ~δL − i

~

2
Γperte;MJf

(R)− E
]
FMJf

(R)
���"��

=
∑

J ′,`′
−~ΩMJf

;`′,J ′(R)G`′,J ′(R)− ~ΓpMJf
(R)GpMJf

(R)

[−~2

2µ

d2

dR2
+ VpMJf

(R) +
~2`(`+ 1)

2µR2
− E

]
GpMJf

(R) = −~ΓpMjf
(R)FMJf

(R)
���"��

z��w{�����xw�{w	tt	v	~xt	{�~�t|pm〉 = |pMJf
〉�|uw~	{�u�t	t��x�x�	�����x|u���	{|MJf

〉�����	t�~�|u	
`pMJf

= `i = `�

��������������������������
	��	�
�
�����
�����	������	�������������������
�	����
����

��������
��������

	���������
������ 



�#* �������� �����
��������������
������

����, ��?��=�<�=��?=��>�>����;�=�<�����?�>�
��u��tt�~�uxwtw�	�t�v+v	��v�~�x��xw�~|u	{	tt		�wx	��u�t�x����w	�wv�tw��	�	�	{xu�	�u��(
�������	#�������u��tt�~���~{�u����	�FMJf

(R) ∝ Ψvib
vf

(R)�{�
t{ut	�t	{�	�{w	~x�	������xw�~~�twx�

��
{	�t��|u�xw�~��"����u��tt�~��u��wuxwtw�	�t�����x�!�	�	{��v�	�w�t	�w�	�|u	G`,J(R) ≈ G(0)
`,J(R) =

AJ,MJ ,I
j,` (i, E)χ

(0)
`,J (R)�
��u�~�x	��~���u��wv�tw�	�A`,J(E) �u

tw	u�	t�	�~{xw�~AJ,MJ ,I
j,` (i, E) ��

�~w	���
t�	���	��w�~���#������!�t�	��vut	���#��~��xw	~x�~�t	v	~xu~		��vut	�~�t��u	�#��%


GpMJf
(R)

R→+∞−→ −πkpMJf

√
2µ

π~2kpMJf

(−1)`i`

kpMJf

e
iδ

(0)
`,pMJf

(E)

e
ikpMJf

R
× ���"��

∑

`′,J ′
A`′,J ′(E)

〈vf |~ΩMJf
,`′,J ′(R)|χ(0)

`′,J ′〉R〈χ(0)
pMJf
|~ΓpMJf

(R)|vf 〉R

E + ~δresL + i~

2Γperte;MJf
− ΞpMJf︸ ︷︷ ︸

Ssans spin

pMJf
;`′,J′/(−2iπ)

��~�x�xw�~Ssans spin
pMJf

;`′,J ′
��	~���~�	~���	{t�	��vut	#������~�t�|u	tt	�~�u����	Ξi(I) ≈ 0�

�	t�v+v		���~�~x��u�	���w�t���	vw!�	���twx���~�t�	��vut	#��%	xt	�	��vut	�#���	x#��"��

G`,J(R)
R→+∞−→

[
− πki

√
2µ

π~2ki

(−1)`i`

ki
eiδ

(0)
`,J (E)eikiR ×

���""�

∑

MJf

∑

`′,J ′
A`′,J ′(E)

~ΩMJf
;`′,J ′~Ω∗

MJf
;`,J

E + ~δresL + i~

2Γperte;MJf
− ΞpMJf

]
+

A`,J

√
2µ

π~2ki

(−1)`i`

2i
e−iδ

γj ,γj
` (E)

[
eikiRS`γj ,γj

(E) − (−1)`e−ikiR
]

�$ ��wuxwtw������	x������u�t��	�~w!�	tw�~	�

����. ��=?=�;�=�<���;<;?|p〉
��;<;?�����=�������=��?>�?���=��=�<���<�;<�>

��#����	-		��#,��������-	
�~uxwtw��~xt	�	���	��w�~����"���"�	x��""~�u��tt�~�{�t{ut	�t	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	�	

|Ψ〉���u��wv�tw�	�t	{�t{ut�~�u��tt�~��u����	����w�t��w�{u��w�~|uw�uw�wxt��|u�xw�~#�����|u	t	{�(
~�t����uwx	�xt	{�~�t�wvut�~xt��vw��w�~���~x�~�	��	tt	({w��wx~��v�t	v	~x+x�	x��wx�		~��	~�~x
	~{�v�x	u~���~�~�v��	�	{�~�u����~����t	��	��~	��w	��u���x�~��vw�����	~��~x�	���w~��
�uw��	��vv	��u�t	�{�v����~x	��~�t	��	��w~���w� �}���wv����&� ���%���� ���w	t�	�	t���##��"�
�u����	tv�~	x�t�����"�� ��%����	x��wx	v	~x	�x{�v�t	�	����u��tt�~��tux�x�wvut	�t���vv	�u�t	��w���	~x	�{�v����~x	��	���w~�	~��	~�~x|pMJf

〉 {�vv	u~�x�x��~���w~�

5��#���-�-���	��#����	�-2-|Ψ〉
�	ut	t����xw	���v�x�xw|u		~e

ikpMJf
R �	|Ψ〉 ~�u�w~x��	��	

�����	t�~�	~	�	x|u	~�u�{�	�{��~�
t�	���	��w�~�	fiPMJf

uxwt	�u{�t{ut�ux�u��	���x�����{w�xw�~��~�u��tt�~�t�~�x	�|ΨpMJf
〉����ux�	

���xw	���v�x�xw|u	��� ��x�{�t{ut�		x	�x��~~�	��������������xw	���v�x�xw|u		~e
ikpMJf R 	�x

�	�������	���������������
���������	���	����
����
����������������� � 



���������
������������
�����������������������������
������
�������������

��~~�	���t	x	�v		~∑
`,J,M`

|pMJf
〉Y`M`

(R̂)GpMJf
(R)/R�


t��w�	�	��������#	x��"���~x��u�	


|ΨpMJf
〉 R→+∞≈

∑

`,J,M`

−πkpMJf

√
2µ

π~2kpMJf

(−1)`i`

kpMJf
R
e
iδ

(0)
`,pMJf

(E)

e
ikpMJf

R∑

`′,J ′

1

−2iπ
Ssans spin
pMJf

;`′,J ′ ×
���"%�

∑

M̃ ′
`M̃

′
j

[
C
jM̃ ′

j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

C
J ′M ′

J

j′M̃ ′
j ,`

′M̃ ′
`

C
I′M ′

I

iMi,i′M ′
i

]
Y ∗
`′M̃ ′

`
(k̂i)

4πAi`
′

kE

√
π~2kE

2µ
eiδ

γj ;γj

`′ (E)

︸ ︷︷ ︸
A`′,J′(E)

Y`,M`
(R̂)|pMJf

〉

��	�xu~		��vut	�u�	~�	�	#��&�
�~	�{x��w��~xt	x	�v		~A e

ikpMJf
R

R |pMJf
〉��~x��u�	�w~�wu~	�v�twxu�	


fpMJf
;i(~ki, ~kpMJf

;E) =
∑

`,J,`′,J ′

1

2i
√
kEkpMJf

e
iδ

(0)
`,pMJf

(E)

eiδ
γj ;γj

`′ (E) ×
���"*�

∑

M`M̃
′
`M̃

′
j

[
4πY ∗

`′M̃ ′
`
(k̂i)Y`,M`

(k̂pMJf
)

]
1

2i
Ssans spin
pMJf

;`′,J ′

[
C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

C
J ′M ′

J

j′M̃ ′
j ,`

′M̃ ′
`

C
I′M ′

I

iMi,i′M ′
i

]

8-�����-����-���,�	��	�-
�~�uw��~x�����u*��*	x*�"�~�u��u��~��t���

σpMJf
i =

∫ kpMJf

ki
dΩ~ki,~kpMJf

∣∣∣∣fpMJf
i(~ki, ~kpMJf

;E) + fpMJf
i(~ki,−~kpMJf

;E)

∣∣∣∣
2 ���"&�

z	��w�w~�w|u	�{w(�	���u�u~	�ux�	v�x���	��u����w�	��uv+v	���utx�x�

����� ��=?=�;�=�<�>?;�>��=�<>��;�>=<�?;��=��>�����?��=>�����=>��>���>�
��u��tt�~�	����	��	��~���tw�	���u{����	{��w~��t�v�x���	���������xw�~���{�wx	��~�t��	{(
xw�~#�������u�~�x�	����t!v	��tu�w	u���x�x��{	xx	v�x���	���������xw�~��	�v	x�	x��u�	�t�������(
xw�~�	t���w	`, J ����u~		��vut	�ux��	*�����v�w�~	��~~	�����t������xwxw�~��~�t	��w���	~x	�
��w	�		�v�	�MJf

��	�{�ttw�w�~�	~����	~{	�	��w	�		�v�	��	~�	������u~x��wx	v	~x���������xw�~�
��~x�w�{wt	�x��wx	�	{�	�x��u�|u�w~�u����~����	t����	~����tt!t	�t���xu{	��u{�~�t |p〉 �|uw�	�v	x����wtt	u���	x��wx	�t�����w���{w�xw�~����u����w�|u�~�v+v	u~�u����x�~x�
��u��u����	��~�w{w|u	ΓpMJf

= 0�
��~�~�x�	{����~���t�wt	�ux�	��	~��	t���v�~�x��xw�~	�	{xu�	

	~�	{xw�~*���&���u��u�tw�~��t���t	���w	�pm��~�
t����~wxw�~���"		~uxwtw��~xt	����~wxw�~��������*�

���#	xt	{�v���x	v	~x���v�x�xw|u	��""��~x��u�	�t���


|Ψ〉 R→+∞≈ 4πA

2ikE

∑

I,J,MJ ,MI

∑

`,j

∑

M`,Mj

CJMJ
jMj ,`M`

Y`M`
(R̂)

{ ∑

`′,J ′,M̃ ′
`,M̃

′
j ,M̃

′
I

C
j′M̃ ′

j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

C
I′M̃ ′

I

iMi,i′M ′
i
× ���"#�

C
J ′M ′

J

j′M̃ ′
j ,`

′M̃ ′
`

(−1)`i`+`
′
Y ∗
`′M̃ ′

`
(k̂i)

eikiR

R
ei(δ

(0)
`,J (E)+δ

γj ;γj

`′ (E))(−i)
2π~ΩMJf

;`′,J ′~Ω∗
MJf

;`,J

E + ~δresL + i~

2Γperte;MJf︸ ︷︷ ︸
ε`,J;`′,J′

+

∑

M̃`M̃jM̃I

C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

CIM̃I

iMi,i′M ′
i
CJMJ

jM̃j,`M̃`
Y ∗
`M̃`

(k̂i)

[
eikiR

R
S`γj ,γj

(E)− (−1)`
e−ikiR

R

]}
×
���"��

|γ, L, S,ML,MSi ;R〉|I,MIi〉



�## �������� �����
��������������
������

�	�	��vut	�*��&	x*���	�v	xx	~x�	{�t{ut	� σinél
i
��	{�t{ut 	�x���	�t�u�����u�t		�w�	���{�w(

��~�t�	��vut	��"#��u�u~		��v	�wv�tw��	���x�~�α def
= I,MJ ,M`,Mj , M̃`, M̃j , M̃I , `, J� |α〉 def

=

|γ, L, S,ML,MSi ;R〉|I,MIi〉�Cα
def
= CJMJ

jM̃j,`M̃`
CJMJ
jMj,`M`

C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

CIMI

iMi,i′M ′
i

	x	~�~

ηα`′J ′
def
=

C
j′M̃ ′

j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

C
I′M̃ ′

I

iMi,i′M ′
i
C
J ′M ′

J

j′M̃ ′
j ,`

′M̃ ′
`

C
jM̃j

siMsi
,s′i,Ms′

i

CIM̃I

iMi,i′M ′
i
CJMJ

jM̃j ,`M̃`

(−1)`i`+`
′ ei(δ

(0)
`,J (E)+δ

γj ,γj

`′ (E))

S`γj ,γj

ε`,J ;`′,J ′

�~�	ux�t����wv�tw�	�t�	���	��w�~��"#


|Ψ〉 R→+∞≈ 4πA

2ikE

∑

α

CαY`M`
(R̂)Y ∗

`M̃`
(k̂i)


e

ikiR

R
S`γj ,γj

(E)


1− i

∑

`′J ′
ηα`′J ′

Y ∗
`′M̃ ′

`

(k̂i)

Y ∗
`M̃`

(k̂i)


− (−1)`

e−ikiR

R


 |α〉
���%���{�wx	��u�{	xx		��v	t�	��vut	�	������{�	�w~�w�	t�	���	��w�~*��*	x�	�v	x�	��w~��w�	��u{�t{ut

���~x�v	~��u	��vut	�*��#�uw�*�����w~�w��~��u�tw	�w{wt	{���{x!�	����~w|u	�u		�vw�~w|u	�	�
~���u��


σinél
i = −4π2

k2

∑

αα̌

CαC α̌〈α̌|α〉δ`ˇ̀δM`M̌`

1

4π

∫
dk̂iY

∗
`M̃`

(k̂i)Y
∗
ˇ̀ ˇ̃M`

(k̂i)×
���%��


S`γj ,γj


1− i

∑

`′J ′
ηα`′J ′

Y ∗
`′M̃ ′

`

(k̂i)

Y ∗
`M̃`

(k̂i)


S∗, ˇ̀

γǰ ,γǰ


1 + i

∑

ˇ̀′J̌ ′

η∗,α̌ˇ̀′J̌ ′

Y ∗
ˇ̀′ ˇ̃M ′

`

(k̂i)

Y ∗
ˇ̀ ˇ̃M`

(k̂i)


− (−1)`+

ˇ̀




��v��	~~	�u� dΩ �
	�u�~w δ`ˇ̀δM`M̌`

�t�v��	~~	�u�t	��~�t	�w~wxw�u�k̂i
	�u�~w��δ`′ ˇ̀δ ˇ̃M`M̃

′
`

��~�t�

��	vw!�	���	~x�!�	�	t��	{�~�	tw�~		xδ`ˇ̀′δM̃`
ˇ̃M ′

`

��~�t��	u�w!v	���	~x�!�	��w~�w` = `′ = ˇ̀�	x{�vv	

〈α̌|α〉 	�u�~wxǰ = j = S��~��wx|u	S`γj ,γj
S∗, ˇ̀
γǰ ,γǰ

= 1 	x|u	ηα`′J ′
def
=

C
j′M̃′

j

siMsi ,s′
i
,M

s′
i

C
I′M̃′

I
iMi,i′M′

i
C

J′M′
J

j′M̃′
j
,`′M̃′

`

C
jM̃j

siMsi
,s′

i
,M

s′
i

C
IM̃I
iMi,i′M′

i
C

JMJ
jM̃j ,`M̃`

ε`,J ;`′,J ′�

�xwtw��~�t�����x�!�	�u{��v�	�w�t	
~ΩMJf
;`,J
	�x	�w�t	�w~�w|u	ε`,J ;`′,J ′

	x��~{ηα`′J ′�
�~�	ux��~{

uxwtw�	�t�v�x���	�wv�tw��	�	{�t{ut�u�����	���t�	��vut	#�""��u�x��u�	�


σinél
i ≈ − π

k2

∑

αα̌

CαC α̌〈α̌|α〉δ`ˇ̀δM`M̌`
δjǰδMjM̌j

(−i)×
���%��

[∑

`′J ′

C
j′M̃ ′

j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

C
I′M̃ ′

I

iMi,i′M ′
i
C
J ′M ′

J

j′M̃ ′
j ,`

′M̃ ′
`

C
jM̃j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

CIM̃I

iMi,i′M ′
i
CJMJ

jM̃j,`M̃`

ε`,J ;`′,J ′δ`′ ˇ̀δ ˇ̃M`M̃
′
`

−

∑

ˇ̀′,J̌ ′

C
ǰ′ ˇ̃M ′

j

siMsi ,s
′
i,Ms′

i

C
Ǐ′ ˇ̃M ′

I

iMi,i′M ′
i
C
J̌ ′M̌ ′

J

ǰ′ ˇ̃M ′
j ,

ˇ̀′ ˇ̃M ′
`

C
ǰ ˇ̃Mj

siMsi
,s′i,Ms′

i

C Ǐ
ˇ̃MI

iMi,i′M ′
i
C J̌M̌J

ǰ ˇ̃Mj , ˇ̀
ˇ̃M`

ε∗ˇ̀,J̌ ;ˇ̀′,J̌ ′δ`ˇ̀′δM̃`
ˇ̃M ′

`

]

�~�{��~�	�~xt	�x	�v	���	{	x��~�t�	�����~x̌��~�	ux	�w�	�������x�	t	x	�v	2Im(
∑

`′J ′ ε`,J ;`′,J ′)���vv	~�u���u�tw�~��t	�����t!v	��	���w~�~u{t��w�	��~�u��u�����~�|u	t���vv	�	�{�(
	�{w	~x��	�t	��{�(�����~{�~{	�~�~x t	� ��w~�~u{t��w�	���ux 1

��~{�~{tu�w�~� 	x 	~uxwtw��~x∑
MjM`

CJMJ
jMj`M`

C J̌M̌J

ǰM̌j
ˇ̀M̌`

δjǰδ`ˇ̀δM`M̌`
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σinél
i ≈ π

k2

∑

`

2π(2` + 1)
∑

MJ

~Γperte;MJf

(E + ~δresL )2 + ~2

4 Γ2
perte;MJf

∣∣∣∣∣
∑

J

CJMJ
jMji

`MJ−MJi
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jMji
sMsis

′M ′
si

~ΩMJf
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���{w��~�|u	t|u	���w~x��u{���wx�	#�%���xu�w�~�t	��v�w~	�	��tw�wx��	t�������wv�xw�~}�����
��
{	�t�	��vut	��*��	xx		��vut	v�~x�	|u	��u�u~	�~	��w	E 	~�	���u���u~	�~	��w	�	�	uwtEQ
���~w	����	~�uw��~x�zutw	~~	�~�sw	����#����u�t	{��w����wx��w�	�	1/2 	t���t	u��	8π {�~�w	~���wx
�u��w�


max
R

∣∣∣∣
∂λde Broglie(EQ, R)

∂R

∣∣∣∣ =
1

2

���%"�

�~ ~	 �	ux �tu� ��{�w�	 t� 	�~{xw�~ ���x�ux ��� t�������wv�xw�~ }����� �~ ���~wx �	
v+v	 EQ

��� ∣∣∣∂λde Broglie(EQ,R)
∂R

∣∣∣
R=RQ

= 1
2
� �~ {�t{ut ���w� ��� 	�	v�t	 �zutw	~~		x�t�������

�u�zutw	~~	�~�sw	����#�� �%"��~	��	~�~x	~{�v�x	|u	t	x	�v		~C6/R
6 	�u�~wx��u�t	{�(

�wuvt	���t	u��
EQ ≈ kB × 600µ
�	xRQ ≈ 100 a0��)o)f%$'%i!#"9')"%$f%&('"%!+��%i9�&#'(�(!'+
)%�+d%$'f(&p+i!($$+*d%fq)'+d+$%"dq9!!"(r+i9'+(&

$%i+�pd9$$+
)%!()"R & 100 a0���~�	��{{���	�t�~��v�tw��xw�~�	t����xw	w~x	�~	��	{{	tt	�	t����xw		�x	�~	�|uw	�x{�~~u	��wt	�ux���w��w����u��	t��|u�xw�~���w�t	��~	�ux�	v�x���		uxuxwtw��	����sw	����#"��	x�sw	����#"���
	tt		�x����	�u�t		�wx|u	t��|u�xw�~���w�t		�xtw~��w�		x|u	t�x����w	v�x��v�xw|u	��u~	x	tt	�|u�xw�~
	�x�w	~{�~~u	��t�u�x�����w��	u���tuxw�~����xw{utw!�	���u�	~���uw�	t���tuxw�~��~���t	��~uxwtw��~x
��~�t����xw	w~x	�~	t	��	u�	�~{xw�~�}�����	~cos ∫ p 	x	~sin ∫ p�	x��~�t����xw		�x	�~	t	�sin kER	xcos kER 	u~	

�xu�	�u��x	�vw~�~x���~��w	~v�~x�	�t���|u	��~�t����xw	w~x	�~	���u�t	�~�x�xw�~�
��w�t�	��vut	�����

χ
`,(0)
i,E (R)

interne≈
√

~

C`i (E)p(R)

√
2µ

π~2
sin

(
1

~

∫ R

Rint

p(R′) dR′ +
π

4

) ���%%�

�~��u����u��w{�~�utx	��zutw	~~		x�t���������"�	x�zutw	~~	�~�sw	����#����#���u�t	{��` = 0��	
{�	�{w	~xC`i (E) ��ux1 ��u�E > EQ

{��t�������wv�xw�~�	vw({t���w|u		�xx�u �u����t��t		xwt��ux

1

C`i (E)

E�EQ≈ Imδ`(E) ∝ k2`+1
E

���%*�

��u�E � EQ��
$~�u����~�uxwtw��t�t�w�	�	uwt*�"%��~uxwtw��~x{	xx		��vut	��	{t	�	��vut	���%%

	x#�%"��~x��u�	t�	��vut	#�*��

�
�
� ����	
�����
��������
�������0−g
��u����~� u�|u�w{w~��tw��t��~xw��v�x�w��xw�~�	�	�~{xw�~����~�	���v�x�w{	��%��v�~x�	|u	t���~xt	��x�x��u{�����|uw	��v	~xt��x�x0−g (6s+ 6p3/2)

|u	~�u��xu�w�~���	�	��vut	�����	x���#v�~x�	~x
|u	{	��x�x��x�w	~x�� ��w	~�~xw��v�x�w����	tt	�v�~x�	~x����wtt	u�����w��u��wt	�	��vut	����"	x���&�
|u	(−1)Jf−If = −1�

�~�	���u��~x{	t���	{t��!�t	���"�	��t	{xw�~�wvwt�w�	��u�t��x�x	�~��v	~x�t�
�~x��u�	���	{δIIf

�|u	Jf + `+ S 	�x
wv��w����S = 1

w{w
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Jf = `, `+ 2 �ù − 2
���%&�

` est ��w��wt	��x�v	���~x��t��w��� ���%#�

�~	�	x�~�u����~��u��w ~Jf = `f + ~Lf + ~S���	{Lf = 1 	x`f = `�{��
t�x��~�wxw�~�w��t�w�	�t	{x��~w|u	

~	{�~{	�~	|u	�u�t	��t	{x��~���~�ux�		�	x�u��w~~u{t��w�		�xt���w�		~{�v�x	�	�{�~x�w�uxw�~�	~
θ 	xπ−θ��u�t	{�t{ut�	t��	{xw�~	�{�{	w~�t��xw|u	��	�	��vut	��	{�t{ut�ux�u��	���x�����{w�xw�~�
|uw�x�wx����	��u��	�	�~{xw�~�~�~�~xw��v�x�w��	����w�	~x+x�	�	�u	���	{t��w�	�	t�	��vut	�������vv	��~�t	{���	t�	��vut	*��*��~��wx|u	t��~�u����~{|u	�	��~�	����xw	tt	�` ��w�	��
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��u�{�v�t�x�~�w{wt��	{xw�~�����
�	 tw��	 �	 ��	��	~{	 �u� t	� �x�v	� �	 ����	�� 	�x ���tt���	�����"{�� |uw �	v�t�{	 t	tw��	�	 ��x	��w~���~��u~~w~����#�� 	x t	���xw{t	� �����{�	�~���wv�~����#%���tt��	x�t����#%�
��	t�x	w~�~���tt���	����&#���wx�~�	~�~t���xw{t	��{	~x���tt���	�����*��{	�	�~w	�x��wx�~x�u��w�	�
v�t�{ut	���w~�w|u	t�tw�x	�w�tw������w|u	��~~�	���t���	��u�{	�	xx	����u~~w~����#%��s	~xw�~~�~�
�u��wt���xw{t	�	�ut���w��xw�~�	�����{�	���&#�	xt�x�!�	�	�����	���#���
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�	�x����w	��	vw({t���w|u	���~x��u�	~x�	�������wv�xw�~���xw�	�w��~x	�t���|u	t	�~�v��	�|u�~xw|u	�
��~x���~�����	�x��u�|u�wt��	{�	�{�	��u~	{�v����	~�w�~{t���w|u	�	������w�x���	��x�x��	����	��
	�x	~{��	���{xu�twx����w����	�	v�t	���v	~������#��	�	t	x�t���������
��u��tt�~�x����wtt	���	{t��|u�xw�~���w�t	��"�v+v	�wt��w�w�~t��tu��w{�	uxwtw�	t	����w��t	��{xw�~�(
�~�t	����w��}	w�v�~�~��	�	�	�����%��{��	tt	�	�v	x�����w�u~	�w�w�~�	�~�v��	�|u�~xw|u	�l 	xm�
���!�t	�	|u�~xw�{�xw�~�����	~�	��u�	~�~x|u	t	~�v��	|u�~xw|u	���w�tnr def

= n− l − 1 = k − 1 	�xt	~�v��	�	������	t�	�~{xw�~���~�	���w�t	Rnl��
��{�wx


nr + 1/2 =
1

2π~

∮
dr

√
2µe(E − Vps.pot(r))−

l(l + 1)~2

r2︸ ︷︷ ︸
pr

���$ �����

nr + 1/2 = n∗r + δnl + 1/2 =
1

π~

∫ rext

rint

dr

√
2µe(E − (Vps.pot(r)− V (r) + V (r)))− l(l + 1)~2

r2 �����

�~uxwtw��~xt�����x�!�	|u	t	��	u����x	~xw	t�w�!�	�	u�u��x	~xw	t{�ut�v�w	~
V (r) − Vps.pot(r) �
Vps.pot(r)��~���

w�	�

δnl ≈
1

π~

∫ rext

rint

me(V (r)− Vps.pot(r))√
2me(E − V (r))− l(l+1)~2

r2

dr
�����

����� 	����?>�>E=��
�~uxwtw�	t�	��vut	�	�wx�|uwxw	~x{�v�x	�	t��x�u{xu�	�~	

δnlj = δ0(lj) +
δ2(lj)

(n− δ0(lj))2
+

δ4(lj)

(n− δ0(lj))4
+ · · · ���"�

���
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�~��~���tδ2(lj) > 0 ��u�t	����wx	���~�x��~x��~�t	{�u�	xδ2(lj) < 0 ��u�{	tt	�|uw��t��w�	~xt	{�u��
�	���t	u����u�t	{��wuv��~x�����!�����	x�t����#��

���w	 δ0 δ2
ns 4.049 325(15) 0.246 2(50)
np1/2 3.591 556(30) 0.371 4(40)

np3/2 3.559 058(30) 0.374 0(40)

nd3/2 2.475 365(20) 0.555 4(60)

nd5/2 2.466 210(15) 0.067 0(50)

nf5/2 0.033 392(30) −0.191(30)

nf7/2 0.033 537(25) −0.191(20)

����) ��>��>>�;<

�	��vwtx�~w	~�		v�~	�xu�u	tt	v	~x{	tuw��u~v�v	~xv��~�xw|u	�~���u����wx�t	���w~� ~M =
~MI + ~Ml + ~Ms

��~�t	{��v�v��~�xw|u	~B�w�	�WZeeman = − ~M. ~Bs�w�w{w�~~	�	ux�tu�~��tw�	�t	x	�v	|u����xw|u	����	~(��~~�u� w	x�t�����*��VII
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��	~��	t	��vwtx�~w	~�		v�~{�v�t	x���~	���	��w�~	~u~wx��w~x	�~�xw�~�t	�	�x�����!����t�v�~����*���~~��tw�	t	��w~�u~���u�

WZeeman =
µB
~

(gl~l + ge~s). ~B +
q2e
mec2

( ~B ∧ ~r)2

�$gl = 1−me/M ≈ 1 	xge ≈ 2�
�	t��	�v	x���xu�w	�t	���wv	�	���{�	~(}�{���ut	���wv	�	��~��u���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��VI
�ut���xw{t	�u�t�	�	x�		v�~��~�t��~{�{t��	�w��~w�	���tw����	{

�	�{��v���	t�xw�	v	~x	�w�t	��t	x	�v	|u����xw|u	�x�~x	~B2n4��w~�wt�{���	{xw�~�u�	{�~�����		~
�~	��w	�	~u~wx���x�vw|u	��	�x�����!����	~�~���	�����*�

∆E = B2n4 1 +M2
l + 3 + 4A2

R−L − 5AR−LZ
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��	�	x�u{��v�v��~�xw|u	�	���u��w�	{�u�t	�t	�~w�	�u���	{�w���	~x�l���u�~	��x�wtt	��~����t�����w|u	x�!�w~x��	���~x	�	��x�v	��	����	��	~{��v���t	{x�w|u		x�
�uv��~�xw|u	��v	~�~x���	�	v�t	��	���{wtt�xw�~��	t��	{xw�~	�{�{	��w�~w��xw�~��!��u�	uwt�~�u�
�	~����~���u�{	t�����	~�~���	�����*��
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�	�ux�	{	{�v�t�v	~x	�x�	��~~	�u~		���	��w�~��~���t	��u�t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	��~~�	
���t�	��vut	����%


〈A : n1l1j1Mj1, B : n2l2j2Mj2 |Vdd|A : n3l3j3Mj3, B : n4l4j4Mj4〉
���*�

��u� {�t{ut	� t�v�x�w{	 �	 t�w~x	��{xw�~ �w��t	(�w��t	 	~x�	 �	u� �x�v	� ��~x t���t��w��(
xw�~~�	�x ��� {�~~u	� wt �u�x �	��	~��	 t� 	��vut	 �	 ����	~(��~~�u� w	x�t�����*� }XI

�%�
	x����	~(��~~�u� w	x�t�����*��VI

��{�	~��	~�~x����	|u	t������x	u�x	~���w	tw����u{xw�t	R(1)
±
	�x

���t�∓ 1√
2
R±�{�vv	�~

t	�	���	~�	{xw�~&���	"%��~~�x	ϕ, θ t	��~�t	���t�w�	��	~R = ~RAB�

Vdd = − e
2

R3

[
c[0]︷ ︸︸ ︷√
16π

5
Y 0

2 (θ, ϕ)(R
(1)
A10

R
(1)
B20

) +

c[0]/2︷ ︸︸ ︷
1

2

√
16π

5
Y 0

2 (θ, ϕ)(R
(1)
A1+

R
(1)
B2− +R

(1)
A1−R

(1)
B2+

)+

������	����������	��������
�����������
�	
��	
����	����������	�������	
	����
�������
�
����	���������
�	
������−~µ.~E .�	���������	��
����
����������������	������������
�
����
	����
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c[1]︷ ︸︸ ︷
− 3√

2

√
8π

15
Y −1

2 (θ, ϕ)(R
(1)
A10

R
(1)
B2+

+R
(1)
A1+

R
(1)
B20

)

c[−1]︷ ︸︸ ︷
− 3√

2

√
8π

15
Y 1

2 (θ, ϕ)(R
(1)
A10

R
(1)
B2+

+R
(1)
A1+

R
(1)
B20

) +

c[−2]︷ ︸︸ ︷
3

2

√
8π

5
Y 2

2 (θ, ϕ)(R
(1)
A1+

R
(1)
B2+

) +

c[2]︷ ︸︸ ︷
3

2

√
8π

5
Y −2

2 (θ, ϕ)(R
(1)
A1−

R
(1)
B2−

)

]
���&�

��	v��|u	
t���t	u��	c[±2] 	�x
	�u��	�	t�~�xw	~~	}�w�~��

�t�u�x�t��������tw|u	�t	x����!v	�	�w�~	�(�{���x���u�uxwtw��~��s	��w�����*"��(�%�#����	{
T = R 	xU = 1 ��u�{�t{ut	�t	��t�v	~x�〈n1l1j1Mj1|R

(1)
A1+
|n3l3j3Mj3〉��

��t�v	~x�	v�x�w{	���uwx	�x
��~~����t�	��vut	���"��~x��u�	�~�t	v	~x���!�|u	t|u	��wv�tw�{�xw�~�

〈A : n1l1j1Mj1 , B : n2l2j2Mj2 |Vdd|A : n3l3j3Mj3 , B : n4l4j4Mj4〉 =
���#�

− e
2

R3
dip(j1, j3, l1, l3)dip(j2, j4, l2, l4)

2∑

q=−2

1∑

k=−1

(−1)j1−Mj1

(
j1 1 j3
−Mj1 k Mj3

)
×

(−1)j2−Mj2

(
j2 1 j4
−Mj2 k − q Mj4

)
T q,k(θ, ϕ)

�$dip(j1, j3, l1, l3)
def
= 〈n1l1s1 = 1/2j1 ‖ R(1)

A1 ‖ n3l3s3 = 1/2j3〉 =
�����

√
(2j1 + 1)(2j3 + 1)(−1)j3+l1+3/2

{
l1 1 l3
j3 1/2 j1

} 〈n1l1‖R(1)
A1‖n3l3〉︷ ︸︸ ︷√

2l3 + 1C l1,0l3,0;1,0
(n1l1|r|n3l3)

	xT q,k(θ, ϕ) =

{
c[q]Y −q

2 (θ, ϕ) �wq 6= 0
c[0]Y 0

2 (θ, ϕ) (δk,0 + 1/2δk,1 + 1/2δk,−1)
�wq = 0

������

��	��vut	��#���x�wv�t�~x�	��~�t	t��w{w	ts�x��v�xw{�{	|uw~�u��	�v	x�	{�t{ut	�t�v�x�w{	����*�

�
�
� �������	�������������	�
������

���tw{wx�~�w{wt	x��wx	v	~x	�|uw����u{���wx�	���"���

��)�� F�;=�>�><���><;<�><�����>?>���=<�>�?>�=��?>�>��;<><��>?���;�23p
����t��~��	v�~w!�		��{x	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���u�u~�x�xw~wxw�t~�x�|pp〉

|pp〉(t = 0) = a++
pp (t = 0)|pp,++〉E + a+−

pp (t = 0)|pp,+−〉E + a−+
pp (t = 0)|pp,−+〉E + a−−

pp (t = 0)|pp,−−〉E������
	xu~�x�x�~�t

|ss′〉(t) = a++
ss′ (t)|ss′,++〉E + a+−

ss′ (t)|ss′,+−〉E + a−+
ss′ (t)|ss′,−+〉E + a−−

ss′ (t)|ss′,−−〉E
������

�{	�x��	�	v��|u�~�u~	�	x|u	~�u����~�~��tw�� u�|u��v�w~x	~�~x
t��x�xpp 	�x{�u�t��tuw(v+v	���t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	�	�����{�v����~x	d5/2�
��vv	���{��	vv	~x�~x��u�	��	~�u�����~x

α 	xβ ��	
t�	xw~���	~��~x�	�Mj

�
E〈A : 23p3/2Mj1 = ±1/2, B : 23p3/2Mj2 = ±1/2|Vdd|23p3/2Mj3 =

±1/2, 23p3/2Mj4 = ±1/2〉E 	�
x��~~���� e2(23p|r|22d)(23p|r|22d)

R3 M ′ �$M ′ 	�x{�t{ut�	���t�	��vut	��#�t	

����	��	�����
�����	�
���
���pp|dd�pd|dp�dp|pd ��dd|dd 



��" �������� �����
�������������
���

t��w{w	ts�x��v�xw{�	�u�~wx


M ′ = α2β2

pp,++ pp,+− pp,−+ pp,−−
pp,++ −12

25(1 + 3 cos 2θ) 0 0 0
pp,+− 0 −12

25 (1 + 3 cos 2θ) 0 0
pp,−+ 0 0 −12

25(1 + 3 cos 2θ) 0
pp,−− 0 0 0 −12

25(1 + 3 cos 2θ)

������

�~�	v��|u	t��wv�tw{wx��	{	xx	v�x�w{	|uw�������t	v	~x��u���w�w~	u~{��~�	v	~x�	�w�~	�	�
{�	�{w	~x��	�t	��{�(�����~t����	���vv	�pp|dd�pd|dp�dp|pd 	xdd|dd��~~�x�~x

µpd
def
= 〈23p3/2 ‖ qer(1) ‖ 22d5/2〉 = −2

√
3

5
(23p|r|22d) ≈ −277qea0

����"�

�~�	v��|u	|u	t�v�x�w{	8× 8 �u
��vwtx�~w	~x�x�tH = H0(A) +H0(B) + Vdd

�$H0 	�xt	��vwtx�~w	~
�x�vw|u	��	{t�	�	x�x���|u	t��~��� ��w���~�tw������{�wx

Mat(H) =

(
E(ss)× 14

e2(23s|r|23p)(24s|r|23p)
R3 M

e2(23s|r|23p)(24s|r|23p)
R3 M † E(pp)× 14 + e2(23p|r|22d)2

R3 M ′

)

= E(ss)× 18 +

(
0 3

4

µspµs′p
4πε0R3M

3
4

µspµs′p
4πε0R3M

† ∆× 14 + 5
12

µ2
pd

4πε0R3M
′

)
����%�

�$1k
���w�~	t�v�x�w{	u~wx�k × k�

��u���u��~��t�������u��	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���u�t��x�x
|pp〉(t) + |ss′〉(t)���~�	�wv�tw�	�t��w�{u��w�~���~w���~�t	��	{x	u��{�t�~~	�

ass′(t) =




a++
ss′ (t)
a+−
ss′ (t)
a−+
ss′ (t)
a−−
ss′ (t)



	xapp(t) =




a++
pp (t)

a+−
pp (t)

a−+
pp (t)

a−−
pp (t)




����xw��	��|u�xw�~�����	x��������|u�xw�~�	�{��	�w~�	����{�wx�t����	~��	~�~x{�vv	�������~	��w	
E(ss)

�

i~
d

dt

(
ass′(t)
app(t)

)
=

(
0 3

4

µspµs′p
4πε0R3M

3
4

µspµs′p
4πε0R3M

† ∆× 14 + 5
12

µ2
pd

4πε0R3M
′

)(
ass′(t)
app(t)

) ����*�

��)�� :=;��<;?=�;�=�<�>?;�;��=�>��=<�>�;��=�<

��u��wv�tw�	�t�����tuxw�~�	t��|u�xw�~���*����~w���~�M̃ ′ def
= ∆×14+

5
12

µ2
pd

4πε0R3M
′�	xM̃ = 3

4

µspµs′p
4πε0R3M �

������tuxw�~�	��u��uwx{�vv	�uwx�	~uxwtw��~x�tu�w	u��	�w�t		�wx|u	M̃ ′ 	�x������xw�~~	tt	�t�w�	~(
xwx��
	~���w��~xt���	vw!�	tw�~	��~	~���uwxu~	�|u�xw�~�w���	~xw	tt	�u�	u�w!v	����	��u�ass′ 

(i~)2 d2

dt2 ass′ = i~M̃ ′ d
dtass′+M̃M̃ †ass′�

�~�w���~�tw�		~�uwx	M̃M̃ † ���D = P−1M̃M̃ †P ��$D 	�x�w���~�t	
	xP 	�xu~	v�x�

w{	�	������	���u����~w���~�bss′ def
= P−1ass′

|uw���w�	��~{u~	�|u�xw�~�w���	~xw	tt	
��~xt	�x	�v	���~xx�u��w���~�u���~t�����ux	�{wt	v	~x��	{t�{�~�wxw�~w~wxw�t	bss′(t = 0) = 0�

�~
��xw	~x

bss′(t) =
P−1M̃app(t = 0)√

M̃ ′2 + 4D

(
e
− i

2~

(
M̃ ′2+

√
M̃ ′2+4D

)
− e−

i
2~

(
M̃ ′2−

√
M̃ ′2+4D

))

�$t���{w~	{����	�	t�v�x�w{		�xw{wt���{w~	{����	�	�{�	�{w	~x�{��t	�v�x�w{	���~x�w���~�t	��



������
��
��������
�������������
�� ��%

�~�	ux�tt	�u~�	u�tu�t�w~	~�����~x�t�	���wx|u	~�u�{�	�{��~�t�������wtwx�Ps′(t) =

|a++
ss′ (t)|2 + |a+−

ss′ (t)|2 + |a−+
ss′ (t)|2 + |a−−

ss′ (t)|2 = a†ss′(t)ass′(t) = b†ss′(t)bss′(t)
��w�~w�	�u~�x�xs′ ���!�u~x	v��t ��w~x	��{xw�~��~x��u�		�{wt	v	~x

Ps′(t) = 4app(t = 0)†M̃ †P

f(∆,D)=
∑+∞

k=0 ck(∆)Dk

︷ ︸︸ ︷
1

M̃ ′2 + 4D
sin2(

√
M̃ ′2 + 4D

t

~
)P †M̃app(t = 0)

�~�	ux	~{��	�wv�tw�	�u~�	ut��{�wxu�		~	�	{xu�~x�{�vv	~�u�t����~�	�wx�t	���	t���	v	~x	~���w	
�	f �
�t�u�x�t������{�w�	

M̃ †P

(
+∞∑

k=0

ck(∆)Dk

)
P †M̃ = M̃−1PD

(
+∞∑

k=0

ck(∆)Dk

)
DP †(M̃ †)−1 ����&�

= M̃−1

(
+∞∑

k=0

ck(∆)PDk+2P †
)

(M̃ †)−1 ����#�

= M̃−1

(
+∞∑

k=0

ck(∆)(PDP †)k+2

)
(M̃ †)−1 ������

= M̃−1

(
+∞∑

k=0

ck(∆)(M̃M̃ †)k+2

)
(M̃ †)−1 ������

=

+∞∑

k=0

ck(∆)(M̃ †M̃)k+1 ������

�$~�u����~�uxwtw��t		�wx|u	P † = P−1��t�u�x�t����	�w���~�tw�	�M̃ †M̃ ���M̃ †M̃ = Q†D̃Q���u�
��x	~w�M̃ †P

(∑+∞
k=0 ck(∆)Dk

)
P †M̃ = Q†D̃

(∑+∞
k=0 ck(∆)D̃k

)
Q {	|u
w�	�v	x���{�w�		~�~

Ps′(t) = app(t = 0)†Q† 4D̃

M̃ ′2 + 4D̃
sin2(

√
M̃ ′2 + 4D̃

t

~
)Qapp(t = 0)

������

�~�	v��|u	|u	t��~�	x��u�	�t�	��vut	������w�~��u�tw	�|u	t��~����w�	��	�v�x�w{	����~�~�x�	{��wt�u�x�t����	x��u�	�D̃�w�	�t	���t	u�������	��	M̃ †M̃ �
�	tt	�{w��~x

(
α2 µspµs′p

4πε0R3

)2
λi(θ)

�$

λ1(θ) = (7+9 cos 2θ)2

2304

λ2(θ) = (1+3 cos 2θ)2

256

λ3(θ) = 395+180 cos 2θ+81 cos 4θ−12
√

2
√

43+20 cos 2θ+9 cos 4θ
4608

λ4(θ) = 395+180 cos 2θ+81 cos 4θ+12
√

2
√

43+20 cos 2θ+9 cos 4θ
4608

�~�	v��|u	|u	ϕ ~	
 �u	�u{u~��t	�{�vv	{	t��x�wx����w�w�t	�x�~x��~~�t���v�x�w	�	����tuxw�~

�ux�u��	t���	�u{��v����x�~��u��w|u�wt	�w�x	�	��	{x	u�������	��	M̃ †M̃ ��u�ϕ = 0 �
wv�t	�{�vv	

1
sqrt2(1 0 0 1)† 	x 1

sqrt2(0 1 − 1 0)†�{���	���~��~x�	��	{xw�	v	~x�λ1(θ)
	xλ2(θ)��~���~w���~xt�	�~{xw�~~uv��w|u	

Ps′(V, t) =
4V

(
∆− α2β2

µ2
pd

4πε0R3
1+3 cos 2θ

5

)2

+ 4V

sin2




√√√√
(

∆− α2β2
µ2
pd

4πε0R3

1 + 3 cos 2θ

5

)2

+ 4V
t

~




�~��xw	~x	�{wt	v	~x����xw��	t��|u�xw�~����


��������	��Q†Q = 1 �����	
�	��
�	���	����������	������	�app(t = 0)†app(t = 0) = 1 



��* �������� �����
�������������
���

Ps′(t) =

4∑

i=1

|
(
Qapp(t = 0)

)
i
|2Ps′

((
α2 µspµs′p

4πε0R3

)2

λi(θ), t

)
������

��	��vut	����"	�x�t�����x	~u		~�u�����~x|u	t��x�x�	�����x���w�	|
(
Qapp(t = 0)

)
1
|2 = 1�

��)�) ����>�>�;=>��?���=��?>�

���xu�	���{��	~x		�x���	�{�v�t	�		xwt�	ux�	v�t	��w�{wt	�	��t	{xw�~~	�t��x�x�	�����x{�~�	~�(�t	v	~x��u���w�x�u�t	�	�	x�tw���u��w���	~x	���t	u�������	�λi�
�~��w~xwv���x�~x�~�x	�	�x|u	t���

�	t�w~x	��{xw�~�w��t	(�w��t	�wt~���{�u�t��	|u�	~x�	�x�x���	{∆Mj = 0,±1
���w�t��|u�xw�~����	x���&���w~�wt��xu�	�	t�����~�~{	Cs (23p3/2|Mj | = 3/2) + Cs (23p3/2|Mj | = 3/2) → Cs (23s1/2) + Cs (24s1/2)	�u�~wxu~	v�x�w{	M �w�	�t��|uw��t	~x�	t�v�x�w{	M ��~~�	���t�	��vut	����*��w���~�t	��~	�	x

np3/2Mj = +3/2) ~
�	�x{�u�t�|u���	{ns1/2Mj = +1/2

+d%$'9d("$!($$+*d%f%�'%$'%"�%r!#"+i%&'9d%i%&'
d%$
)9'"%o9d%)"$!"(!"%$f%M †M�%&!(d9"+$9&'!"(!"%i%&'d%$#'9'$�s�t�	u�	u�	v	~x�~�x�	{��v�	�x�w�w���	t�~Oy 	xt����w�xw�~�ut��	�	�{wx�x	u�t�	�x�	t�~Oz���u�
~����~���~{������tw��{	x	���w�

�
�
� ��������������������������������

��,����=?=�;�=�<�>������;�=�<���?;�>���?������;��?=��>�?;��=�>�>��<<�>�
��vv	w~�w|u���~�t��	{xw�~�������t���w~{w��t	��u�{	�	��uwx��~�t	�	����w	~{	�{�~{	�~�~xt	�
�x�v	��	����	������w	~x�	t��u{xu�xw�~�u��	w�~	�	v��	��	~�x�	t��	��{�t���~x��~�w|u�~�
{w(�	���u��|u	t|u	�(u~	��	�w��	�|u	~�u����~�uxwtw��	���u��	v��w	��{	����t!v	�
�~�	�����	~��	���w�w~	�u{xu	u����v�tw���xw�~�	t�{��wx�t��	��~�u����~�	������	{��	�t	��x�x�

23p3/2
����xw���u~	x��~�wxw�~��	u����x�~��643~v6s→ 23p3/2�

��
{	�t��	u�w!v	{��wx��{�t���~x
��s���	��u{xu�xw�~��	v�t	~x�t����tu�	�w�t	�v�w�t�������xw�~���x�x23p 	�{wx��	�xu~�	u�tu�	�w�t	|u���	{t�	�{wx�xw�~���{��	~x	���u����~��t���	������	


���xwtw�	�{	��u{xu�xw�~���u�	~�	�w�x�	�	~v+v	x	v���	���	{x�	���tu�w	u���	~�wx���
��u�{	t��~uxwtw�	t�{����t�xw�~	~x�	t	��w�~�u�
	~�t���~xu~			~+x�	��w~x����xw�~��u�u~�w{
�u�w�~�t��w�~w��xw�~��~~�~xt	~�v��	���x�v	�	�{wx���	x��~{t	u��	~�wx��	xu~	�ux�	��u�t	
�w�~�t�	{�	�{���w�	�{	tuww��u	�	t�w�~w��xw�~�	t��x�x23p �u24s 	�~�	ux	~�	�w�x�	�t�u~���������x�t��ux�	�
�	�vutxw�t	�{�	vw~���w�~w��xw�~	�~x|u�wt	�x�w�{wt	�	x��u�	�u~			~+x�	���~xu~	{����t�xw�~
���	�wx	������~�~{		x��������~�~{	�	~x�	t��w�	��~~�	���t	�w�~�t��w�~���~�t�		~+x�		xt�
�	~�wx��	��x�x�	�{wx���
�	xx	v�x���	��tu�w	u���	uwt��	�v	x�	��	~��	�tu�w	u����	{x�	��t�	�w���tt		�x��~{�	�	��v�~x	
��u�u~	�xu�		~�	~�wx��v�w�	tt	�	v�~�	u~���~�~�v��	�	��w�	�	��~~�	���u����w�u~
~�v��	�u���~x��~�{��|u	�	~�wx��

���	��	~��	|u	t	��w�~�u��������~xu~{	�x�w~�	uwt�	�	~�wx��
�	xx	v�x���		�xu~	���w�~x	�	t����{��	~x	��tt	x��~|u	t��w�x�w�uxw�~�t��x�w�	��u��w	~~	�	t��	~�wx��	��x�x�23p3/2�

�~x��wx	v	~xx����w|u	�wv�t	�u������x�w�~�t�u���uwxv�~x�	|u	t	
��w~��x	~u~�	�x����w�~w�{�xw	���u�~�uxwtw��~�{	xx	v�x���	|u	��u���	~��	�	���~~�	���	{�		��x	��	~�wx�����u����~��u��w���	�w���x������{�wt		�w�{	�u�ut��	��ut����~���u�v	~x	�	~{��	t��	~�wx��

�������	�x	v���	tt	v	~xt	��w���	~x	�w�~w��xw�~��
�~� �ux�~xu~�ux�	�ut�	��w�~w��xw�~��~�	ux	����	�w�~w�	���t	{xw�	v	~xt��x�x24s �uw�	~�uwx	t��x�x23p��u	~{��	�

twvw~	�t	�w{�	�u�x��~�wxw�~��u{����~�w���u��twvw~	�t	��	��xwv		�	{x�
|u�wt����uwx���	~{��	t�{�v�t	�wx��	�{�	vw~���w�~w��xw�~~	�	�v	x�������x	~w�t	��w~	������
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��v�x���	{�~�w�x�~x�� �ux	�u~�ux�	�ut�	≈ 1000

�~�x�	��	vw	��ut�	≈ 4000V 	�x���{�~x�	x�!�uxwt	��u���u��w��w�~w�	��	��x�x��tu����	�~��{�vv	t	22p ���	�	v�t	�

���~x��	�|uw��	�t�x����w	�N {����������~����w�	v	~x	~�	�u	|u	t|u	�(u~	��	�	����w	~{	�|u	~�u�
���~�	�	{xu�	��u|uw�	u�	~xt�+x�	��u������	�~�w�~�x�	{�v����	~�w�~�u���~�v!~	�

��,�� D���>�>����=><�>���;?=��>�
����-	��	�����-	
��u����~����	����	�{	~x�w~	����ux�	�����~�~{	��t��tu���x�x�~x	��tw|u�	��������	~{	�	~�v(��	u�{��w�	v	~x���wx��{�v�tw|u	���	�w�t	�w~x	����x�xw�~��
�����~�	�w�	��wx��	�����~�~{	���wx�	�v	xx�	��~�t		uxu��	x	�x	��	�{�v���x	v	~x�{�vv	t����v�x�w	�ut����w�	�u��vv	x�u�w{���u����~�x	�x�{	xx	w��	�u�t�����~�~{	

23p3/2|Mj | = 1/2 + 23p3/2|Mj | = 3/2 −→ 24s1/2|Mj | = 1/2 + 19g7/2|Mj | = 5/2
����"�

�	����uw��~x�	��112, 1
�{v�����u�	�����	�v	x�	��w�|u	��u�{	xx	����~�~{	���w�t�	��vut	����"�
∆ = E(pp) − E(sg) ≈ 2γ′(E − E0)���	{γ′ > 0 {	|u

w	�xt	�w�~	{�~x��w�	�t�����~�~{	|u	~�u��	~�~�
���xu�w	�����|u�xw�~�w���	~xw	tt	�	�x	���	v�t��t	������v�w���	{u~{��~�	v	~x�	�w�~	�	∆ |uw
��wx~��v�t	v	~x�	x���uw�	���u~	���v�x�w	�	�	~�������������	t����tw��xw�~�	{	xx		����w	~{	t����v�x�w	�	�x�����wx	���	��tw{�xw�~�	{	���~�v!~	|u	~�u�~���w�~����wvv��w�x	v	~x{�v��w�	�x
��~���ux	t��uw��~x	�

1�-�	2-	���	#-��������,-����#�,-����	�-

�����	t�	�{wx�xw�~t��	�{���~xt	��x�x��	����	�����~�t	{���	�	��x	��	~�wx���u~vwttw	����x�v	�
��~xw�~w������t�������xw�~��u~���x�~�u��t�v	~x�w�	��	{��v��t	{x�w|u	�x�xw|u	E > 0�{{�

t!�	t	�w�~�
��+ 	xt	�� 	{x	���w�	v	~x�����	t��{��~xwtt�~	t	��t	{x��~�t	��~x	~{��	�tu��wx		x~	 �u	~x��~{�u{u~
��t	�s���tw��~�����w�	v	~x�{	���~�v!~	v	~xw�~~�	~�	{xw�~��������~{�t{ut�����u�t	x����!v	�	
��u��v�~x�	|u	�d ≈ 0, 1vv�	

t��{��~xwtt�~	�xx	w~x	~u~x	v���	t�����	�	
√

2dmCs
|qe|E ≈ 0, 2µ�	{	�

1000
w�~�{��	~xu~{��v��t	{x�w|u	�	�	~�w~�	��	�E �	t�����	�	Ephoto−ions ≈ 1

4π×d2
1000|qe|

4πε0
≈ 0, 1

�{v�

�t	�ux��~{u~{��v�E �tu�	��x��	0, 1
�{v���u��xx	w~��	t�����~�~{	�{	|uw�����|u	u~	���v�x�w	����wx	����!�u~		��{xw�~�	vw{���	{�~�	�t	�w�~���~x� 	{x��	xt	{��v��	x��u�	����t	u�E��	���~�v!~	wv���x�~x��� ����	���������~�w~�	~��~�	~�	u�	tt	x�t����#%���	�xu��	t	���~(
~�	���	xx	��{�u�	�x		ux���x��w	u�	�t��xu�	�	t�����~�~{	

23p3/2|Mj | = 1/2 + 23p3/2|Mj | = 3/2 −→ 24s1/2|Mj | = 1/2 + 19g7/2|Mj | = 5/2

|u�wt�	��wx��~{w~x��	���~x�	�	��	~��	��	{{	xx	v�x���	���twvw~�xw�~�	�w�~����u�{�~��v	�t	v��!t	
�	t����v�x�w		x�	t����w�	�������{w(�	��u����u��	���~��v�t�	u�	u�	v	~x��~�t��	{xw�~��|u	t�	���~���v	~	���ux�t	v	~x�����~�~{	t	��x�x��	����	���u~		�w�t	�w�~���+ ���xw���	ux	~�	~��	�
�	�	�	x��	x��~�wxw�~���~�vw|u	�	~x�	{�u��	��	��x	~xw	t�

����
-	2-0��	-�

��w��	�	�	����w	~{	��	�	��~�	��	��v�	�	�x���v	~	�t��x�x|i〉 = |23p, 23p〉 {����t0 �����~�~{	��	{|f〉 = |23s, 24s〉  u�|u��ux	v��t1 = t0+tr
��u�{��	�u~	�u�	����wxw�~|Ψ(t0)〉 = a(t0)|i〉+b(t0)|f〉�u

w�
�	t	v	xx�	��������~�~{	�	~� �ux�~xu~	�{�tw	��	{��v��t	{x�w|u	� u�|u��ux	v��t2 = t1 + τ �$�~t	
�	v	x�����~�~{	�u��~xu~x	v��tr�

��vv	|Ψ(t1)〉 = e−iEppτ/~
[
a(t0)|i〉+ b(t0)e

i(Ehors res
pp −Ehors res

ss )τ/~|f〉
]

t��	u�w!v	����~�~{	w~x	�	!�	��	{t���	vw!�	�	v�~w!�	{�~�x�u{xw�	�wΦ = (Ehors res
pp −Ehors res

ss )τ/~ 	�x
u~vutxw�t	�	2π 	x�	v�~w!�	�	�x�u{xw�	�wΦ = 2πm+ π ��	{m 	~xw	���	xx	�xu�	���wx�x�	�wx	�u�t	�u�w�wuv�����~�	���~����*���%����u����~����w�	v	~x	�	{xu�
{	xx		����w	~{	�u�t	{��wuv��	{�	����utx�x�{�~��v�~xt�x����w	���{��	~x	�



��# �������� �����
�������������
���

��,����	�����-	-�-�-�"����	���#	
�~����x�~x�	�{�!~{w�	~{	�

Cs (23p3/2|Mj | = 1/2) + Cs (23p3/2|Mj | = 1/2)
80,27 V/cm−→ Cs (23s1/2) + Cs (24s1/2)

����%�

Cs (24s1/2) + Cs (24s1/2)
80,71 V/cm−→ Cs (23p1/2) + Cs (23d5/2)

����*�

~�u�t�w���~�t���	vw!�	���{xw�~�	���tw�	��u��~x2µ��uw�~�u�� �ux�~�u~{��v��	80, 71 − 80, 27 =
0, 44

�{v��u��	�v	xx�	�t��	u�w!v	�	�	���tw�	���	xx		����w	~{		ux���tw��	��	{�u{{!��ydd%i(&'"%

$9&$9i*+�)�'#
)%!d)$+%)"$"#9p'+(&$!%)o%&'$%!"(f)+"%f)"9&'d%'%i!$f%dq%r!#"+%&p%�
���xu�	�	{	xx	{�!~{w�	~{		x�	����w�t	�	�	x��x��w�{������x����tw��	��	{�u{{!��t	x����wt	xt�w~x	����x�xw�~��~x	~{�u���

��������2-	
�ux�	t�w~x��+x�	��u��w����w	�	�{wt	v	~xt��~	��w	w~x	�~	�	����x	~�w�	��	{�ttw�w�~�� t�	v�t�w
���x�v	��	����	���	��+x	�w	~�t��xu�	�	�{�ttw�w�~����w�x�	����{��v��t	{x��v��~�xw|u	�w�	��$u~
���x�~	�x��������u�vw�t����	t�{�ttw�w�~��
��x�~�|u	��~�	���~����*�{���%�~x���	����	�	��~�	��	��v�	���~��	�	����w	~{	��	{�ttw�w�~�
���w�x�	����vw{��(�~�	��
��u����~���u�~�x�	���x	�	{xu�|u	t|u	�	����w	~{	��	{	x��	


Cs (23p3/2|Mj | = 1/2) + Cs (23p3/2|Mj | = 1/2) + nhνR.F. −→ Cs (23s1/2) + Cs (24s1/2)

|uw{�~��v	~xt�x����w	���	t����	�����wtt	x	x�t����#&���~��u����u��w{�~�utx	����tt���	�������	x
���tt���	�����"�����	��xu�	���w�	~x+x�	�	~�u�	tt�	���u��xu�w	�t	��w���	~x�x	v��{���{x��w�xw|u	��
�	����{xw�~�vutxw�t	��{�vv	{	tt	���{�wx	����t�	��vut	���*��	����uw��~x����������x�t����w��	
�	t����w�	��|u	~{	�

4�	-�������2�#���-		�	2-��
������
��u����~�	����������	��	�t	���~�v!~	�	vw���xw�~��{�wx���t���u�	���*	~uxwtw��~x�	u�t��	��

�ut�����	��	vw	�	�{wx	�	��x�x�23p3/2
	xt	�	{�~�	�{wx	u~�w~{	�u���x�x�24s���u�	����w�~���x	{x	�t�vw���xw�~�	{	��x�x�24s���	~���	���~xu~��{�t��	x	v���	t�{��t	x	v���	��t	�x�w���	~x�uw��~xt����wxw�~w~wxw�t	�	�w�~�	~x�	t	��t�|u	����~�t	�w�~�t�����w��	�	�w�~��s�t�	u�	u�	v	~x�wt�	v�t	

|u	t	���{	��u��	�w�u�w�~��wxt	~x�wt��	�	{xu	��	{u~x	v���	t�����	�	~84πε0d3

µµ′ ≈ 1µ��
��u���u��w�

t����	��	��wt	�x��~���ux	���	����t	��uxwtw�	��	��x�x��	����	����	{�	x�!�t�~�u	��u��	��	�w	�
v�t�	u�	u�	v	~xt�w�~w��xw�~�	�w	~x�t����	v�w~�	~v�w~���t	{xw�	����xu�	��	{t	�~w�	�u�27p3/2�	v�t	+x�	u~��~{�v���vw��

��,�) D���>�>����=><�>�����=�?>�
�~�	ux�u��w�	~�	��t�����~�~{	��wv�t	��xu�w	��u��w~x�	�u	x����w|u	�Cs (23p3/2|Mj | =

3/2) + Cs (23p3/2|Mj| = 3/2)→ Cs (23s1/2) + Cs (24s1/2)
��{�wx		~�	{xw�~������

0�	-���#��	�-
��u��xu�w	�t�v��	~~	�u�R 	x�u�θ

wt�u�x�		�w�	t�	����w	~{	��~�u~���	�u��xw|u	�������u����{��wt~�������	u��x�v	�����wx	�t��w�x�~{	vw~wv�t	�������{�		�x��~{{�~~u	�{�	�xt�t�~�u	u�
���~�	��xw|u	uxwtw��	��u�	�w�	t	���	�u��	xx	�wxu�xw�~�	v�t	��~{	������t	��u��xu�w	�t	�	�	x��	
�	~�wx��



���� �����
����������
�������
�������� ���

/��-�����2�,�	-�#�,	�

��w~ 	{xw�~�	~�x�	t��	��ut�����u~t��	��{�t���~x{�~xw~u�	v�t	+x�	u~	w��	w~x��	���~x	{��	tt	
�	�v	x�	���uw�	 u�|u��40

s��t�t���	u��	��w	�ut��	����w�������uv����*���&����~	�	x�u�u
�	�t���	u���~��v	���x	~u	�� u�|u��200

s����~�	ux�	~�	�~�	�{wx	�|u	t	���w�	����x�v	�t	��tu�
���{�	�w�	�{	tt	w~x	���w���~xt	�tu�	��x	v	~x��%''%'%p�&+
)%!"(i%''%)$%&q9!9$%&p("%#'#)'+d+$#%!()"f%$%r!#"+%&p%$9o%pf%$9'(i%$�"(+f$�i9+$$+%dd%%$'"#9d+$#%�%dd%f%o"9+'9!!("'%")&%p(i!"#�%&$+(&
&()o%dd%f)!�#&(i�&%��tt	����{�~x�	�x�uxwtw��	��	{�u{{!���u�t��xu�		~x�	�x�v	�x�	�vw|u	���~
�	������x	���t�x�!�	�	�
wx��~x���#����u��tu��	��x�wt��
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�
�
� ��������	�
������
���	����	����	
�����
�	xx	���	~x�!�	x����w|u	~�u��	��uxwt	�u{���wx�	��������u�t��xu�	�	�v�t�{ut	�	xt����	t��xu�	�����u�t�w~x	��{xw�~	~x�	�x�v	��	����	����		���~x�!���~���t	����	~(��~~�u� w	x�t�����*��
({�u~���x!v	��	u��x�x�|Ψ1〉 	

x|Ψ2〉�
��~	��w	

E1
	xE2
	~w~x	��{xw�~��u�t��	�xu���xw�~Ŵ ~	��~x�tu��x�x������	��	Ĥ0 + Ŵ ����w���~�tw��xw�~�	t�v�x�w{	�	u�(�	u�~�u��wx|u	t	�~�u�	�u��x�x��	x�~	��w	�������	���~x


|Ψ+〉 = cos
θ

2
e−iϕ/2|Ψ1〉+ sin

θ

2
eiϕ/2|Ψ2〉

�����

|Ψ−〉 = − sin
θ

2
e−iϕ/2|Ψ1〉+ cos

θ

2
eiϕ/2|Ψ2〉

�����

E+ =
E1 +W11 + E2 +W22

2
+
√

∆2 + |W12|2
�����

E− =
E1 +W11 + E2 +W22

2
−
√

∆2 + |W12|2
���"�

�$∆ =
E1 +W11 − (E2 +W22)

2
, W12 = 〈Ψ1|Ŵ |Ψ2〉 , tan θ =

|W12|
∆
	xeiϕ =

W12

|W12|
�~	�w��~xt�����x�!�	W11 = W22 = 0��

w~�~�~t	�w~{tux��~�E1
	xE2� (&o(

+'9d("$
)%d%$#'9'$
$q#p9"'%&'dq)&f%dq9)'"%fq9)'9&'!d)$
)q+d$#'9+%&'!"(p�%$%&#&%"�+%�
�	�tu��w|Ψ(t = 0)〉 = |Ψ1〉�

t�������wtwx�P1→2(t)
�	x��u�	�t��x�x|Ψ2〉

�t�w~�x�~xx	�x��~~����u~	
����tuxw�~x�!��wv�t	�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	���~��xw	~x


P1→2(t)
def
= |〈Ψ2|Ψ(t)〉|2 =

|W 2
12|

|W 2
12|+ ∆2

sin2

(√
|W 2

12|+ ∆2
t

~

) ���%�

�~����	���wx|u	t��x�x��{wtt		~x�	|Ψ1〉 	
x|Ψ2〉 ��	{

t�	��|u	~{	��wx	�	���w��~���tw��	�(E+ −E−)/h�

�
�
	��	���	���������	�������
��
���	���
��	�
������
����|u	E1(R) 	xE2(R) ��~x�	�{�u�

�	��	��x	~xw	tv�t�{ut�w�		~w~x	��{xw�~��{	�{�u��	�����wx	~x�
{�vv	{	t�	�xw~�w|u��u�t���u�	��%���	*���	{�u�t��	W12(R) 	~x�	{	�{�u�

�	��	ux+x�	u~{�u�t��	
���w�t���w��	{xw�~����������w�tw�	x{���	{�u�t��		~x�	t	��x�x��t	{x��~w|u	�|Ψ1〉 = |Ψel

1 〉 	
x|Ψ2〉 = |Ψel

2 〉�	�v	x�	{��	�t	��x�x�|Ψ−〉 = |Ψel
−〉 	
x|Ψ+〉 = |Ψel

+〉��~uxwtw��~xu~	�w�w�~{t���w|u	�uv�u�	v	~xR(t) �	�~���u���~{�	�{�	�{�~~��x�	t����tuxw�~�	t��x�x

Ψ(t) = Ψel
1 Ψrot

1 Ψvib
1 (R(t))/R(t) + Ψel

2 Ψrot
2 Ψvib

2 (R(t))/R(t)

"��
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�	����t!v	|u	~�u�����~�w{w	�x�tu��	�x�	w~x�wt����wx�����tu	�t�������wtwx��	x��~�wxw�~	~x�	t	�
�	u��x�x�Ψel

1
	xΨel

2�	����t!v	��x�x��wx��!����������~��u��~�t	{���	��	xwx	�������wtwx���	x��	{u~	����x�!�	
�	tw~���wx��u�t��wx	��	���uw�{�~��v�����	~	��|u	t|u	��wxt�������wtwx�����u~{�t{ut�~�t�xw|u	��	v��!t	�	~�uwx	�x��tu�w	u��	�w��v�tw����w~�w|u�~��	ut	v	~xt���xw{t	�	�	�u	�	��w�wxw~����*���	
x����wt�u�{wx		~{��	�	~�v��	u�	��xu�	���u��	���u�	�x�u�t	�v��!t	�	�w�x�~x��~��u���{�~�utx	�t	���xw{t	��	����	���	x�t�����#���u����*��

�%d+%&%&'"%p%''%'�#("+%%'d9o+$+(&p(dd+$+(&&%dd%!%)'�'"%'"()o#f9&$dq9"'+pd%f%���)�jkk���
�	���utx�x�	��~��u(�	~	�	�x


p = P 1passage
LZ = e

−2π|W12|
vitesse|∆pentes|

���*�

�$t���wx	��	�	�x dR(t)
dt
�	x|∆pentes| ���w�~	t��w���	~{	�	��	~x	��	��~	��w	�E1

	xE2
��w�	�u��w~x

�	{��w�	v	~x��~��u����u��w{�~�utx	��u�{	�u 	x
t	x����!v	��w���xw|u	�s	��w�����*"��
���u���t�x����w	
�tu��wv�t	�	��~��u�	~	����~��u�~��w	{�wx����##������#��	��w�	���������uv����*������{��$	~{��	t�x�!�	�	��tv��������#��#��
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����� ����>��<��;?>
�~�xu�w	t	�x��~�wxw�~�	~x�	��	u��x�x�t�u~~�x�b ���u������t��ux�	h ���u���ux��

5���#�,-����	�-
�~�u����	|u	t	{��v��t	{x��v��~�xw|u	���{�wx{t���w|u	vv	~x��	������	�	t�~t���	OZ

~E(Z, t) = EX0 cos(kZ − ωLt)~eX + EY0 cos(kZ − ωLt+ ϕ)~eY
�$k = kZ = ~k.~eZ

�z���

= Re
{
~Erade

i(kZ−ωt)
} �z���

����	t�~�|u	t�w~x	~�wx��t��	�	�xI = ε0[(E
X
0 )2 +(EY0 )2]c/2

def
= 〈 ~Poynting.~S〉/S 	~��v2���	�xt	�u�

v��	~���~	��w	x���	���~xt�u~wx��	�u�	�{	~��v�t	�t��w�	{xw�~�	�������xw�~�

��,���	�����
�~uxwtw�	t�~�x�xw�~{����w�~x	�����w|u	�
�����t��w{�	x�t����#������������u�t	��	{x	u���	���	
�

~e0
def
= ~eZ , ~eG

D
= ~e±1

def
= ∓~eX ± i~eY√

2
��tσ±. �z���

�w~�w ~Erad = Erad~e±
�	t�~����t��w��xw�~���wx	�u��u{�		xI = ε0|Erad|2c/2�

��u����{w�	��~��u
{���wx�	��&���t	tw	~	~x�	σ± 	x���wx	�u��u{�	���u�x��wx	�t	{����~���t��~~�x	~Erad = Erad.~ε

∗�

�
���	��������
�	
���������������������
������������������������������������	
�������	���������� .
����������	������	
������������	����
� ����	
����������	���
�������	�������
	����������������������1
��
	����

����������1��1�
���1�	����	�������	� ������� �	������	��	������
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�
���0 < ϕ < π�
��������	�����
	���
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���	�������ϕ = π/2 
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3���-2-��-��2�����-
m&&q#')f+%f9&$p%p�9!+'"%
)%d%$'"9&$+'+(&$f+!(d9+"%$��~�	ux���tu	�t�w~x	~�wx��	{	�x��~�wxw�~�
��
{	�t�	��vut	����

�	x�u����vw��w�~���~x�~�	Ah→b
����	t�{�	�{w	~x���w~�x	w~�	�x��~~�	���t��!�t	�����	�	�vw�


Γspon = Ah→b =
16π3ν3

hb

3hε0c3
1

gh

gb∑

α′=1

gh∑

α′′=1

∑

P=X,Y,Z

|〈h|~µ.~eP |b〉|2

︸ ︷︷ ︸
Sbh

�z�"�

�$Sbh
�����	tt	t�	��{	�	��w	�	gh 	xgb ��~x

t	�����~��	�{	~{	��	t��x�x�u��ux	x�u������u�	~x
gh = 2jh + 1 	xgb = 2jb + 1

��u�w�~��	~�x�uxt	vutxw�t	xgh =
∑

jh
(2jh + 1) = (2lh + 1)(2sh + 1) �	

v+v	��u�gb
�����u��	�	�w	���w�xw�	�	t��x�xh 	�x

τvie,rad =
∑

b

A−1
h→b

��	�x	~	�wxt�x����w	���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XIII
��u{�u�t��	�u~w�	�uh �u{�~xw~uuv

�	��u{xu�xw�~��u�w�	|uw��~~	t��u��	�	�w		{	xx	x����w	��~~	�u��wt�������wtwx�|u	t	���x�~
�vw����~x�~�v	~x��wx���~	��w	E�

dP

dE
=

~Γspon

2π

1

(E − Ehb)2 +
~2Γ2

spon

4

�z�%�

|uw	�xu~	t��	~x�w	~~	�	t���	u��vw(��ux	u�~Γspon�

����� D���>��>��<=�>;��
��u�t	�		��w�w��	v	~x�	��x�v	����t��	��~�u�uxwtw�	��~���~{u~w~�w{	�L���u�t��	���u��u�t����x�����{w�xw�~�wt�	��w~�w��	~���t	�	��{�w�	t�w~x	��{xw�~��u~�x�v	��	{t	{��v�t��	���~���~wxt	
��{�t��	�	~�ut��xw�~�δL def

= ωL − ωbh = ωL − Eh−Eb
~

	xt��ut��xw�~�	���wΩRabi,bh = 〈b|~µ. ~Erad|h〉
~
�

����) �<�>�;��=�<;�>��<>�<�>�?>�����;�<��=��>
�~	��~~	w~x���u{xw�~�{	�u 	x 	�x ��~~�	��~� ���	�t��~�swt�~~w������� ��u�~	�	~x�	(
��~������~�t	���x�wt�� �~�	~��w	�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XIII

��u�u~	w~x���u{xw�~	x
�����	~(��~~�u� w	x�t����#&����	~(��~~�u� w	x�t����##����~�	��	x�t�����&���u�u~	x����w	�tu�
{�v�t!x	���x�~��u��wt��	�u	�	�s�~����	x�t����#*���~���	ut	v	~x���~w�t	�~�x�xw�~�	x��~~	�t	����utx�x�wv���x�~x�|uw~�u��	��~xuxwt	����t��uwx	���u�~������	��~�w{w~wt�x����w	�	t��x�v	���wtt��~wt	��|u�xw�~��	}t�{�(��xw|u	��~wt��t	{x����~�vw|u	|u�~xw|u	�

8�	���-"2-�����-���|b〉 -�|h〉 -�#��	-��-2-����#,�	-�
�~uxwtw�	��t	�~�x�xw�~�	xt	����utx�x��	t����	~�w{	��
��u��wv�tw�	��~�	ux�u����	�t���t��w��xw�~tw~��w�	�	t�~��~E(Z, t) = Re

{
Erade

i(kZ−ωLt)~eX
}

=
Erad cos(kZ − ωLt)~eX�~�u�����~x|u	k× �x�wtt	�	t����xw{ut	�� 1��~�	ux�t�w��	�x�v�	��t�{�v����~x	Z �u{��v��w�	���	~��	Z = 0 {�vv	��

w�w~	�u�t����xw{ut	���	�xt�������wv�xw�~�	����~�	�t�~�u	u�����~�	���u
������wv�xw�~�w��t�w�	�	w�	�u~	tuvw!�	�	t�~�u	u����~�	{�v��w�		~x�	t	�vw{��(�~�	�	xt�utx���w�t	x�
��~�{	{�����xw{utw	��|uw�	��x�u �u�����tw����u�~�u��t��	�xu���xw�~	�xŴ = −~µ. ~Erad cos(ωLt)�

�
�������
	��������������
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�~��u��wt	��	u��x�x�|Ψ1〉 = |b〉�u|u	t�~� �ux	n+1 ���x�~�t��	��
�	x|Ψ2〉 = |h〉�u|u	t�~� �ux	

n ���x�~�t��	���
�	x����!v	�	�w�~	�(�{���x�	tw	t	��ut��xw�~��	���w���	{�	�{�	�{w	~x��	�t	�{�(�����~��(

�	~��~x�	t���t��w��xw�~�u	�w�{	�u��uv�v	~x�w��t�w�	�	t�x��~�wxw�~dbh = 〈b ‖ µ(1) ‖ h〉��$µ(1)

~�x��u��wQ1 	�xt������x	u��w��t�w�	x	~���w	tw����u{xw�t	�������	���
�~�	v��|u	�t���|u���	{t	�~�x�xw�~��	t����	~�w{	�
∆ = ~δL/2�

t��ut��xw�~�	���w	xt��ut��xw�~
�	���w��~���tw��	��~x���~w	����

ΩRabi,bh =
dbhErad

~
, ΩRabi gen,bh(δL) =

√
Ω2

Rabi,bh + δ2L

���xu�	��~���t		�	{xu�	��~�t��~~	�	��x�wx����	�u�u~	w~x	��{xw�~Ŵ w~���	~��~x	�ux	v���
�t���|u�w{w Ŵ = −µX .Erad cos(ωt) 	�x���w��w|u	��~�		�w��~xt�x����w	�~�	ux��w�|u�wt	�ux��	~��	
Ŵ12 = −Eraddbh/2�

w�	�t�v�wxw��	t���t	u���u�t = 0�{	|u
w	�x~�xu�	t {��t	{��v�~�	�x����

��~v��wvuvx�uxt	x	v���	x{�vv	wt��{wtt	�tu��wx	|u	x�ux	�t	�	��|u	~{	��u����t!v	wt	�uxt	
v��	~~	�
〈cos2〉 = 1/2�

�	t�~�u��	�v	x�	�w�	|u	t�������wtwx���������xw�~	�x

Pb→h(t) =
Ω2

Rabi,bh

Ω2
Rabi,bh + δ2L

sin2

(
ΩRabi gen,bh(δL)

t

2

)

�	�tu�t�	��vut	��~���t	��"�~�u��wx�w	~|u�wt���t���u~���t�{	v	~x	~�~	��w	����	t����t�{	v	~xtuvw~	u���	t��~	��w	�	�~w�	�u���~�	xwx�	��w~�	��~	��w	�E1, E2, E+, E−
	~	�~{xw�~�	δL �	�v	x�	v�~x�	�|u	d%$&+o%9)r$q#d(+�&%&'!()"δL < 0 �

d9$%"f%'"(!�9+*d%�"#
)%&p%�d9$%"f+'f#p9d#o%"$d%"()�%�
%'$%"9!!"(p�%&'dq)&f%dq9)'"%!()"δL > 0 �

d9$%"f+'f#p9d#o%"$d%*d%)���	���~�v!~		�x�t����	�u
�w��	��	�w��t�w�	�
�	xx	�w�w�~~�	�x��t��t	|u	t���|u	t	��	u��x�x��~xu~	�u��	�	�w	w~�~w	��	{��|u	~�u�
�	~{�~x�	��~�t	�tu���u�	~x	�x{	tuw �$|h〉 �u~	�u��	�	�w	�~w	τvie,rad = Γ−1

spon
	x |b〉 u~	�u(

��	�	�w	w~�~w	���x����w	��	{�u��	�	�w	�~w		�x����	�u� t	��|u�xw�~��	}t�{���xw|u	����w�����	~(��~~�u� w	x�t����#&�
��|uw��u�t	���wv	�x�xw�~~�w�	��xx	w~x��u�tinteraction � τvie,rad

�
��~~	{�vv	������wtwx��	x��u�	�t	���x!v	��~�t��x�x|h〉

P stat
b→h =

1

2

s

1 + s
=

Ω2
Rabi,bh/4

δ2L +
Γ2

spon

4 + Ω2
Rabi,bh/2

�$t	����v!x�	�	��xu��xw�~	�xs def
=

Ω2
Rabi,bh/2

δ2L +
Γ2

spon

4

�z�*�

�~�	x��u�	u~	t��	~x�w	~~	{�vv	��u�t��vw��w�~���~x�~�	z�%�

����, E��?>�>��?>��=�<

��x��~�wxw�~	~x�	|b〉 	x|h〉~�	�x����w�t	|u	�wdbh 6= 0��w |b〉 = |nlj〉 	
x |h〉 = |n′l′j′〉�

�~v�~x�	 |u	 t	� x��~�wxw�~� �	�vw�	� ��w�	~x ���w�	�
���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*��XIII

�

l′ − l = ±1
�z�&�

j′ − j = 0,±1
�z�#�

�wj = 0 �
t��� j′ 6= 0

�z���

�~	~�	���t���v�~�x��xw�~	~z������w~�w|u	t�w~�u	~{	�	t���t��w��xw�~�
����������
������	�����	�������	����
������	�����	�������	�����
��������	
��	���������	��������	�����

	��������� 	����

	��������
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�()")&&(i*"%Nb
f%!9"'+p)d%$�9'(i%$()i(d#p)d%$�f9&$dq#'9'f)*9$�d%&(i*"%fq9*$("!'+(&!9"

)&+'#f%'%i!$%'f%o(d)i%$%"9NbBb→hρ(νbh)�
(�ρ(νbh) %$

'd9f%&$+'#$!%p'"9d%fq#&%"�+%ld9�"#
)%&p%
νbh
�$(&)&+'#%$'��$�i3���%'9)rfq#i+$$+(&�$'+i)d#�$!(&'9&#%�$%"9NhBh→bρ(νhb) + NhAh→b��	���t	u���	�{�	�{w	~x����w~�x	w~Bb→h, Bh→b

	xAh→b
��~x��~{�	tw���u��	{xw�~�	�{�{	���{{	��w�t	�

	����wv	~x�t	v	~x���
{	�t�w~x	~�wx��I = c
∫
ρ(ν) dν ���


σabs,tot
bh

def
=

∫
σabs
bh (ν) dν

def
=

hνbh
c
Bb→h

σem stim,tot
hb =

∫
σem stim
hb (ν) dν =

hνhb
c
Bh→b.

�z����

�~���	!�	���	�w�uxwtw�	�t	�	��{	���uw~x	~�wx�������{wtt�x	u��fb→h
���~w	�{�vv	t	������x�	t�w~x	~�wx�

�	t���w	��	tt	�u�t�w~x	~�wx���u~��{wtt�x	u��t	{x��~w|u	�	v+v		��|u	~{	νbh�
�tt	���~x	~	�	x��~�

�wv	~�w�~	x���w�	~xt	x����!v	�	���v��(�u�~
∑
h fb→h = 1�

�tt	��	�v	xx	~x��~{u~	{�v����w��~
���w�		~x�	t	�w~x	~�wx���	�w���	~x	���w	�


fb→h =
mc

πe2

∫
σabs
bh (ν) dν

�z����

�t��|uwtw��	x�	�vw|u	�t��	~�wx����~	��w	���w�xw�	ρ(ν) ��u{����~�w��$��~x�wxu��t	����xw{ut	��
	�x��~~����t�t�w�	�t�~{�


ρ(ν) =
8πhν3

c3

(
e

hν
kBT − 1

)−1

,
�z����

t	�~�v��	��	���xw{ut	����w�	~xt��	t�xw�~�	}�tx�v�~~

Nh

Nb
=
gh
gb
e

hνbh
kBT

�z����

�t��|uwtw��	t	�x�u����vw��w�~	x��������xw�~��~x���u��t	�	��vut	�z���	xz����	�u�~w��	~x�t���t	�
�	t�xw�~�	~x�	t	�{�	�{w	~x����w~�x	w~


Ah→b =
8πhνhb

3

c3
Bh→b
	xBh→b =

gb
gh
Bb→h

�z��"�

�
�
� �����������	�
�������
��������������������

�	xx	 �	{xw�~ 	�x 	��	~xw	tt	v	~x ����	 �u� t	� x����u� �	 ��tv��������#� �u	�xw�����*�
�			���	(}�w�~�~��w	t����#*���w~�w|u	�u����~��u�~��w	{�wx����#���{���%"	x����	���##�*�%�

��)�� F�;<�=�=�<��?�=��?;=�>�?>����<=��>�;<�?>�;���<��;?
����	���2��	
�xu�w�~� t	� x��~�wxw�~� 	~x�	 t	� �x�x� ����� |b〉 = |α′,m′

F ;M ′
F , F

′; v′〉 	x ���ux� |h〉 =
|α′′,m′′

F ;M ′′
F , F

′′; v′′〉
�
��~����	tt	|u��u�u�	���v�x�w	����w�t��	{xw�~��&�F 	xMF

��~x{�~�	����
�|u	t|u	���wxt	�w~x	��{xw�~�	x	~t����	~{	�	{��v�	�x��w	u���u~�x�x�����	�u���x!v		�x��~{u~	
{�v�w~�w��~tw~��w�	�	{	��x�x���	{�w���	~x�mF �

�~�	�t�{	���tu�x�����~�t��}���$mF
	�x�u��w

u~��~~�v��	|u�~xw|u	�{�	�x��u�|u�w~�u�t�wv����~�x�ux�	�uwx	�
�
��� 
����� ������ ��� ����
����� 
��	����� ���
� ���
���� 	��������� �����	���� ��������� ��� ��� ������

�	
�����
���
������
 � 
�
	����
����	��	����������	
��~F ���	
��~J������	�	������	�����	�����������
	��������� 
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5���
-�-��2-�-#��-
��u� ��ut�~� x��wx	� t	 {�� t	 �tu� ��~���t �{�vv	 {	tuw �	 x��~�wxw�~� ���	��~	�
vutxw��t�w�	��� �~ w~x���uwx ��~{ t	 lème v�v	~x 2l ��t�w�	 Q(l)� �~ {�	�{�	 � {�t{ut	�
〈α′,m′

J ;M
′
J , J

′; v′|Q(l)
p (RNpol

CMN)|α′′,m′′
J ;M

′′
J , J

′′, v′′〉�|u��~��~�x	���u��wv�tw�	�〈′|Q(l)
p |′′〉�

��tuvw!�	�t��	���	�w�w�	�	t�~OZ �t���|u	t�v�t�{ut		�x|u�~xw��	�	t�~Oz��t~�u�	�ux{��~�	�
�	�	�!�	{�vv	t����	t��x��tw��	v	~x�	t�	��vut	������~�{�wx��~{

Q(l)
p (RNpol

CMN) =

q=l∑

q=−l
D∗l
pq(ϕ, θ, 0)Q

(l)
q (Rmol)

�z��%�

�$p
+&f+p%d%$#d#i%&'$f9&$d%"%!�"%�r%(RNpol

CMN) %'q
f9&$d%"%!�"%'()"&9&'(Rmol)�

���-����,��#�,���--��������-2-��
�-��1�����

�	x����!v	�	�w�~	�(�{���x	�u�~wx���w��
�����t��w{�	x�t����#����������


〈α′,m′
F ;M ′

F , F
′; v′|Q(l)

q (Rmol)|α′′,m′′
F ;M ′′

F , F
′′; v′′〉 = (−1)F

′−m′
F×

(
F ′ l F ′′

−m′
F q m′′

F

)
〈α′,m′

F ;M ′
F , F

′; v′ ‖ Q(l)
q (Rmol) ‖ α′′,m′′

F ;M ′′
F , F

′′; v′′〉
�z��*�

���t�v	~x�	v�x�w{	���uwxQ(l)
bh

def
= 〈α′,m′

F ;M ′
F , F

′; v′ ‖ Q(l)
q (Rmol) ‖ α′′,m′′

F ;M ′′
F , F

′′; v′′〉 �����	tt	����	�w��t	v�v	~x2l ��t�w�	�	t�x��~�wxw�~�

5�,��,2-,��,��-��2-������-2-,�����	�����

��	�~{xw�~���~�	v�t�{ut�w�	�	t��x�x�u������{�wx


ψ
m′

F ,F
′

α′,M ′
F ,v

′(R,ϕ, θ,~ri) =

√
2F ′ + 1

4π
D∗F ′
M ′

Fm
′
F
(ϕ, θ, 0)Ψel

α′,m′
F
(R,~ri)

Ψ
vib,M′

F,F
′

α′,m′
F ,v

′ (R)

R

�	v+v	��u�t��x�x�u��ux�
�	{�t{ut�	〈′|Q(l)

p |′′〉
	�wx��~{w~x	��	~w���w�t�	��vut	z��%�t	�w~x����t	��~�ut�w�	�	~ϕ 	xθ �u����uwxDF ′

M ′
Fm

′
F
D∗l
pqD

∗F ′′
M ′′

Fm
′′
F

|uw��	���wv		�{wt	v	~x	~	�~{xw�~�	�{�	�{w	~x�� �	�w�~	����~x��u�	
�~�t	v	~x�


〈α′,m′
F ;M ′

F , F
′; v′|Q(l)

p (RNpol

CMN)|α′′,m′′
F ;M ′′

F , F
′′; v′′〉 =

√
2F ′′ + 1

√
2F ′ + 1(−1)M

′
F +m′

F
�z��&�

(
F ′′ l F ′′

−M ′
F p M ′′

F

) q=l∑

q=−l

(
F ′′ l F ′′

−m′
F q m′′

F

)
〈α′,m′

F ;M ′
F , F

′; v′|Q(l)
q (Rmol)|α′′,m′′

F ;M ′′
F , F

′′; v′′〉
�z��#�

�u	t��~�	ux	���wv	��t��w�	�	z��*	~	�~{xw�~�uv�v	~x2l ��t�w�	��	{�t{ut	�x��~{x	�vw~����u�
�tt�~�wttu�x�	���~���tw{�xw�~�u�t	{��x�!�wv���x�~x�	�x��~�wxw�~��w��t�w�	��
����
��	���������������		
��	��
�����	� ������� ���������������	���	
�	�����������������������������
�	�

�
��
�		
��	��
�����	� ������� �����������	�����
���	���������	��
���� ���	����������������
���
��������������
���
�	���
γ�

���������������
DF
MM′ (α, β, γ)

4.3 (1)
= e−iMαdF

MM′(β)e−iM′γ ���
���������
 ����	���������
����
��		
��	��
�����	� ������� �������
��
����
������������
��
��
�
�����
��������
������

���
	���������������������	
����	��
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��)�� @;����<>��;<�=�=�<�=��?;=�>><�;��;�������>��<�
����xw��	{	x��wx	v	~xx�!���~���t�&()$9dd(&$#')f+%"!d)$$!#p+�
)%i%&'d%$'"9&$+'+(&$%&'"%#'9'$f)p9$�9�%'�()�%&'"%#'9'$f)p9$�p����u��	v�t�{	��~��t���F ���J���u�~�u��t���~�	~{������u�{��	�u~�|uw�~x|u��wv	~xt	�v+v	~�v��	�|u�~xw|u	�	x�	u�	~x
��~{+x�	x��wx���wvutx�~�v	~x���u�x��wx	�t	��ux�	�{���	�u~���~�����v!~	���{�v�w~�w��~tw~��w�	
���x�x��
�~��w~xwv���x�~x�u��wxw{w�~�u�����~�|u	t	��x�x��u{������u�{��	�u~���~x���~w	��	{|Ω|�	x|Λ| 	~{������	x��~x��~{�	�{�v�w~�w��~�tw~��w�	��{�vv	{	tt	�	��~���"�����x�x���	{Ω 	x−Ω��t	�x��~{�tu��wv�t	�	{�t{ut	�t��v�twxu�	�	x��~�wxw�~��u�t	��x�x�|α,Ω〉 	x����t	�{�	�{w	~x��	�
{�v�w~�w��~�tw~��w�	��	~�~��	~���uw�	t��v�twxu�	x�x�t		t	{�����uv��ut		�u�~w��t�������wtwx����u�
{�~xw~u	��~���~{�x����wtt	���	{|α,Ω〉�
��u�����	t�~�|u	~�u�~�x�~�~µ def

= qe
∑Z

i=1 ~r
′
i

t	�	{x	u�v�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	�	t�v�t�{ut	�
���	�	v�t	~µX = qe

∑Z
i=1 ~x

′
i

�~�x	���	{�	���wv	�{��t	�	�!�		�x��	��

5�,��,2����-��2�#�,���-

����t��w��xw�~�	t�tuvw!�	|uw �	���vw�	�u�������		�x ��w�	vv	~x ���~w	��~� t	��	�(
�	~xw	t �ut�����x�w�	R0

��u�	v+v	��~�RNpol

CMN

���~uxwtw�	t�v+v	~�x�xw�~{����w�~x	����(
�w|u	�
�����t��w{�	x�t����#������������u�t	��	{x	u���	���	|u	{	tt	uxwtw��	��~�t	{���x�vw|u	���w�t�	��vut	z���

~e0(RNpol

CMN)
def
= ~eZ , ~e±1(RNpol

CMN)
def
= ∓~eX ± i~eY√

2
��tσ±.

�~~�x	~ε def
=
∑

p=−1,0,+1 εp~e
∗
p(R

Npol

CMN)
t	�	{x	u��	��t��w��xw�~�u���x�~�{	t��	�v	x�	x��wx	�x�ux	�t	�

��t��w��xw�~�����w�t	�{��~Erad = Erad~ε
∗ ���	{t	�~�x�xw�~��	t��	{xw�~z�������t�w~�	��	�{�vv	~�u�t����~��� ��	v��|u	��wt	�x�tu��wv�t	���xu�w	�t	�	{x	u�v�v	~x�w��t�w�	

~µ ��~�
t	��	��	~xw	tRmol tw��t�v�t�{ut	�	~uxwtw��~xt�~�x�xw�~x	~���w	tt	µ(1)

q



µ
(1)
0 (Rmol)

def
= µz = µ‖ , µ

(1)
±1(Rmol)

def
= ∓µx ± iµy√

2

|uw{�v���	µ⊥.

�~ ���w�	 wvv��w�x	v	~x |u	 t	 x	~�	u� v�v	~x �w��t�w�	 µ(1) def
= µX~eX + µY ~eY + µY ~eY

���{�wx µ(1) =
∑

p=−1,0,+1 µ
(1)
p (RNpol

CMN)~e∗p(R
Npol

CMN)
��
����|u�xw�~z��%	�u�~wx ��~��u����u��w {�~�ut(

x	���tv��������#��������


~µ.~ε∗ =
∑

p,q=0,±1

(−1)pε−p(RNpol

CMN)µ(1)
q (Rmol)D∗1

pq(ϕ, θ, ψ = 0)
�z����

�	�tu�{�vv	��~~�vt�w~�w|u	t	�w��t	�t	{x��~w|u	~µ ~���wx|u	�u�t	�{�����~~�	��t	{x��~w|u	���~���	�t���


µ
α′,m′

J ;α′′,m′′
J

q (R) =
〈
Ψel
α′,m′

J

∣∣∣µ(1)
q (Rmol)

∣∣∣Ψel
α′′,m′′

J

〉
~ri

�z����

�q%$'d%i(i%&'f+!(d9+"%#d%p'"(&+
)%�!(d9"+$#%&q�f%d9'"9&$+'+(&b→ h��~���	�	v+v	�	~�wv�tw��~xt	�~�x�xw�~��

µv
′;v′′
q =

〈
Ψ

vib,M′
J,J

′

α′,m′
J ,v

′

∣∣∣µα
′,m′

J ;α′′,m′′
J

q (R)
∣∣∣Ψvib,M′′

J ,J
′′

α′′,m′′
J ,v

′′

〉R �z����

��	�����~xR �w�~w��~x|u��~��	~�∫ dR 	x~�~{	|u
w	�xu�u	t∫ R2 dR�	~	

�	xt	R2 �	�wv�tw�	��	{t	�
1/R �	���

�~wxw�~��	�Ψvib�
�	�	��vut	���~���t	�z��&	xz��#�	�v	x���{�w�	
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〈′|~µ.~ε∗|′′〉 = (−1)M
′
J +m′

J

√
2J ′ + 1

√
2J ′′ + 1

∑

q=0,±1

(
J ′ 1 J ′′

−m′
J q m′′

J

)
µv

′;v′′
q ×

∑

p=0,±1

(−1)pε−p

(
J ′ 1 J ′′

−M ′
J p M ′′

J

) �z����

�~t�uxwtw�	��u���v�~x�	�t�	��vut	��*��

0�
,-	2-	�,-�����#�����-����	�����2�#�,���-�,-������	�-

��~�~~uttwx��	���v��t	��� ����w��
�����t��w{�	x�t����#��#������	�u�~w��	~xt	��!�t	��	~�	
��u�	~�~x|u	m′

J −m′′
J = q

���wx�	�	~�	{xw�~���&

��#����	-		��#,��������-	2-���#��#�
--����#�,���	�����
�����wv	~x�t	v	~x�~��x	{x	��uwv���	�t��~	��w	�u���x�~��~w��t	��~{u~	�	ut	x��~�wxw�~	~x�	
�x�x��t	{x��~w|u	�∆mJ = q 	�x��~{{�~~u��~~�x	Spomp,pol

bh = |〈′|~µ.~ε∗|′′〉|2 t�	��{	�	��w	��u�u~	x��~�wxw�~��~x�~{�~~��xt���t��w��xw�~
∆MJ = p �u���x�~�	x��	{u~	v�t�{ut	��t��w��	

��
�w�	�|u	t��~���v����xw|u	v	~x��	{�	����x�~�

��t��w�����xu�w�~�t	{���tu�u�u	t��$t�v�t�{ut	~�	�x�����t��w��	��~�u����	��~{|u	t	�2J ′′+1 ��u�(~w�	�u�
M ′′
J
��~x�|uw�����xw���~�u����	�	�tu�|u	t��~~	��x	{x	���t���t��w��xw�~p �u���x�~���	��{	�	

��w	�	�w	~x��~{Sh→b =
∑

M ′′
J

1
2J ′′+1

∑
M ′

J
Spomp,pol
h→b
��~uxwtw��~x�
�����t��w{�	x�t����#��#�&�%���u�

{�t{ut	�∑
M ′′

J ,M
′
J
��~��xw	~x

∑

M ′′
J ,M

′
J

|〈′|~µ.~ε∗|′′〉|2 = (2J ′ + 1)(2J ′′ + 1)

(
J ′ 1 J ′′

−m′
J q m′′

J

)2

|µv′;v′′q |2
∑

p=0,±1

|ε−p|2
�z����

����-��	2-���,����2��

�	�	{x	u���t��w��xw�~�x�~x~��v��wt�w	~x


∑

M ′′
J ,M

′
J

|〈′|~µ.~ε∗|′′〉|2 = (2J ′ + 1)(2J ′′ + 1)

(
J ′ 1 J ′′

−m′
J q = m′

J −m′′
J m′′

J

)2

︸ ︷︷ ︸
sm′

J
,J′;m′′

J
,J′′

|µv′;v′′q |2
�z��"�

sm′
J ,J

′;m′′
J ,J

′′
$q9!!%dd%d%�9p'%)"f%��&d��(&f(&�

��	��{	�	��w		�x��~{

Sh→b =

1

2J ′′ + 1
sm′

J ,J
′;m′′

J ,J
′′ |µv′;v′′q |2

3���-2-��-��2�����-
�~�	�	~�~x�t��|u�xw�~z�"��~x��u�	


Γspon = Ah→b =
16π3ν3

hb

3hε0c3
1

2J ′′ + 1

∑

M ′
J

∑

M ′′
J

∑

p=+,0,−
|〈h|~µ.~ep|b〉|2 =

64π4ν3
hb

3hc3
1

4πε0
Sh→b

�z��%�

���u��	�	�w	���w�xw�		�x��~{


Γspon = (τvie,rad
h )−1 =

∑

b

Ab→h

�z��*�

��
����
�

����
�����������
�������	�������������	��
����� �
��	����������������
���
���������������
�����������������∆Ω = 0,±1 ��
���������
�����
��	�������������������������������
�	������	�|Ω| ������	��������	�
�����	��±Ω ���������������������������
��������	� 
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�~����	tt	|u	t���vv	{�~xw	~xt	�{�~xw~uuv��
��u�uxwtw�	��~�{	�{�t{ut��u{���wx�	��&�

��)�) C�=<�=�>�>	�;<���@�<��<
��u��	~�~��	��w�|u	t�w~x	~�wx����vw��w�~�u��������xw�~�	��������xw�~~	tt	�|µv′;v′′q |2��t~�u�

	�ux��~{t	{�t{ut	���~���	t���	v	~x�t�����	��	���t���	µα
′,m′

J ;α′′,m′′
J

q (R) �u��w�w~��	�	R0
�$�

tw	ut���x	{xw�~�|uw�	ux+x�	t	��w~x���|uwtw��	Re �u
�w	~t	��w~x�	{��w�	v	~x�	�	u�{�u��	�RC �u	~{��	u~��w~x�	�	���u��	v	~x{t���w|u	R±

����~~	


µv
′;v′′
q = µ

α′,m′
J ;α′′,m′′

J
q (R0)

〈
Ψ

vib,M′
J,J

′

α′,m′
J ,v

′

∣∣∣Ψvib,M′′
J ,J

′′

α′′,m′′
J ,v

′′

〉R
+

dµ
α′,m′

J ;α′′,m′′
J

q

dR

∣∣∣∣∣
R=R0

〈
Ψ

vib,M′
J,J

′

α′,m′
J ,v

′ |R−R0|Ψvib,M′′
J ,J

′′

α′′,m′′
J ,v

′′

〉R

�z��&�

.���	�����������,-�
�~�	ux��u�	~x�	{�~x	~x	��	t�����	�{��t	v�v	~x�w��t�w�	�t	{x��~w|u	µα

′,m′
J ;α′′,m′′

J
q (R) ���w	x�!��	u��	{R �t	v�u�	v	~x�	�~���u�~�w~�u	~{	|u	�	u{	tuw�	��t	{x��~���

�9&$d%p9$(�d%i(i%&'f+!(d9+"%#d%p'"(&+
)%f%d9'"9&$+'+(&f#!%&f!%)f%d9f+$'9&p%+&'%"9'(i+
)%�d9
!"(*9*+d+'#fq#i+$$+(&()fq9*$("!'+(&fq)&!�('(&%$'!"(!("'+(&&%dd%9)"%p()o"%i%&'f%$�(&p'+(&$fq(&f%
o+*"9'+(&&%dd%$�+�%�9)�9p'%)"f%�"9&p���(&f(&Hqv′;v′′ =

∣∣〈v′|v′′〉R
∣∣2�

��x�~�t��!�t	�	��vv	����	~�~x��u~	�	t�xw�~�			�v	xu�	�w~{tu�~xt	�{�~xw~uuv�

∑

v′
qv′;v′′ =

∑

v′′
qv′;v′′ = 1

�z��#�

.���	������������������-,,-
�xu�w�~�t	{����u~	x��~�wxw�~��~�u~v+v	�x�x�t	{x��~w|u	{α,m′

J} = {α′′,m′′
J}�����~�wxw�~��x�xw�~~	t�u�	v′ = v′′�

�	��!�t	��	��t	{xw�~~�u���~~	~x{�vv	�	ut	�x��~�wxw�~�����w�t	�∆J = ±1�
�
∆J = 0 ~

�	�x���
u~	x��~�wxw�~�{�	�xt	v+v	�x�x�

�
�	{����u~	v�t�{ut	��v�~u{t��w�		�xw~x��	���~x��t�u�x�		�w�	��w�Iorb,el �u�t��|u�xw�~z���
�$t	��	u��x�x��t	{x��~w|u	���~xw�	~xw|u	����u���w�|u	{	xx	�|u�xw�~	�x~utt	�µ {��~�	�	
�w�~	�t	����uwx�	��	u�	�~{xw�~����~�	~�~���%d9!"()o%
)q)&%i(d#p)d%�(i(&)pd#9+"%&q9!9$f%f+!�d%!%"i9&%&'�%'f(&p!9$f%'"9&$+'+(&$"('9'+(&&%dd%$!)"%$��t	�xw~x��	���~x�	~�x	�{�vv	~�u�t����~��u	~�	{xw�~��#�%|u�	~���x�~x�	t��}���~�t�|u	tt	
~�u���vv	��~�	ux���u�	�|u	Iorb,el ~�	�x�tu�u~	��~~	��v�x�w	����	�	v�t	t�v�t�{ut	
���	~	�wxu~�	xwx�w��t	�	�v�~	~x���w���������*���		�%����u��w�wxw~�~����	����"����	�
x��~�wxw�~���x�xw�~~	tt	��u�	��	��~x�t�������w�t	��

����~�wxw�~�w���xw�~~	tt	�u�	J ′ = J ′′�
�~������wv�xw�~���v�~w|u	��u�t	�{�u��	��	��x	~xw	tt	�	x	~��	~�~xR0 = Re��~���u�	wvv��w�x	v	~x|u	t	��	ut	�x��~�wxw�~�����w�t	��〈v′|R−Re|v′′〉 6= 0

���~x{	tt	��$
∆v = v′− v′′ =
±1�
��w�	vv	~xt	�x	�v	��~���v�~w|u	��w	~~	~x�	�xu��	�{	t�	xt	��ux�	�x��~�wxw�~��	��~x

�	�vw�	����w��w�v�w���	{�	�������wtwx�����~���t	v	~x�	�w�t	��

��)�, D�����=�;�=�<��R−�><�����>
�	��	~�~�t��|u�xw�~z��&��	{R0 = 〈v′|R|v′′〉 ~�x�Rcentröide

��~x��u�	�t���|u	t	��	vw	�����	
���~~ut		xt��~��xw	~xt	���utx�xwv���x�~x��u��	�{�t{ut����w�	��	�v�v	~x��	x��~�wxw�~��

µv
′;v′′
q =

√
qv′;v′′µ

α′,m′
J ;α′′,m′′

J
q (〈v′|R|v′′〉) �z����



���� ����
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�	���utx�x	�x	~	�wx���w �x�ux����	�u���	t���	v	~x�	���t��� �w �~	�wxt�������wv�xw�~��wx	{	~x��!�	�|uw{�~�w�x	��w�	|u	〈v′|Rn|v′′〉 ≈ 〈v′|R|v′′〉n��tt		�x	~��~���t	x�!��w	~���w��	������!���			���	(}�w�~�~��w	t����#*�����������u�t	��w~{w�	�	���~{�(��~��~	xt�������wv�xw�~{	~(
x��!�	��~��u����u��w{�~�utx	���	ttw~��uw�	~���#%��

��)�. C
����=�<=�;�=�<�
��x����w	���{��	~x	�	ux�����tw|u	��u��wv��	~~�~x{	�x�w~	�v��w�{�xw�~��t�x����w	�	t����x�(
w�~w��xw�~�

AB + hν
���x�(w�~w��xw�~

−→ AB+ + e−

�t	�ux��u�{	t�{�~~��x�	t	��x�x�v�t�{ut�w�	��	AB+���u��	~����~����w	�~����	�������|uw	�u�(
~w��	~x���ux�	��!�t	��	��t	{xw�~|u	t	��!�t	���w�	~x	�


∆Σ = ±1/2,∆S = ±1/2,∆Λ = −λ,−λ± 1

�$λ = m(lélectron)Z
�
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~

��u��tt�~�w{w�u{{w~{x	v	~x���	t���	�t�u~	�	�v�x���	��	vw({t���w|u	t	��tu�uxwtw����t�v�x���	
���	t����		~���*����	~x�	t����v	��	x}�wtt�uw~��~� �ux	���	�w�z	��	�������	x���	t�v�(
x���	�z������}��u}�������u�~������	��~����w{wt	��ux�	�v�x���	�{�vv	t	x����!v	�����	~		�x���w�����	~(��~~�u� w	x�t�����*�����������β��ut�������wv�xw�~	!��~�t���w��z��{��w~���#&�{��������
�u	~{��	���t	����w��t	��{xw�~�(�~�t	����w��� 	��w����#���
��u� ~�u� w~��w�	��~� �	�u{�u� �	 �s	��w�����*"� 
�� �	 �z��{��w~���#&� ��� 	x �u�x�ux
�	���~��u�~��w	{�wx����##�{���&��&�"*(%����u�����	��~����w�	v	~x�u�t	� u�xw�{�xw�~��	���(
v�~�x��xw�~��	�	��vut	�|u	~�u��x��tw��~���~�	~��w	�{	��ux	u����u��tu��	���{w�w�~��

���� 	�<��=�<����<�>

�
�~�	��u�	~�~x|u	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	��	���w�	�	t��|u�xw�~�	�������xw�~�	��~�	����w�

���	�	v�t	�s	��w�����*"�������wt	�w�x	u~x�!����~�~�v��	���~�t��w	��	{t���xw|u	���w��	�	���	
�	t�v�x���		�x|u	t��~��wx�	x��u�	�t�v�{�~w|u	{t���w|u	��~�t�twvwx	~ → 0�{�vv	�~�	x��u�	t���xw|u	���v�x�w|u	t���|u	λ→ 0 ��~�

t�x����w	�	t���xw|u	�~�ut�x�w�	���~�	��	�t	�~�x�xw�~��~�x�~�ψ t�	�~{xw�~���~�	���tuxw�~�x�xw�~~�w�	�	t��|u�xw�~�	�{��	�w~�	�����w�t	����u~	���xw{ut	�	v���	µ �	���t���~x��~�t	��x	~xw	t{	~x��tV (R) 	
[
− ~2

2µ

d2

dR2
+ V (R)

]
ψ(R) = Eψ(R)

�����

�$V (R) 	�x|u	
t{�~|u	���u�t	����tw{�xw�~�|uw~�u�w~x	�	��	~x�wt{�~xw	~������	�	v�t	t	x	�v	

{	~x�w	u�	`(`+1)~2

2µR2
�

�~�uw��~xt�w��	�	�����x��~�{�wx

ψ(R) = e
i
~

[
σ0(R)+ ~

i
σ1(R)+( ~

i )
2
σ2(R)+···

] �����

�$~�u����~�	�wx�������x�	{	|u	~�u����	tt	��~�t�����	��t�����	�	xt�����	�	x{��u���	t���	v	~x
	~�uw���~{	�	~�

���� E���?��=�<;�����
�>�>?����;�=�<�>��
���=<�>�
��~�	�wv�tw�	�t	�~�x�xw�~�	x��~�����w�u~	�w�w�~����w|u	�u����t!v	�~�u��tt�~�~�x	�

p(R)
def
=
√

2µ(E − V (R))
t�wv�ut�w�~t�{�t	�	t����xw{ut	���~�t	{���$E < V (R) �~���~{p(R) = i

√
|2µ(E − V (R))|�

��~~�x	
�u��wF def

= − dV
dR

t�	��{	�t�|u	tt		�x��uvw�	t����xw{ut	�
�
�����
	���
�������������������	�E < V (R) ��V (R) < E��	����������
��������������
��
�	�����������	��������
	���
��������	����	
����� 

"��
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4�2�-���##�����������,�		�	�-

������	�{�~�w�x	�~	{�~�	��	��u{u~x	�v		~~��~~�uxwtw��~x|u	σ0
��~�ψ�~�

�xw	~xwvv��w�x	v	~x
����xw��	t��|u�xw�~���

−σ′20(R) + i~σ′′0 (R) + p2(R) = 0
�����

�~�v	xx�~xt	x	�v		~
~��~�
�xw	~xσ0(R) = ±

∫
p 	x��~{{	|u

w�����	tt	t�������wv�xw�~{t���w|u	


ψ(R) ≈ e i
~
±
∫
p

�����~�x�ux�	�uwx	�t�����	�uw��~x|uw	�xt�������wv�xw�~}����������	v	~x�wx	�

4�2�-���##����������������
�~�	��	~�~xt�	��vut	������	{σ0 + ~

i σ1
�utw	u�	σ0�	

x	~~	�����~x|u	t	�x	�v	�	~~
�~

��xw	~xwvv��w�x	v	~x2σ′0σ′1 + σ′′0 = 0�
�~uxwtw��~xt���t	u��	σ0(R) = ±

∫
p(R)��~	~���u

wx
σ1(R) =

cte+ 1
2 ln |p(R)| 	x�~�t	v	~x��	{t	��	u��w�~	�����w�t	�	σ0

ψWKB(R) =
C1√
|p(R)|

e
i
~

∫
p +

C2√
|p(R)|

e−
i
~

∫
p ���"�

��x�~�t	�	~�����w|u	�wv�t	

����~�t����w�~{t���w|u	v	~x�	�vw�	�w�	�t��$E > V (R)�
t�������wtwx��	����	~{	|ψ|2 �	��������xw�~~	tt	�1

p

�tu�t����xw{ut	���wx	��tu���������wtwx�

�	����	~{	�wvw~u	�
����~�t����w�~{t���w|u	v	~xw~x	��wx	�w�	�t��$E < V (R)�
t�������wtwx��	����	~{	|ψ|2 �	��	���~	~xw	tt	v	~x��{��w���~x	�t	x	�v		���~	~xw	t	v	~x{��w���~x
�	��	~��~���t�w�	��	~x	x��~{~�~����w|u		xC2 = 0

�
	~e− 1
~

∫
|p|

4�2�-�

�	{�t{ut�t�����	�	�u�~wx��~��w~��w�	�	���~��u�~��w	{�wx����##��"*�����

ψ(R) =
C ′

1√
|p(R)|

[
1− iµ~

4

F (R)

p3(R)
− iµ2~

8

∫
F 2

p5

]
e

i
~

∫
p +

C ′
2√
|p(R)|

[
1 +

iµ~

4

F (R)

p3(R)
+
iµ2~

8

∫
F 2

p5

]
e−

i
~

∫
p

���%��	xx		��vut		�x���	v	~xuxwtw��	�v�w�	tt	�	�v	x�	��~~	��wv�t	v	~xt	�{�~�wxw�~��	��tw�wx��	t�������wv�xw�~}��������{��	~x	�

�
�
	 ����	��������	�����	��
����	������	������������
��	


���� �;?=�=���>?�;�����=�;�=�<��
�
�
�~{�v����~x��"	x��%��~��wx|u	t�������wv�xw�~����}��	����~{��~~	��~�t	{���$|µ~F (R)

p3(R)
| � 4

	x
∣∣∣µ2~

∫ F 2(R)
p5(R)

∣∣∣ � 8��~���	!�	���{�w�	{	�{�~�wxw�~�	~w~x���uw��~xt�t�~�u	u����~�	�	�	}���tw	

λde Broglie(R)
def
= h/p(R)

��~uxwtw�	F = pp′/µ
�


∣∣∣∣
dλde Broglie

dR

∣∣∣∣� 8π 	x
∣∣∣∣∣

∫
1

λde Broglie(R)

(
dλde Broglie

dR

)2
∣∣∣∣∣

2

� 16π
���*�



�����������
���������������������������������
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���� "�%

�9!d)!9"'f)'%i!$�(&&%p(&$%"o%
)%d9!"%i+�"%p(&f+'+(&#p"+'%$()$)&%�("i%9!!"(p�#%
∣∣∣ dλ̄

dR

∣∣∣� 1

(�λ̄(R)
def
= λde Broglie(R)/(2π) %$'

d9d(&�)%)"fq(&f%f%f%�"(�d+%"#f)+'%�
����	vw!�	{�~�wxw�~��w~x	���!x	�{�vv	t		�wx|u	t	��x	~xw	t V ��wx{��~�	�t	~x	v	~x�u��	�
�w�x�~{	�{�v�����t	��λde Broglie����	{�~�	{�~�

wxw�~	�x���	��w�{wt	�w~x	����x	��v�w��~��wx|u�wt	�u���+x�	��u�	~x�wt	��x	~xw	tV ��{���xx���t	~x	v	~x�t�w~�~w�{��t�w~x����t	��u���	�{wt	v	~x�	�	~w�
���~�	�


���� @�<�=�=�<�>�;�����>�><�;����=<������<;<���?;��=��>�
�t	�x���{�~x�	��w�	~x|u	t���|u	p(R) = 0

t���	vw!�	{�~�wxw�~~�	�x�tu���t��t	��%$!(+&'$(�
p(R) = 0 $(&'9!!%

d#$d%$!(+&'$f%"%'()"&%i%&'$pd9$$+
)%$�	~	�	xt��wx	��	�	�x~utt	�t	v��wt	��ut�
���xw{ut	�		���	vw(x�u���
�t	�x��~{~�{	���w�	��	�	{xu	�u~x��wx	v	~x���{w�t��u�{	���w~x��

��������2�����
��wxRC

t�u~�	{	���w~x����u��w�w~��	�	RC �~�	ux�{�
w�	V (R) ≈ E − (R−RC)F (R = RC)�~���~wx�t���t�	�~{xw�~���w����~��u�~��w	{�wx����##����"�	x���%��

AiryAi[x] ≈
{

1√
4πx1/4 e

− 2
3
x3/2 �w x→ +∞

1√
π|x|1/4 sin(2

3 |x|3/2 + π
4 ) �
w

x→ −∞
���&�

|uw	�x��tuxw�~�	t��|u�xw�~�w���	~xw	tt	y′′ − xy = 0�
�

�~��xw	~x�t����u��w�w~��	�	RC
t���tuxw�~���t��t	��u�F (R = RC) > 0 �uF (R = RC) < 0

�

ψ(R) = C3AiryAi

[
(RC −R)

(
2µF (R = RC)

~2

)1/3
]

���#�

�t�u�x�	t���{{���	���	{t���tuxw�~��}	~���w��~x�w	~�{	|uw~�	�x���	��{	v	~xt	�tu�	�{wt	�|u	
t	���v�w~	��	��tw�wx��	�	{�u��	~x	{	t��	�v	x�	��{{���	�t	�{�~�x�~x	��
�	����t!v	�	��{{���	v	~x�	ux�u��w�	x��wx	����u~{�~x�u�~	v	~x��t�v����		~R �u�u~{�	vw~
{�~x�u�~�~xt	��w~xRC 	x{�~�	���~x

t�{�~�wxw�~��*��	����t!v		�x{�v�t	�	��~�	~��w	�t���xw{t	
�	���	v�~�~���	v�~����#���u��tu��	��x�wt��

�##����������	-����,�		�	�-�������-
��x�~��u��wt�	��vut	��wx	�	t�������wv�xw�~�	vw({t���w|u	u~w	��v	
������t��t	��~�x�ux	�t	�
���w�~����~~�	�����			���	(}�w�~�~��w	t����#*��"������


ψASU(R) =
C4

π

[
3~2

∫ R
RC

p

2p3

]1/6

AiryAi



(

3
∫ R
RC

p

2~

)2/3



.���	��	��	��	
	��
����
�����V ′(R)λde Broglie(R) �	����
	����	�����	��	���������������	�����
	������ � �	��
�����	�����	���� 


	���	����RC

�����������	
����	�������
	������������������������������� 
�
���
����	��������������������	
�����������	����	���	��������
�������	��������Φ

���
	��	�	��
�������������	��
����������	
��
���= Φ/

√
π 
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0�����2-���-���-�,�		�	�-�-�����-�2��--����-�,�		�	�-�-��#-���	-

��{�~�wxw�~�	��{{����	�{�~�x�~x	����{�w�	~x�t���
��u�

V (R)>E︷ ︸︸ ︷
C

2
√
|p(R)|

e
− 1

~

∣∣∣
∫ R
RC

p(R′) dR′
∣∣∣ −→

��u�
V (R)<E︷ ︸︸ ︷

C√
p(R)

cos

(
1

~

∣∣∣∣
∫ R

RC

p(R′) dR′
∣∣∣∣−

π

4

) �����

C√
p(R)

e
i
~

∣∣∣
∫ R
RC

p(R′) dR′
∣∣∣+ iπ

4

︸ ︷︷ ︸��u�
V (R)<E

−→ C√
|p(R)|

e
1
~

∣∣∣
∫ R
RC

p(R′) dR′
∣∣∣

︸ ︷︷ ︸��u�
V (R)>E

������

�	��!{�	�w~�w|u	~xt	�	~���~�t	|u	twt	�ux	�	{xu	�t	���{{������w�~�t�~�|u�wt	�x���	����t	�	~	
���	�x����t	����ux�	�	��vut	�������~�	~	�	x�t�	���wx|u	t	�x	�v	�	���~	~xw	tt	v	~x{��w���~x	x
	���~	~xw	tt	v	~x��{��w���~x~	�	u�	~x	~��~���t{�	�w�x	���~�t����w�~{t���w|u	v	~xw~x	��wx	�


���) ����>�>���;��?=���
�()")&!)+'$f%!('%&'+%d �$'9&f9"f�(&&('%Rint

d%!(+&''()"&9&'pd9$$+
)%+&'%"&%%'Rext
d%!(+&'

%r'%"&%��~uxwtw��~xt�	��vut	�����	~�~x�	���� C√
p(R)

cos
(

1
~

∣∣∣
∫ R
RC

p(R′) dR′
∣∣∣− π

4

) ��u�RC = Rint
�~

��wx	�{wt	v	~x|u	��~��{{���	v	~x�t���tuxw�~�wvwt�w�	��u�RC = Rext
~�{	��wx	|u	t���vv	�	�

����	��	�{��w~u���wxu~vutxw�t	�	π��~	~���uwxt�{�~�wxw�~�	|u�~xw�{�xw�~�|uw	�x	~	�wx{	tt	x��u�����}���	x��vv	�		t���������~�t��~{w	~~	x����w	�	�|u�~x����	{t	1/2 	~�tu��


1

π~

∫ Rext

Rint

p(R) dR = n+
1

2
�$n 	�xt	~�v��	�	�����	ψ ������

ψ(R) =

√
2ωµ

πp(R)
cos

(
1

~

∫ R

Rint

p(R′) dR′ − π

4

) ������

�$t��~����~wt��ut��xw�~�uv�u�	v	~x{t���w|u	

ω
def
=

2π

T

def
=

2π

2µ
∫ Rext

Rint
p−1(R) dR

������

{��T = 2
∫ Rext

Rint
v−1(R) dR �$v = dR

dt = p/µ 	�x
t���wx	��	��uv��wt	���u��	{�~��w~{�	|u	t�~��v�tw(

��xw�~{��w�w		�xt���~~	�wt�u�x�	�u����	�|u	t	{��w~u����w	���w�	v	~x�{��t��wx	��	�uv��wt		�x
���~�	�	x��~{�	�	v�t�{	�cos2 ���1/2 ��~�t	{�t{ut�	t�~��v�tw��xw�~∫ +∞

−∞ ψ∗ψ dR ≈
∫ Rext

Rint
ψ∗ψ	

�$t	�w�~	≈ 	�x u�xw�����t���{��w���~{		���~	~xw	tt	�����	t���~	{t���w|u	v	~x�{{���w�t		�

7����,�	����������22�#���	
��u�����~�|u	��!��	���w~x�x�u�~�~x��wt	�uxuxwtw�	�t�	�~{xw�~��#���t{ut�~�t	{�	�{w	~xC3���	~�~���u��	��	� t	�w��	�RC = Rext� �

t��� ���w� t���u�	���� FC
def
= F (R = RC) <

0�
�~uxwtw��~x t� 	��vut	��&� �~	�wx ������wx�	u~�w~u�� �u�����~� t��u��w� |u�wt 	�w�x	u~	
��~	�	{�	�w�x�~{	��	{t�	��vut	����	�~�	ux�t���	~x��~�	��v	� cos

(
1
~

∫ R
Rint

p(R′) dR′ − π
4

) 	~

cos
(
− 1

~

∫ Rext

R

√
2µFC(R′ −RC) dR′ + π~(n+1/2)

~
− π

4

)
��~{�v����~x��	{t�	�~{xw�~���w����~��wxx�!�

	�{wt	v	~x|u	t�~��v�tw��xw�~�	t�	�~{xw�~���w��	�x


ψ(R) = (−1)n
√

2µ

~

(
~2

2µ(−FC)

)1/6√
ωAiryAi

[
(R−RC)

(
2µ(−FC)

~2

)1/3
]

����"�

�	��	u�	�~{xw�~�����	x���"��~x�	����	~x���u�t���u�	����
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�������
��~{xw�~����~�	�	vw{t���w|u	���u�t	��x	~xw	t�	~~���(z�~	�*(�����~xt	v+v	{�	�{w	~x
���v�x�xw|u		xt	v+v	~�v��	���x�x�tw���≈ 182

�|u	t	��x	~xw	t (a)3Σ+
u
�u{��wuv��	��̀eme ~w�	�u

�
n = 31

��wxu��−50, 5{v−1 	�x�	����	~x������	�~{xw�~���~�	�	vw{t���w|u	����	~�~x�	t�	��vut	����	t��v�twxu�		�x���	�w�{	tt	�u{��w~u���~�	v��|u	�w	~t��w�	��	~{	��!��u��w~xx�u�~�~x	�x	�~	��~
�	ux�u��w���w�	�|u	n 	�xt	~�v��	�	�������	�~{xw�~���w����u�t	v+v	~w�	�u�t	���t�{	v	~x�	
−100{v−1 ~�	�xt�|u	��u�t��w�u�tw��xw�~�����w	~x�	t�	��vut	���"�t��v�twxu�		�xt��u��w���	�w�
{	tt	�	t�	�~{xw�~���w���

����2	�����-		�����	�-	
m&"%i9"
)%+p+
)%!d)$d%&(i*"%
)9&'+
)%n $%"9�"9&f�!d)$dq9!!"(r+i9'+(&���$%"9e)$'%��~
	�	x�tu�n 	�x���~���tu�p 	�x���~�	x��~{�tu�λdeBroglie

�	���	xwx�t�{�~�wxw�~��*�	���t���x�!��w	~
���w��	�
c+�&9d(&$9)$$+
)%dq9!!"(r+i9'+(&���f(&&%d%"#$)d'9'
)9&'+
)%%r9p'%!()"d%$#&%"�+%$fq)&($�
p+dd9'%)"�9"i(&+
)%�

5��2�����2-	������������
�w�~�t�~�{�vv	~�u�t����~��� ��wx���w�	��vut	*�*��|u	t�������wv�xw�~tw~��w�	�u��x	~xw	t
	�	{xu���u�u~		�~{xw�~���w��~�	�x�	ux+x�	���t�v	wtt	u�	���~�t	{����~���t���u���x	~w�t�
v	wtt	u�	������wv�xw�~����w�t	�wt	�ux{��~�	���~�t�	��vut	�	|u�~xw�{�xw�~�����t		�{x	u�n + 1/2
	~n+

µφ

4
�$µφ �
����	tt	t�w~�w{	�	s��t��	x���	~��u��x	~xw	t��t�	����	~x		~|u	t|u	���x	�t	��������	t����	t����	�w�~�	t��~�	�u�t	�����u��x	~xw	t���u��tu��	���{w�w�~��~�	~��w	����w	��w{�����#���%

	x������x	x�t�����#��
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�('(&$
)%n �o(+"d9�("i)d%��jj�#'9&'d%&(i*"%f%�#"(
�f%ψ�
d9�(&p'+(&9+&$+f#�&+%"%!"#$%&'%

d%nème &+o%9)d+#f)!('%&'+%dV (R)��%"#$)d'9'p(&$'+')%d%'�#("�i%fq($p+dd9'+(&�����v�~�x��xw�~�	ux+x�	x��u����~��s	��w�����*"�������u���~��u�~��w	{�wx����##�{�����	
	tt		�x����	�u�t�	��vut	��%&�|uw�	�v	x�	v�~x�	�|u�wt~	�	ux����w�����~��	�{	~{	
�{��|u	
�~	��w	{���	���~�u~	�	ut		�~{xw�~���~�	��t�u�x�	t	�����~~	��	t�~t	�n {��w���~x���u�{�~{tu�	��~�	ux�w~�w	�{wt	v	~x	~���uw�	t	~�v��	�������wv�xw	����x�x�tw����u~��x	~xw	tV (R)�

�
	�������
	����������	�������
�n ��������
�����
���ψ�
�������
���	�������
	���
������	
���	��������
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	������	�����
������������
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�
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��w��	�	������	������������t	w~������	x�������		����"&�����$t	~�v�������	ux��uxwtw�	�t	�
��~~�	�	����wv	~x�t	��	��~	��w	�EvJ = Eexp

J (v)�	�~
w�	�u���(�w���xw�~~	t���u~�uwx��	��x	~xw	t���u�

�	x��u�	�t�{�u��	�	��x	~xw	tEad
α (R)������	�	t	u�x����wt�	x��u�	��~�t�	��vut	�	|u�~xw�{�xw�~

�	vw({t���w|u	����|uw	�wxt�tw�w��~	~x�	v 	xEad
α (R)���u��tt�~�~�u�w~��w�	��	�~�x�xw�~��	��			���	(}�w�~�~��w	t����#*�"����	x�	�w��	��	��v�~�(

x��xw�~���~~�	�������������"��	tt����������
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�����w��xw�~�	�	��vut	��������	v�~��~x|u	t|u	����{�uxw�~���~���xw{utw	�~�u��tt�~�x����wtt	�
��	{v 	xJ ��	t�

����x	~xw	tVJ(R)
��������	{��x�xw�~�

�	�ux	�x�	x��u�	�u~��x	~xw	tVJ(R)
��uVR.K.R.(R)

�{�~�x�uwx����xw��	���~~�	�	����wv	~(
x�t	���~��w~��w��~x�	t��|u�xw�~�w���xw�~~	tt	���*|uw���{�wx
V eff,ad(R) = ~

2J(J+1)
2µR2 + Ead

α (R)��~
�	{�	�{�	��VJ(R) ��u�

t�	��v	

VJ(R)
def
=

~2J(J + 1)

2µR2
+ VJ=0(R)

�����

�t	�xwv���x�~x�	~�x	�|u	{	��x	~xw	t�	��u~��x	~xw	t�	�	{xw	��wt�	����uw��	~	�	xt	�tu���!t	(
v	~x����w�t	t	����wxw�~�	����wv	~x�t	��	�~w�	�u���(�w���xw�~~	t���t���|u	Ead

α (R)+ ~2J(J+1)
2µR2
~	

��~~	��wx�	ux+x�	���t	�v+v	���wxw�~��{	tt	�{w���	~��~x�	�{�u�t��	���	{t	��ux�	�{�u��	��
y&"#$)i#VJ(R) ≈ V eff,ad(R) $

+d%$p()!d9�%$&(&9f+9*9'+
)%$$(&'�9+*d%$���~�t	��ux�	�{���t	
��x	~xw	t������~��|u	�	u��w~x��+x�ux�	|u	{	tuw�	�	��~~	�t	�~w�	�u�	����wv	~x�u�{����~
�	~�����w|u		�x�w�{wt	�x��u�	����u�x��wx	��~�	��v	tt	v	~xt	��x	~xw	tVJ(R) �	{

�	�{���w�	�J �	����	t���u�~�x	��~�Emin,J
t	

vw~wvuv	~�~	��w	�	{	��x	~xw	t�
��
�~	��w	�	�~w�	�u��
��u��u�����~�|u	t	��	{x�		����wv	~x�t	�x�w	~{�~~u��	x��t	�u�	�~�v��	�EvJ 	�x��~{���	�wx	v	~x{�~~u��~���~wx�t���t�	�~{xw�~Eexp

J (v) |u
w��	~�t���t	u�EvJ

t���|u	v 	xJ ��~x
	~xw	���v�w�|u	t��~�u����	���~w��u�v 	xJ ��	t��~��u������	�	v�t	��	~��	t�	��vut	�	�u~��v��"��ut�	��vut	����


Eexp
J (v) = Emin,J=0 +G(v) +B(v)J(J + 1)−D(v)(J(J + 1))2 +H(v)(J(J + 1))3 + · · · �����

����v��	�w���xw�~~	t}�����
"��
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��	{t	v+v	����	��w��	�~�u����~w���~�u~		�~{xw�~vBKW
J (E) ���

vBKW
J (E) +

1

2

def
=

√
2µ

π~

∫ Rext(E,J)

Rint(E,J)

√
E − VJ(R) dR

�����

��~�t	{���$t�������wv�xw�~}������	��wx���	�wx	�~�u��u�w�~������!�t�	��vut	�����	xt	
x����!v	����{wtt�xw�~�

vBKW
J

(
Eexp
J (v)

)
= v

���"�

"��w�	�u��x	~xw	t�
��u�w~x���uw��~��u��wt�	�~{xw�~A(E, J) |u

w	�x�t��w�	��u��x	~xw	t


A(E, J)
def
=

∫ Rext(E,J)

Rint(E,J)
(E − VJ(R)) dR

���%�

�������
��x�xw�~�uxwtw��	���~�t���v�~�x��xw�~�	�	��vut	�������

����� �=><><��>?�;=�>>�?>���=<������<;<���?;��=��>�
�~	�wv�t	uxwtw��xw�~�	����~wxw�~�v�~x�	|u	

∂A(E, J)

∂J
(E, J) = −

∫ Rext(E,J)

Rint(E,J)

~2(2J + 1)

2µR2
dR =

~2(2J + 1)

2µ

[
1

Rext(E, J)
− 1

Rint(E, J)

] ���*�

∂A(E, J)

∂E
(E, J) =

∫ Rext(E,J)

Rint(E,J)
1 dR = Rext(E, J)−Rint(E, J)

���&�

�$t����w��	�	����~	��w������x{���������~wxw�~�	���w~x�x�u�~�~x��E = VJ(Rext(E, J)) 	xE =
VJ(Rint(E, J))��	�	��vut	����u�	~x|u	t��~�	ux{�t{ut	�t	���w~x�x�u�~�~x�	x��~{t�{�u��	�	��x	~xw	t��wt��~
{�~~�wxt��w�	������xw	�uw��~x	�	t���v�~�x��xw�~	�xt	{�t{ut�	{	xx	�w�	�
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�~�	������	�	v�~x�	�|u	

A(E, J) =
4~√
2µ

∫ vBKW
J (E)

vBKW
J (Emin,J)

√
E −Eexp

J (v) dv
���#�

|uw�	�v	x�	{�t{ut	�A(E, J)
����xw��	���~~�	�	����wv	~x�t	�

5�,��,2�����
��,-	
��u����x�~��	t�	��vut	

E − VJ(R) =
2

π

∫ Ẽ=E

Ẽ=VJ (R)

√
E − Ẽ

Ẽ − VJ(R)
dẼ

�����

|u	t��~��v�~x�	x�!�	�{wt	v	~x�t��w�	�u{��~�	v	~x�	���w��t	x =

√
E−Ẽ

Ẽ−VJ (R)
�

�~�	v�t���~x{	xx		��vut	��~�t����~wxw�~��%��~x��u�	

A(E, J) =
2

π

∫ R=Rext(E,J)

R=Rint(E,J)

∫ Ẽ=E

Ẽ=VJ (R)

√
E − Ẽ

Ẽ − VJ(R)
dẼ dR

������

=
2

π

∫ Ẽ=E

Ẽ=Emin,J

∫ R=Rext(Ẽ,J)

R=Rint(Ẽ,J)

√
E − Ẽ

Ẽ − VJ(R)
dR dẼ

������

�$~�u������~���u~	w~x����xw�~����wt	��~�t���	vw!�	tw�~	�u~	w~x����xw�~���x��~{�	��~�t�
�	u�w!v	tw�~	{�vv		��tw|u��u�t	�	��w~���

�����w��xw�~	t	��wv	′ ���w�~	��t����w��	����������x�E w{w�	�	t����~wxw�~����v!~	�

v′BKW
J (E) =

√
2µ

2π~

∫ Rext(E,J)

Rint(E,J)

1√
E − VJ(R)

dR
������

�~t�uxwtw��~x��~�������~x��u�	


A(E, J) =
2

π

2π~√
2µ

∫ Ẽ=E

Ẽ=Emin,J

√
E − Ẽv′BKW

J (Ẽ) dẼ
������

�~	�	{xu		~�uwx	t	{��~�	v	~x�	���w��t	Ẽ = Eexp
J (v)���u����w�	��

A(E, J) =
4~√
2µ

∫ v=E−1
J

exp
(E)

v=E−1
J

exp
(Emin,J)

√
E − Eexp

J (v)v′BKW
J (Eexp

J (v))E′exp
J (v) dv

����"�

6��,�	�����2-	�����,-	������
�~��w{w�u����	�|u	t	�	��vut	�}�������~x��~~	���~�	ux��~{uxwtw�	�t�	��vut	��"|uwv�~x�	
|u	Eexp

J
−1

= vBKW
J
��t���|u	�����w��	v�~x�	|u	v′BKW

J (Eexp
J (v))E′exp

J (v) = 1�
�~���w�	�t����t�

	��vut	��#����������uvw~wvuv�u��x	~xw	t t	��	u���w~x�x�u�~�~x{�!~{w�	~x� t�	��vut	���~�u��wx�t���|u	
vBKW
J (Emin,J) = −1/2 |u	

t��~��~�x	�vmin�
�~�	ux�t������{�w�	t�	��vut	��#��u�t�	��v	


A(E, J) =
4~√
2µ

∫ v=vBKW
J (E)

v=vmin

√
E − Eexp

J (v) dv
����%�
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����, 	����?>��>
?>=<
��u���x	�vw~	�t	���w~x�x�u�~�~x��wt�u�x�t����	���w�	����%���������x�J 	x�E 	x�	{�v���	�
�u�	��vut	���*	x��&��~���w�	�

1

Rint(E, J)
− 1

Rext(E, J)
=

2
√

2µ

~

∫ v=vBKW
J (E)

v=vmin

Bv − 2Dv(J(J + 1) + 3Hv(J(J + 1))2 + · · ·√
E − Eexp

J (v)
dv

����*�

Rext(E, J) −Rint(E, J) =
2~√
2µ

∫ v=vBKW
J (E)

v=vmin

1√
E − Eexp

J (v)
dv

����&�

�$~�u����~�uxwtw��t�	���~�w�~�����u�{�t{ut	�∂Eexp
J (v)
∂J
��('(&$
)%d%$�("i)d%$$(&'!9"�(+$#p"+'%

9o%pf%$#&%"�+%$%&pi−1�&()$!"#�#"(&$!()"&('"%!9"'"%$'%"%&c����~����	tt	|u	vmin = −1/2�
�	�

	��vut	�{���w�	~xt�	��vut	�z�	x�t�����%�����	x��~{{	tt	�	��w��	xxw	x�t���������"�����
�~�uw��~x�t	w~��~~�x	2g(E, J)

t���	vw!�		��vut		x2f(E, J)
t��	u�w!v	�~�u����~��t���

Rint =
√
f/g + f2 − f

����#�

Rext = Rint + 2f
������

|uw	�xt	���utx�x�~�t�	{�	�{���w�	�t�{�~~�w���~{	�u�uwx��	��x	~xw	t� m&9!!d+
)%%&�#&#"9dp%$�("i)d%$9o%pJ = 0�p9"
+d$)�'f%p(&&9+'"%d%!('%&'+%d!()"J = 0 �o(

+"d9f#�&+'+(&��j��f%!d)$�$%)d

Bv
"%$'%9d("$f9&$d9�("i)d%��j��
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�	��	~�~�t�	��vut		��{x	���"� 	x{��~�	�~�t����~	w~	��w	u�	x�ux	~{�~�	���~xt�����x�!�	
v′BKW
J (Eexp

J (v))E′exp
J (v) = 1���u�{�t{ut	�t����~	w~	��w	u�	�~uxwtw�	��u�	~xt�������wv�xw�~G(v) ≈ ~ωe(v+1/2) 	x��~{Eexp

J (v) ≈
Emin,J + Y00 + ~ωe(v + 1/2)�{	|u

w	�u�~wx

vmin = E−1
J

exp
(Emin,J) ≈ −

1

2
− Y00

~ωe

|uw	�xt�	��vut	�	��			���	(}�w�~�~��w	t����#*��"���"���

����� �>�=<����;?>���<�=������>�
}w	~|u	t	�w~x����t	���w	~x{�~�	��	~x	��	tt	���~xwv�����	�	~t	u�����~	��u���w	u�	��{	|uw�	ux

���	��	�����t!v	�~uv��w|u	���	��	vw	��{�~x�u�~	�{	����t!v		ux�		�	~��"&��~	��tuxw�~v��	�~	
	�x��~~�	�������~���	x�t�����*�|uw��~~	�u��wu~�w�x��w|u	�	�v�x���	�uxwtw��	���~��u����u��w
{�~�utx	���	~~����%�|uw��{�wxt�wv�t�~x�xw�~��u~������vv	��������u�t	t��w{w	ts�x�	v�xw{��

�����B��
��>��C�D���<�>��>�C>�����;�=�<D<;?��=�����-.�

}w	~���ux�	�v�x���	��~x�x��������	���u��v�tw��	�t���x	�vw~�xw�~�	�{�u��	��	��x	~xw	t��~	
��	vw!�	w��		�x��uxwtw�	�t�����	��	t�������wv�xw�~�	vw({t���w|u	���w�t�	��vut	��%��s�w�t�v�x���	t��tu�uxwtw��		�xt�v�x���	���������w���	tt�����������"���tt	{�~�w�x	�����xw�
�u��x	~xw	t�����{����������	����{�t{ut	�~uv��w|u	v	~xt	���tuxw�~�E(0)

vJ ; Ψ
vib,(0)
vJ
�	t��|u�xw�~�	

�{��	�w~�	���u�{	��x	~xw	t	�uw���������x	�u~	{���	{xw�~∆VJ(R)(0) ��u�	�w�	{�!~{w�	�t	�~w�	�u�
{�t{ut����	{t	�~w�	�u�	����wv	~x�u���~�	ux{�t{ut	�{	xx	{���	{xw�~���t�v�x���	�	��	�xu���xw�~�

Eexp
J (v) = E

(0)
vJ +〈Ψvib,(0)

vJ |∆VJ(R)(0)|Ψvib,(0)
vJ 〉��t�u�x�t�����wx��	�{	xx	v�x���	 u�|u��t����{w�w�~��utu	�
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��u��tt�~�uxwtw�	��	�~�x�xw�~��wv�tw��	��{��~�u��tt�~��u����	�J = 0��~
t��v	x��~{����������x

�u�~�x�xw�~��	t����	~�w{	��
��ux	�t	�x����w	�|u	~�u��tt�~����	t���	������	tt	x����w	�������	���w���{w�xw�~����~�w�~��

�
�
� �������	�
������������������

��u��tt�~�~�u�w~��w�	��	t���xw{t	��w�w~�t�	��	����~�}	�~�x	w~���&����w�~�t�~�|u�u~��xw{t	
���{��	~x�	�v+v	�ux	u��v	~xw�~~�wx�� �t��	t�xw�~s���	x|u	�����x��tt	����w��{	xx	v+v		��vut	t�v+v	�~~�	�

B���� ���>�>�;�>

��w��		�x�wv�t		x�~{w	~~	
	~���w��~xt�	��vut	�����	|u�~xw�{�xw�~�	}���(��vv	�		t���u�t	
vème ~w�	�u��u~��x	~xw	tV (R) = Ead

α (R)��~�
�xw	~xt�	��vut	�|uw	�x������uw��~x	

dvBKW

dE
(E) =

√
2µ

2π~

∫ Rext(E)

Rint(E)

1√
E − V (R)

dR =
1

~ω

�s���

�$~�u����~��	��w�t�~�x�xw�~�	t�	��vut	������	t�w~x	����x�xw�~dvBKW

dE (E) ≈ (v+1)−v
Eexp

v+1−E
exp
v
��~���uwx

	�{wt	v	~xt��{��x	~x�	t	�~w�	�u��
�	�ux	�x�	x��u�	�u~tw	~��wv�t	�	~x�	t��{��x	~�~	��w	�	�~w�	�u��w���xw�~~	t����{�	��	t�
twvwx	�	�w���{w�xw�~���~	��w	�	xt	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	��u��x	~xw	t�

B���� �>���><�=>?;�������=��>><Cn/R
n

���-���-,�	��#����	�-
�~~	����w~x	�	��	�|u��u�~w�	�u��w���xw�~~	t���!��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~D def

= V (∞)�
��u�

�u����	��~�|u	��u�R > Rattr
coup

���w�t���u�	s�����~�	ux�����{�	�t	��x	~xw	tV (R) ���D+Cn/R
n�
�

��u�t� u�xw�{�xw�~�	{	xx	����x�!�	�~�	~��w	�t�	��vut	���*���x�~�|u���	{~��~�x�xw�~�Cn < 0�
�t���|u	��	����~�}	�~�x	w~���&��uxwtw��w	~xD − Cn/Rn ��	{Cn > 0���	{{	�~�x�xw�~��	x	~	�	{xu�~xt	{��~�	v	~x�	���w��t	�x = R/Rext(E) ��~�

t����xw	���v�x�(
����
�	���
�
���������������������
	������	��n > 2 .�
����	����
���������
��������	����y = Rext(E)/R��	������������������������������������
����
	�������

�	
	��������
�	
������	��������
���������� 
"��
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����s��
��x	~xw	t ��	t V (R) 	x��x	~xw	t���v�x�xw|u	D + Cn/R
n uxwtw����~�t���v�~�x��xw�~�	�

	��vut	��	�	���(}	�~�x	w~��	��	u���x	~xw	t�{�!~{w�	~x��u�R �tu����~�|u	t���t	u��	{�u�u�	
�	t����~{�	�xx��{xw�	
Rattr

coup������
xw	��{�u��	�	�xw{�t	v	~x	�xt���~	��w~x����xw�~��w�		~{�v�x	

��u�t	{�t{ut�	t�����	��~�t���v�~�x��xw�~�	�	��vut	��	�	���(}	�~�x	w~������xw	��{�u��		~
�w���~�t		�xt���~	��w~x����xw�~~��tw��	���u���~	�t	v��!t	�~�u����	|u	t����~{�	���ut�w�	�	ux+x�	�����{��	���u~	���wx	�	�	~x	−C̃ ��u�R ≤ Rrép

coup�
�~R = Rrép

coup
t	��x	~xw	t��	~�t���t	u�D̃�

xw|u	��$Rext(E) =
(

Cn
E−D

)1/n���~�	ux���{�w�	t�	��vut	s��{�vv	

dvBKW

dE
(E) =

√
2µ

2π~

∫ Rattr
coup

Rint(E)

1√
E − V (R)

dR

︸ ︷︷ ︸(
dvBKW

dE

)non asymp

+

√
2µ

2π~

∫ Rext(E)

Rattr
coup

1√
(E −D) + (D − V (R))

dR
�s���

=

√
2µ

2π~

∫ 1

Rattr
coup/Rext(E)

Rext(E)√
Cn

Rn
ext(E) −

Cn
(xRext(E))n

dx+

(
dvBKW

dE

)non asymp

=

√
2µ

2π~

Rext(E)
(

−Cn
Rn

ext(E)

)1/2

∫ 1

Rattr
coup/Rext(E)

1√
−1 + x−n

dx+

(
dvBKW

dE

)non asymp �s���

=

√
2µ

2π~

(−Cn)1/n

(D − E)
n+2
2n

∫ 1

Rattr
coup/Rext(E)

1√
x−n − 1

dx+

(
dvBKW

dE

)non asymp �s�"�

���t��uwx	~�u��tt�~���w�	vv	~x~��tw�	�t	x	�v	~�~���v�x�xw|u	����~x�	 u�xw�	�{	t��tu�
	~��x�wt��w�~�t�~�t�w~x	����x�xw�~����w|u	�wv�t	|u	t��~�	ux	�w�		~�	��	~�~xt��w�{u��w�~|uw�
�uw�wxt�	��vut	������~��wx|u	 dvBKW

dE ∝
∫ Rext(E)
Rint(E)

1
vitesse dR��

w~�w dvBKW

dE
	�x������xw�~~	t�t����w��	

�uv�u�	v	~x{t���w|u	���w�t�	��vut	s����	~�	�����~xt���u�	s����~��wxwvv��w�x	v	~x|u	t�
v� 	u�	���xw	�ux	v��	�x�������~�t����xw	���v�x�xw|u	��!��	Rext(E) �$t��~	��w	{w~�xw|u		�x
	�w�t	��~��u���t��wxwv	v	~x~��tw�	�

(
dvBKW

dE

)non asymp
�

��#����	-2-	���-���#��	2-,�,����-2-2�		��������

�	�~w�	�u�{�~�w�������~x��!��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~��w~�wRext(E)� Rattr
coup�
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�~uxwtw��~x{	xx	����x�!�	��u�t�	��v	Rattr
coup/Rext(E) ≈ 0 �~���

w�	�u~	w~x����t	|uw�	{�t{ut	
�~�t�xw|u	v	~x��
{	�u�	�~{xw�~�	utw��w	~~	B �	�	u�w!v		��!{	

�
B(p, q)

def
= Γ(p)Γ(q)

Γ(p+q) =
∫ 1
0 x

p−1(1 −
x)q−1 dx �$Γ 	�x

t�	�~{xw�~��vv����ut	���~uxwtw��~x{	��	t�xw�~�	xΓ(1/2) =
√
π��~x��u�	

∫ 1

Rattr
coup/Rext(E)

1√
x−n − 1

dx ≈
∫ 1

0

1√
x−n − 1

dx =

√
π

n

Γ(1/2 + 1/n)

Γ(1 + 1/n)

�s�%�

�~�	ux�t������{�w�	s�"���u�t�	��v	


dvBKW

dE
(E) ≈

√
2µ

2π~

√
π

n

Γ(1/2 + 1/n)

Γ(1 + 1/n)

(−Cn)1/n
(D − E)1/2+1/n

+

(
dvBKW

dE

)non asymp �s�*�

��-�-���-��-�
�--������-����������-,	
�~w~x����~x{	xx		��vut	�	E = Eexp

v
�
E = D�	x	~�u�����~xt�{�~�wxw�~�	|u�~xw�{�xw�~}�����

{���	{x	�w�	�	~uxwtw��~xt�	��vut	��"��~x��u�	


vD − v ≈
√

2µ

2
√
πn~(1/2 − 1/n)

Γ(1/2 + 1/n)

Γ(1 + 1/n)
(−Cn)1/n(D − Eexp

v )1/2−1/n +

∫ E=D

E=Eexp
v

(
dvBKW

dE

)non asymp

dE
�s�&�

�$t��~�~�x�vD def
= vBKW(D)|u

w	�x���	t�
~�v��	�w���xw�~~	t�t�twvwx		wt	�x	~��~���t~�~	~xw	���~
uxwtw��~xt	x����!v	����{wtt�xw�~�~�	v��|u	|u	vD�()!d)'�'$9!9"'+%%&'+�"%�!d)$)&p9"(&p(ii%&p%
l
v = 0

�
�"%!"#$%&'%l!%)!"�$d%&(i*"%f%&+o%9)rd+#$f)!('%&'+%d�

���	�~w!�	����x�!�		�wx	�����	����~�}	�~�x	w~���&��	�x�	~��tw�	�t	x	�v	~�~���v�x�xw|u	�
w�	��	�u����	� ∫ E=D

E=Eexp
v

(
dvBKW

dE

)non asymp

dE ≈ 0
�s�#�

�~���	!�	�t����{�w�	t�	��vut	s�&��u�t�	��v	

Eexp
v = D −

[
(vD − v)

(√
π

2µ

Γ(1 + 1/n)

Γ(1/2 + 1/n)

~(n − 2)

(−Cn)1/n
)] 2n

n−2 �s���

��u����~���x	~u	t�	��vut	��wx	�	�	���(}	�~�x	w~����w��	��tt	�	tw		~	�	xt	~�v��	�w���xw�~~	t
v �u��	ut�����v!x�	����v�x�xw|u	��	x�u�~w�	�u����~	��w		����wv	~x�u��
5�,��,2-Bv
��	������&��	uxt	��	vw	���x	~��	{	xx		��vut	�u�{�~�x�~x	��	��x�xw�~Bv = ~2

2µ〈v| 1
R2 |v〉

���w�t�
	��vut	��"����~ �	ux {�t{ut	� Bv

	~ uxwtw��~x t� 	��vut	 �	vw({t���w|u	 ���� 
 ψv(R) =√
2ωµ

π
√

2µ(Eexp
v −V (R))

cos
(

1
~

∫ R
Rint(E

exp
v ) p(R

′) dR′ − π
4

)
� �~ �	v�t���~x cos2 ��� 1/2 ��~�

t� 	��vut	

Bv = ~2

2µ〈v| 1
R2 |v〉

�{�vv	~�u�t���w�~�	�wx��u�t�~��v�tw��xw�~�	ψ�{��{	tuw({w ��{wtt	�wx	~�u�
��x	~�~�t�	��vut	wv���x�~x	


Bv =
~2

2µ

∫ Rext(E
exp
v )

Rint(E
exp
v )

R−2(Eexp
v − V (R))−1/2 dR

∫ Rext(E
exp
v )

Rint(E
exp
v )

(Eexp
v − V (R))−1/2 dR

�s����

�x��tw		~�����������	�����u��	~�~�	~	�wx�	x��wx	�t�w~x����t	�u��~�vw~�x	u���~�	ux	�w�	t	�v+v	����x�!�	�	xx��wx	�t�w~x����t	�u~uv���x	u�	��{x	v	~x�	t�v+v		���~�w�	�	~~��tw�	�~xt����xw	~�~���v�x�xw|u		x	~
����~xx = R/Rext(E

exp
v )�
��ux{�t{ut	�wx��~x��u�	�����!���	������&���&�
�

�	��
��
����
��
��
������	��������
��������

���
�������������	����	������ 	����
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Bv =
~2

2µ

Γ(1 + 1/n)Γ(1/2 − 1/n)

Γ(1/2 + 1/n)Γ(1− 1/n)

(
D − Eexp

v

−Cn

)2/n �s����

z	��w��w�{ux	��{w(�	���u��t���tw�wx��	�����x�!�	��	t�	��vut	s����w�~�t�~�|u	t�	��vut	s���
	�x~	xx	v	~xv�w~����{w�	�	~	�	x~�u��	��~�~��tw�	�t����xw	~�~���v�x�xw|u	�t���|u	��~�{	xx	
���xw	1/R2 	�x�w	~v�w~�~��tw�	��t	|u	1 ��~�

t����xw	���v�x�xw|u	�

B���) �;?=�=���>�
����
��>�
��
�tw�wx��	t�������wv�xw�~}�����
��uxt	{�t{ut�	���	�u�t���tw�wx��	t�{�~�wxw�~�	|u�~xw�{�xw�~}�������u�����~�|u�	tt		�x
x�!���~~	��u��	�~�v��	�|u�~xw|u	�v �t	������w����������	�������{	|uw	�x~�x�	{������
{�~x�	{�vv	�u��������t�	��vut	*�*����u�{�~�	��	�t�w~x	����x�xw�~�	vD {�vv	

t	~�v��	�	
~w�	�u�tw��u��x	~xw	t�wt	�ux{��~�	�vD 	~vD − 1

2(n−2)
���u��	���x�wt��u�{	�	�~w	���w~x�~

�	~��wx�t�x�!�	�	�}�w��	�u�������
��	{{	{��~�	v	~xt�������wv�xw�~�	vw({t���w|u	��wx+x�	x�!���~~	�

��Rattr
coup/Rext(E) ≈ 0���u���u��w�uxwtw�	�s�%�
�~�u�����~xn ≥ 3

�|uw��~xt	�{��|uw~�u�w~x��	��	~x��u~�wv�t	{�t{ut~uv��w|u	v�~x�	|u	
��u�Rext(E) = 2Rattr

coup

t�	��vut	s�%�xx	w~x�� ��tu��	90% �	����t	u����v�x�xw|u			x��u�
Rext(E) = 5Rattr

coup
	tt	�xx	w~x99% �	����t	u����v�x�xw|u	�	xv+v	99, 9% ��u�n = 6

���t�u�x
�t����	~����tw|u	�t�	��vut	|u���	�~w�	�u��w���xw�~~	t����w��~x{	�{�~�wxw�~��

�� ∫ E=D
E=Eexp

v

(
dvBKW

dE

)non asymp
dE � vD − v�

�uw	�xt���tw�wx��	t�	��vut	s�#���u����~��� ���~~�t���w��~����w|u	|uw�	�v	x�	��tw�	�
{	xx	����x�!�	|uw	�xt		�wx|u	t��w���xw�~~	����	��	�|u	����	x	v����~�{	xx	���w�~���u�
�tt�~����{w�	�{	��w~x{w(�	���u��

�
�
	 ������������	���
���
��

z	��w���~~	�{w�	���u�u~	�v�tw���xw�~�	t�	��vut	�	�	���(}	��x	w~�	~�xu�w�~x	~��x�wt{��{u~	
�	����x�x�!�	��

B����B���?>�=��?=����<�>�<;<�?;�;��=><�<;�������=��>

z	v	������	w{w�����tu	��tu����{w�	v	~xt	x	�v	∫ E=D
E=Eexp

v

(
dvBKW

dE

)non asymp
�z	��w���u�{	t�uxwtw�	�

t	�~�x�xw�~��	t���u�	s���~�x�vv	~x{	tt	�{�~{	��~xt����xw	��{�u��		~�w���~�t	�

�����,--����-2������,�#��	-����	��#����	�-
�~���~w���~x���w�t�	��vut	����vBKW non asymp {�vv	vBKWv�w�	~�	v�t���~xRext(E) ���Rattr

coup�
�~��wx|u	( dvBKW

dE

)non asymp
= dvBKW non asymp

dE
��w~�w

∫ E=D

E=Eexp
v

(
dv

dE

)non asymp

dE = vBKW non asymp(D)− vBKW non asymp(Eexp
v )

�s����

=

√
2µ

π~

[∫ Rattr
coup

Rint(D)

√
D − V (R) dR−

∫ Rattr
coup

Rint(E
exp
v )

√
Eexp
v − V (R) dR

]
�s����

=

√
2µ

π~

[ ∫ Rrép
coup

Rint(D)

√
D − V (R) dR−

∫ Rrép
coup

Rint(E
exp
v )

√
Eexp
v − V (R) dR+


��������
����
�������

���������������	���������Bv/(hc)
���
	
��
Bv

����−1��	��
���������������
������
���	����
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∫ Rattr
coup

Rrép
coup

(√
D − V (R)−

√
Eexp
v − V (R)

)
dR

] �s��"�

��#����	-2���-������-��#�,	��-,������-
�	�	��vut	���~x	��{x	�� 	��w������	~x	�w�	u~	���x�x�!�	x�!��wv�tw�{�x�w{	��u����tu	�{	
x	�v	{���	{xw	��u�����~�|u	t����~{�	���ut�w�	�	ux+x�	������wv�	� u�|u��Rrép

coup
����u~	���wx	

V (R) ≈ D̃ + C̃(Rrép
coup − R)�

�	t�~�u��	�v	x��w~x���	��~�t�xw|u	v	~x�t	��	u���	vw!�	�w~x����t	��	
t�	���	��w�~s��"�
��u�t�x��w�w!v	w~x����t	��~�	uxuxwtw�	�t		�wx|u	���~�{	xx	���w�~�~�u���vv	��	�u{�u��tu���!�
	~�~	��w	�	t����v�x�x	|u	�	V (R)�

�~�	ux��~{	�	{xu	�u~	���	t���	v	~xtwvwx���~�√D − V (R) =√
Eexp
v − V (R)

√
1 + D−Eexp

v

Eexp
v −V (R)

	xuxwtw�	�t		�wx|u	V (R) ≈ Emin
��~�{	xx	���w�~�

�

��	{x�ux	��	�����x�!�	�~�u���x	~�~�


∫ E=D

E=Eexp
v

(
dv

dE

)non asymp

dE ≈
√

2µ

π~

[
2

3C̃
(D − D̃)3/2 − 2

3C̃
(Eexp

v − D̃)3/2+
�s��%�

∫ Rattr
coup

Rrép
coup

√
Eexp
v − V (R)

1

2

D − Eexp
v

Eexp
v − V (R)

dR

] �s��*�

≈
√

2µ

π~

[
2

3C̃
(Eexp

v − D̃)3/2
[
3

2

D − Eexp
v

Eexp
v − D̃

]
+

1

2
(D − Eexp

v )
Rattr

coup −Rrép
coup√

Eexp
v −Emin

] �s��&�

≈
√

2µ

π~

[√
D − D̃(D − Eexp

v )

C̃
+ (D − Eexp

v )
Rattr

coup −Rrép
coup

2
√
D − Emin

]
∝ D −Eexp

v

�s��#�

�$~�u����~�uxwtw�����	�	v�t	Eexp
v − D̃ ≈ D − D̃ 	xEexp

v − Emin ≈ D − Emin

B���� B���?>�=��?=����<�>�<;<�?;��<��=�<�>������>
�~�	ux�v�tw��	�t��xu�		�	{xu�		~s�����	~uxwtw��~xt�	��vut	


∫ Rattr
coup/Rext(E)

0

1√
x−n − 1

dx ≈
∫ Rattr

coup/Rext(E)

0

1√
x−n

dx =
2

n+ 2

(
Rext(E)

Rattr
coup

)−n+2
2 �s����

|uw�	�v	x�	���{�w�	t�	��vut	s�%��u�u~		��v	�tu����{w�	


T0

(
Rattr

coup

Rext(E)

)
def
=

∫ 1

Rattr
coup/Rext(E)

1√
x−n − 1

dx ≈
√
π

n

Γ(1/2 + 1/n)

Γ(1 + 1/n)︸ ︷︷ ︸
T0(0)

− 2

n+ 2

(
Rext(E)

Rattr
coup

)−n+2
2 �s����

��~�x�xw�~T0
~�u��	��uxwt	���t��uwx	�

��u�n ≥ 3�u~{�
t{ut~uv��w|u	v�~x�	|u	��u�Rext(E) = 1, 14Rattr

coup

t�	��vut	�xx	w~��� ��tu��	
90% �	����t	u����v�x�xw|u		��u�Rext(E) = 1, 6Rattr

coup
	tt	�xx	w~�99% �	����t	u����v�x�xw|u			x��u�Rext(E) = 2, 4Rattr

coup
	tt	�xx	w~�99, 9%�	����t	u����v�x�xw|u	����v�tw���xw�~	�x��~{wv���x�~x	�

�	�����������
��	��
��
	
�	��������1/R�	
�������������
�������	������������
	����	�	������������
�����	
�
�

�����
�������	
�	���� 
���������	
	���
��������	��
�����
	���
���������
���
��Emin

����	��������������
����
�������	������
�������
	�� 	���������������
D̃ �����
�����
����
�������
����	
	���
�� 
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B���) 	����?>���=��>
�~uxwtw��~x��~�{	xx	�	�~w!�		��vut	Rext(E) =

(
−Cn
D−E

)1/n
��~�	ux���{�w�	t�	��vut	s�"��u�t�

	��v	


dvBKW

dE
=

√
2µ

2π~

(−Cn)1/n
(D − E)1/2+1/n

√
π

n

Γ(1/2 + 1/n)

Γ(1 + 1/n)
−

√
2µ

(n+ 2)π~
(−Cn)−1/2

(
Rattr

coup

)n+2
2 +

(
dvBKW

dE

)non asymp

�s����
����|u��~t�w~x���	�	Eexp

v
�
D�
t	�	u�w!v	x	�v		�xvutxw�tw	����D−Eexp

v
	��t�	���	��w�~s��#����	~x�wxt�v+v	���	~��~{	�	~�	���u��~x��~�t�~�x�xw�~γ t	{�	�{w	~x�	������xw�~�twx��	D−Eexp

v ��~���
w�	

�t�	��vut	s���v�tw���	

vD − v ≈
√

2µ

π

(−Cn)1/n
~(n− 2)

Γ(1/2 + 1/n)

Γ(1 + 1/n)
(D − Eexp

v )
n−2
2n + γ(D − Eexp

v )
�s����

�q9i#d+("9'+(&%$'$%&$+*d%p(ii%&()$d%o%"(&$%&$%p'+(&j����9)!"+rfq)&$%)d
�!9"9i�'"%γ %&!

d)$
f%$'"(+$!"#p#f%&'$D,Cn %

'
vD�

�
�
� �������������	���
��������������������
��

�t�	v�t	��w�	~x|u�u~	�ux�	�v�tw���xw�~�t�	��vut	�	�	���(}	�~�x	w~�	��wx�	��u��w��w~x���uw�	
t	�x	�v	��uw��~x��u����t���	v	~x���v�x�xw|u	�w�	����{�w�	V (R) ≈ D + Cn

Rn +
Cm1
Rm1 +

Cm2
Rm2 + · · · ��u�

R > Rattr
coup

�v+v	�wt�{�u�u�	~�	�x�tu��uv+v		~���wx~�u��tt�~�{�~�	��	�{	xx	~�x�xw�~���	{w	ux���tw��	~���xw	�����	������#�����u��tt�~����	t����w{wu~	v�x���	����	�u�t	���v�~�x��xw�~�
�	��	������#����w�~�t�~�|u	t	�{�	��{w	~x�Cm2 , Cm3 , . . .

�u��~x�	tw��	~x�	�	u���~	�	x�	��xu�	��u��	���x	~xw	t�
v�~x�	~x�	��	t�xw�~�	~x�	t	�{�	�{w	~x�����	�	v�t	��u�t��x�x	�~��v	~x�t��u~�wv!�	~	ux�	C10 ≈
C2

8
2C6
��t	�uxx�ux�	v+v	�	�x	���u�	~x|u�~x�t�uxwtw��xw�~�	x	tt	�	��vut	��

B�)�� E>��=�>�>?;����<���;�=�<��=�=<;?>
�������������-��-��-
��~�t����xw	���v�x�xw|u	t�	��vut	Rext(E) =

(
Cn
E−D

)1/n ��wx+x�	v��w��	{��E def
= V (Rext(E)) =

D + Cn
Rn

ext(E)

[
1 +

Cm1

CnR
m1−n
ext (E)

+ · · ·
]
��~�uw��~x��	������#���~�u��tt�~�~�x	�αi def

=
Cmi

CnR
mi−n
ext (E)
�

�~uxwtw��~xt		�wx|u	t	�x	�v	�� �ux����~x�	��	�xu���xw�~�~�u����~�αi � 1��	x�ux��	vw	�x	�v	{���	{xw	�	��t	��	vw	�����	�	����	t���	v	~x�twvwx��	~�uw���~{	�	α1�
��u��tt�~�	�	{xu	�	~

��x�wtt	{�t{ut��u�{	x����	��~uxwtw��~xV (Rext(E)) = D + Cn
Rn

ext(E) [1 + α1 + α2 + · · ·]�~�u����w��~��

Rext(E) =

( −Cn
D − E

)1/n [
1 + α1 + α2 + · · ·

]1/n �s����

≈
( −Cn
D − E

)1/n [
1 + α1

]1/n �s��"�

�w~�w�u��	vw	�����		~α1



α1
def
=

Cm1

CnR
m1−n
ext (E)

≈ Cm1

Cn

( −Cn
D − E

)n−m1
n �s��%�

��	
/��	���1����
�������
������������
�Rint(D) ��Rrép
coup���

�
�Rrép
coup

��Rattr
coup

����	�����
	����	������������ 
�����
�	����������	��� ���	
����������������
	
�	��������	�
����
�	�
	����
������
������������ 



���� �
�����������������
����
���������������� "��

7���-,,-����
��,-�	��#����	�-
�~�		�w��~xt���v�~�x��xw�~���~x�v	~�	�t�	��vut	s���	x	~~��tw�	~�~xx�ux�	�uwx	t	x	�v	(

dvBKW

dE

)non asymp
��~x��u�	


dvBKW

dE
≈
√

2µ

2π~

∫ 1

Rattr
coup/Rext(E)

(−Cn)−1/2R
2+n

2
ext (E)√

x−n − 1 + α1(x−m1 − 1) + α2(x−m2 − 1) + · · ·
dx

�s��*�

�	����t!v	�w	~x�	t����	~��~{		~Rext(E)
�w�		~E��	�αi�

1�#�-		����##�����-2-,�����-,,-����
��,-

���u��w���	vw	�����		~α1



[x−n − 1 + α1(x
−m1 − 1)]−1/2 = (x−n − 1)−1/2

[
1 + α1

x−m1 − 1

x−n − 1

]−1/2 �s��&�

≈ (x−n − 1)−1/2 − 1

2
α1(x

−n − 1)−3/2(x−m1 − 1)
�s��#�

�~��w~��w��~x�	t�~�x�xw�~���~w	���t�	��vut	s����~�u����~w���~��T2
���

T2(y)
def
=

∫ 1

y
(x−n − 1)−3/2(x−m1 − 1) dx ≈ T2(0) −

2

3n− 2m1 + 2
y

3n−2m1+2
2

�s����

���{�w��~��t���s��*��	{x�u�t	�x	�v	��t�����	u~	~α1���u�{	
t�~�u�uxwtw��~�t	�	��(

vut	�s����s��"	xs��#


dvBKW

dE
≈
√

2µ

2π~
(−Cn)−1/2

( −Cn
D − E

) 2+n
2n
[
1+α1

] 2+n
2n


T0




Rattr
coup

(
−Cn
D−E

)1/n
[
1 + α1

]1/n


−

1

2
α1T2




Rattr
coup(

−Cn
D−E

)1/n







�s����
�	�	��vut	�s���	xs�����~x�u��w�	�������wv�xw�~��	~~	��	~�~x|u	t�����	u~��~�x�ux	�t	�
������wv�xw�~���~�	ux�{�w�	

[
1 + α1

] 2+n
2n


T0




Rattr
coup

(
−Cn
D−E

)1/n
[
1 + α1

]1/n


−

1

2
α1T2




Rattr
coup(

−Cn
D−E

)1/n





 ≈

�s����

T0(0)−
2

n+ 2




Rattr
coup(

−Cn
D−E

)1/n




n+2
2

+
2 + n

2n
α1T0(0)−

1

2
α1T2(0)

�s����

≈ T0(0)−
2

n+ 2

(
Rattr

coup

)n+2
2

( −Cn
D −E

)−n+2
2n

+ [
2 + n

2n
T0(0)−

1

2
T2(0)]

Cm1

Cn

( −Cn
D − E

)n−m1
n �s����

�$~�u����~�uxwtw��t�	���	��w�~s��%�	α1�
��u���u��~���w�	vv	~x{�~�	��	�t	�������wv�xw�~�

	��{x	��v�w�{	t�wv���	���	�����v!x�	�	~�tu��t	���utx�x~��v�tw��	���	ux+x�	���t�� u�x	v	~x�	t�	��vut	�u�t	���~~�	�	����wv	~x�t	��
�������	�������������������	
����������
�����������������������	
�
���������� 
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�~�	���u��~xx�ux{	�x	�v	���~�t�	��vut	s����	x	~� �ux�~xt	x	�v	~�~���v�x�xw|u	�~�u�
��x	~�~�t�	��vut	�~�t	

dvBKW

dE
≈
√

2µ

2π~

[
(−Cn)1/n(D − E)−

2+n
2n T0(0) −

2

n+ 2
(−Cn)−1/2

(
Rattr

coup

)n+2
2 +

�s��"�

[
2 + n

2n
T0(0)−

1

2
T2(0)]

Cm1

Cn
(−Cn)

n−m1+1
n (D − E)

2m1−3n−2
2n

]
+

(
dvBKW

dE

)non asymp

�~t�w~x����~x�~��xw	~x

vD − v ≈
√

2µ

2π~

[
2n

n− 2
(−Cn)1/n(D − Eexp

v )
n−2
2n T0(0) + γ(D − Eexp

v )
�s��%�

+
2n

2m1 − n− 2
[
2 + n

2n
T0(0)−

1

2
T2(0)]

−Cm1

−Cn
(−Cn)

n−m1+1
n (D − Eexp

v )
2m1−n−2

2n

]

�~�	uxt����{�w�	��u�t�	��v	

vD − v = α̃(D − Eexp
v )

n−2
2n + γ̃(D −Eexp

v ) + β̃(D − Eexp
v )

2m1−n−2
2n

�s��*�

= α̃(D − Eexp
v )

n−2
2n

[
1 +

γ̃

α̃
(D −Eexp

v )
n+2
2n +

β̃

α̃
(D − Eexp

v )
2m1−2n

2n

]
�s��&�

≈ α̃(D − Eexp
v )

n−2
2n

[
1 +

γ̃

α̃

(
vD − v
α̃

)n+2
n−2

+
β̃

α̃

(
vD − v
α̃

) 2m1−2n
n−2

]
�s��#�

�w~�w	~t�w~�	���~x�~��xw	~x

D − Eexp
v =

(
vD − v
α̃

) 2n
n−2

[
1− 2n

n− 2

γ̃

α̃

(
vD − v
α̃

)n+2
n−2

− 2n

n− 2

β̃

α̃

(
vD − v
α̃

) 2m1−2n
n−2

]
�s����

|uw�	ux+x�	�tu����{w�	��u�� u�x	�t	�����v!x�		����wv	~x�u��

5�	2-	#��-���-,	-�C3/R
3 -�C6/R

6

z	��~~	��~�t	x��t	�u{w�	���u�t	���t	u�������{��	�{�t{ut�	����w~x����xw�~~uv��w|u	�	T0
	x

T2
��u�t	���x	~xw	t�|u	~�u�uxwtw�	��~��

(n,m1) = (3, 6) (n,m1) = (6, 8)

T0(0) =
√
π
n

Γ(1/2+1/n)
Γ(1+1/n) 0, 746834 0, 431185

T2(0) +∞ 0, 808610

T̃2(0) 2, 49778 0, 701825

��u��	v��|u�~�|u	�w(n,m1) = (3, 6)�|u
w	�xt	{��|uw~�u�w~x��	��	t	�tu���w	~|u	t�w~x����t	s��*

{�~�	��	t	���	t���	v	~xtwvwx�s��#�~�	�x���t��wxwv	��u�t�w~x����xw�~�wt�	{��		~	�	xu~����t!v	
	~x = 0 |u

w~�	�w�x�wx������~x�
�	�tu��wv�t		�x�t����	�	����	�t����w�xw�~	~α1

�	t�w~x����t	s��*��	�{�u��	���~x��~~�	�
�����	������#�����~�����w�t�	��vut	t��tu����{w�	����w�t	� ��w	�	{xu�~uv��w|u	v	~xu~� u�x	v	~xtw~��w�	�	~	�wxu~w|u	v	~x�	t��	~x	��u�100 ��t	u���	α1

�|uw�����xw	�	~x�	0 	x0, 1���u���x	~w�t	
{�	�{w	~xT̃2(0)

��~�t�	��vut	
∫ 1

0

1√
x−n − 1 + α1(x−m1 − 1)

dx
α1≤0.1≈ T0(0)−

1

2
α1T̃2(0)

�s�"��

��������	
�������������	����	���	�������������	������������
����
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z��w�	���x�{	{�	�{w	~x��~�t	x��t	�u���~�	{�v���	��t�	��vut	��~{�v����~xT2
	x T̃2

��u�
(n,m1) = (6, 8)��~��wx	�{wt	v	~x|u	t�v�x���	�������	~	�	�v	xx�������	�x��w�	u~	��t	u��	Cm1���{w�	��tu���u~	�w��w~	�	��u�{	~x�
����xw��	{	xx	~�u�	tt		���	��w�~�����{��	�	t�w~x����t	���t��t	��u�α1 < 0, 1

��~�u���u��~�
�	��	~��	t���v�~�x��xw�~�
y&p(&pd)$+(&� d9�("i)d%d9!d)$!"#p+$%$%"9$9&$f()'%��

h�
�%&"%i!d9�9&'T2(0)

!9"T̃2(0)�
���~

uxwtw��~x{	t�� 	��w���~~	�t�	��vut	|u	~�u�uxwtw�	��~���~�t����xw|u	��u�� u�x	�t	�{�u��	���~�
t	{��n = 3,m1 = 6�	~ux

wtw��~xt	��	t�xw�~����w�t	�	��vut	���"�	x��"&�C3(S.I.) = (e2a2
0)C3(u.a)�

C6(S.I.) = (e2a5
0)C6(u.a)�Eexp

v (S.I.) = (100hc)Eexp
v (cm−1)��~���

w�	�t�	��vut	


vD − v ≈ 45.1977(D − Eexp
v (cm−1))1/6(−C3(u.a))

1/3 +
�s�"��

γ′(D − Eexp
v (cm−1))− 2.468 × 10−5(−C6(u.a))(−C3(u.a))−5/3(D− Eexp

v (cm−1))7/6

B�)�� ��=?=�;�=�<

�����2-,���,-

��	������#��������	u~	v�x���	�w���	~x	�	{	tt	���	t����	{w(�	��u�����w�{utx���x���w~x���	�t�	��vut	s��*���	������#���	~~��tw�	�~xt	x	�v	~�~���v�x�xw|u		x	~�u�����~xRattr
coup = 0�������	

�	t�uxwtw�	���~�t�w~x���	����v�x���	t�{�t	�u�����		�x����	�u�t�	��vut	�uw��~x	

1
dvBKW

dE

=
dEexp

v

dv
≈ 1

2
[Eexp
v+1 −E

exp
v−1]

︸ ︷︷ ︸~�x�
∆Ḡexp

v

− 1

3!

d3Eexp
v

dv3

�s�"��

�	x	�v	�	���w��	x��w�w!v		�xu~x	�v	�	{���	{xw�~�wt�	ux+x�	{�t{ut����t����w��	�		��vut	s��

∆Ḡv ≈ dEexp
v

dv = 2n
n−2(vD − v)

2n
n−2

−1
[
π~√
2µ

n−2
n T−1

0 (0)(−Cn)−1/n
] 2n

n−2 |uw	�u�~wxwvv��w�x	v	~x

d3Eexp
v

dv3
≈ 2n

n− 2

(
2n

n− 2
− 1

)(
2n

n− 2
− 2

)
(vD − v)

2n
n−2

−3
[ π~√

2µ

n− 2

n
T−1

0 (0)(−Cn)−1/n
] 2n

n−2

≈ 8n(n+ 2)

(n− 2)3

(
n− 2

2n

) 6−n
n+2

(∆Ḡexp
v )

6−n
n+2

[ π~√
2µ

n− 2

n
T−1

0 (0)(−Cn)−1/n
] 4n

n+2

�~�	���x�~x{	xx		��vut	��~�s�"��~�u����~�u~tw	~	~x�	t�	��vut	s��*	x∆Ḡexp
v �
�t�u�x�t���

��� u�x	�t	���~~�	�	����wv	~x�t	���	{�	�{��w��u{{���w	��	Cn, Cm1 , . . .���	{{	xx	v�x���	��	������#���v�~x�	|u	��u�α1 ≈ 0, 1
t�{���	{xw�~�u�∆Gv ���������x�

t�
	��vut	�	�	���(}	�~�x	w~	��	������#��v�~x�	�u��w|u	{	t������x	u~	{���	{xw�~�	��!��	50%

�
Bv�

B�)�) @�>��=><���>C;��

��	�������"�����	tt	t	��w���	~x	�v�x���	�������uxwtw��	��	~�tu��	{	tt	��� �����	~x��wt	~
	�w�x	~�x�vv	~xu~	�ux�	��~xt	�	~�����w|u		�xv�w~�{t�w��v�w�|uw�	�v	x��� u�x	�t	���~~�	�
	����wv	~x�t	���	{u~	���~�	���{w�w�~��	xx	v�x���	|u	~�u��tt�~�	�|uw���	w{w�����	tt	t�v�x���	
�	�{�	�{w	~x�	�������

����
��
��	���	�������
	������	��

������� 
������������
���������������	����������	�������
���
��	��γ
�

���	����	�������������������������	������
����������������������������	������
	���������������f(x) = a0 +
x

a1 + x
a2+···
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���������������-

��	��vut	�	s���	�v	xx�wx���{�w�	

Eexp
v = D − X̄0(n)[µn(−Cn)2]−

1
n−2

︸ ︷︷ ︸
X0(n)

(vD − v)
2n

n−2

t�	��vut	s����v�tw���	���t�w~x���u{xw�~�ux	�v		~Cm1/R
m1 �	�v	xx�wx���{�w�	

Eexp
v = D −X0(n)(vD − v)

2n
n−2

[
1 + p 2m1−2n

n−2

(vD − v)
2m1−2n

n−2 + pn+2
n−2

(vD − v)
n+2
n−2

] �s�"��

��v�x���	�	�{�	�{w	~x��	����	�x��~{��{�w�	

Eexp
v = D −X0(n)(vD − v)

2n
n−2

1 + pt+1(vD − v)t+1 + pt+2(vD − v)t+2 + · · · + pt+L(vD − v)t+L
1 + qt+1(vD − v)t+1 + qt+2(vD − v)t+2 + · · ·+ qt+M (vD − v)t+M

�s�""�

�$t 	�x2m1−2n
n−2
�	xt	�{�	�{w	~x�pi 	xqj ��~x�	�����v!x�	��

w~�w|u	L 	xM
�|u	t��~{��w�wt	�tu��	xwx

����w�t	��u��w	~� u�x	�t	���~~�	����~�w|u�~�|u	t	{��w��	t = 2m1−2n
n−2
	�x{	tuw�	��	�������"�|uw

~��tw�	t����xw	~�~���v�x�xw|u	���~�~�x�	x����wtwt�u�x�	{��w�w�t = min(2m1−2n
n−2 , n+2

n−2)�
�%''%i#'�(f%!"#p+$%!%"i%'f+�p+d%i%&'fq+&'%"!"#'%"d%$p(%�%&'$pi ()qj�%&

f%�("$f%p 2m1−2n
n−2

�
��u�{�~{tu�	���~wxw�	v	~x��w�~�t�~�|u	t��~�	ux��w�	vv	~x�	v�t�{	�t�	��{xw�~{�~xw~u	���

e
∑

i pt+1(vd−v)t+1 �ux�ux	�ux�		�~{xw�~{��w�w	��	�tu�{	xx	v�x���	���x	~��t�	���~�w�~���v�x�xw|u	
�	Bv�Dv

	x{���uv+v	�	�����v!x�	�{�vv	ASO(Rext(E
exp
v )��	~�v��	u�x����u����x	~x�u�t�����w�wtwx��	�	tw	�t�	���~�w�~�	�u~��v��"���t��t	��u���	�|u	

x�uxt	�uwx��	��x	~xw	t���u	��!��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~�	xt	�v�x���	���������w�~�t�~����	�	v�t	t	�x����u��	��u��u�������	x���t����	x�t�����*���~�t	�|u	t��	~�v��	u�	���	��	~{	���~x��~~�	��

�
�
� 
�������������
������������	���������	�	�����������
��u�x	�vw~	� 	��u���w����w�	v	~x�w�~�t	�t	x����wt�	��x��tt	����&��|uw{�t{ut	t	��~	��w	�{w~�(
xw|u	��w���xw�~~	tt	�v��	~~	���u�t	��x�x����{�	��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~��	����t!v		�x	~	�	x
x�!�wv���x�~x	~���x�����{w�xw�~�{��t����	t����	�{wx�xw�~�	t�v�t�{ut	{	xx		~	��w	{w~�xw|u		�x
x��~�	���	�u��	u��x�v	�tw��	�|uw|uwxx	~x�t���t	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�wt	u��wx	��		�x�u���~x	�

�	{�t{ut�	t���t	u�v��	~~	〈T 〉 = 〈Ψvib
v |E−V (R)|Ψvib

v 〉�	
t��~	��w	{w~�xw|u	��u�t��x�x�w���xw�~~	t

v {�~�
w�x	�uxwtw�	���t��w�w�~�	vw({t���w|u	}���	��vut	�������u�t�	�~{xw�~���~�	�	x�	�	v�t�{	�t	cos2 ���1/2 ��u���x	~w�


〈T 〉 =
2ωµ

2π

∫ Rext

Rint

E − V (R)

p(R)
dR =

2µ

2π~ dvBKW

dE (E)

∫ Rext

Rint

p2

2µ

1

p
dR =

1

2

(v + 1/2)
dvBKW

dE (E)

�s�"%�

�$~�u����~�uxwtw��t�	��vut	s��	xt�{�~�wxw�~�	|u�~xw�{�xw�~�	}�����������	xx		��vut	�	ux+x�	���tu�		~uxwtw��~xt	��w���	~x	�	��vut	����v�x�xw|u	���~~�~x dvBKW

dE (E)�
{�vv	s��"�us�"���~�	v��|u	t�	��vut	��~~�~x〈T 〉 ���	~��	v+ 1/2 	x~	�	ux��~{+x�	��~~�	
u~w|u	v	~x����	�{�	�{w	~x����v�x�xw|u	���~�	uxx�ux�	v+v	uxwtw�	�t�	��vut	v ≈ vD

��t��t	
��!��	t�twvwx	�	�w���{w�xw�~�

�.�
��	�������
����������������	�������
	�������
	����	�����
�������
�������������	�����������
������

〈T 〉 =

∫ Rext

Rint
E − V (R) dt
∫ Rext

Rint
dt

=

∫ Rext

Rint

p2

2µ
µ dR

p

1
2

2π
ω

=
1

2

∫ Rext

Rint
pdR

1
2
2π~ dvBKW

dE
(E)

=
1

2

(v + 1/2)
dvBKW

dE
(E)

��������	����������
����������
������ ���� ����	�������������	�����	������� � 0 � �� 
�
�����	���	������
���� 
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��{�ux	��u~������x�v	�	��w����x�x��wx�	~��x�wt������v��	{�x	x�t�����*���~��u����u��w
{�~�utx	�t�x�!�	�	��	��	����&�{�������"�
z�uxwtw�	��w�tu�w	u��	�w�t�	��vut	�uw��~x	

∫ +∞

−∞
e−ax

2+bx dx =

√
π

a
e

b2

4a
�����

��u���v�~x�	�t	�	��vut	��uv��!t	|u	 ��w���	t������	�{�t{ut��{�~��tuxw�~�	�	u���u��w	~~	�t	
�tu���u�	~x���~x���	�t�u����~�u�t	���~~	��~���~�t	��x�wt��~�	t�w��	�u~	��	~xu	tt	v��w�{�xw�~
�tu��w��	����tw�	�	�~�	ux��w�	vv	~xt	����ux	���tt!��	v	~x�t�t	{xu�	�

�
�
� ���������������������

�	�~�x�xw�~�uxwtw��	���~x��~~�	����t���u�	����
���	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�
�	�w!�	v��~�x�(��xw|u	�	��v���tw�����u~~u��	�	Nat ≈ 5 × 107 �x�v	����~xu~	�	~�wx�

��u��w	~~	������w|u	�	xu~	�w�x�w�uxw�~v���	ttw	~~	�	��wx	��	���~~�x	σat
v

def
=
√

kBT
mCs

t��wx	��	
x�	�vw|u	����	~�wx���~�t�	���{	�	�����	�	�x��~{�t�w~�x�~xt �|uw~�w~x	��w	~x���{��t	�w!�	
	�x	~���wv	�x�xw�~~�w�	��

πat(~r,~v, t) =
Nat

(2π(σat
r )2)3/2

e
−x2+y2+z2

2(σat
r )2

︸ ︷︷ ︸
nat(~r,t0)

1

(2π(σat
v )2)3/2

e
− v2

x+v2
y+v2

z

2(σat
v )2

�����

�	xx	����x�!�		�x u�xw��	���t		�wx|u	t��uw���~{	�	~��	�w�{	�u�	�x���t��		���~����w�u~
�w!�	�����w|u	����	~�wx�	�x�u�����	��u��w	~~	��	����t	��{x�	�	~�wx��	ux+x�		�x��wx�	�wv��	��������u�w!�	�wt�	v�t	��~�~�x�	{��|u	t�����x�!�	��u��w	~~	��wx{���	{x	�
���x�wtt	�x��w|u	�	~�x�	�w!�	�	���	σat

r ≈ 0, 3vv�
�~�u����	��|u	t	�w!�	�x�vw|u	~�	�x

����	�xu������t����x�����{w�xw�~�	~���xw{utw	��~�u����	��|u	t	~�v��	�	v�t�{ut	�	�x	��
x�!�w~	��w	u��u~�v��	���x�v	���	xx	����x�!�		�x��	�|u	x�u �u�����tw��	��~�~��	����w	~{	��
��~�t	{��{�~x��w�	�wt�u�x�	���uw�	t�w~x	~�wx��	�t��	��{���~xt����x�����{w�xw�~�

���	t��	��	���x�����{w�xw�~�
�	t��	��	��u~t��	��w���uu~	�w��	t��	����u��u����	��~�t		�w�{	�u��u��w	~��s00�

wt	�x
���w��~x�t	x�w�w���	t�~t���	Ox 	x{	~x���u�t	�w!�	���~�t��tu���x�	~��	����w	~{	�t	��w~x
�		�{�tw��xw�~	�x�wxu��	~�w��~2{v�u�w!�	��u�u~���w�x�w0 ≈ 20µv�

�	xx	v	�u�	�u���w�x�

"��
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�

�������
�	��w~wttu�x��~xt	�~�x�xw�~�uxwtw��	���u�t��xu�	�	t�{�ux	�	�v�t�{ut	��	�w!�	�x�vw|u	
	�x�	����	~x�{�vv	u~~u��	�	����	�	~�wx���u�w	~~	�	t���	u��vw(��ux	u�σat

r ��	
t��	��	���(

x�����{w�xw�~	�x�u�����	�{�tw��t�w~�u�w!�	�wt��w~�wu~���w�x�ωPA
{�~�x�~x��~�t���~	�	�w��	��	�

�	t��	�w�~w��~x	�x�u��w�u��������w�u~���w�x�ωion
{�~�x�~x��~�t���~	�	w�~w��xw�~�wxu�	�u~	

��ux	u�h ��u�t	�w!�		x��{�t����w��~x�t	v	~x��u~	�w�x�~{	d�

����w	~x���wx��u~		�xwv�xw�~�t��w�	�	t�	��vut	���%���wx�	t��xu�	�	t�w~x	~�wx��u	�w�{	�u�
{�u�����u~	t�v	�	����w�v�~x��u�u~	�t�xw~	�	x��~�t�xw�~sw{��(��~x��t	�
�~uxwtw��~xt	�	��vut	�����	x������~�	v��|u	|u	��u�u�	t�x�wtt	�u�w!�	�t		�w�{	�u�u~	
x�wtt	{�~�x�~x	|u	t��~~�x	��ωPA ≈ 250µv�

�w~�w��~�t���~	�$t����x�����{w�xw�~�	����uw��

IPA(~r) ≈ 2PPA

πw2
PA

e
−2 y2+z2

w2
PA

�����

�$PPA ≈ 1��xx	�x
t��uw���~{	�ut��	�	xIPA,0

def
= 2PPA

πw2
PA
≈ 1000

��{v2�
��u��tt�~�	�w�	�	�tu�t�����x�!�	��u~���wv	�	{��v�	�w�t	�~�x�vv	~x	~�u�����~x|u	t	
x�u��	v�t�{ut	����x�����{w�	����	~�tw~��w�	v	~x�	t�w~x	~�wx���~�	uxx�u �u���	��v	~	��{	
���wv		~���uw��~xt�w~x	~�wx��ut��	��
��u��tt�~��	��	~��	t	�~�x�xw�~��	t��	{xw�~��%�%�

���	t��	��	w�~w��xw�~�
�t�	��{	~x���u�u~��w~x�wxu��u~	��ux	u�h = −z0 ��u�

t	�w!�		x��{�t���	t�~Oy���u~	�w�x�~{	
d = y0

���w��~x�t	v	~x���~�t��tu���x�	~��	����w	~{	�t	��w~x�		�{�tw��xw�~	�x�wxu��	~�w��~
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4{v�u�w!�	��u�u~���w�x�w0 ≈ 40µv��	v+v	��w��~~	v	~x|u	���{��	vv	~x�v!~	�

Iion(~r) ≈
2Pion

πw2
ion

e
−2

(y−d)2+(z+h)2

w2
ion

���"�

��	{wion ≈ 300µv��	t��	�	�xu~t��	��ut���νrépét = 10
�����tw���~x�{��|u	wv�ut�w�~��u~	

�u��	�	timpul ≈ 7~�u~	�~	��
w	Epulse ≈ 3vz�

t��uw���~{		�xPion = Epulse/timpul ≈ 400 000��xx�
��u��tt�~�t��u��w 	�w�	t�����x�!�	��u~	������wtwx���w�~w��xw�~�	�v�t�{ut	��tw~��w�	��	{t�
�uw���~{	��	�	�~w	���w~x	�x�tu��u�xwt|u	��u�t����x�����{w�xw�~�~�u��	���~�	~	�	x�u
{���wx�	�����|u	t�w�~w��xw�~	�xu~���{	��u���	u����x�~���~���xw{utw	�t�w�~w��xw�~v�t�{ut�w�	���+

2

��	v�t	�w	~+x�	tw~��w�	��	{t�w~x	~�wx��v�w�t�w�~w��xw�~�x�vw|u	���+�	�x|u����xw|u	�
"��	�{�ttw�w�~��
��u��tt�~�~��tw�	�t	�{�ttw�w�~�	~x�	�t	����xw{ut	�|uw{�ux	~x��u�t�	�	x�	t�����wx���w~�wt�
x	v����xu�	w~wxw�t	~	�	������	�xu���	���t	�{�ttw�w�~�x�	�v�tw��~x	���	xx	����x�!�		�x u�xw��	
���t	��	~�wx��	�w�t	��xx	w~x	���~��u����	�	���x	��t�~�x	�*�	t����	�%&�

�
�
	 ��
��	�������
�����������������
��~�	x��wx	�t	����t!v	��~�u~{���	x�!���~���t�~�u��u����	��~�|u	~�u����x�����{w�~�	~x�	t0	xt1�
�~���w�~	�����1[t0,t1](t)

t�	�~{xw�~��	�	��w�w�	���	~�~xt���t	u�1 ��u�t0 ≤ t ≤ t1 	x0 �
wtt	u���

����������>�>��?���?>��
���;����=�>�
��	~�~�u~	��t	u� t {�v��w�		~x�	 t0 	x t1�

t�����x�!�	�	{��v�	�w�t	v�~x�	|u	t	~�v��	
nPA(~r0, t; t, dt) d3r0

�	v�t�{ut	�	��w�	�{���	��t 	~dt
�~�u�~�x�~�{	t����; t, dt

�	~~r0
��

d3r0
��!��

	�x��~~����


nPA(~r0, t; t, dt) = βPA(IPA,0)
IPA(~r0)

IPA,0
n2

at(~r0, t) dt
���%�

�$t��~�~�x�βPA(IPA,0)
t�{�~�x�~x	��~~�~xt�	�{�{wx��u���{	��u��	���x�����{w�xw�~�	tt	���w	tw~��w�	v	~x��	{t�w~x	~�wx�IPA,0
v��wv�t	�	t��	���~��u���{�v���	��t�	��vut	#�"*

��w~x����xw�~���xw�t	��~~	

NPA(t; t, dt)
def
=

∫
nPA(~r0, t; t, dt) d3r0 = βPA(IPA,0)

N2
at

(2π(σat
r )2)3

dt

∫
e
−2

y2
0+z2

0
w2

PA e
−x2

0+y2
0+z2

0
(σat

r )2 d3r0

= βPA(IPA,0)
N2

at

(2π(σat
r )2)3

dt
√
π(σat

r )2
√

π
2

w2
PA

+ 1
(σat

r )2

√
π

2
w2

PA
+ 1

(σat
r )2

NPA(t; t, dt) = βPA(IPA,0)nat(~0, t0)
Nat

23/2

w2
PA

2(σat
r )2 + w2

PA︸ ︷︷ ︸
NPA

at

dt
def
= RPA(IPA,0)N

PA
at dt

���*�

z��wuxwtw����u�t��	�~w!�		���	��w�~�t����~wxw�~���	nat(~0, t0) ≈ 1, 2 × 1011�x�{v−3 	�xt��	~�wx�
�x�vw|u	v��wv�t	���	���	~�wx����

NPA
at ≈ 4, 6×106 !%)'�'"%+&'%"!"#'#p(ii%d%&(i*"%fq9'(i%$$()i+$9)!"(p%$$)$f%!�('(9$$(p+9'+(&

%'RPA(IPA,0)
%$'d%'9)rf%i(d#p)d%$!�('(9$$(p+#%$!9"9'(i%�f9&$d9�(&%f%!�('(9$$(p+9'+(&�!9"

$%p(&f%�

����� A��=�=�;�=�<�>?;���;?=�;�=�<
���+x�~�~�u��|u	t|u	�w~�x�~x�u�t�uxwtw��xw�~	����wv	~x�t	|u	t��~�	ux	�w�	�	{	xx		��vut	��~
uxwtw��~x�����~��wx|u�	~	�~{xw�~�ut��	��	���x�����{w�xw�~
NPA(t; t, dt) ∝ w2

PA

2(σat
r )2+w2

PA

2PPA

πw2
PA
∝
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�����������������������������������������
�

PPA

2(σat
r )2+w2

PA

��t�	v�t	��w��~{|u	t�	�{�tw��xw�~��xwv�t	��wx��u�wPA = 0�{	���u
tx�x	�x����w�w�t	

{���tu��~	�{�tw�	�tu��~�	������{�	�u{	~x�	�u�w!�	�$t��	~�wx�	�xv��wv�t	��	���utx�x	�x
~��~v�w~����u��	�t	�	�	x��	��xu��xw�~w~x	��w	~���~�	xt�	�{�tw��xw�~��xwv�t	�	����~���ux	{	tt	
���{�	�	t���xu��xw�~�
����) �=�>��>�>���?���?>��
���;����=�>�
�~�	��	~�~xt�	��vut	#�"#��~��wx|u	t��w�x�w�uxw�~�	��wx	��	�~vCMN = (mA~vA +mB~vB)/(mA +

mB) = (~vA + ~vB)/2 �u{	~x�	�	v���	�	�	u��x�v	��	{��wuv	�x

P (~vCMN) d3vCMN =

(
M

2πkBT

)3/2

e
−M~v2

CMN
2kBT d3vCMN

�~�	x��u�	u~	�w�x�w�uxw�~�	s���	tt(}�tx�v�~~��u�u~	���xw{ut	�	v���	M = 2mCs�
�+&$+d%$

i(d#p)d%$�("i#%$9)"(&'d9i�i%'%i!#"9')"%'"9&$d9'+(&&%dd%
)%d%$9'(i%$���u����~�	~	�	x~��tw��t	��	u����x�~��	�	{ut��t	��	vw	�����	~�~x�	t�������xw�~t����u���{	��u��	���x�����{w�xw�~	xt	
�	{�~��	t��vw��w�~���~x�~�	����{�~x�	σmol

v
def
=
√

kBT
M 6= σat

v
�

����, :><�=���;<�?�>��;�>�>��
;�>�

���w�x�w�uxw�~	~�	~�wx�	�x��~~�	���t�	��vut	��%��	����uwx	��~�t�	��vut	��*����u���u��~�
���uw�	�	{	|uw���{!�	|u	t��	~�wx���~�t�	���{	�	�����	��	�v�t�{ut	����x�����{w�	�	~x�	t 	x
t+ dt 	�x��~~�	���t�	��vut	

πPA(~r,~v, t; t, dt) =
NPA(t; t, dt)√
π(σat

r )2(π(σmol
r )2)

e
− x2

(σat
r )2 e

− y2+z2

(σmol
r )2

1

(2π(σmol
v )2)3/2

e
− v2

x+v2
y+v2

z

2(σmol
v )2

���&�

�$~�u����~����~w	(σmol
r )2

def
=

ω2
PA(σat

r )2

ω2
PA+2(σat

r )2
≈ (150µm)2�

��	�xt��~�t��u	�	t�	��vut	�����u�t	�w!�	�x�vw|u	�
����. ���;<�=�<�;?=��=��>�>���?���?>����=�>�
���vw{	�v�t�{ut	����x�����{w�	��~�u��tt�~�~�u�w~x��	��	��{	tt	�|uw�	���	�{wx	~x��~�u~�x�x
v�t�{ut�w�	�x��t	���u��u����	��~��t���|u	{	x�x�x�u~	�u��	�	�w	w~�~w	����	t�~�Γlié

Γ

t�������xw�~
�	�v�t�{ut	�|uw�	���	�{wx	~x	~u~�x�x�x��t	��	�v�t�{ut	�{�ux	~x��u�t�	�	x�	t�����wx���	{�t{ut�	t	u��	~�wx���~�t�	���{	�	�����	��t�w~�x�~x
t′ > t~	���	����	�w�{utx���~�	ux�uw��	t�v�x���	�x�~����	�����	�����	��	����&������������u�
uxwtw�	��~��tux�xw{wt�v�x���	�	���v��	{�x	x�t�����*�{�~�w�x�~x�uxwtw�	�t	x����!v	�	�w�u�wtt	���w���wu	x�t����#�����	~�w{	�����&��|uw����wxt�{�~�	���xw�~�	t�	���{	�	�����	���w~�wt��	~�wx�
��~�t�	���{	�	�����	��t�w~�x�~xt′ 	�x

Γlié

Γ
πPA(~r + ~v(t′ − t) +

1

2
~g(t′ − t)2, ~v + ~g(t′ − t), t′; t, dt) =

Γlié

Γ
πPA(~r,~v, t; t, dt)

���#�

�uw	�x���v��	{�x	x�t�����*���������	{~g = −g~eZ 	
x
g ≈ 9, 81v��−2�

�~{�v�w~�~x{	xx		��vut	��	{��&	~���uwx|u	t��	~�wx��	{	�v�t�{ut	�	��w�	�	~~r0 	�x

nmol(~r0, t
′; t, dt)

def
=

Γlié

Γ

∫
πPA(~r0, ~v, t

′; t, dt) d3v
�����

=

∫
πPA(~r0 − [~v − ~g(t′ − t)](t′ − t)− 1

2
~g(t′ − t)2, ~v − ~g(t′ − t), t; t, dt) d3v

������

=
Γlié

Γ

NPA(t; t, dt)√
π(σat

r )2(π(σmol
r )2)

1

(2π(σmol
v )2)3/2

∫
e
− (x0−vx(t′−t))2

(σat
r )2 ×

������

e
− (y0−vy(t′−t))2+(z0+ 1

2 g(t′−t)2−g(t′−t)2−vz(t′−t))2

(σmol
r )2 e

− v2
x+v2

y+(vz+g(t′−t))2

2(σmol
v )2 d3v
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�	{�t{ut	�xt�~�v�w�~	����	~x	����	�w�{utx����u�t�	�	{xu	�~�u��tt�~����~w�t	�~�u�	tt	�x�wtt	��u
~u��	�	v�t�{ut	����!���~	���~�w�~���
[σmol

x (t′ − t)]2 def
= 1

2(σat
r )2 + (σmol

v )2(t′ − t)2 	x[σmol(t′ − t)]2 def
=

1
2(σmol

r )2 + (σmol
v )2(t′ − t)2���	{{	�~�x�xw�~��t	{�t{ut�	t�w~x����t	�u�vz �	�

w	~x

1√
π(σmol

r )2
1√

π(σmol
v )2

e
− [z0− 1

2 g(t′−t)2]2

(σmol
r )2 e

− [g(t′−t)]2

2(σmol
v )2 ×

∫
e
−
(

(t′−t)2

(σmol
r )2

+ 1

2(σmol
v )2

)
v2z+

(
2[z0− 1

2 g(t′−t)2](t′−t)

(σmol
r )2

− g(t′−t)

(σmol
v )2

)
vz

dvz

=
1√

π(σmol
r )2

1√
2π(σmol

v )2
e
− [z0− 1

2 g(t′−t)2]2

(σmol
r )2 e

− [g(t′−t)]2

2(σmol
v )2 ×

√
π(σmol

r )2(σmol
v )2

[σmol(t′ − t)]2 e

(
2[z0− 1

2 g(t′−t)2](t′−t)

(σmol
r )2

− g(t′−t)

(σmol
v )2

)2
(σmol

r )2(σmol
v )2

4[σmol(t′−t)]2

=
1√

2π[σmol(t′ − t)]2
e
− 2[z0− 1

2 g(t′−t)2]2[(σmol
r )2/2+(σmol

v )2(t′−t)2]

2[σmol(t′−t)]2(σmol
r )2 e

− [g(t′−t)]2[(σmol
r )2/2+(σmol

v )2(t′−t)2]

2[σmol(t′−t)]2(σmol
v )2 ×

e
2[z0− 1

2 g(t′−t)2]2(t′−t)2(σmol
v )2

2[σmol(t′−t)]2(σmol
r )2 e

g2(t′−t)2(σmol
r )2/2

2[σmol(t′−t)]2(σmol
v )2 e

− 2[z0− 1
2 g(t′−t)2]g(t′−t)2

2[σmol(t′−t)]2

=
1√

2π[σmol(t′ − t)]2
e
− [z0+ 1

2 g(t′−t)2]2

2[σmol(t′−t)]2

�	�	��vut	���~xt	�v+v	���	{x 	xy 	~��	~�~xg = 0 ��u�	u���	���utx�x�~�t	�x��~{

nmol(~r0, t
′; t, dt) =

Γlié

Γ

NPA(t; t, dt)√
2π[σmol

x (t′ − t)]2(2π[σmol(t′ − t)]2)
e
− x2

0
2[σmol

x (t′−t)]2 e
− y2

0
2[σmol(t′−t)]2 e

− [z0+1
2 g(t′−t)2]2

2[σmol(t′−t)]2
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��w~x����xw�~���xw�t		�u�~wx{	|u	t��~���	tt	t	~�v��	Nmol(t

′; t, dt) �	v�
t�{ut	�	��w�	�{���	�	~x�	t

	xt + dt �u	��t�w~�x�~xt′��~�	v��|u	|u	{	~�v��		�xw�	~xw|u	�Nmol(t; t, dt)
def
= Γlié

Γ NPA(t; t, dt)�
{	t�x���uwxt�{�~�	���xw�~�u~�v��	�	v�t�{ut	�	��w�	��{��{	tt	�({w��~x�u�����	����w�u~	�u��	�	
�w	w~�~w	�

�
�
� ����������	�������
���

��)�� ��<=�;�=�<�>���?���?>�����>����;<�dt

��w�~w��xw�~�	x��wx	{�vv	t����x�����{w�xw�~����vw�t�����x�!�	��w~�x�~x�~�wx����u�w~x���uw��~�t	����v!x�	ηion(Iion,0) ≤ 1 �	~��~x{�v�x	�	t�	�{�{wx��	t�w�~w��xw�~��u�t�w~x	~�wx�Iion,0�
��u�

�u����	��~�|u	t�w�~w��xw�~�tw	u�t�w~�x�~xtion��	~�v
��	��w�~�	��v�����t�wv�ut�w�~�ut��	��w�~w��~xt	�v�t�{ut	�	��v�	�	~x�	t 	xt+ dt�	�x��~~����t�	��vut	

Nion(tion; t, dt) = ηion(Iion,0)

∫
Iion(~r)

Iion,0
nmol(~r, tion; t, dt) d3r

����"�

= ηion(Iion,0)
Nmol(t; t, dt)√

2π[σmol
x (tion − t)]2(2π[σmol(tion − t)]2)

∫
e
−2

(y−d)2+(z+h)2

w2
ion × ����%�

e
− x2

2[σmol
x (tion−t)]2 e

− y2

2[σmol(tion−t)]2 e
− [z+1

2 g(tion−t)2]2

2[σmol(tion−t)]2 d3r
����*�

�	�����~�t��u��wt�w~x����xw�~	~z�

1

(2π[σmol(tion − t)]2)

∫
e
−2 (z+h)2

w2
ion e

− [z+1
2 g(tion−t)2]2

2[σmol(tion−t)]2 =
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1

(2π[σmol(tion − t)]2)
e
−2 h2

w2
ion e

− [ 12 g(tion−t)2]2

2[σmol(tion−t)]2

∫
e
−
(

2

w2
ion

+ 1

2[σmol(tion−t)]2

)
z2+

(
− 4h

w2
ion

− g(tion−t)2

2[σmol(tion−t)]2

)2

z

=
wion√

4[σmol(tion − t)]2 + w2
ion

e
−2

h2(4[σmol(tion−t)]2+w2
ion)

(4[σmol(tion−t)]2+w2
ion

)w2
ion e

− [ 12 g(tion−t)2]2(4[σmol(tion−t)]2+w2
ion)

2(4[σmol(tion−t)]2+w2
ion

)[σmol(tion−t)]2 ×

e
1
4

2w2
ion[σmol(tion−t)]2

4[σmol(tion−t)]2+w2
ion

(
16h2

w4
ion

+
g2(tion−t)4

4[σmol(tion−t)]4
+

8hg(tion−t)2

2[σmol(tion−t)]2w2
ion

)

=
wion√

4[σmol(tion − t)]2 + w2
ion

e
−2 h2

4[σmol(tion−t)]2+w2
ion e

−2
[ 12 g(tion−t)2]2

4[σmol(tion−t)]2+w2
ion e

4
h 1

2 g(tion−t)2

4[σmol(tion−t)]2+w2
ion

�u	t��~	�{x��w�	��	{�t{ut	~y 	�x�uv+v	x��		xt��~��xw	~x

Nion(tion; t, dt) = ηion(Iion,0)Nmol(t; t, dt)
w2

ion

4[σmol(tion − t)]2 + w2
ion

e
−2

d2+[h−1
2 g(tion−t)2]2

4[σmol(tion−t)]2+w2
ion

����&�

�~�	���u��~xx�ux	�t	�~�x�xw�~�uxwtw��	�	x	~	~���~w���~xu~	�	�~w!�	���(σion
r )2

def
= 1

2 (σmol
r )2+ 1

4w
2
ion ≈

(165µm)2��~�	ux���{�w�	{	xx		��vut	��u�t�	��v	

Nion(tion; t, dt) = ηion(Iion,0)
Γlié

Γ
RPA(IPA,0)N

PA
at ×

����#�

w2
ion/4

(σion
r )2 + (σmol

v )2(tion − t)2
e
− d2+[h−1

2 g(tion−t)2]2

2[(σion
r )2+(σmol

v )2(tion−t)2] dt

��)�� �<����;�=�<���?>�>����>�
���;����=;�=�<

�	�v�t�{ut	���~x	~	�wx	��v�	�	~x�	t0 	xt1�
��u����~�	�wxt�����x�!�	��u~���wv	�	�xu���xw	

�$t	�w!�	~�	�x����	�xu������t�����	~{	t�~�u	�ut��	��	���x�����{w�xw�~��w~�wt��{{uvut�xw�~	�x
tw~��w�	��	{t	x	v����~�	����	t�~x|u	t�{���xw�~��	�	{xu		~x�	t0 	xt1�	x|u	tion > t��~x��u�	

Nion(tion)
def
=

∫ t=tion

t=t0

1[t0,t1](t)Nion(tion; t, dt)
������

= ηion(Iion,0)
Γlié

Γ
RPA(IPA,0)N

PA
at ×

������

∫ t=tion

t=t0

1[t0,t1](t)
w2

ion/4

(σion
r )2 + (σmol

v )2(tion − t)2
e
− d2+[h−1

2 g(tion−t)2]2

2[(σion
r )2+(σmol

v )2(tion−t)2] dt

��u�{�~~��x�	t	~�v��	��w�~�|u	t��~��x	{x	�wt�u�x�	vutxw�tw	����t�	�{�{wx��	{�tt	{xw�~	x�	
��x	{xw�~��	�w�~�ηdet ions ≈ 0, 2���u���x	~w�t�	��vut	

Nion det(tion) = ηdet ionsηion(Iion,0)
Γlié

Γ
RPA(IPA,0)

Nat

23/2

w2
PA

2(σat
r )2 + w2

PA

× ������

∫ t=tion

t=t0

1[t0,t1](t)
w2

ion/4

1
2

ω2
PA(σat

r )2

ω2
PA+2(σat

r )2
+ 1

4ω
2
ion + kBTmol

2mCs
(tion − t)2

×

e

− d2+[h−1
2 g(tion−t)2]2

2

[
1
2

ω2
PA

(σat
r )2

ω2
PA

+2(σat
r )2

+ 1
4 ω2

ion
+

kBTmol
2mCs

(tion−t)2

]

dt

�u	t��~��{�wx	~	�~{xw�~�	��x�wtt	���u�w!�	��ut��	��	���x�����{w�xw�~	x�ut��	�w�~w��~x��	xx		��vut		�xuxwtw��	��~�t���u�	��"�
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v )2
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