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R6flectomCtrie X et diffusion aux petits angles 

B. Pardo, F. Bridou et M. Maaza 

Znstitut dlOptique, L.A 14 du CNRS, Centre Universitaire, BP. 147, 91403 Orsay cedex, France 

R6sum6 : On Ctudie par une mkthode de Monte Carlo la diffusion d'un ensemble de 
spheres disposkes au hasard dans un dioptre. Ceci dans le but de justifier ou de rejeter 
les hypotheses que l'on pourrait faire pour interpreter les rksultats expkrimentaux 
concernant la reflexion spkculaire de cermets. Les cermets sont des matkriaux 
composites constituCs de petits amas mktalliques noyks dans une matrice vitreuse. 
L'extrapolation des rksultats numkriques obtenus laisse penser que les couches de 
cermets se comportent, au moins en premiere approximation, comme de simples 
empilements. 

Abstract : Using a Monte Carlo method, a numerical computing of the scatterring by a 
set of spheres is made. The spheres are randomly distributed in a half space The aim of 
the study is to justify or to reject the assumptions which could be supposed to interpret 
the experimental results of specular reflectivity of cermets. Cermets are metallic 
clusters embedded in ceramic matrix. The extrapolation of numerical results allows us 
to think that layers of cermet behave like homogeneous stacks in first approximation. 

Les cermets sont constituks de petites spheres mktalliques noykes dans une matrice 
vitreuse. Ces matkriaux composites dont des propriktks thermiques et klectriques 
remarquables les font utiliser tant dans l'knergie solaire [I-41 que dans la furtivite radar 
ont des caractkristiques comme le diametre ou la densit6 des granules qui peuvent &re 
tres bien dkterminkes par la rnicroscopie klectronique. Pour cette raison ces matkriaux 
nous ont paru appropriks pour l'ktude expkrimentale de la diffusion des rayons x par des 
dkfauts de volume et de surface, les petites spheres pouvant 6tre utiliskes comme des 
imperfections de tailles et de densitk connues. Dans le but de poser les problbmes 
soulevks par l'interprktation des rksultats expkrimentaux nous commencerons par 
dkcrire rapidement les details marquants de la reflexion d'une couche mince. Nous 
exposerons bribvement les solutions thkoriques qui peuvent &tre proposkes Nous 
montrerons pour finir que des rksultats de simulation de la diffusion par une mkthode de 
Monte Carlo devraient nous permettre de trancher, au moins en partie, entre les 
diffkrentes solutions qui ont pu gtre suggkes. 
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2- ~ T U D E  EXP~RIMENTALE DE LA  FLEXION SPECULAIRE PAR DES 
CERMETS. 

Nous avons dtudik la rdflexion spdculaire des rayons x par des couches de cermets 
ddposkes sur du float glass. Le rayonnement utilisC est celui de la raie caractkristique 
Ka du cuivre, sa longueur donde est de 1.54 A. Les couches ont Ctd prkparkes par 
pulvkrisation cathodique. 

Figure 1 Intensit6 exp6rimentale diffude sp6culairement par un cermet. 
Experimental specular intensity scattered by a cermet. 

La figure 1 reprdsente un resultat tout 2 fait typique. Il s'agit ici d'une couche d'un 
cermet de platine noyd dans de l'alumine. Son kpaisseur est de 1000 A. L'dtude du 
cermet par la microscopie Clectronique a montr6 que le rayon des petites spheres 
mesurC est de l'ordre de 15 A et la distance entre deux petites sph&res voisines de 
l'ordre de 43 A. La courbe est reprksentative du logarithme de la rdflectivitd en fonction 
de la composante normale du transfert d'impulsion ddfini par Q=4.x .sin 8 I h  , dans 
cette relation 8 ktant l'angle d'attaque. Sur cette courbe on observe : 

1)- le plateau de rkflexion totale dfi au fait que l'indice du cermet est infdrieur h 
l'unitk. 
2- des franges de Kiessig rksultant des interfbrences des rayons x r6flCchis sur les 
faces infkrieure et sup6rieure de la couche de cermet. 
3- un accroissement de la rCflectivit6 aux environs de Q =0,125 A -1 . 

C'est cet accroissement qui pose probleme. 
Sans prdjuger de leur validit6 deux interprktations pourrait &tre proposdes a priori. 

1. La couche de passage. 

Si nous avions affaire h un systeme de couches empildes un tel accroissement serait 
expliquC par la pr6sence soit d'une couche d'6paisseur d =2x/Q, soit d'une couche 
d'kpaisseur d =nlQ. suivant que les deux dkphasages dus aux reflexions sur les 



interfaces diffbrent de zCro ou de n. Dans notre exemple I'Bpaisseur du premier type de 
couche serait de 52 A tandis que ltCpaisseur du deuxibme de couche serait de 26 A. 

2. La diffusion ineohGrente par les inhomog6nhiths de volume et de surface. 

Nous sornmes en prCsence d'un cermet qui peut &tre consid6rC dans notre cas cornme un 
ensemble de sphbres de platine rCparties au hasard dans une matrice d'alumine. Pensant 
B la diffusion aux petits angles on pourrait imaginer que l'accroissement est dfi B la 
diffusions incohbrentes des rayons x par ces petites sphbres. Des expCriences ont 6t6 
rCalis6es par diffkrents auteurs [5-71 qui ont CtudiCr la diffusion hors de la rCflexion 
spCculaire. b u r s  conditions exp6rimentales sont donc diffCrentes des nhtres. 
Pour calculer la diffusion par les sphkres il faut consid6rer le facteur de diffusion @ 
d'une sphbre. I1 est fonction du transfert d'impulsion k et du rayonR de la sphbre 
suivant la loi bien connue [8] 

Sin(k. R) - k. R.Cos(k. R) 
@(k,R) = 3. 

(k .  R ) ~  

L'intensitC diffus6e serait alors proportionnelle au carrC de cette fonction. 
Nous pouvons discuter de la validit6 de l'hypothbse de la diffusion incohbrente. La 
valeur de k R qui correspond au premier maximum @(k R ) est Cgale B 5.76. Comme 
nous sornmes en rCflexion sp6culaire k est Cgal B la composante normale Q du transfert 
d'impulsion , il en r6sulte un rayon de la sphkre Cgal B 47 A. Cette valeur importante 
n'est pas en accord avec celle mesurCe par l'observation directe au microscope 
Clectronique. La rkflexion spCculaire d'un cermet n'est donc pas explicable par la simple 
diffusion incoh6rente par un ensemble de sphbres. Cependant cette observation n'exclut 
pas la diffusion incohbrente puisque le grand diamgtre apparent pourrait traduire une 
corr6lation entre les sphbres . 
Le problbme que nous dCsirons rCsoudre est de savoir si l'accroissement de rCflectivit6 
spCculaire est rkellement du B la diffusion incohbrente par les sphkres ou si dans le cas 
particulier qui nous occupe, il n'est pas permis, dans le calcul de I'intensitC diffuske, de 
ntgliger les termes d'interferences. 

3-APPROCHE TH~ORIQUE DE LA DIFFUSION PAR DES SPHERES. 

L'amplitude complexe diffusCe par le cermet peut s'6crire dans une approximation 
cin6matique[9], (Approximation de Born): 
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Figure 2 : GCom6trie de la diision . 
Scattering geometry 

Ici comme cela est illustr6 par la figure 2 
k l  est le vecteur d'onde incident, 
k2 est le vecteur d'onde diffus6 
k = k2-kl est l'impulsion transf6r6e au rayonnement 
OP est la distance qui &pare le d6tecteur de l'origine prise dans la couche, 
TFp est la transform6e de Fourier de la concentration Blectronique p 
a est l'amplitude de diffusion d'un Bectron. 

La concentration klectronique du cermet peut s'6crire. 

p 1 et p2 sont les densit6s Blectroniques de l'alumine et du m6tal 
L est la fonction qui vaut 1 dans la lame et 0 hors de la lame, 
S est la fonction qui vaut 1 dans la sphkre centr6e B l'origine. 

Sr est la fonction de Dirac qui grke  au produit de convolution not6 " *" pennet la 
translation de vecteur r 

Aprks la mise en facteur de S, le calcul de la transform6e de Fourier conduit B 

TFL est le facteur de forme de la lame et TFS celui d'une sphhe. Admettons que la 
sommepuisse 6treconsid6r6e comme la transform6e de Fourier discrkte calcul6e sur la 
lame, alors cette s o m e  est proportionnelle B TFL. Introduisant p le nombre de sphkres 
par unit6 de volume on pourra en condquence, tcrire :. 



Dans ces conditions, contrairement B l'idCe reque des experiences de diffusion 
classiques, le cermet ne se comporterait pas comme un objet diffusant mais plut6t 
comrne une couche homogbne de densit6 Blectronique fictive 

Cette densit6 fictive apparaft comme modul6e par le facteur de forme de la sphbre. 
Notons que, comme elle depend du transfert d'impulsion, elle est fonction de l'angle 
d'attaque. 

Dans le cas OCI il n'est pas possible de consid6rer la somrne comme une transformke 
de Fourier il faut alors dkterminer l'intensit6 diffuske en calculant 

Pour obtenir le r6sultat on peut chercher B utiliser des mkthodes analytiques faisant 
intervenir des fonctions statistiques telles que la densite moyenne, les fonctions de 
correlations qui traduisent la distribution alkatoire des sphbres Dans le mEme but on 
peut aussi utiliser des methodes numkriques. La distribution al6atoire des sphbres doit 
dtre alors obtenue par une m6thode Monte Carlo. 

4-PRINCIPE DES CALCULS NUM~RIQUES. 

4-1-Transformke de Fourier 

Les calculs utilisent une transformke de Fourier rapide ii trois dimensions (FFT) . Cette 
m6thode numkrique exige que l'espace contienne un ensemble discret de nx.ny.nz 
points. Des nombres tels nx =ny =nz =26 obligent B introduire des fichiers de plusieurs 
mega octets. La methode est donc rapidement limitke par la taille des memoires 
disponibles et le temps de calcul dont on dispose. Pour simuler une distribution donnee 
de matibre on remplit l'espace par des points affect& d'une amplitude de diffusion f 
ad6quate. Par exemple on simule un dioptre en affectant une moitik de l'espace de 
l'amplitude 1, la valeur exacte de cette amplitude n'ayant pas pour l'instant une 
importance fondamentale, et l'autre moitie de l'amplitude 0. Autre exemple, pour 
simuler une sphbre de rayon R centrke en xo, yo, zo  on affecte tous les points de 
coordonn6es x, y ,z tels que (x-xo ) 2 + ~ - y ~  )2+(z-zo )2 <R de l'arnplitude de diffusion 
J: 

4-2-Simulation d'un cermet. 

Dans notre 6tude le cermet est modklis6 par des sphbres identiques de rayon R et de 
centre distribues au hasard dans l'espace. Cette distribution est obtenue B l'aide d' une 
fonction pseudo- alCatoire initialiste sur I'heure du tirage [lo] Cette dernibre prkaution 
est n6cessaire si on ne veut pas retrouver sans cesse les mdmes series pseudo- 
al6atoires. Les calculs ont kt6 men& sur des ordinateurs personnels , les FFT ont kt6 
r6alisCes h l'aide de programmes de la bibliothbque Fortran tandis que les graphiques 
3D ont 6t6 obtenus B l'aide du logiciel Mathematica[ll]. 
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5- &SULTATS DE QUELQUES SIMULATIONS. 

5-1-Diiusion par une sphsre isolk. 

Nous calculons numBriquement l'intensitk diffuske par une sph5re de rayon ~=15.A,  
cette valeur Bgale B celle obtenue B l'aide du microscope. La figure 3 reprksente en 
verticale le logarithme de cette intensitk et en horizontale les composantes kx et kz de 
l'impulsion communiquBe par la sphbre B l'onde plane incidente. ky la troisibme 
composante est prise Bgale B zero. 

Notons que l'kchelle logarithmique attknue considerablement les variations de 
l'intensitk. Les amplitudes de diffusion sont systkmatiquement choisies de telle sorte 
que lVintensitB correspondant au transfert &impulsion nu1 ( kx = ky = kz =0) soit 
toujours la mgme. 

fpll b6 ky =O 

Figure 3 : Intensit6 diffus& par une sphere isolke. 
Intensity scattered by one sphere 



5-2-Dioptre plan homogene 

Pour montrer que la transformBe de Fourier numBrique permet bien de retrouver les 
rksultats connus de l'optique nous Btudions maintenant la rBflexion par un dioptre plan 
homogkne, sans dBfauts. 

Pour simuler ce dioptre parfait on remplit la moitid infkrieure de l'espace de points 
dont l'arnplitude est Bgale 21 1 et la moitiB sugrieure de points dont l'arnplitude est Bgale 
210 

La figure 4 reprksente le logarithme de l'intensitk diffuste en fonction des 
composantes kx et kz du transfert d'impulsion. ky est prise kgale B 0. 

Figure 4 : Intensit6 diffuste par un dioptre parfait. 
Intensity scattered by a perfect refracting surface. 
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Comme le montre la figure 5, kx et ky doivent &re consider6es comme les 
composantes tangentielles du transfert d'impulsion. La fente qui figure sur le sch6ma 
traduit le fait que Yon impose ky nulle. 

' 
Plan du dioptre 4 Onde incidente 

Figure 5 : Gbom6trie de la diffusion par un dioptre. 
Geometry of scattering by a refracting surface. 

Les conditions ky =O et kx =O doivent Stre interpr6t6es comme traduisant la 
rkflexion sp6culaire. La composante normale kz peut &tre en premikre approximation 
consid6rke comme simplement li6e A l'angle d'attaque 8 par la relation. 

L'aspect discontinu du graphique de la figure 4 est inherent au caractkre discret de la 
FFT utilisee pour le calcul des intensitks. On observe bien comme il se doit que la 
diffusion n'est pas nulle que si les lois de Snell Descarkes kx=ky=O relatives i la 
rkflexion sp6culaire sont respectkes. 



5-3--Dioptre plan hCgrog&ne. 

Pour mettre en Bvidence les effets d'une distribution hktkrogbne nous avons simulk un 
dioptre imparfait de la manikre suivante: la moitik des points, tirks aux hasard, ont une 
amplitude de diffusion nulle tandis que l'autre moitik a une amplitude Cgale ti 2 de telle 
sorte que ce dioptre soit coinparable au dioptre parfaitement homogene ktudik 
prkcBdemmt. 

La figure 6 reprksente la diffusion par ce dioptre. On notera que la diffusion 
spkculaire Bmerge nettement de la diffusion due 1 I'hktkrogCnkitk alkatoire. On peut 
donc admettre que cette dernibre diffusion se comporte comme du bruit et que si on la 
compare 1 la &flexion sp&ulaire elle sera d'autant moins importante, que le nombre de 
points utilisks dans le calcul sera plus grand. En d'autres termes cette diffusion serait 
trouvke tout B fait nkgligeable si on pouvait faire les calculs avec un tr6s grand nombre 
de points. 

FTI 

Figure 6 : Intensit6 diffus6e par un dioptre h6t6rogbne. 
Intensity scattered by an hetereogenous refracting surface. 
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5-4--Diffusion par un cermet. 

Nous commenCons par un calcul ou le cermet est simulk par 64 sphkres distribuke au 
hasard dans le volume du dioptre (figure 7). Dans ce calcul les points exttrieurs aux 
sphbres ont des amplitudes de diffusion nulles ( la matrice est supposke &re le vide ). 
Le cermet se comporte un peu comme une sphkre ce qui pourrait accrkditer rid&. de la 
diffusion incohkrente. Mais ici le nombre de spheres est faible. Le volume du cermet 
est de 62.5 106 A3 Ce qui laisse B chaque sph5re un volume Bgal B environ 106 A3 
soit un volume 70 fois plus grand que le sien propre. Nous sommes dans le cas oh 
l'hypothbse de diffusion incohkrente peut &re acceptke. 

FTI 

Figure 7 : Intensit6 diffus6e par 64 sphhres. 
Intensity scattered by 64 spheres. 



Par contre lorsqu'on simule le cermet avec 2048 spheres (figure 8), on constate que 
l'idte de la diffusion incoherente devient contestable. La ressemblance avec la 
diffusion par une sphere disparait, la reflexion sptculaire Cmerge nettement de la 
diffusion bruiteuse, elle parait bien cornrne modulee par le facteur de forme de la 
sphkre. Notons que le volume offert ii chaque sphere dans ce nouveau cas n'est plus que 
de 2 fois son volume propre, et on se rapproche de la coalescence. 

mbdm6 ky =O 

PTJ 

Figure 8 : Intensit6 diffusie par 2048 spheres. 
Intensity scattered by 2048 spheres. 
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5-5--Diffusion par un plan de sphBres 

Un cas d'6cole int6ressant est celui d'un plan de sphkre. En effet le coefficient de 
rkflexion d' un plan de point ne dkpend pas de I'angle &incidence cornme le montre la 
figure 9. 

Figure 9 : Intensit6 diffude par un plan parfait. 
Intensity scattered by a perfect plane. 

Cela nous permettra de voir plus aistment I'effet produit quand les points sont 
remplacts par des sphkres. 



La figure 10 montre l'intensite diffusCe par 64 spheres reparties au hasard dans un 
plan. 

FTI 

Figure 10 Intensit6 diffus6e par 64 sphkres dans un plan. 
Intensity scattered by 64 sphkres in a plane. 

La surface offerte i chaque sphere est egale 2 4000 A2 soit 5 B 6 fois la section 
propre d'une sphere. On peut observer qu'avec cette densite superficielle la reflexion 
speculaire emerge nettement de la diffusion, et qu'elle parait bien modulee par le facteur 
de forme de la sphere. On peut noter un aspect en tranche. Il est dC1 au fait que dans le 
cas particulier qui nous interesse, la transfornee de Fourier de la distribution de points 
ne depend ni de kZ car z est nul, ni ky car ky ne varie pas et reste nu1 . Ces tranches 
sont tout B fait frappantes sur la figure 11 representant la diffusion par un ensemble de 
point repartis au hasard dans un plan. 
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Figure 11 : Intensit6 diffusQ par un plan de points al6atoires. 
Intensity scattered by points randomly distributed in a plane. 

La mtthode numtrique que nous avons utilis6e nous a permis de montrer que des 
hypothbses comme celle de la diffusion incohtrente sont parfois contestables. En fait la 
diffusion incohtrente n'a de sens que lorsque les objets qui diffusent sont suffisamment 
6loignes les un des autres pour que le dttecteur, B cause de sa trop grande dimension, ne 
puisse pas mettre en Cvidence les interftrences auxquelles donnent lieu la diffusion par 
deux centres voisins. 
L'extrapolation de nos rtsultats aux calculs impliquant un nombre infini de points 
laisse penser qu'une s o m e  telle que 

se comporte comme une transformte de Fourier et qu'ainsi une couche de cermet 
rtflechit les rayons x comme un empilement pr6sentant de fortes rugositts, ces 
dernikres se traduisant simplement par des couches de passages(Fig 12). 



Figure 12 Ajustement de la courbe exfirhentale B l'aide d'une couche de passage. 
Les param6tres de l'emplilement sont consign& dans le tableau. 
Fit of the experimental curve by a transition layer. 
The parameters of the stack are given in the table. 

Notons toutefois que le fait que la densit6 Blectronique apparente d6pende du transfert 
d'impulsion aura pour cons6quence que l'indice apparent qui en rksulte dgpendra lui 
aussi du transfert d'impulsion c'est B dire de l'angle d'attaque. 

Cette m6thode de Monte Carlo est assez facile B mettre en oeuvre, elle permet de 
s'assurer de la validit6 des hypothbses que l'on est tent6 de faire pour simplifier la 
solution analytique des problbme de diffusion auxquels on est confront& 

Toutefois cette technique de calcul num6rique risque de devenir trop lourde pour des 
Btudes de routine exigeant un trop grand nombre de points. Elle imposerait alors l'usage 
d'ordinateurs de grande puissance sans rapport avec la modestie des rksultats que l'on 
escompte obtenir. Cependant cette derniere remarque ne doit pas nous interdire de 
mener des Btudes systCmatiques, de port6e g6n6rale qui permettraient de controler la 
validit6 des hypotheses simplificatrices que l'on est oblig6 de faire pour rendre 
possible la solution analytique des problbme de diffusion. 
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