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VIBRATIONS ET RAYONNEMENT DE PLAQUES COMPLEXES EN FLUIDE LEGER ET EN FLUIDE
LOURD

J. NICOLAS et A. BERRY

GAUS (Groupe d’Acoustique et Vibrations de "Université de Sherbrooke), Sherbrooke (Québec)
JIK 2R1, Canada

Abstract

Mechanical characteristics such as stiffeners, mass inhomogeneities and complex support
conditions along the boundaries are known to affect the vibroacoustic behavior and are of
interest for passive noise control. An cal approach is proposed to study the vibrations
and sound radiation into a light fluid or a heavy fluid, from baffled rectangular plates

sh the above elements of complexity. The method is based on a variational formulation
of the structural motion and a procedure of minimization over a functional subspace takl.nf
into account arbitrary boundarg conditions along the plate contour. The selection of simple
polynomials to generate this subspace is shown to have a number of advantages: (i} it is
compatible with elastic boundary conditions (deflexion-rotation) along the contour, (ii) it
allows the mass and stiffness operators of the structure to be easily calculated, (ifi) it allows
an analytical solution of the fluid-structure coupling, (iv) it provides a decomposition of the
siructure into multipoles of radiation. The case of radiation into a light fluid and the case of
radiation into a heavy fluid are presented. Numerical results show the incidence on the

sond radiation of the boundary conditons, addition of dpoint mass, addition of stiffeners.
Comparisons with the Boundary Element Method, and with measurements are also
presented. [Work supported by the Defence Research Establishment Atlantic, Canadal

Introduction

Les méthodes modales permettent de prédire le comportement
vibroacoustique de systémes simples. Hors, les structures réelles présentent
généralement des caractéristiques mécaniques complexes (forme, conditions aux
limites, distribution des masses, raidisseurs); leur comportement vibroacoustique
peut étre traité par des méthodes numériques lourdes [1], ou peut étre approché
par des approches simplifiées [2]. Cette étude présente une approche analytique
intermédiaire permettant de prendre en compte l'effet de conditions aux limites
arbitraires, d'ajout ponctuel de masse ou de raideur, d'ajout de raidisseurs sur les
vibrations et le rayonnement acoustique par une plaque mince , rectangulaire,
bafflée, immergée dans un fluide léger ou dans un fluide lourd, et excitée par des
forces mécaniques.

On présente dans une premiére partie, pour le probléme particulier abordé,
les équations générales du comportement vibratoire (sous forme variationnelle), et
du comportement acoustique. Dans une deuxiéme partie, la solution est développée
dans le cas particulier d'un fluide léger, pour lequel la charge fluide est négligée, et
des résultats numeériques sont présentés. Dans une troisiéme partie, la solution est
€tendue au cas d'un fluide lourd, ce qui nécessite la prise en compte du couplage
fluide-structure. Une méthode originale est proposée pour le calcul des
impédances de rayonnement de la structure, qui caractérisent ce couplage; cette
méthode généralise les solutions disponibles jusqu'alors et valables au seul cas

d'appui simple [3,4], 4 la situation plus générale de conditions aux limites
€lastiques.
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1 Equations générales du probléme couplé

1.1 Position du probléme
On considére un plaque mince, rectangulaire (dimensions a et b), insérée

dans un baffle rigide infini séparant un milieu fluide (densité pg vitesse du son cg)
en z>0 du vide en z<0 (Fig.1). Les caractéristiques mécaniques incluent Ng
raidisseurs sollicités en flexion-torsion, N; masses ponctuelles et Nj raideurs

ponctuelles en des positions arbitraires; le contour est supporté de maniére
élastique en déflexion-rotation (Fig.2). Les indicateurs vibroacoustiques utilisés

sont, pour une force mécanique appliquée (régime sinusoidal de pulsation @)}, la
vitesse quadratique moyenne (Wz) de la structure, la pression acoustique en champ

lointain p(R,0,¢), 'efficacité de rayonnement ¢ , et la puissance acoustique
rayonnée dans le fluide W.

Fld medwem 70

Fig.1 Geéométrie du probléme et systémes Fig.2 Caractéristiques mécaniques
de coordonnées de la structure

1.2 Formulation intégrale du champ de preesion acoustique
L'intégrale de Kirchhoff-Helmholtz fournit la pression acoustique en un point
du fluide,

p(xy.2)=-pow? f GOyz/x'y Owkx',ylxdy' 1)
)

ou (S) est la surface de la plaque, w est le déplacement en flexion de la plaque et G
est le noyau de Green du demi espace fluide avec condition de Neumann dans le
plan z=0,

'y ' )= Fkor
G (x.y,z/x 'y "'0) L—an (2)

avec k °=Z‘Qo etr ={(x x Py -y Ptz 2]1/2

1.3 Formulation variationnelle du mouvement de la structure :
La fonctionnelle de Hamilton pour la structure considérée a l'expression
suivante,

H=| (T-V+W)dt
j, (3)
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avec

N; . Nm
T =T (}zlaque)+2 T k(raidisseur) +2 T ; (masse) 4
k=1 in1 (4)

N, N
= (plague) (raidisseur ) ,(raideur ) (contour )
vV =V +k2'=1 Vi +,§i V; +V (5)
W =W (méca) Ly (acoust) (6)

ou T, V, W sont respectivement l'énergie cinétique, 1'énergie de déformation et le
travail des forces appliquées (W(méca) est le travail des forces mécaniques et
wilacoust) est le travail de la pression acoustique pariétale). L'ensemble des termes
apparaissant dans les eq.{4)-(6) sont détaillés dans [5]. Le principe de Hamilton
postule que le déplacement w de la structure rend H extrémal dans le sous-
espace des fonctions de déplacement cinématiquement admissibles. L'extremum
de H peut étre approché a l'aide de la méthode de Rayleigh-Ritz: on pose

W (63 )= (@ X)W 0)) (7)

ol les fonctions ¢mix) et wnly) sont les fonctions-essai connues réalisant une base
sur .

[-a/2, +a/2] x [-b/2, +b/2] et respectant les conditions aux limites cinématiques
sur le contour, et {am ) est le vecteur des coefficients inconnus. Compte tenu des
conditions aux limites élastiques en déflexion-rotation sur le contour de la plaque,
un choix simple de fonctions-essai est

(@mvn O (B m =018 s n=0,1,..N )

La condition d'extremum de H conduit a I'équation du mouvement de la structure
immergée,

(-@ M pg K mpal{ @ =4S mn JHOIZ mnpal{ @ n (9)

ou [Mmnpgql, [Kmnpql et {fmn] sont la matrice de masse, la matrice de rigidité et
le vecteur des forces généralisées, projetés sur la base des fonctions-essai et
[Zmnpg! est la matrice des impédances de rayonnement, avec

Z mnpq =iPowL)

f,0m COVR )G (3, 0x "y 000, (x IWay ddxdyde'dy’ (1)

Les expressions de [Mmnpql, [Kmnpqgl €t {fmn} peuvent étre trouvées dans [5]. Le
calcul de la matrice [Zmnpql constitue la principale difficulté du probléme couplé;
le principe de ce calcul est exposé dans la partie 3 du texte.

2 Vibrations et rayonnement en fluide léger

2.1 Réponse de la structure
L'hypothese de fluide léger consiste a négliger le terme de charge fluide dans

I'équation du mouvement (9); 1'équation du mouvement se réduit alors & sa forme
in-vacuo
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(-0 M mrpgH{K mnpql)(am = e ) (11)

La résolution des coefficients {am» } peut étre effectuée par une méthode de Gauss,
dés lors que [Mmnpql. [Kmnpql et {fmn) sont connus.

2.2 Pression acoustique en champ lointain
La pression rayonnée en champ pointain est donnée par

-jkor ~
p (R’ev¢ )='P Ow%w (A'ru ) (1 2)

ol w (A1) est la transformée de Fourier spatiale du déplacement de structure
( A=kosin® cosp, W =kosinbsing), et se calcule a l'aide des relations suivantes,

W (Aot Y2 o Vo (At IO 1 1)

(13)

'g‘;(x‘)=f uPeivxdy

A (14)

avec la relation de récurrence

—_— _1[.i qpd, ] P
g5 (%) jx[e,qur et ] fedpit)  p2l (15)
o — 9Sin K
8o (x)=2%" (16)

La puissance acoustique rayonnée dans le fluide peut étre déduite en sommant
I'intensité radiale en champ lointain sur un hémisphére.

2.3 Résultats numériques

On présente 3 la fig.3 le rayonnement dans l'air d'une plaque d'acier de
dimensions 0,455m x 0,375m x lmm, excitée en son centre par une force
ponctuelle, pour différentes conditions aux limites: appuyée (S-S), encastrée (C),
libre (F) et guidée (G). La fig.3-a montre l'efficacité de rayonnement et la fig.3-b
montre la puissance rayonnée dans l'air. L'efficacité de rayonnement s'avére plus
faible dans les cas F et G que dans les cas S-S et C. Le spectre de puissance dans
les cas F et G est dominé par le mode piston de la plaque, et est caractérisé par
I'absence de résonances du fait du trés faible rayonnement des modes de plaque
libre ou guidée. Au total, le paramétre qui contréle le rayonnement en ce qui
concerne les conditions aux limites est la rigidité en déflexion des limites.

Efficacit4 de rayonnement
3,
T
Efficaclté de rayonnement

N z fo 2 s a1 e
) 00 1000 10000 0
Fréquence, Hz Préquence, Hs

Fig.3-a Efficacité de rayonnement dans l'air d'une plaque pour différentes conditions aux
tes
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Fig.3-b Puissance rayonnée dans l'air par une plaque pour différentes conditions aux limites

On présente a la fig.4 le rayonnement dans l'air par une plaque raidie ou non
raidie excitée en son centre par une force ponctuelle. Les fig.4-a, 4-b et 4-c
montrent respectivement la vitesse quadratique moyenne de la plaque, l'efficacité
de rayonnement et la puissance rayonnée dans l'air. La chiite de niveau vibratoire
aprés adjonction des raidisseurs est partiellement compensée par l'augmentation
d'efficacité de rayonnement: le niveau de puissance rayonnée est donc diminué
dans des proportions moindres que le niveau vibratoire.
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Fig.4 Rayonnement dans l'air d'une plaque raidie
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B ] Vibrations et rayonnement en fluide lourd

3.1 Impédance de rayonnement de la structure

La réponse de la structure en fluide lourd s'obtient comme la solution du
systéme (9) et passe par le calcul des coefficients d'impédance de rayonnement,
relation (10). En écrivant

wkoy | ¥ ' ' dy’
qu:}_)%—ﬂqm]a,‘ﬁm(x)'l’n(y fj/iko‘: p O )VWn (G )dx dy dx dy (17)

et en développant la fonction c;k——en série de Taylor (cette opération rejette la
singularité sur le premier terme seulement du développement),

edtv _ 1, dke, L GkofT
<fkor  ~jkor 2 , k! (18)

on obtient finalement

poa)ko a [ (koa/2)2 k) i (koaﬂ)2 [(k)
Zmmpg =57 — 16r022( STt e+t T nopg 41 C1F

@) (19)

avec
o ‘ ’ (20)
LN :J s ,amp [ o-a ')zﬁﬁ -B ')z]k-ma 78 “dadBda’'dp’ on
T L ams [(a - ')2+;103(ﬁ'-ﬁ )T «?B *doedBda’dp’ 22)

Les remarques suivantes peuvent étre faites:

0 L'équation (19) permet de séparer explicitement l'amortissement par
rayonnement (partie réelle de Zmnpq, ou résistance de rayonnement), de la masse
ajoutée par le fluide (partie imaginaire de Zmnpq, ou réactance de rayonnement).

a Les coefficients résistifs J ,(,f,q),q et les coefficients réactifs / (k)q peuvent étre

calculés analytiquement. L'intégration des J ,(,f,.}q ne pose pas de difficulté puisque

les fonctions a intégrer sont des polynémes; l'intégration des / ,‘,’,‘,,},q est plus délicate
mais peut étre effectuée en suivant un schéma de récurrence sur l'ensemble des
cinq indices m,n,p.q.k [5].

O Le nombre de coefficients / ,(,f,,?,,q a calculer en pratique est fortement réduit
compte tenu des propriétés de symeétrie:

1 p (& ) =0 lorsque (m+p ) est impair ou (n+q ) est impair

(k) = (k) =7%) &)
I smipq =1 primq =1 mgpn =1 pgmn
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Les mémes relations s'appliquent aux coefficients J ,(,f,.},q_

O  Les coefficlents /%y, et J%), sont indépendants de la fréquence et
représentent un couplage spatial pur des différentes fonctions-essai. Ces
coefficients peuvent donc étre "pré-calculés”, indépendamment de la fréquence,
des conditions aux limites et des éléments mécaniques ajoutés sur la structure, ce
qui autorise des gains en temps-calcul importants.

3.2 Convergence de la méthode

La fig.5 représente l'impédance de rayonnement (partie réelle et partie
imaginaire) dans le cas particulier simple d'un piston rectangulaire (dimensions
0,455m x 0,375m) rayonnant dans l'air. Les différentes courbes ont été obtenues
pour des ordres croissants de développement de G dans l'équation (19), k=0,3,6,8,
et les résultats obtenus ont été comparés avec les valeurs tabulées de BURNETT et
SOROKA [6]. L'accord est concluant en basses fréquences et s'améliore en hautes
fréquences si les termes d'ordre supérieur sont pris en compte. On constate que,

pour k=6, la solution exacte est correctement reconstruite jusqu'a la fréquence
critique du piston.

RESISTANCE DE RAYONNEHENT

\ REACTANCE OE RAYONNEMENT
19 v T ~ 19
i
!
10 | ; 7 18 |
. \
{  BURNETT :
E T | etSOROKA £
310 ] E ;»w" 1
L 3 | .
: i .
L H
CRPS) UM
2 H
10" n i P Il 4 Fareres N 4. " 2 s 10" ) S B S T I W W W1 i
16 10 10’ 18 10'

frequence (Hz) frequence (Hz)

tayl=g T T tayl=3

taplag e tayleg

Fig.5 Impédance de rayonnement d'un piston rectangulaire

La fig.6 représente la puissance rayonnée dans l'eau par une plaque
rectangulaire en acier 0,455m x 0,375m x 1mm, excitée en son centre par une
force ponctuelle. La puissance acoustique rayonnée a été calculée soit a partir de
l'information de champ lointain en sommant la pression en champ lointain calculée

selon les relations (12)-(16), soit a partir de l'information de champ pariétal, selon
la relation

_pocowta’ (koa 2PE+D) T {70 1, »
16mr lc2=0(1)k 2k +1)t {""'} [J'Mpq]{am} 23)

et en tronquant la série aux ordres k=0,2,4. Il est 4 noter que la relation {23) n'est
autre qu'une décomposition de la puissance rayonnée en contributions monopélaire
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(k=0), dipélaire (k=1), ... 2l-upélaire (k=i). Les deux méthodes de calcul conduisent
a des valeurs numerlques de la puissance trés proches; la convergence s ‘améliore
lorsque l'ordre du développement de G augmente. Il est 4 noter qu'un nombre
restreint de termes dans le développement (multipéles de rayonnement) suffit a
caractériser le rayonnement de la structure sur une gamme de fréquences étendue.
Un critére précis de convergence n'a pu étre encore établi.

PUISSANCE ACOUSTIQUE RAYONNEE
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Fig.6 Puissance rayonnée dans l'eau par une plaque rectangulaire

4 Conclusions

On a présenté une méthode de calcul pour le rayonnement dans l'air ou dans
I'eau par des plaques finies complexes. Cette approche permet d'appréhender
l'effet de modifications mécanique de la structure en vue de minimiser la puissance

rayonnée, tout en conservant les avantages d'une solution analytique (precision et
temps de calcul raisonnables).
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