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PACS 44.30.+v Heat transfer
in

inhomogeneous medial in porous media and through
interfaces

PACS 44.50 +f Thermal properties of matter (phenomenology, experimental techniques)

R4sum4. tin ddcoupage d'un profil thermophysique de profondeur
en

marches d'escaher

fournit la r6ponse thermrque d'un 6chantillon
sous

excitation harmonique h l'aide d'une dva-

luation rdcursive du champ de tempdrature. Les rdponses analytiques et numdriques, pour des

dchantillons soumis h des
sources

thermiques moduldes quelconques, sont ainsi obtenues h par-

tir de la recherche de la fonction de Green spatiale du multicouche. Dans le
cas

d'un profil
continu ddcoupd en un

nombre de couches important, les expressions trouvdes peuvent dire

alors directement compardes I des solutions analytiques telles que celles construites autour de

l'approximation BKW. Une autre approximation est alors proposde dons le
cas

d'dchantillons

semi-infinis I profils doux

Abstract. The problem of unidimensional thermal profiles
is

considered with the use of the

recursive method. A stair-case decomposition gives the spatial Green function of the general
multilayer in case

of
a-c heat modulated excitation For the continuous profiles, the general

formulae are applied to direct comparisons with the Brillouin-Kramers-Wentzel approximation
and another approximation is

given in
case

of
a semi-infinite sample.

1. Introduction

Les oscillations thermiques sort utilis4es en contr61e non destructif afin de mener h la d4termina-

tion des profits thermophysiques de profondeur. La d4tection des inhomogdn4it4s est fondle sur

le confinement (diffusion, diffraction) des oscillations thermiques ou des comportements ther-

miques transitoires obtenus par excitation impulsionnelle ou harmoniquement modulAe [1, 2].
Darts ce demier cas, particuliArement adaptd aux 4tudes de couches minces, l'4quation de

diffusion de la chaleur peut s'4crire sous forme de l'4quivalent thermique de l'4quation de

Helmholtz [3,4j. La recherche de solutions de l'4quation de la chaleur pour des profits continus

est alors men4e darts le cadre g4n4ral des 4quations diflArentielles de second ordre h coeffi-

cients non constants. Darts le domaine thermique, les traitements thAoriques se sent multipliAs

ces demiAres dAcennies menant jusqu'h des algorithmes puissants fond4s sun les th4orAmes de

(*) Auteur auquel doit Atre adressde la correspondance
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Huygens-Kirchofl ou mAme l'introduction d'un lagrangien thermique permettant une "quantifi-
cation" sun laquelle est construite le modAle de I'"Oscillateur Harmonique Thermique" (THO).

Ce genre de traitement est, par construction mAtne, d4volu h la recherche des solutions du

problAme direct et du problAme inverse des profits de profondeur continus [2,5j. Ces m4thodes

sort h relief aux traitements d'approximations des profils doux (it variations lentes) d4velopp4s
autour de la m4canique quantique (BKW) [6-8j. Les m4thodes approch4es sort n4cessaires

vu

le faible nombre de profits admettant des solutions analytiquement exactes [9j.
Plut6t que de chercher des solutions approch4es pour les profits continus, it peut Atre aussi

simple de chercher des solutions exactes d'un modAle approch4. C'est ce que font de fa~on
num4riquement satisfaisante les m4thodes par AlAments ou diflArences finies. Ces mAthodes ef-

ficaces perdent rapidement tout lien avec les expressions analytiques et sort souvent trAs lourdes

d'emploi pour le cas relativement simple des profils unidimensionnels. D'autres mod41isations

se sort d4velopp4es h partir de multicouches constitu4s de milieux successifs pour chacun des-

quels l'4quation de diffusion de la chaleur admet des solutions analytiques exactes. Parfaitement

adapt4es aux cas pour lesquels les couches (en nombre plus ou moms grand) possAdent des ca-

ract4ristiques thermophysiques distinctes, elles peuvent de plus servir h une approximation de

la r4ponse de profils continus. Les prAsentations thAoriques rencontrAes peuvent Atre construites

sur un calcul matriciel rendant compte de l'4volution du champ de temp4rature et du flux de

chaleur darts la profondeur du mat4riau [10j. Des gAnAralisations out At4 41abor4es aria de tenir

compte d'4ventuelles r4sistances, de capacit4s thermiques de contact ou de sources 4tendues

les approches les plus efficaces s'expriment en termes de quadrip01es thermiques ill,12] Ces

travaux utilisent une description matricielle fondle sur des matrices 2 x 2 permettant le transfert

du vecteur [temp4rature T, flux Qj de couche en couche. N'utilisant que des matrices pleines,
faciles it inverser, elles peuvent mener rapidement aux r4sultats num4riques, mAme darts le cas

d'un grand nombre de couches

Une (tape supp14mentaire peut Atre franchie darts la recherche de l'expression analytique de

ce problAme multicouche Il s'agit d'41iminer, darts les expressions finales, tout aspect matriciel,
mAme si le calcul matriciel peut Atre employ4 darts la recherche de ces expressions. Le problAme

que posent les 4quations difl4rentielles h coefficients variables est commun h de nombreuses

branches de la physique. Une technique possible est la m4thode des s4ries de Bremmer [8,
13j qui introduit des calculs analytiques lourds, mais susceptibles d'approximations h divers

ordres (la premiAre foumit ainsi trAs facilement, darts le cadre d'une approche muticouche,
l'approximation BKW). Une autre mdthode s'est av4r4e r4cemment trAs eliicace Elle revient

h expliciter les propriAtAs de rAcursivitA apparaissant darts les mAthodes de type quadrip01e
directement aux niveaux des 414ments des difl4rentes matrices ou produits de matrices. Une telle

approche a 4t4 introduite darts le cadre g4n4ral de la recherche de la fonction de Green spatio-
temporelle du multicouche quelconque [14j. Les analyses num4riques form4es sun cette approche
r4cursive montrent de plus la facilit4 du calcul num4rique. Une autre m4thode r4cursive avait

d4jh 4t4 introduite il y a une dizaine d'ann4e mais elle 4tait limit4e au cas du d4p0t de chaleur

en surface et utilisait la notion d'imp4dance thermique, h partir du vecteur IT, Qj [15]. Darts

le cadre de l'optique ou de la m4canique quantique, des 4tudes ont montr4 certains aspects
math4matiques ou num4riques de ces m4thodes r4cursives [16,17] et leurs facilit4s d'emploi,

mAme avec des dizaines de milliers de couches.

La prdsente Atude porte sur une pr4sentation syst4matique h partir de la temp4rature seule, et

d'un coejficient de rifleman gdndrahsd, du traitement r4cursif g4n4ral du multicouche thermique
lit trAs grand nombre de couches) pour le cas d'un multicouche quelconque unidimensionnel

excit4 par une source thermique modu14e sinusoidalement. Les expressions obtenues permettent

des comparaisons directes avec le cas des profils continus trait4s par des solutions analytiques
approch4es (oscillateur harmonique thermique ou

BKW) [18] ainsi que des facilit4s de lectures
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analytiques g4n4rales au cas de sources quelconques.
Darts le cas d'un milieu semi-infini pr4sentant, sur une certaine 4paisseur en surface, un profil

de profondeur continu menant vers les caract4ristiques thermophysiques du milieu massif~ la

solution "exacte" (dAfinie ici comme la rAponse obtenue par l'interm4diaire d'un multicouche

h trAs grand nombre de couches) peut s'approcher par une expression analytique simple four-

nissant des (valuations numAriques bier meilleures que celles obtenues par l'approximation
BKW.

Darts le domaine thermique, la m4thode r4cursive, h partir d'un d4coupage sous forme de

multicouche, a permis r4cemment d'aborder la solution du problAme direct et du problAme
inverse darts le cas oh la conductivit4 thermique pr4sente, seule,

un
profil de profondeur [19].

Darts ce cas, il apparait judicieux de d4composer le profil continu en une succession de milieux

h profils de conductivit4 lin4aires en fonction de la profondeur. Darts chacun de ces milieux la

solution analytique exacte peut Atre exprim4e en termes de fonctions de Bessel [9,19]. Darts le

cas d'une conductivitA constante mars d'une variation lin4aire du produit des autres paramAtres
thermophysiques (masse volumique, chaleur sp4cifique), le traitement mAnera aux fonctions

d'Airy [19j.
Darts le cas g4n4ral oh l'Avqlution en profondeur concerne a priori tous les coefficients thermo-

physiques~ il apparait n4cessaire de se tourner vets un d4coupage en "marches d'escalier"

d4finissant une succession de milieux thermiquement homogAnes pour lesquels les solutions

(exponentielles) sort bier connues. C'est le cadre choisi pour la pr4sentation syst4matique de

la m4thode r4cursive pr4sent4e ici.

Travaillant h fr4quence constante, notre calcul pourrait se r4sumer en quelques mots recher-

cher, h l'aide d'une repr4sentation analytique, la fonction de Green spatiale d~un multicouche

quelconque avec des conditions aux limites quelconques. Ceci est men4 en favorisant syst4ma-
tiquement les liens entre l'approche multicouche et l'approche continue.

La facilit4 d'emploi, la vitesse de calcul, la clart4 interpr4tative des expressions trouv4es

font de ces approches une m4thode alternative attractive pour le traitement des problAmes
unidimensionnels.

2. Multicouche et profit continu

2.I. PR#SENTATION. Nous consid#rams ici un #chantillon plan pass#dart une structure

de profil continu ou discret darts la direction O~ normale h la surface. L'excitation thermique
foumie au mat4riau sera aussi unidimensionnelle, 4tant entendu que la solution que nous obtien-

drons pourrait Atre g4n4ralis4e h des sources thermiques quelconques telles des faisceaux laser

en incidence quelconque par utihsation de .transform4e de Fourier bidimensionnelles [10,14, 20j.
Notant Six, t) la source de chaleur darts le plan x, h l'instant t, l'4quation de diffusion de la

chaleur s'4crit [21j

)
[~jx))Tjx,t)j cja~)pj~)(Tj~,t) t

-sjx,t) ii)

oh sort d4finies la conductivit# thermique nix), la chaleur sp4cifique c(x) et la masse volumique
p(x). Sous une excitation harmonique, h fr4quence angulaire ~J,

Sixt)
=

Six)e~~"~ 12)

le champ de temp4rature se d4composera en une composante continue et une composante
alternative qui nous int4ressera ici

Tix, t)
=

Tjx)e~~"~. j3)
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La lin4arit4 de l'4quation de diffusion (I permet d'utiliser la m4thode de la fonction de Green.

Ii s'ensuit que l'on peut d4composer l'4tude en une sommation de solutions d'4quations dont

chacune possAde comme source une distribution de Dirac. En dehors de cette source, l~4quation
h rdsoudre est simplement l'4quation ind4pendante du temps

~ t~(1) ~
T(x) + i

c(x)p(x)~JT(x)
=

0 (4)
dx dx

darts laquelle pourra Atre introduite la diflusivit4 thermique

~~~~ (~~~~X)
~~~

2.2. APPROCHE MuLTicoucHE Du PROFIL coNTiNu. Darts de nombreux domaines de la

physique, la rdsolution d'4quations difl4rentielles h coefficients non constants pour notre cas h

profil de profondeur des coefficients thermophysiques peut Atre men4e par la rAsolution exacte

d'un modAle approch4. En dehors de cas particuliers permettant des solutions analytiques [9],
il est int4ressant de proc4der h un d4coupage trAs fin du profil en un grand nombre de couches

homogAnes.
Darts le cas du r4gime sinusoidal permanent, l'4quation de diffusion devient ind4pendante du

temps et prend la forme d'une 4quation d'Helmholtz g4n4ralis4e. Cette particularit# amAne de

nombreux auteurs h utiliser des termes normalement r4serv4s aux solutions des 4quations de

propagation d'ondes. Bier pr4cis4, ceci De peut porter h confusion. Ainsi, par exemple, l'414ment

de base de notre approche est l'4criture de la temp4rature en tout point comme somme de deux

composantes se pr4sentant formellement comme des ondes planes.
La technique de calcul que nous proposons ici est une variante de la m#thode r4cursive

g4n4rale [14j rendue possible par le d4coupage en marches d'escaher. Darts chaque couche

homogAne, en l'absence de source, la solution sinusoidale de l'4quation de diffusion de la chaleur

AT+iT=0 (6)

sera d4compos4e en un vecteur h deux composantes correspondant aux solutions h amplitude
d4croissante (composantes progressives) et h amplitude croissante (composantes r4gressives) le

long de l~axe de description

Tlx)
=

T+e~~~ + T-e~~~~
=

T+ (xl + T- (xl
=

j+)(j Iii)

oh l~on a d4fini le vecteur de diffusion harmonique k, h la fr4quence F, de ce milieu homogAne

=

i~o
fi

~ ~"
)li+1)~

j~j

Pour le problAme unidimensionnel que nous abordons ici ce vecteur k est en fait
un

scalaire

complexe.
Darts l'4quation (7), les scalaires T+ et T- sort les valeurs des deux composantes, "avant" et

"arriAre", dont la somme est le champ de temp4rature au point de r4f4rence (arbitraire)
x =

0.

La pr4sentation r4cursive que nous allons d4velopper a pour but de fournir les composantes

T+ ix) et T- ix) en chaque point du multicouche et, ce, quelles que soient les conditions aux in-

terfaces (conditions de continuit4 de temp4rature et flux)
ou aux faces extrAmes (conditions

aux

limites de type Fourier, par exemple) et quelle que soit la distribution de sources thermiques.
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Le pr4sent travail constitue une recherche directe de la r4ponse du multicouche h un plan

source alternatif. Ce plan peut Atre plac4 en position quelconque darts le multicouche ainsi

les formules fournies sort-elles r4ellement les fonctions de Green spatiales, h fr4quence de mo-

dulation donn4e, d'un multicouche quelconque. Les r4sultats seront donn4s en fonction de

coefficients de riflexion g4n4ralis4s montrant une structure r4cursive simple et liant en tout

point du multicouche les composantes "avant" et "arriAre" du vecteur temp4rature.

Formellement le problAme est identique h celui pos4 par l'4quation de Helmholtz en optique
des multicouches I ceci prAs que l'optique aborde rarement le cas des sources internes (le
faisceau excitateur est incident sun la structure 4tud14e) et que les ondes optiques pr4sentent des

vecteurs d'ondes trAs souvent r4els, de temps en temps imaginaires purs (ondes 4vanescentes)

et quelque fois complexes (absorption, eflet de peau...). Signalons qu'en optique ce problAme

est usuellement trait4 h l'aide des s4ries infinies de Bremmer [9j que nous 4viterons ici.

2.3. CONDITIONS DE coNTiNuiTt, CONDITIONS ALTX LIMITES. II convient de prAciser les

conditions que nous imposons au champ de temp4rature darts le milieu homogAne ou aux

interfaces.

Comme nous l'avons soulignA dans l'introduction, les oscillations sinusoidales demandent

l'existence d'une (ou plusieurs) source que nous supposons plac4e dans le milieu homogAne
correspondant h une quelconque des couches. L'Aquation de diffusion h r4soudre est alors, pour

une source plane situ4e darts le plan x = is

~~T+i~°T=-~b(i-x~). (9)
~

a t~

L'int4gration, sur un petit intervalle -e, +e autour de x~ fournit l'4quation de saut de flux

)T~~ +~ )Tx~-~ =

~. (lo)

Partout, darts le milieu homogAne, sera suppos4e v4rifi4e l'4quation de continuit4 de la temp4-

rature, mAme au niveau du plan source, soit, e
4tant un infiniment petit

T lxs f)
=

T (Is + f) Ill)

Ce plan source cr4e une asym4trie darts la description du vecteur temp4rature il convient donc

de distinguer les composantes progressives et r4gressives propres aux demi-espaces prdc4dant
(indice sup4rieur <) et suivant (indice >) le plan source

Ces composantes 4tant l14es par les deux Aquations (10,li)
au plan source.

Le multicouche, repr4sentant 4ventuellement le profil continu, est d4compos4 en N milieux

homogAnes (Fig. I). Aux interfaces seront rencontr4es des 4quations de continuit4 diverses [21j

.
Interfaces saris source entre deux milieux conductifs (indicAs respectivement par j et j + I),

saris r4sistance ni capacit4 thermiques de contact temp4rature et flux sur l'interface x,

T (xj e)
=

T (ij + e) (13a)

~~~/x~~~~
~~~~/~~~~~~~'

~~~~~
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~0 ~j I+1 ~ N

@ Q fi

h hN

4~

X

+
-~-

+

~j+1

Fig 1. Gdomdtrie du multicouche. Le milieu homogAne, indicd par j +1, est limitd par les interfaces

~j et ~j+i Les
sources

thermiques peuvent Atre n'importe off dans chaque couche Les milieux extd-

rieurs au
multicouche, avant l'interface ~o et aprAs l'interface ~N, peuvent Atre aussi bien de nature

thermique convective (ici reprdsentds par les coefficients d'dchange ho et hN) que conductive

[Geometry of the multilayer. Each homogeneous medium, index j +1, is bounded by the ~j and xj+i

interfaces. The heat sources can
be anywhere in each layer. For each plane source, the

~ space is

divided
in

left (or backward) and right (or forward) half-spaces. The ho and hN coefficients indicate

thermal exchange between the sample and the ambient air at the two extremities.]

.
Interface avec le milieu ext4rieur de nature convective, avec source de chaleur en surface

avant, en xo

t~i

~
T~~+~ =

So hoT (xo + e). (14)
dx

Remarquons ici que la composante alternative de la temp4rature ext4rieure est prise (gale
h 0, et que nous avons conserv4

un terme d'4change ho pour la surface d'entr4e.

.
Interface avec le milieu extdrieur de sortie (coefficient d'4change hN) aprAs la derniAre

couche (milieu homogAne indic4 par N)

t~N

~
T~~-~

=
hNT (xN e). (15)

dx

L'importance des coefficients d'4change n'apparait que pour les frdquences de modulation

les plus basses (inf4rieures h quelques Hertz). Ils sort en particulier n4cessaires si l'on veut

pouvoir d4duire pour ce modAle I-D (avec milieux ext4rieurs convectifs) le champ de tempAra-

ture continue comme limite h frAquence nulle du champ de tempArature alternative (hypothAse
d'adiabaticit4 lat4rale pour les 4chantillons limit4s lat4ralement il conviendrait alors d'intro-

duire la temp4rature ambiante continue darts les #qs. (14-15)).
On peut, saris aucune difficult4, introduire des variantes h ces 4quations milieux ext4rieurs

conductifs, source de chaleur en interface, r4sistances et capacit4s thermiques de contact... qui

sort autant de d4veloppements possibles de cette dtude.

2.4. ~CRITURE
MATRICIELLE DES CONDITIONS DE CONTINUIT#. L'introduction du vecteur

temp4rature iii deux composantes T+ et T-) permet d'exprimer trAs facilement les liens entre

ces composantes de part et d'autre de l'interface. Les 4quations (13), avec le choix de la r4f4rence
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de phase sur l'interface elle-mAme, mAnent h

kjKj ki+i~i+i

T~ k,t~, + k,+it~,+1 k>K> + k>+i~i+i T+
(16)(j~ ~~ ~

kjtGj kj+lKj+1
~~.~~j+e

~~~~ ~ ~

kj t~, + k,+it~j+i

ce qui permet de d4finir des coefficients de rdflemon et transmission locaux r, et tj, tels que

l'on puisse 4crire

l~+ l~ fi ~+
j~~j

~+ ji?j
~-

~~ -e
~3 ~3

~-
~j +e

~-
xj +e

Par ailleurs, Y4quation de diffusion (6) relie les vecteurs d'un point x h un point x' du mAme

milieu homogAne (~j
" (~

~~~ ~~ tk(~-~)j (~j
(~~)

~
~/

Appliqu4e sur toute l'4paisseur dj de la couche j (que l'on suppose saris source), la relation

(18) s'4crit

lT+j
e-IPJ j

jT+ j~~j jT+j j~~~
~~

~j-i+e
~ ~~~ ~

~j-i+dy+e
~~

~y-e

oh fly correspond au d4phasage complexe darts la j~~~~ couche.

Pi
=

kjdj. 1201

Les conditions en surface sort tralt4es de fa&on analogue. Darts le cas d'une interface finale

conductive/convective, les 4quations (7,15) mAnent h

T- (IN El =
rNT+ (xN El (21)

oh est d4fini le coefficient de r4flexion en surface arriAre

=~~ ~)
~

~)~~~
~'~~

j2~j

En prAsence d'une source situAe en Is, supposde ici darts la ii +1)~~~~ couche, les champs de

temp4rature h droite et it gauche en un point i de cette couche s'Acrivent respectivement sous

'~ ~°~~~
T> ix, xs)

=

T/ ixsi e~kJ+iixx~i + T> ixsi e-ikJ+i~ll~~)
x > xs j~~j

T< ix, xs)
=

T) (xs) e'~J+1(~~~~) + T< (xs) e~~"i+~~~~~Sl
x < xs

ce qui fournit, ma les 4quations de continuit4 (10,11),

S (Xs)T~ (~S)
"

~~ ~~~~ ~
21kj+iNi+1 (24)

S (Is)
T~ (~S)

"

~~ ~~~~ 21kj+it~i+1

La recherche de la fonction de Green sera achev4e lorsque seront 4tablies les relations liant

les diifArentes composantes en is, tenant compte des conditions aux hmites correspondant aux

deux parties avant et arriAre du multicouche. (tant donnA la lin4arit4 des 4quations de diffusion
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Xi fi I+1 @ ~ N

>

~

~~/+l)

Fig. 2. Reprdsentation schdmatique des coefficients de rdflexion gdndralisds JZ( ~~~
et 7Z( ~~~. 7Z( ~~j

est le coefficieyt de la partie du multicouche situde h droite du point d'abscisse ~j + e
La loi de

composition (Eq (37)) permet de construire 7Z(
~~~

h partir de 7Z( ~~~.

[Schematic of the overall reflection coefficients 7Z( ~~~
and JZ( ~~~.

The 7Z( ~~~
coefficient is related to

the multilayer part situated
on

the right side of the ~j+i+e punctum. The composition law (#q (37))
gives 7Z( ~~~

from 7Z(
~~~

de la chaleur, les rapports entre les composantes progressive et regressive d'un mAme demi-

espace (< et >) par rapport h la source seront des scalaires complexes. Ces relations s'4criront

donc en fonction de coefficients de riflexion g4n4rahs4s R>(xs) et R<(xs) tels que

T~ l~s)
"

R~ (Xs) Tf (Xs) j~~jT) (xs)
=

R< (zs) T< (xs)

La d4termination de ces coefficients est le but de la section suivante.

Le calcul matriciel est alors remplac4 par une approche r4cursive qui a montr4 son efficacit4

en optique [16] et en m4canique quantique [17].

3. Approche rdcursive du multicouche

3.I. RtCURRENCE. La recherche de la fraction de Green s'elfectuera sun l'exemple d'un

plan source unique xs placA en une couche j + I situAe entre les interfaces xj et xj+I

Afin d'obtenir un traitement g4n4ral, fournissant des expressions valides pour tous les plans

sources possibles, il est utile d'introduire les coefficients de rdflexion g4n4ralis4s en chaque
d4but de couche (Fig. 2). Les coefficients R(

~~~
et R(

~~j
serviront alors h l'Atude 4ventuelle

de sources plac4es de fa&on quelconque dans chacune des couches le passage d'un emplacement
h un autre s'eflectuera par un simple d4phasage (complexe), par exemple de x, (oh est 4valu4

le coefficient R( ~~j) au point courant source xs, (oh se trouve la source).

En d4but de couche j + I, juste aprAs l'interface j, le lien entre la composante T> et la

composante T/ s'4crit

T> ix,)
=

R(~~jT/ ix, ). (26)

Ce coefficient peut Atre 4valu4 en observant la construction des coefficients sur les cas du

monocouche et du bicouche, I partir du coefficient de r4flexion en d4but de couche N (juste
aprAs l'interface xN-i), une r4currence fournit l'expression du coefficient de r4flexion en d4but
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de chaque couche [14,17j, compte tenu du reste du multicouche (Fig. 2)

~~~~~ ~~~~~ ~~~flN)

~~+l)
"

~'~~ ~ ~~+2)

~ ~?~~~~+2)
~~~ ~~~~'~~~' J "

0 h N 2,
(27)

La relation (26) possAdant bien sir son 4quivalent h l'interface situ4e en x,+i, soit

yn> j~ ~/> ~m> j~ j~~)
>+1 (,+2) + >+1

et les mAmes composantes, en x,+i, Pouvant Atre exprim4es directement h partir du vecteur

tempArature en x, :

[[+ =
iffy+ii itj+ii ([+ 129)

~~ ~~+~

ceci fournit directenient des relations simples entre les composantes (+) et entre les composantes
(-), utilisant les coefficients de rAflexion et transmission locaux rj+i, tj+i et le coefficient

gAnAralis6 R(
~~j

~~ ~~
tj+ie~Pj+1

~~ ~~
~ ~~~

~ ~'~j))()~
~ ~

130)

T> ixJ+1~
-

'l+i
+ nilil~~ T> i~J

DAfinies ici sur le sens avant, ces formules seront directement transcrites pour le sens arnire,

avec transfert des notations afin d'en d4duire les coefficients R< et les composantes du champ
de tempArature dans le demi-espace correspondant.

3.2. R#PONSE I UNE SOURCE PLANE UNIQUE QUELCONQUE. Les relations des paragraphes
(2.4) et (3.I) permettent d'Atablir les expressions des composantes (+) et (-) dans les demi-

espaces (>) et (<) de part et d'autre du plan source Is situ4 entre xj et x,+1

~~~~~~

~ill~l+i~liliiil llllliillll~
~~~~~

(la relation (31b) fait apparaitre le dAphasage entre le coefficient de rAflexion gAnAralisA local

(en xs) et l'Aldment de la liste de coefficients en chaque interface). Des relations de mAme type

sont aussi obtenues pour le sens arriAre

s j~ (I + R( ~~e~~~~i+~(~S~~Jlj

~~
~~~~ 21t~,+i~,+i ii j/< ~/> -21p~+~j ~~~~~

U+ij <,+ij

T/
xs =

nj ~-~~k~+~~~~~~ ~

~~~~
~'~ ITS)

Ces expressions torment, assoc14es aux relations de r4currence (30), la fonction de Green du

multicouche I-D. Il suffit, en effet, d'utiliser la dAfinition (tq. (7)) pour obtenir le champ de

tempdrature en tout point.
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3.3. R#PONSE INTtGRtE POUR UNE coucHE. Pour une distribution source continue, les

champs de temp4rature issus de chacune des sources planes (formules (31-32)) devront Atre

int#gr4s sur toute l'4paisseur de la couche, le champ de temp4rature total 4tant une simple

somme des r4ponses individuelles. Il est alors utile, pour des raisons analytiques autant que

num4riques, de pr4senter les champs issus de la source en x~ sous forme de composantes rame-

nAes sun les interfaces par exemple, la composante Tf ramen4e h l'interface situ4e en x,, due

h la source x~ situ4e dans le milieu j +1 s'4crit

~'I lx,, Is =

S lxs)
~~ ,

[i + n< _~~~

21t~ ~k e ~~~
~J~llsl

b+ije i+i(lli+i-yy~jj

>+ >+1
~

~~+ijll~+~~e~21p~~~j
(33)

Ceci qui donne l'expression de la composante Tf due une dqtribution source continue ((x)
dans cette couche j + 1,

~/
~~~dX~( (z )eikj +i(~j-~

Tf (x,)
=

lli

~
~ + ll~+i~e~~?~J+i(~j+~-~,)j

~~~'~~~'+~ ~ ~[+ijlZ(+ije-21Pj+ij
134)

L'4quation (34) utilis4e dans la r4currence ((q. (30)) permet d'4valuer les composantes Tf

pour chaque interface en avant de cette couche j + I. Des expressions identiques peuvent Atre

4tablies pour les autres composantes. La contribution de cette couche source h la temp4rature

sun toute l'interface s'en d4duit alors. La r4itAration de l'algorithme pour les autres couches

sources fournira, par addition directe, la r4ponse thermique du multicouche it l'ensemble des

sources. Notons que ces formules (par exemple (34)) peuvent Atre utilis4es pour (valuer la

temp4rature alternative dans l'ensemble du multicouche, sauf dans la couche source elle-mAme.

Ceci n'est en aucun cas gAnant lorsque le d4coupage est fin, comme on le suppose dans la

pr4sente 4tude.

Dans certains cas, l'intAgration peut se mener directement permettant de retrouver les ex-

pressions habituelles du champ de temp4rature en tout point, dfi aux sources 4tendues.

3.4. APPLICATION EXEMPLE Du PROFIL D'ABSORPTION. Les sections prAcAdentes sent

ici imag4es sur l'exemple d~un mat4nau montrant un
profit d'absorption. De tels exemples sont

rencontrAs dans des Achantillons liquides qui sont optiquement inhomogAnes l'Atude en rAgime
thermique modulA permet de remonter jusqu'h l'4tude de la localisation de l'absorption [22j.

Usuellement le faisceau lumineux est modu14 h trAs basse fr4quence, aussi toutes [es sources

thermiques S(xs) dans la profondeur de l'4chantillon sont-elles en phase. Nous nous limitons

ici h la pr4sentation de la tempArature en face avant, aprAs intAgration sur chaque source

individuelle dont on (value la contribution au plan xo. Il s'ensuit une courbe d'amplitude et

une courbe de dAphasage par rapport au signal source, qm sont les signatures de l'absorption

et de la profondeur de celle-ci.

L'exemple correspond h une simple mod41isation bicouche de sang centrifug4, comportant la

partie plasma et la partie dense en erythrocytes. Les deux couches sont thermiquement fort

semblables mais les coefficients d'absorption sont trAs difl4rents, ce qui fournira une rdponse
thermique en surface trAs caract4ristique. Les difl4rentes valeurs utilis4es ici sont donnAes dans

le tableau [22j ce sont des ordres de grandeurs rAalistes. Bien sir la mod41isation grossiAre

par un
bicouche peut Atre am41ior4e par la donn4e des profils optique et thermophysique.

L'4paisseur de l'ensemble est ici de 2 mm, dont 0,5 mm pour la partie plasma. Le falsceau

I-D modu14 est suppos4 entrer du c0tA plasma. Ceci fournit un
profil d'absorption repr4sent4

sur la figure 3.
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Tableau I. Coejficients thermophysiques et absorption optique du sang centrifugd.

[Optical absorption and thermal coefficients of the centrifuged blood.]

conductiviti diflusivitA coefficient

thermique m~ s~~ d'absorption optique

W m~~ K~~ m~~

plasma 0,56 1, 3 x
10~~ 500

globules rouges 0~58 1.25 x
10~~ 20 000

30

io

mm

0 2

Fig 3. La source de chaleur correspondant I l'absorption optique du modble bicouche du sang
centnfugd

en
fonction de la profondeur. Les deux mm

de l'dchantillon sont divisds
en une partie de

0,5
mm

de plasma de foible pouvoir d'absorption et d'une partie de 1,5
mm

correspondant
aux

globules

rouges
I partir de la rdponse thermique

en
surface,

on
cherche I (valuer la profondeur de l'interface

entre [es deux parties.

[The heat source profile corresponding to the optical absorption of the two-layer model of centrifuged
blood The 2

mm
thick sample is divided in

a 0.5 mm
plasma part with

a
small optical absorption and

a 1.5 red blood cell part with
a great absorption coefficient. From the

a c
thermal response, it will be

possible to deduce the interface depth

Le systAme est ici mod4lisA par un multicouche composA de 160 couches Il est possible de

dAcrire l'absorption par l'interm4diaire de la formule (34) donnant la r4ponse de l'absorption

par un profil continu. Nous avons souhait4 utiliser ici une mod41isation avec un seul plan

source dans chaque petite couche, ce qui correspond h l'analyse num4rique directe par fonction

de Green. Les coefficients d'4change en surface avant et arriAre ont At4 choisis 4gaux h ho
=

hN
=

10 W m~~ K~~. La figure 4 montre le dAphasage de la rAponse thermique en face avant

par rapport I la phase de la modulation lumineuse.

La r4ponse est ainsi obtenue par sommation directe des contributions en
face avant dues aux

160 couches. L'utilisation des Aquations sources (31,32) et de l'4quation de r4currence (30) four-

nit la temp4rature sur la surface ext4rieure du plasma. La figure 4 montre deux caractdristiques
provenant du profil d'absorption et de la valeur complexe du vecteur de diffusion harmonique

(kq. (8)). PremiArement, pour les plus basses fr4quences, toutes les sources contribuent de

fa&on significative, avec des d4phasages comparables (la longueur de diffusion thermique 4tant

alors sup4rieure h la profondeur de la partie de l'4chantillon oh le faisceau excitateur p4nAtre).
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o

d~
fl 11

0 4 8 12 16 20

Hz

Fig. 4. Rdponse en phase (degrds) du champ de tempdrature
en

face avant. Les frdquences varient

entre 0,2 et 20 Hz.

[The phase response of the
a c temperature at front surface. The frequencies vary between 0.2 and

20 Hz-j

La descente rapide de la phase du signal correspond I la croissance du d4phasage entre les

contributions de surfaces et celle du pic d'absorption de chaleur h la profondeur de 0,5 mm.

DeuxiAmement, la phase, pour les fr4quences de modulation plus 41ev4es (pour
ce milieu faible

conducteur thermique, 20 Hz) tend vers la valeur de 90°. Ceci est bien caract4ristique d'un

4chantillon thermiquement 4pais et optiquement mince : pour ces fr4quences, le signal en face

avant est ici dfi h la seule contribution du plasma, qui s'avAre, quant h la source de chaleur,

pratiquement homogAne.

4. Cas du ddp0t en surface

4.I. FORMALISME Du D#PbT EN SURFACE. Le prAsent formalisme s'applique directement

au cas du dAp0t de chaleur en surface qui est une approximation convenable lors de l'excitation

laser modulAe sur des mat4riaux optiquement opaques ou rendus tels par d4p0t de peinture ou

de noir de fumAe.

L'4tude en est bien sir trAs siniplifi4e parce que le plan source est unique (face d'entr4e xo)

et que la liste des coefficients de r4flexion g4n4ralis4s n'a 4t4 4tablie que pour le sens avant.

Les 4quations h la limite en xo
((q. (14)), les d4finitions du vecteur temp4rature ((q. (7))

et des coefficients g4n4ralis4s, v4rifiant ici, pour le d4but du multicouche

T- lxo)
=

R(ijT+ lxo) 135)

mAnent h

T lxo)
=

T+ lxo) + T- lxo)
=

j~~~~~ j~

())~)
~)j

~
~ ~~~~ jj 136)
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La d4termination du champ de tempArature en toute interface est obtenue par la loi d'it4ration

(30)

y~j~ y~jo ~~
jj ~~l ~l~j_~4m

' ' 1 + R~ij
~

l + rmR~m+1) ~

+

~~

(jj

(~~~i ~~l~=i~~)

~~~~

l + R(ij
~_~

rm + R~m+ij

oh T(xo) a 4t4 not4 T(0, ~J). Plus simplement, on peut 4crire

T (x,
=

T(0, ~J) (A,e~~i + B,e~~~J (38)

avec

>

Hj
=

~j pm. (39)

m=i

L'expression gAnArale (37) peut prendre une
forme difl4rente, obtenue en remarquant que la

partie rAgressive est directement l14e, en toute interface, h son homologue progressive par la

dAfinition (26). Ce qui mAne h

T (ij
=

T(0, ~J)
~ ~j~~~ It ~~

e~ ~~n=~ ~~"
=

T(0, ~J)t7je~~J. (40)
1 + (11

~~~~
l + rmR(m+i

Ainsi que nous l'avons soulignA, les diverses expressions (37, 40) sont les expressions analytiques
du champ de tempArature alternative obtenu dans le cas d'une source en surface. Ce ne sont

que les ddveloppements litt4raux des analyses matricielles du mAme problAme. Remarquons ici

que le traitement multicouche peut Atre reformu14 h partir de couches h profils linAaires [19]
(conductivit4 ou chaleur volumique) selon un sch4ma analogue h celui de la prAsente 4tude :

les

Aquations de transfert (18,19) et les 4quations d'interface (16,17) se d4veloppent alors sur une

base de fonctions de Bessel ou d'Airy et de leurs dArivAes. D'une fa~on plus g4n4rale, chaque
profil analytiquement intAgrable peut Atre ainsi utilis4 comme base de d4composition du profil

continu. Nous limitons cette 4tude au cas des multicouches en marches d'escalier du fait de la

simplicit4 des formules obtenues et des possibilitAs de comparaisons directes avec nombre de

cas de multicouches h couches rAelles traitAs par les mAthodes matricielles.

Dans le cas de frAquences de modulations pas trop basses (pour
un mAtal, 1000 Hz cor-

respondent h une longueur de diffusion d'environ 50 ~m), la rAponse provient essentiellement

des caract4ristiques de la surface. Les coefficients d'Achange (kqs. (22,35 )) ont alors une impor-

tance n4gligeable
:

les coefficients de rAflexion en surface sont Agaux h I. Les coefficients de

rAflexion g4nAralisAs R~i)I~J) tendant vers 0 pour ces fr4quences 41ev4es, il vient directement

~ ~~°'~°~ "

ki~j)t~i
~~~~

Ce fait bien connu est d'ailleurs la premiAre (tape des recherches de solutions du problAme
inverse [19, 23j. I basse fr4quence, la rAponse sera caract4ristique du matAriau dans sa totalit4.

Dans le cas d'un 4chantillon semi-infini, se comportant de fa&on homogAne au-dell de la couche

inhomogAne d'4paisseur L en surface, la r4ponse est alors domin4e par celle du massif
:

il vient

en eflet

~ ~~°'~°
~ ~~

'~ ikL(~a ~))t~L h~
~~~~

Rappelons que l'4quation (36) pour ~a =
0 donnera la valeur du champ de temp4rature continue

dans le cas d'un 4chantillon fini en Apaisseur
:

le calcul du coefficient R(i)(~J
-

0) est alors k

eflectuer pr4cis4ment.
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Fig. 5. Profils de dilfusivitd correspondant
aux

modbles dtudids. L'dpaisseur correspondant
aux

profils [~ =
70 m~~(- -) et ~

=
7000 m~~ (-)] est approchde par un

multicouche composd de

400 couches dilfdrentes.

[Dilfusivity distributions corresponding to the studied sample. These
are

used in WKB approximation

or in
the recursive multilayer calculus The varying elfusivity part is approximated as a 400 layers

multilayer. [~ #
70 m~~(- -) and ~

#
7000 m~~].]

4.2. ~TUDE
COMPARATIVE SUR PROFILS DOUX

4.2.I. Introduction. Les solutions g4n4rales (tqs. (37,42 permettent une analyse num4rique
de la solution dans le cas d'un nombre quelconque de couches. Ci-aprAs nous appellerons ces

solutions comme Atant les solutions e~actes du problAme. Elles sont donc utilisables dans les

techniques de recherche des solutions du problAme inverse [19, 23j. Ces techniques font appel
de nombreuses fois aux algorithmes de calcul de la r4ponse en fr4quence de la temp4rature de

surface. Il apparait alors int4ressant d'obtenir des expressions, mAme approch4es, qui soient

analytiques. Nous prAsentons ici les deux approches.

L'une correspond h celle qui est connue sous le nom de modAle de l'oscillateur harmonique
thermique [3,4j et qui est l14e h une approximation BKW appliquAe aux profils thermophysiques
doux

,L'autre est directement issue du formalisme pr4sent4 plus haut. Il s'agit d'une approxima-
tion concernant le coefficient de r4flexion g4n4ralis4 et limitde aux 4chantillons semi-infinis

prAsentant un profil de profondeur en surface.

Afin d'eflectuer les comparaisons entre les r4ponses e~actes de profils difl4rents ou entre la

r4ponse exacte d'un profil et les expressions approximatives de ce mAme profil~ nous choisissons

comme exemple une lame d'Apaisseur 5 mm, montrant un
profil de conductivitA et de diflusivitA

thermiques sur une profondeur L
=

I mm, mais homogAne quart h la chaleur sp4cifique et h

la densit4 (Fig. 5). Le profit que nous proposons ici sera trait4 numdriquement, sans recherche

d'une 4ventuelle solution purement analytique du mAme problAme. La diflusivit4, entre la valeur
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Fig. 6. R6ponses
en

face avant pour les deux profils, ~
#

70 m~~ et ~
#

7000 m~~ (-),

pour des frdquences variant de 1 Hz h 100 Hz. Les courbes (.. rappellent la rdponse de l'dchantillon

homogAne (~ infini), celles notdes (- -.) indiquent l'approximation.BKW. a) Amplitude (unitds
arbitraires) de la tempdrature sinusoidale b) Phase

en
degrds.

[Front face response of the two distributions, ~
#

70 m~~ and ~
#

7000 m~~

(-) depending
on

frequency (from 1Hz to 100 Hz). The .) curves show the homogeneous sample

response (~ infinite). The (- -.) curves indicate the BKW responses. a) Harmonic temperature

amplitude (arbitrary units). b) Harmonic temperature phase (degrees).]

no en surface et la valeur aL h la profondeur L, varie selon

a(x)
= oo +

°~ ~( [l e~'~) (43)
[1 e-

Dans nos exemples ao =
0, 9 x

10-5 m~ s~~ et aL =
I x

10~5 m~ s~~. Le profil de conductivit4

est, bier sir, directement_proportionnel (ici, t~ varie entre 9 et 10 W m~~ K~~). Le reste de

la couche est supposA homogAne, les valeurs des paramAtres dtant celles atteintes en x =
L.

Les valeurs choisies correspondent I un profil monotone, Aventuellement doux, en fonction du

coefficient ~ choisi. Les frAquences de modulation varieront de fa&on h Atudier les r4sultats pour

des Achantillons thermiquement minces ou un peu Apais. La lame est supposAe placAe darts un

milieu convectif dont les Achanges thermiques avec le milieu conductif seront modAlisds par les

coefficients ho
#

hN
=

10 W m~~ K~~.

Les figures 6 foumissent les amplitudes et phases de la tempdrature en face avant de l'Achan-

tillon I profil d4crit ci-dessus, en fonction de la fr4quence de modulation. Ces profils continus

sont dAcoupAs en 400 couches en ce qui concerne la partie variable. La partie homogAne est ici

trait4e comme une couche unique.
Les rAponses en amplitude des champs de tempArature alternatives sort pratiquement indis-

cernables l'une de l'autre. Il n'en est pas de mAme en ce qui concerne les phases (ici donnAes

par rapport it la phase de la modulation de l'excitation optique, compte tenu de la convention

de phase ((q. (2))
: on observe des oscillations croisdes des deux profits. L'Acart est faible (0,5

degrA au
maximum). L'4tude, poursuivie vers les frAquences plus AlevAes, montre une lente

4volution vers le d4phasage 45 degr4s, typique du mat4riau thermiquement 4pais et optique-

ment opaque. Les figures donnent aussi, aux
fins de comparaison, les rAsultats d'une couche

homogAne correspondant aux valeurs maximales du profil, I basses et trAs basses frAquences
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seraient observAes les oscillations (dAcalAes les unes par rapport aux autres en fonction du pro-

fil) correspondant au ph4nomAne de confinement de la solution sinusoidale dans l'4chantillon

thermiquement mince.

4.2.2. Profits doux et approximation BKW. Pour des profils doux, il est tentant d'envisager
les solutions analytiques des approximations (BKW) des Aquations diflArentielles it coefficients

non-constants du type de l'4quation de la chaleur (4).
L'observation de l'Aquation (4) suggAre de rechercher des solutions du type

Tix)
=

AII)e~~~ + Bix)e~~~~ 144)

oh les termes exponentiels rappellent les solutions obtenues darts le cas d'un 4chantillon homo-

gAne (saris source). La mAthode BKW [6, 7j consiste it chercher des solutions sous la forme

T(x)
=

e+"(~l. (45)

Une solution approchAe est recherchAe sous la forme

a(x)
=

ao(x) + ai(x) (46)

La premiAre approximation consiste it choisir pour ao lx) la solution propre au milieu homogAne
local (possAdant les valeurs locales des coefficients thermophysiques), qui vArifie

t~a(~ = -i~Jpc. (47)

Dans l'Aquation diflArentielle vArifiAe par a(x) ((qs. (4,45-47)), les dArivAes a[~, t~a[ et t~'a[

sort alors nAgligAes [6, 7j. Le calcul se mAne alors comme en mAcanique quantique et fournit

directement

ao(x)
=

~ /~ du )
=

~Hlx) 148)
o

et

I~BKW(X)
"
l~(°)/~ [~~~~~~~'+ ~~

~~~~j
~»

(4))

,, ~_

off a At4 introduite l'eflusivitA'thermique

fix)
=

~. (sol

Dans l'4quation (49), T(0), la temp4rature en surface, et les variables A et B doivent Atre

4valu4es h partir des conditions aux limites.

On peut, en passant, noter l'aspect identique des 4quations (37, 44 et 49). La rAponse mul-

ticouche donne donc directement la d4composition en tout point du profil de la tempArature
exprim4e sur la base d'ondes planes locales. L'approximation BKW revenant h approcher cette

dAcomposition par l'intermAdiaire du rapport des eflusivitAs. Notons ici que le lien direct entre

la m4thode r4cursive du multicouche et l'approximation BKW peut se faire h l'aide du premier

terme de la sArie infinie de Bremmer [8j.
Pour les fr4quences les plus 41ev4es, l'on peut n4gliger les coefficients d'4change les conditions

aux limites permettant l'dvaluation des deux constantes A et B sont constitudes par la donn4e

du flux de chaleur en face avant, la nullit4 du flux en face arriAre de l'4chantillon (4paisseur
totale D) et l'identit4 de la tempArature T(o)

au point xo lui-mAme. Il vient
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Fig. 7. Comparaison des profils de tempdrature
en

profondeur des approches multicouches et de

[approximation BKW, pour le profil doux 70 m~~. Rapport de l'amplitude BKW sur l'amplitude
multicouche frdquence a) 1Hz c) 10 Hz. Ddphasage entre les deux rdponses

:
frdquence b) 1 Hz d)

10 Hz. Les coefficients d'dchanges sont supposds nuls Le profil
se trouve sur le premier mm.

[Comparison between the temperature depth profiles for the multilayer and BKW responses The

profile is the 70 m~~
one.

Amplitude ratios (BKW /multilayer). a) 1 Hz; c) 10 Hz Phase lags: b) 1 Hz;
d) 10 Hz-j

Par construction mAme, une telle solution n'est certainement pas valide h proximit4 d'inter-

faces de la multicouche h variations abruptes mais peut Atre envisag6e dans le cas de profits
doux, partout en debars de la surface excit4e. L'expression (49) est identique h celle fournie

par l'approximation THO [5] qui est utilis4e couramment dans l'4tude de certains problAmes
inverses [2, 23].

Notons ici que l'approche BKW peut Atre am61ior4e en proc4dant h un changement de va-

riable par d4finition d'une temp4rature effective (~(x))~~/~T(x) [9]. L'4quation di1f4rentielle

que suit cette nouvelle variable, en lieu et place de l'4quation ii permet, en particulier, l'ana-

lyse multicouche selon l'algorithme pr4sent4 ici cependant les termes soirces sont alors plus
compliqu4s.

Menons maintenant une analyse numArique de la comparaison de l'approche exacte et de

l'approximation BKW de la r4ponse du multicouche. L'6tude se fera h partir de l'exemple
du profit pr4c4demment 6tud14. Les conclusions n'auront donc pas de valeur gAnArale mais

Inontreront ce que l'on peut attendre de l'approximation et ce que sont ses limites.

Tout d'abord, nous nous int4ressons1la r4ponse en surface pour le balayage en fr6quence
de I h 100 Hz du profit 70 m~l. Les r4sultats ont 4t4 report4s sur les figures 6. I l'4chelle de

la figure, la r4ponse en amplitude BKW est ind4celable des autres (Fig. 6a). Comme nous le

verrons sur les autres figures, les variations en amplitude, dans le domaine oh la temp4rature
u'est pas n4gligeable, sont de l'ordre de quelques pour cent. La figure 6b montre la r4ponse

en phase. II apparait nettement ici que l'approche BKW rAvAle ici sa principale d4ficience.

MAme si les di1f4rences angulaires avec les r4ponses exactes sont foibles, ces dAphasages de

quelques dixiAmes de degr4s prennent toute leur importance puisque la pr4cision sur les phases
est essentielle pour la solution du problAme inverse de ce genre de profit [19].

Les figures 7 pr4sentent les rapports des amplitudes des r4ponses BKW et exactes, ainsi

que ies dAphasages relatifs de ces r4ponses pour le cas du profit 70 m~l, et ce pour les deux

frAquences I et 10 Hz.



30 JOURNAL DE PHYSIQUE III N°1

La pr4sence de la partie profit (l~~ mm) est clairement mise en 4vidence. La partie homogAne
montre l'eifet de bard dfi h la face arriAre. En face avant ix

= ~l), les courbes indiquent les

valeurs pr4cises des di1f6rences repr4sent4es sur les figures 6a et 6b. Comme nous l'avons not4,
les di1f4rences de phase sont trop grandes pour permettre une utilisation syst4matique de

l'approximation (49) dans la rAsolution du problAme en thermophysique.

4.2.3. llcl~a~ltillon semi-infini
: approximation analytique. Le profit est supposA semi-infini,

homogAne au-dell de la profondeur L, h laquelle on peut faire correspondre, tars d'un d4coupage
multicouche, l'indice de couche L. De ce fait, les di1f4rents coefficients g4n4ralisAs R(L+j) sent

tous nuts. Par ailleurs, si le profit est doux et le dAcoupage suffisamment fin, les diifArents

coefficients locaux rj (pour j variant de I h L) ainsi que les dAphasages fly sont faibles. II

s'ensuit que les d4nominateurs apparaissant dans les coefficients g4n4ralis4s R peuvent Atre

pris 4gaux h I. On obtient atom pour l'expression de ce coefficient en x =
0, la s4rie finie

suivante

R(i)
"

rie~~~i~i + r2e~~~~i~i+~2~2~ + + rLe~~~~i~i+. +~L~L~ (52)

D'autre part, chacun des coefficients localis4s rj prend la forme infinit4simale

II s'ensuit que l'expression (53) prend une forme continue

Dans le cas oh le coefficient d'4change est n4gligeable et oh le profit doux est tel que R(1) est

petit devant 1, le champ de temp4rature en surface s'4crit

T(0,w)
=

Ti(0,w)[1+2R(1))

=
Ti lo, td) i /~dx

)
inlelx))

xpl2iHlz)1) ~~~~

o

oh Ti(0, w) est la temp4rature en surface, h fr4quence w, d'un 4chantillon semi-infini homogAne
dont les coefficients thermophysiques sont ceux de la surface de l'4chantillon r4el ((q. (36)

Ti(0, w)
=

-~.
(56)

i~i

Pour les profits AtudiAs, les tracAs des rAponses de la tempArature de surface (phase et ampli-
tude), pour les frAquences correspondant h celles prAsent6es sur la figure 6, nous ont montr4

que les courbes sont pratiqt~ement mdiscernabies de celles fournies par l'approche exacte ceci

en amplitude et en phase. Les d4viations n'apparaissent qu'aux fr4quences les plus basses (pour
l'exemple, inf6rieures h I Hz) on peut atom utiliser l'Aquation (36) et l'approximation (54).
L'int4rAt de l'approximation est l'existence de profits pour lesquels la fonction H(x) est intA-

grable. Dans ce cas, le gain en temps de calcul, par rapport h celui nAcessaire pour les itArations

de la r4ponse exacte, est important.
L'4quation (55) peut Atre utilis4e de fagon semblable h l'expression fournie r4cemment h

l'occasion de la recherche du profit de diifusivit4 de surface d'4chantillon solides, dans le cadre

du modAle THO [2]. II faut noter que l'expression (55) n'est pas liAe h un profit particulier,
contrairement h l'Aquation Aquivalente de la rAfArence [2].
Rappelons cependant que ces approximations ne peuvent pr4tendre d4crire des profits h

variations discrAtes, contrairement h l'approche multicouche.
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5. Consid4rations informatiques, convergences

L'approche multicouche ici proposAe possAde des caractAristiques intAressantes. Nous avons

montrA tom d'une 4tude adaptAe aux barriAres de potentiel en mAcanique quantique que le

bruit de quantification, inh4rent h l'arbitraire de la d4coupe en marches d'escalier, n'avait pas
d'influence de type bruit sur les rAsultats physiques II 7], ici le champ de tempArature. Bien stir,

l'approche d'un profit continu par un dAcoupage de plus en plus fin manifeste une convergence

vers la limite thAorique. Cette convergence peut Atre accAlArAe en choisissant un dAcoupage
adaptA au profit (marches de hauteur et profondeur variables) elle est d'autant plus lente que
la fr4quence 4tud14e est plus grande.

Comme nous l'avons signa14, la m4thode F4cursive n'utilise aucun calcul matriciel [14, IS, Ii,
19]. L'4tude num4rique des d4nominateurs des expressions (30) ne montre aucun comportement
compliqu4. Dans les faits, la limite apparait repouss4e aux valeurs extr4males de champs de

temp4rature permises par le logiciel de calcul. Ceci permet de dAcrire des centaines de longueurs
de diffusion thermique.

Les diverses mAthodes que constituent les approches matricielles, r4cursives ou purement
analytiques, peuvent Atre confrontAes aux puissants modes de calculs que sont les m4thodes

aux 414ments ou di1f4rences finies. Pour des discr4tisations fines les r4sultats sont bien stir

identiques. II faut noter que, pour les problAmes I-D, les logiciels de calculs sont souvent trop
lourds et de ce fait trop tents par rapport h la mAthode des quadrip61es ou la mAthode rAcursive.

Its perdent atom l'avantage qu'oifre leur puissance, vis-h-vis de la lisibilitA des mAthodes hAes

plus directement h l'expression math4matique de l'4quation de diffusion de la chaleur.

Les m4thodes rAcursives (quadrip61e
ou analytique) mAnent h des (valuations numAriques ra-

pides, le temps de calcul dApendant de faqon linAaire du nombre de couches introduit. De mAme,
toute la mAmoire peut Atre rAservAe h la liste des coefficients R. Le nombre de couches peut
ainsi facilement atteindre les dizaines de milliers. Notons que cette caractAristique se retrouve

aussi sur les dAcoupages multicouches construits sur les fonctions de Bessel [19]. D'une fagon
pratique, les calculs peuvent Atre eifectuAs sur des ordinateurs personnels aux performances
rAduites.

6. Conclusion

L'introduction des coefficients de rAflexion gAnAralisAs nous a permis de fournir une (valuation

des fonctions de Green spatiales ii frAquence temporelle constante) de l'Aquation de diffusion de

la chaleur pour un
multicouche h profit thermophysique quelconque. L'utilisation de la mAthode

rAcursive simplifie AnormAment la prAsentatioi analytique et numArique mAme dons le cas d'un

trAs grand nombre de couches ce qui permet pratiquement de traiter les profits continus.

Cette approche par la fonction de Green introduit directement h l'6tude de la rAponse thermo-

physique d'Achantillons montrant des profits d'absorption quelconques.
Ces expressions gAnArales ont ensuite AtA appliquAes afin de fournir le champ de tempArature

d'un Achantillon soumis h une excitation de surface. Cette tempArature prend atom une forme

analytique utilisant la loi de rAcurrence. Des liens ont AtA Atablis avec l'approximation BKW

ou la mAthode THO parfois utilisAe en thermique et nous avons fourni une approximation
analytique plus satisfaisante dans le cas de l'Achantillon semi-infini.

La traduction informatique est directe, les calculs des champs donnAs ici comme exemples
(800 couches)

ne demandent que quelques secondes sur un ordinateur personnel.
Comme pour les approches matricielles usuelles, le formalisme unidimensionnel peut Atre sans

difficult6 gAnAralisA h des sources thermiques de forme quelconque. Cette gAnAralisation se fait

au moyen des transformAes intAgrales, transformAe de Fourier bidimensionnelle ou transform4e



32 JOURNAL DE PHYSIQUE III N°1

de Hankel pour les profits de sources axisymAtriques [10,14,20j. Par ailleurs, les coefficients

de r4flexion et transmission locaux (rj et tj) peuvent Atre transform6s afin de donner accAs h

des modAlisations diifArentes rAsistances thermiques de contacts, aspects capacitifs [11,12j. Il

est aussi possible de placer des sources au niveau des interfaces elles-mAmes. La structure du

calcul est atom intAgralement conseriAe.

Rappelons, pour terminer, que toute cette Atude est fondle sur le lien entre l'Aquation de

Helmholtz et l'Aquation de la chaleur. Aussi l'Atude peut Atre reprise, quant h sa structure

mathAmatique et son expression informatique pour l'ensemble des r6ponses optique, thermique

et acoustique de l'Achantillon.
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