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PACS.65. Thermal properties of condensed matter

R4sum4. Le problAme direct de la surface mobile est dtudid lors du processus de fusion dans

un milieu semi-transparent gris monodimensionnel I frontiAres noires ou transparentes. Par une

transformation de Landau, le systAme est 6tud14 dans le domaine spatio-temporel fixe [0, Ii x

[0,co] adapt4 h la r4solution du champ de luminances. Dans le problAme direct, la position de

I'interface,
sa vitesse d'4volution ainsi que les champs de temp4ratures successifs sont recherch4s

pour un flux de chaleur incident donn4 et difi6rentes valeurs des paramAtres caract4ristiques
du couplage conduction-rayonnement, L'4tude de la source radiative

a
4t6 efiectu4e de deux

maniAres, soit par la m4thode des ordonn6es discrAtes, soit par une m6thode de lancer de rayons,

Abstract. The direct moving boundary problem is studied during the melting process of an

one-dimensional gray semi-transparent medium fitted with black
or transparent boundaries.

By means of a Landau transform, the system is studied in a fixed space-temporal domain

[0,1] x [0,co] adapted to the solution of the radiative problem. In the direct problem, the

interface location, its melting velocity, as well
as

the successive temperature profiles are carried

out as a function of the incident heat flux on the moving interface and for various values of the

radiative-conductive coupling parameters. The radiative source term is performed by
means

of

two different methods, either the discrete ordinates method or the ray tracing one.

1. Introduction

Le problAme de la frontiAre mobile (ou problAme de Stefan) Atudie le d4placement de l'inter-

face d'un matAriau solide lots d'un cl~angement de phase, sous l'influence d'un flux tl~ermique

externe (convectif et/ou radiatif). Il concerne un vaste champ d'applications de pl~AnomAnes
instationnaires (four h fusion de zone, moulage, soudure, stockage de l'Anergie h cl~aleur latente,

Avolution des cl~ambres magmatiques de volcans). Principalement dAveloppA pour les milieux

opaques, il n'a encore AtA que trAs peu AtudiA dans les Milieux Semi-Transparents (MST) (c'est-
h-dire Amettant-absorbant) au sein desquels le rayonnement tl~ermique infrarouge participe au

transfert de cl~aleur. De telles situations existent cependant, notamment en croissance cris-

talline ou encore en tl~ermique spatiale pour les pl~AnomAnes d'ablation lorsque le boudier

tl~ermique contient des matAriaux semi-transparents, Dans le problAme de Stefan direct, on

recl~ercl~e h d4terminer la position du front de fusion ou de solidification S(t)
en

fonction du
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temps sous l'iiifluence des conditions ~xt@rieures, ainsi que les distributions de temp@rature
associAes au problAme dans les deux phases. Quant au problAme de Stefan inverse, qui fait

suite h cet article ill, il est relatif h l'estimation de la position d'un front en Avolution h partir
de donnAes de mesures recueillies en des points accessibles du systAme. Les mesures peuvent
@tre intrusives (c'est le cas de capteurs pos4s h l'intArieur du milieu ou sur une interface) ou non

(observation de luminances Amergeant d'un milieu) dans le premier cas que nous traiterons

en rAfArence ill, le problAme est rAsolu en coopAration avec le modAle direct expos@ ici, alors

que le second, actuellement h l'Atude, ne nAcessite pas l'association de ce modAle.

Lorsque le solide pr4sente une semi-transparence, le couplage entre [es pl~4nomAnes de con-

duction et de rayonnement entraine l'4tablissement de conditions radiatives internes qui peu-

vent modifier profond4ment le processus de cl~angement de phase d'une part et, [es pr4visions

sur son 4volution d'autre part. En eifet, si a repr4sente la diifusivit4 tl~ermique et So l'4paisseur
s2

du milieu, le pl~4nomAne de conduction a comme Acl~elle de temps caractAristique tc
=

° alors

que dans un MST de coefficient d'absorption ~ et de nombre de Planck Np.
s'intro£it

une

Acl~elle de temps radiatif tR
=

~( qui peut diffArer de tc de plusieurs ordres de grandeur.
a~

L'Atude de l'influence de la semi-transparence dans le problAme de Stefan a 4t4 abord@e la

premiAre fois par Habib [2j puis reprise par Abrams et Viskanta [3j pour la solidification des

cristaux. Cl~an et at, [4j ant propos@ un modAle de cl~angement de phase off coexistent le solide

et le liquide semi-transparents. Enfin, le groupe de Purdue University a portA son attention sur

les pl~AnomAnes de rayonnement et de fusion de la composition dans les fours de verrerie [,Sj.

Au paragrapl~e 2, nous explicitons le modAle gAomAtrique, les l~ypotl~Ases retenues ainsi que

la formulation relative au problAme de Stefan direct. Le paragraphe 3 pr@sente [es bases des

m@tl~odes directes permettant de rAsoudre le problAme de Stefan par diifArences finies en insis-

tant sur la mAtl~ode du front fixe introduite par Landau [6j qui, par une simple transformation

des coordonnAes, permet de dAvelopper un scl~Ama implicite h pas de temps et d'espace r@-

duits constants. Dons les MST, le rayonnement agit comme une source volumique qui modifie

les distributions de tempArature et de flux qui s'Atabliraient en son absence
: ce couplage

rayonnement-conduction instationnaire est @tudiA au paragrapl~e 4 dans la gAomAtrie mono-

dimensionnelle r4duite en considArant que le milieu est gris et [es parois limitant le systAme
noires.

NAanmoins, la mAtl~ode dAveloppAe s'appliquerait Agalement pour un milieu non gris dont

le coefficient d'absorption est, soit uniquement spectralement dApendant, soit Aventuellement

aussi tl~ermo-dApendant ceci peut en eifet survenir dans certains cristaux oh la dApendance
du spectre d'absorption est relativement bien connue en fonction de la tempArature [7j et off ce

pl~AnomAne peut avoir une influence, notamment au voisinage des zones en fusion, l'augmenta-
tion de tempArature dApla~ant en gAnAral le front d'absorption vers des longueurs d'onde plus
basses [8j. Cependant, dans le cadre de cette 4tude, nous nous limiterons au cas d'un milieu gris

non tl~ermo-dApendant, et dans ce but, la MAtl~ode des DrdonnAes DiscrAtes (MOD), ainsi que

celle du Lancer des Rayons (LR), est mise en ceuvre pour dAterminer la densitA de puissance
de la source radiative.

2. Le problkme de Stefan direct dans un MST gris

2.I. LE MODkLE PHYSIQUE. On considAre un systAme monodimensionnel coiistitu4 d'une

phase solide semi-transparente initialement h la temp4rature ambiante et d'4paisseur
Sit

=
0)

=
So. Une des faces est soumise h un Acl~elon de flux tl~ermique total fixe F. Dans

ces conditions, l'Avolution de la tempArature dons le solide s'eifectue en deux temps en un



N°3 PROBLEME DE STEFAN DIRECT DANS UN MST GRIS 375

premier temps la tempArature de la face irradiAe T(So t) s'accroit jusqu'l ce qu'elle atteigne la

tempArature de fusion Ti en un second temps, l'interface se dAplace sa position instantanAe

est alors S(t),
en restant h la tempArature de cl~angement de phase francl~e fixAe. On suppose

que [es conditions aux limites tl~ermiques h la paroi froide (en
x =

0) sont dAterminAes par [es

(changes convectifs et radiatifs entre cette paroi et l'environnement, h la tempArature ambiante

cor~stante Ta, (coefficient de trar~sfert de chaleur h). En ce qui concerr~e l'autre phase (liquide

ou gazeuse)
nous simplifierons le problAme en admettant qu'elle est AvacuAe au

fur et h mesure

de sa production en y nAgligeant donc la convection. Dans le problAme de Stefar~ direct, la po-

sition de l'ir~terface solide-liquide S(t) du milieu semi-transparent est h dAterminer sous l'eifet

du flux de cl~aleur exteme constant ainsi que d'autres paramAtres comme la temp4rature de la

paroi fixe, les profits de tempArature dar~s la phase solide T(x, t) et la vitesse de fusion, et ce,

en fonctior~ des conditions de couplage inteme, elles-mAmes Avolutives, entre le rayonnement

et la conduction.

2.2. R#SOLUTION DU PROBLIME DIRECT DE STEFAN PAR LA M#THODE DE LANDAU. NOUS

utiliserons la mdthode de front-fife de Landau [6j dAveloppAe ultArieurement par Furzeland [9j
dent l'int4rAt est d'oifrir un cadre spatial fixe bien adaptA h la description du champ radiatif,

que ce soit par la mAtl~ode des ordonnAes discrAtes ou celle du lancer de rayons.

2.3. FORMULATION MATH#MATIQUE DU PROBLIME DE STEFAN DIRECT EN COUPLAGE

RAYONNEMENT-CONDUCTION. Le mUr Solide plan paralllle d'(paisseUr instantande S(t)
est consid4rA du point de vue radiatif comme gris, c'est-h-dire que son coefficient d'absorptior~

~j = ~ reste constant sun tout le spectre ir~frarouge. Le produit T°(t)
=

~S(t) reprdser~te
l'4paisseur optique de ce mur elle sera variable tout au long du processus de cl~ar~gemer~t
de phase. La paroi exterr~e et l'ir~terface seror~t, soit toutes deux opaques et noires, soit l'ur~e

transparer~te et l'autre opaque, soit toutes deux transparentes. Sous l'influence du flux exteme

se dAveloppent, au sein de la matiAre, des (changes combin4s entre le mode de transfert par

rayonnement et celui par conduction, entre le milieu et ses frontiAres et entre les patois lorsque
celles-ci sent (missives. La figure 1 repr4ser~te scl~Amatiquement les apports des diifArents flux

de cl~aleur associAs aux processus.

L'Aquation de la cl~aleur instationnaire dans la phase solide semi-transparente s'Acrit en

gAomAtrie monodimensionnelle

correspor~dant
h la locale des

mAcar~ismes de transfert par diffusion et
par

ayon-

ement,
par le terme

de ource, pv Atant la masse volumique,
et la diifusivitA a = /pvc, oh K est la

Dar~s un milieu semi-transparent gris,

div q~
=

~~
= ~

4n)aT~ /
L(fl)dllj (2)

f ~=4«

q~
=

/
flL(fl)dll (3)

~=4«

oh L(fl) ddsigne la luminance directionnelle (direction fl) totale (intAgrAe sun le spectre),
a

la

constante de Stefan et nr l'indice de rAfraction du milieu.
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q

~
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en x=0 en x=Sjtl

Fig. 1. Les conditions
aux

limites thermiques
en

flux du mur plan de hIST.

[Thermal boundary conditions of the plane STM wall.]

Lorsque le milieu est gris et ses frontiAres noires, la condition h la paroi froide s Acrit

K~~
+ q~

=
h(T~ Ta) + (n) + 1)aT/ aT~

en x =
0 t > 0 iii

ox ~

et celle h la paroi cl~aude

Ii
~~

F q+(n) +1)aT/ aTj
=

pL~~[t)
en x =

Sit) t > 0 15)
ox at

enfin h l'interface d'impact on a

T(x. t)
=

Ti en x =
Sit) t > 0.

Dans les relations (4) et (5) les termes q~, q+ dAsignent les flux radiatifs incidents, respecti-

vement, h la paroi froide et h la paroi cl~aude, alors que [es term~s (n) + 1)aT~ correspundent

aux contributions de l'Amission des patois noires de part et d'autre de la frontiAre. On a

q~
=

/
L[,r=0,fl))~n)dQ (6)

l~nl<°

q+
=

/
L[x

=
Sit). flj)fin Ida iii

j~nj>o

Quant au terme de droite de l'Aquation (5), Atant la chaleur latente de fiision, ii reprAseute
la quantitA de cl~aleur absorbAe par unitA de temps pour fondre la paroi.
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3. R4solution par la m4thode implicite de Landau

3.I. LES £quATIoNs TRANSFORM#Es. Par le changement de variables

et en introduisant [es caractdristiques optiques et de couplage T° et Np
= ~~~~ Ice demier

4n~ a ~
reprAsentant la proportion du flux conductif par rapport au flux radiatif dans [es transferts du

MST) l'Aquation de transfert de cl~aleur dans la phase solide devient

S ~i)
~ Ill] t

~ll~
~~

4a(T/ ~°~~ ° ~ ~ ~ ~~ ~ ° ~~~

oh G dAsigne l'Anergie totale incidente apparaissant dans le second terme de la divergence du

flux radiatif (2), soit

G
=

/
L(fl)dfl (9)

~=4«

T( l'dp3iSSeUr OptiqUe Inltlale, et T~
#

~~
la ddrlvde par rapport aU temps de l'dpaisseUr

t~

optique.

Remarque sur i'adimensionnement en temps. Nous avons privilAgiA le temps caract4ristique
conductif tc Par rapport au temps caract4ristique radiatif tR. Le rapport de ces deux temps

f~ j~0)2
donnant

=

°

,

proportionnel h ~, il apparait que dans le cas d'un milieu trAs faiblement
tR Np

diifusant, pour une temp4rature de fusion relativement AlevAe, les deux temps caract4ristiques

sont du m0me ordre de grandeur uniquement pour des coefficients d'absorption extr0mement

faibles, qui n'ont pas 4t4 retenus dans cette 4tude. Au contraire, notre cl~oix s'est port4 sur

des milieux dent les absorptions sent suffisamment 41ev4es, procl~es des milieux denses, pour
lesquels le temps caract4ristique conductif est trAs sup4rieur au temps caract4ristique radiatif

ceci explique le cl~oix de notre adimensionnement.
I l'interface mobile, on a la condition tl~ermique

~~
T°4i +

( ((n) + 1)$/ $~ 4Q~j
"

(
en x =

I t > 0 (10a)
0x

n~~~/p T~)
~t

Six, t*
=

Si
=

1 en x =
1 t > 0 (10b)

oh le flux impos4 r4duit est #
=

F/~KTi. Enfin la condition h l'interface fixe (opaque)

~~
=

Bi(Sp Sal +
( [n) + 1)S( S( 4Q~) en y =

0 t > 0 (10c)
ox

n~~~fp

Dans les 4quations (10a et 10b) Q+ et Q~ sent les flux radiatifs incidents aux parois, adimen-

sionn4s, g4n4r4s par le milieu (Q~
"

Q~/4aT/).
Le nombre de Stefan St

=
cTilL introduit dans l'4quation (10a) repr4sente l'importance

relative de la cl~aleur sensible par rapport h la cl~aleur latente. Quar~t au r~ombre de Biot,

Bi
=

~~, il repr4ser~te l'importar~ce relative du flux cor~vectif par rapport au flux cor~ductif.
K
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T~~p~ N
ejn+I, j)

n+1

~~
t"

At*
. .

~

_~
8(n, j)

~ jfiJ+I j=j-I j=J
~~~~~~

volumes centres des mailles zone isothenne

Fig. 2. Maillage spatio-temporel du mur.

[Space-temporal meshing of the wall.]

3.2. LE MAILLAGE SPATIO-TENIPOREL UTILISL. La transformation de Landau conduisant h

0 < ~ < 1 permet d'utiliser un pas de temps constant associd h un nombre constant de mailles.

Le domaine de calcul It, t) E [0, ii x [0, ooj est subdivis4 de maniAre uniforme
en un nombre

J de nceuds et un nombre N de pas de temps, ce demier dApendant de l'4paisseur initiale du

mur et de la physique du problAme le maillage spatio-temporel in, j) In
=

1, 2, A~ j =
1,

2,
,

J) associA est reprAsentA sur la figure 2.

Les 4quations ont 4tA discrAtis4es par une mAtl~ode de diifArences finies explicite
en temps,

associAe h des diifArences centrAes pour les d4riv4es d'espace. L'4quation (8) devient

~~ ~~~ ~
fly+I,k+1 ~~

_~ ~~~ ~ ~ ~~~ ~
j~~j/ ~~+/ jk+1

~~
~lt~

~~ ~~ ~~ 2~l~

~ ~

if ill 25)+~ + S)+/ )~+~
+lTol

~ 2
Iii)

~

~
~~~~ ~~~~~~~

~~~~/ i~~~~ ~~~~~~~'~~~ ~~~~~~
~~

oil

~ ~ ~~~~
j~ojn+I,k j~ojn

~~
lit

Pour r4soudre l'4quation (1Ii il est n4cessaire de connaitre la ~~aleur de l'Apaisseur optique T°

et de sa vitesse f°
aux instants in + I celles-ci sont obtenues h l'aide d'un calcul interm4diaire

portant sur l'indice k (qui
sera explicitA plus bas, cf. (qs. [29 ), [30), (31)) imposA par le bilan

AnergAtique sun la paroi mobile. La discr4tisation des conditions aux limites mAne aux relations

supp14mentaires

. en x =
0

~n+i ~n+i ~0jn
~

by
~ ~~~~~~~~ ~~~ ~ 4n)Np ~~~~ ~ ~~ ~~~~~~~~~~~ ~~~~~~~ ~~ ~~ ~

t > 0 (12)
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Tf

~
~'°'

N

~

paroi noire

~ -.-
~

~ )-
~-

~-,
j+1/2

~~ j-1/2

Z

L -$ AX
~~i~

paroinoire
Tp S

descriDtion de la couche

Fig. 3. Systkme d'axes de la mdthode des ordonndes discrktes.

[Axis system of the discrete ordinates method.]

.en y=1:

S)+~
=

Si t > 0 (13)

Le systAme lin4aire tridiagonal cor~stitu4 par [es 4quatior~s Ill ), (12) et (13) air~si obter~u est

classiquement r4solu en tempAratures par l'algorithme de Thomas.

4. Les sources radiatives

4.I. PAR LA M#THODE DES ORDONN#Es DISCRkTES (MOD ). La M4thode des Ordonn4es

DiscrAtes permet la d4termir~atior~ du champ des luminances directior~r~elles lorsqu'or~ cor~r~ait

le champ tl~ermique. Nous cor~sid4ror~s un ensemble de directions flm d4crites cl~acune par
deux angles q~m (angle polaire d4finissant une latitude) et ~lm (azimut) (Fig. 3).

Les termes int4gr4s sur les angles solides (2, 3) sent calcu14s h partir de formules de quadra-
tures portant sur M directions

G
=

/
L(fl)dll

=

~j wmL~ (4nergie incidente) (14)
~=4«

~i

q~
=

/
flL(fl)dll

=

~j wmL~flm (densit4 de flux) (15)
~=4«

~

oh flm d4crit l'ensemble des M directions discrAtes consid4r4es (abscisses de la quadrature),
les wm sont les poids de la quadrature et les L~ sont les luminances totales dans les directions

discrAtes flm associAes.

Puisque le milieu est infini suivant les axes g et z, la luminance est indApendante de ~l. Par

consAquent, nous Atudierons les luminances par latitude et les quadratures se rAduisent h

G
=

25r
/

L(q~) sin q~dq~ =
27r

/
L(~t)d~t

=
27r ~j UJ~L" (16)

~ I ~i

q~ =
27r

/
L(q~) cos q~ sin q~dq~ =

27r
/

~tL(~t)d~t
=

27r £ uJn~tnL" (17)
~ i ~
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oh ~t = cos~Jn est le cosinus directeur d@finissant la latitude n. ,l'est le nombre de latitudes

de l'ensemble des directions considArA et [es u~,n sont [es poids de la nouvelle quadrature.

Le problAme central en rayonnement repose sun la dAtermination du champ des luininances

directionnelles dons tout le domaine spatial par rAsolution de I'(quation de Transfert Radiatif
((TR)

que l'on peut Acrire pour chaque latitude particuliAre ~tn

) ~~~
+ KL~

=

Kn)L°(T) (18)
di

oh Lo (T) est la luminance int4grAe du corps noir h la tempArature T telle que

T4
L°(T)

= aB 119)

Pour [es surfaces noires, [es conditions aux
limites radiatives associAes sont

L~(~
=

0)
=

L°(T~) in
=

1. N) (20)

L"(~
=

1)
=

L°(Tt) In =1, ii) (21)

L'int4gration de I'(TR (18)
sun un volume de coiitr01e A~ x x 1 conduit h la relation

pn(L) L)) + ~SA~L)
=

SpSA~ [22)

oh Lj, L) et L] sont respectivement [es luminances au centre, au nord et au sud de la maille

et

~n4
Sp

=

Kn)aB- (?3)
7r

Le principe de dAtermination des luminances LJ dans tout le domaine est alors le sui~,ant

lorsque pn > 0, la luminance de la face sud L( 4tant connue par les conditions aux
limites (20),

la luminance L) se calcule d'aprAs (22) en fonction de L), mais aussi de L] qui est inconnue.

Pour lever cette ind@termination, on procAde par interpolation des luminances L], L) et Lj

L)
=

aL( + Ii a)L) (24)

a
@tart un paramAtre d'interpolation (0 < a

<11.
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o
=

x=o

Fig. 4. Le trajet des rayons dans le mur.

[Ray path in the wall.]

I partir des 4quations (22) et (24), l'expression de la luminance L) au centre de la maille

devient

~~ ~~~~x~~~~ ~~~~

La luminance L] est calcu14e h partir de la relation (24). Le proc4d4 est renouve14 h la maille

suivante et se r4pAte jusqu'h obtention du profil des luminances directionnelles.

Lorsque ~t~ < 0, la m0me m4tl~ode est employ4e mais en s'appuyant cette fois sun L] et

l'4quation (21). Nous avons cl~oisi un coefficient d'interpolation a =
0,5. Ce sc1~4ma, commu-

n4ment d4nomm4 diamant, est celui qui mAne aux r4sultats les plus pr4cis.
L'utilisation de formules de quadratures dans les relations (16) et (17) n4cessite de cl~oisir

les abscisses et les poids de celles-ci. Nous avons adopt4 une quadrature de Gauss.

Nous avons utilis4 cette m4thode en raison de sa simplicit4 de mise en ceuvre dans ur~e

g40m4trie particuliAremer~t peu complexe bier~ que mal adapt4e au traitemer~t des r4flexior~s

sp4culaires aux interfaces, elle permet de traiter facilemer~t le cas de surfaces r~oires ou h

r4flexior~ diffuse. Ceper~dar~t, la possibilit4 de r4flexior~s sp4culaires sur des surfaces pouvar~t 0tre

trar~sparer~tes dar~s le cas de cristaux, r~ous a conduits 4galemer~t h calculer la source radiative

h l'aide de la m4tl~ode du lancer des rayons, particuliAremer~t bier~ appropr14e h l'4tude de

ce cas. En outre, cette technique permet la d4termir~ation ais4e d'ir~dicatrices directionnelles

d'4missior~ apparente pouvar~t 0tre utilis4es h la r4solutior~ du problAme inverse lorsqu'or~ r~e

dispose pas de mesures de temp6ratures ir~temes ou de surface par des capteurs.

4.2. LA MtTHODE Du LANCER DE RAYONS (LR). Cette m6thode purement g40m6trique,
qui autorise Agalemer~t la dAtermination du champ des lumir~ances directionr~elles en un point
du milieu pour ur~ champ tl~ermique cor~nu aprAs calcul des trajectoires rAelles, est particuliA-

rement bien adaptAe au cas des rAflexions sp4culaires aux interfaces ii ii. Les expressions de la

source radiative inteme et des flux aux interfaces qui en rAsultent, sont, pour le cas particu-
lier de la plaque plane, puremer~t analytiques, faisant intervenir explicitement, outre le champ
global tl~ermique et les pl~AnomAnes de rAflexior~ aux deux interfaces, l'Apaisseur optique va-

riable au cours du temps. Nous avor~s appliquA cette technique au cas d'ur~ mur dent l'interface

froide est soit opaque, soit transparente dans cette derr~iAre situation, [es facteurs de rAflexion

polarisAs parallAlemer~t et perper~diculairement h l'ir~terface sont directionr~els, gouverr~As par
les lois de Descartes (les facteurs de rAflexior~ (taut dor~nAs par les lois de Fresnel pour des
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constantes optiques donnAes), et la mAtl~ode permet d'obtenir les indicatrices d'Amission appa-

rentes directionnelles qui subiront des modifications de forme et d'intensitA dues aux variations

temporelles du champ tl~ermique et h l'Avolution du front de fusion (Fig. 4).
Compte tenu de l'invariance gAomAtrique du systAme par rotation, les repArages directionnels

ne font intervenir qu'un paramAtre angulaire, ~t =
coss.

Dans la m@tl~ode LR, le terme source (9) de l'Aquation (8) devient sous forme adimensionn@e

[12j

~
T~, -~(2~~lG / e " + P~ fill

pj#4 + ii bias]
2aT/

~=o
pfle~~i ~ '

0
u

+
p~ /

R~(~,t")e~k~dij~d~t
/~ ,=o

~

~

o

~~[~~l II ~~~~~
~~ ~~~ ~ ~~~ ~~

~~
~
II

~~~~

+ p~° /~ S~(~, t* )e~ ~'~~"d~j d~l
/~ ~=o

+ T~ /~ /~ ~~(~', f~)e
~ ~' ~'~d~' + /~ ~~~~'~~ ~~

~~'
~~"~

~=o ,'=o ""~

suivant que les interfaces sont opaques (b
=

0 pour l'interface fixe, b'
=

0 pour l'interface

mobile) ou transparentes (b
=

1, respectivement b'
=

II p et p sont les facteurs de r4flexion

respectivement h l'interface d'impact et h l'interface froide. Les intAgrales dans l'expression de

G peuvent Atre discrAtisAes de sorte que le terme source de l'Aquation [8) peut se mettre sous

la forme 11?]

6)
~~

~ =

~ B(S( [27j
Np 4aT~

~

~

oh [es coefficients B[ variables au cours du temps font intervenir [es distances parcourues par
le rayonnement entre le nceud i et [es nceuds k. L'int4grale directionnelle en p, analogue h

celle apparaissant dans l'4quation (14), est calculAe numAriquement h l'aide d'une quadrature
de Gauss h16 points, puis introduite dans le systAme g@n4ral (11). Les termes de flux radiatif

apparaissant aux conditions limites sont traitAs de la m@me maniAre.

5. M4thode de r4solution num4rique et r4sultats

b-I- LE SYST(VIE TRIDIAGONAL ET LE SCH(&lA IT(RATIF. Lorsque le rayOl1nPluent est

traitA par la hIDD l'4quation Ill ). se met sous la forme

i ci o "~~'~ Si "~~'~~~ di ~'~

~J bJ Cl SJ
=

dJ j~~j

0 aj bj Sj dj

Pour rAsoudre le systAme tridiagonal (28) h cl~aque pas de temps, il est nAcessaire de connaitre

la valeur de T°(f) et de sa dArivAe temporelle f°. Ces valeurs d4pendent elles-mAn1es des
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solutions de la temp4rature dans les deux phases par l'interm4diaire de l'4quation de bilan

d'4nergie (10a) exprim4e en x =

@@»+1,k+1 j~0 j»+I,k+1
~

j~0 j»+I,k+I (to j»+I,k+I

ox
~~~~~~~'~~~~ ~ 4n)Np ~~'~~ ~ ~~~~ ~~ ~~~

(T()2St

t > 0 (29)

Dans la phase solide, la d4riv4e de la temp4rature h la paroi peut 0tre approc1~4e par

~@»+I,k+I @"+I>k+I @"+I,k+I

dX
~

AX
~ ~ ~ ~~~~~ ~~~~

dans ces conditions, on obtient une nouvelle valeur de la vitesse f°,
ce qui donne pour T°

lT°)"+~~~+~
=

lT°I" + 1+°)"+~~~+~At* 1311

5.2. R#SULTATS. Les conditions physiques choisies sent les suivantes §paisseur initiate

du mur
Sit

=
0)

=
0,1 ou 1 m, sa temp6rature de fusion est Ti

=
1000 K, Ta

=
300 K, le

coefficient d'6cl~ange sur la paroi fixe, h, correspond h une loi de convection naturelle pour un

mur vertical, h coefficients de transport variables. Le mur semi-transparent est soumis h un

4cl~elon de flux F
=

150 kW/m~. Le nombre de Stefan est constant et (gal h 1. Les propr14t4s
tl~ermo-pl~ysiques sont pv =

2000 kg/m3,
=

500 kJ/K, diifusivitA
a dgale soit h10~~ soit

h10~~ m~ Is. Le coefficient d'absorption gris du MST ~ varie entre 0,1 et 1000m~~, l'indice

de r4fraction du milieu est constant, de valeur nr =
1, 5. Les deux parois sont, soit noires et

opaques, soit totalement transparentes.
L'4volution des profils de temp4rature est obtenue par r4solution du systAme (28) avant la

fusion pour l'interface fixe en posant f°
=

0 et (28) h partir de la fusion de l'interface mobile.

Pour la surface mobile un critAre d'arr0t des calculs en 4paisseur h 4t4 cl~oisi (gal h mm.

5.2.I. Cas d'uJ1 MST h froJ1tiAres opaques Jloires. On a report4 sur les figures 5a, b, les

profils de temp4rature adimensionn4s h di1f4rents temps pour le mur opaque et pour un MST

dont le coefficient d'absorption vaut ~ =
0,1 m~~ pour une m0me diifusivit4 la

=
10~~), tous

deux h frontiAres noires. Les r4sultats obtenus, tant par la m4tl~ode des ordonn4es discrAtes

que par la m4tl~ode du lancer des rayons pour le calcul de la source radiative inteme, sont

pratiquement identiques pour les cas 6tud14s.

On peut constater en comparant le cas opaque et celui du transfert coup14

1) qu'h partir du moment off le mur commence h fondre, la temp4rature de la paroi fixe du

MST croft plus rapidement que dans le mur opaque, ceci 4tant dfi pour une part au profil
de d4part qui p4nAtre plus profond4ment dans le MST que dans le mur opaque,

2) l'414vation en temp4rature de la paroi froide s'eifectue dans le cas semi-transparent d'au-

tant plus vite que le milieu est moins absorbant, except4 aux demiers instants. On re-

marque Agalement que lorsque le milieu est flair apparait un minimum dans le profil
de tempArature correspondant au r4cl~auifement de la paroi fixe directement par le flux

radiatif 4mis par la paroi noire mobile.

L'Avolution de la temp4rature de paroi fixe noire des di1f4rents
murs a 4t4 reportAe sur la

figure 6 aux petits temps le comportemer~t est trAs diifArer~t selor~ que les Apaisseurs optiques
ir~itiales sor~t 4levAes ou faibles,les comportemer~ts aux grands temps correspor~dar~ts s'ir~versar~t

selor~ ces valeurs.
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Fig. 5. Profils de temp6rature dans le mur h parois noires h difi6rents instants, a)
cas opaque. b)

mur gris de coefficient d'absorption 0,1 m~~

[Temperature profiles of the wall with black boundaries for several times, jai opaque case, (hi gray

wall case of absorption coefficient of 0,1 m~~

La figure 7 repr4ser~te l'Avolution temporelle comparAe de l'Apaisseur de six types de murs de

MST on cor~state que pour les caract4ristiques optiques et thermodynamiques particuliAres
mentionnAes, h flux incident identique, les murs de MST fondent plus lentement que [es murs

opaques, [es cas extrAmes demandant sensiblement 1,5 fois plus de temps. La vitesse de fusion

des six murs en fonction du temps est repr4sentAe sur la figure 8 elle augmente rapidement

aux premiers instants, passe par un maximum d'autant plus AlevA que le
mur est optiquement

@pais, les courbes d'Avolution @tant presque confondues pour [es milieux faiblement absorbants.
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Fig. 7. #volution
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mur
plan gris de lo cm pour difi6rents

coefficients d'absorption.

[Evolution
as a function of time of the thickness of

a 10 cm gray wall for several absorption coefficients.]

5.2.2. Cas d'un MST1froJ1tiAres transpareJ1tes. Ces rAsultats ont Atd obtenus par la mAtl~ode

du lancer des rayons. L'4paisseur du mur a 4t4 cl~oisie (gale h 0,1 m et sa
diifusivitA tl~ermique

a pour valeur 10~~m~ Is le coefficient d'absorption a 4t4 fixA h 10 m~~ et le flux incident est

F
=

120 kW/m~, Ti restant fix4 h1000 K.
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Fig. 8. (volution de la vitesse de fusion d'un mur plan gris de 10 cm en
fonction du temps pour

diff6rents coefficients d'absorption.

[Evolution
as a

function of time of the melting velocity of a 10 cm gray wall for several absorption

coefficients.]

Nous pr4sentons des r4sultats pour les cas suivants

II la surface d'impact transparente et la surface froide noire [T-O),

2) les deux surfaces transparentes (T-T).

Les di1f4rentes profils de tempAratures et indicatrices d'Amission apparentes 5[~)
=

L/L°

pour les deux surfaces ont 4t4 reportAes sur les figures 9a, b et 10a, b. Le cas (T-O) pr4sente

un comportement totalement di1f4rent d'un
mur

h deux surfaces opaques, puisqu'au cours du

temps la surface "froide" s'4cl~auife trAs rapidement, pour devenir plus cl~aude que la surface

d'impact h partir d'un certain moment, la situation s'inverse. et aprbs une phase de quasi-
isotl~ermie du milieu, la surface d'impact voit sa temp4rature devenir sup4rieure h celle de la

surface froide le r4gime devient stationnaire au bout de 3 956 secondes, avec une zone interne

plus cl~aude que la surface d'impact, procl~e de la temp4rature de fusion alors que la fusion
n est

pas amorc4e. Le dernier cas (T-T) pr4sente un comportement singulier, puisqu'il apparait au

bout de 736 secondes une fusion h l'int4rieur du milieu, alors que la fusion de la surface d'impact
n'a pas encore commenc4 [es deux indicatrices d'Amission ont alors des comportements trbs

comparables h celui d4jh Avoqu4.

Les indicatrices d'4mission apparente, e(q~)
=

~~~~~. d4finies par le rapport de la luminance
aT~

directionnelle 4mergeant de la surface, soit immobile soit d'impact, sur la luminance de corps

noir h la temp@rature Ti, prennent en compte le champ de tempArature interne dons un hiST.

Sun [es figures 10a, b, elles ont une structure l~omogAne typique des iudicatrices de plaque
plane [12j seule leur intensitA est modifiAe au cours du temps, reflAtant I'#volution des profils
de tempArature au cours de la fusion.
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Fig. 9. Profits de temp6rature dans le
mur

de MST gris de coefficient d'absorption 10 m~~ h

diffdrents instants, al surface d'impact transparente, surface fixe opaque noire, b) les deux interfaces

transparentes.

[Temperature profiles of
a 10 m~~ STM wall for several times, al transparent impact surface, opaque

fixed surface, b) the two boundaries are
transparent.]

6. Cas d'un milieu non-gris thermo-d4pendant

Pour un cristal, par exemple un l~alogAnure alcalin, le coefficient d'absorption du milieu est

constitu4 d'un fond continu do aux interactions multi-pl~onons dans la r4gion du bord d'absorp-
tion. Le coefficient d'absorption d'un cristal h la fr4quence fondamentale peut s'exprimer sous
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fl Atant une constante caractdristique propre au cristal, h la constante de Planck et kB la

constante de Boltzmann,la frAquence fondamentale vo variant avec la tempArature par exemple
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pour le fluorure de lithium selon [13j IT
, , (33)vo (T)

=
Vo(°) ~XP ~~'~~

~,=o
°~~ ~~~

avec +tG la constante de Gruneisen et a le coefficient de dilatation lin4aire du cristal. Ainsi,
le coefficient d'absorption du fluorure de lithium vaut ~ =

1000 m~~ h un nombre d'ondes

de 1000 cm~~ pour une temp4rature de 300 K, alors que cette m0me valeur est atteinte h

1630 cm~~ pour une temp4rature de 1000 K [14] : on peut donc concevoir qu'une variation

importante du coefficient d'absorption en fonction de la tempArature modifie de fa~on consA-

quente le processus de fusion dans le problbme de Stefan, particuliArement lorsque les deux

interfaces sont transparentes et que le front de fusion se dAveloppe h l'intArieur du milieu

mars dans un tel cas, il faudrait reformuler le problAme.
Cependant, l'expression (32) peut Atre insArAe dans notre modAle tant en utilisant la MOD

que la LR, les deux techniques Atant compatibles avec une tl~ermo-dApendance du coefficient

d'absorption, en considArant que dans cl~aque maille la tempArature est constante, ainsi que
le coefficient d'absorption

:
le processus de rAsolution comportera alors une itAration supp14-

mentaire recalculant h cl~aque fois le champ d'absorption. En outre, la tl~ermo-dApendance du

coefficient d'absorption n'est pas un obstacle au d4veloppement de la technique inverse expos4e
dans l'artide suivant ill pour retrouver la position du front de fusion.

Conclusion

Les modAles conducto-radiatifs dAveloppAs dans le cadre du problAme de la frontiAre mobile

nous ont fourni des rdsultats sur le champ de temp4rature et la position du front de fusion

dans
un

milieu semi-transparent. Ils ont permis de montrer d'une part, une trAs grande dif-

fArence de comportement tl~ermique entre le cas du mur opaque et le mur semi-transparent,

et d'autre part, une influence notable de la transparence des frontiAres. Dans ce dernier cas

l'existence d'une indicatrice d'Amission apparente directionnelle tenant compte des particulari-
tAs du champ thermique oifre des informations supplAmentaires permettant de contr61er l'Atat

thermique inteme du systAme. Une connaissance suffisamment prAcise du modAle direct permet
d'envisager la reconstruction de la position du front de fusion h partir de donnAes de mesures

sur la tempArature de paroi froide, indirectement influencAe par l'avancAe du front, cela grice
h l'utilisation de techniques inverses.
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