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Résumé. — Cet article décrit la configuration du champ électromagnétique dans un résonateur
linéaire SHTC. Deux domaines sont considérés : 1) dans le ruban supraconducteur, 2) dans le
milieu diélectrique entourant le ruban. Ce calcul s’appuie sur la densité de courant donnée par
Bowers {1, 2] pour une ligne infinie supraconductrice. La densité de courant dans le résonateur est
définie par ces relations et les conditions de résonance.

Abstract. — In this paper. the electromagnetic field configuration in a linear SHTC resonator is
described. Two areas are considered : 1) the superconducting strip, 2) the dielectric around the
strip. The calculation is based on the current density given by Bowers [1, 2] for an infinite
superconducting line. The current density in the resonator is defined by these relations and the
resonance conditions.

Introduction.

Les résonateurs planaires permettent la mesure en microonde des impédances de surface des
matériaux a haute température critique (SHTC).
La modélisation de ces résonateurs est abordée de plusieurs manicres :

~

e par des schémas équivalents a composants discrets [3, 4] ;

e par des techniques numériques :

— des méthodes modales [5, 6] ;

-~ des méthodes d’éléments finis [7, 8] ;

— des méthodes des moments [9].

Nous présentons ici le calcul du champ électromagnétique dans un résonateur linéaire
supraconducteur par une méthode intégrale. Le calcul que nous proposons, a 1'avantage de
donner des expressions analytiques du champ électromagnétique, a partir d’une densité de
courant connue. La définition de la densité de courant repose sur la relation donnée par Bowers
{1, 2] pour une ligne supraconductrice infinie et sur les conditions de résonance. Récemment,
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ces expressions de la densité de courant ont été utilisées pour obtenir des longueurs de
pénétration effectives A partir de mesures de variation d’inductance cinétique a une excitation
lumineuse [10]. Le champ a I'intérieur du ruban se déduit alors des équations de London. Le
champ a l'extérieur du ruban, dans le milieu diélectrique, est obtenu au prix de deux
approximations par la détermination du potentiel vecteur.

Définition de la densité de courant.

Contrairement aux développements classiques de la méthode intégrale, qui échantillonne la
densité de courant au moyen de distributions et qui détermine ensuite les champs et les
courants par des méthodes numériques (Galerkin par exemple) [11], nous allons supposer ici
cette densité connue.

La configuration du circuit analysé est représentée figure 1.

(©

Ruban supraconducteur

— 4 X
w

€, Ho h

dandemasse

Fig. 1. — Schéma en coupe du résonateur.

[Cross section of the resonator.]

Le résonateur est constitué d’un ruban supraconducteur de largeur w, de longueur
L et d’épaisseur d, séparé du plan de masse par une distance 4. Le milieu entourant le ruban est
supposé homogéne et isotrope, de constante diélectrique ¢, et de perméabilité w .

La distribution de la densité de courant dans le résonateur s’écrit J(x.y, z). Nous
supposerons que l'on peut séparer les variables, d’ou J(x, y, z) =J(x)J(y)J(z):

e pour J(x) et J(y), nous utilisons les expressions approchées donnée par Bowers [1, 2]
pour une ligne supraconductrice infinie :
e pour J(z), la résonance impose les conditions aux limites.

Bowers se place dans le cas ol 1’épaisseur d du film supraconducteur est comparable i la

longueur de pénétration de London A et la largeur w du ruban est trés grande devant
Ap. Il suppose alors J(y) constant et définit J(x) par:

w  ari J(0)
pour |X|<5_ﬁ, J(X)——l_ﬁ (la)
(%)
w
ar? , . 5 - Ixl)
pour %—2—;<|x|<%. J(x)=J<%>exp _d_2_2__ (1b)
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w wd 1
LA T A it —
avec J(Z) J@OY L\/ZaexP<2)

oli a est de ’ordre de I'unité.
Dans le cas du résonateur et suivant la direction de propagation z (Fig. 2), la superposition
d’une onde incidente et d’une onde réfléchie s’exprime par la somme :

oaly (s e4]) s meni (s £])] o a2

ol A et B sont des constantes.
Les conditions aux limites imposent a J(z) d’étre nul aux extrémités. On en déduit alors :

2

J(z) = sin <ﬁ % ) cos (Bz) ou fB = Y (2b)
Champ a Pintérieur du ruban supraconducteur.
D’aprés les équations de London :
aJ
——S=%-E et rotJ = — ! > 3
0 pgAf Mo AL
La densité de courant telle que I’a définie Bowers (relations (1a) et (1b)), n’est pas dérivable
. d d w a/\f
t ===
aux points de raccordement |x| AY

Pour satisfaire les conditions de continuité de J(x) et de sa dérivée, on positionne les
w aAf aAE

2 2d 2dw |’

Cette modification entraine une variation de

nouveaux points de raccordement en |x,| =

’ J(0) d
J(!> en J(K‘—>= ex(——x,).
2 2 zxr P a/\f
(-5
M!

Les équations (3) se réduisent a:

E =jopgAlJ (4a)

aJ
B.=—porig (4b)
X

By = o rizs (dc)

soit: B, =0
w
pour jx| <5 =X
B, = oAl cAC L E P (/3 L ) cos (Bz) (52)
2 v 2
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Yo x<|x| <2
pour 5~ N= =75
“)
B _ J(z)ﬂex _d(f__w sin (gé) cos (B7) (5b)
v = Ho 5 ) 7P ar’ P

E. est directement proportionnel a la densité de courant.

Champ a I’extérieur du ruban supraconducteur

Le calcul du champ électromagnétique se rameéne ici & la détermination du potentiel vecteur en
tout point xg, vy, Zp a l'extérieur du ruban :

) oy Mo Sy 7)
A(xg, Ygs 20) = s J- - av (6)
o P/ Go— xR+ Go—yP+ (Go—2) et dV = drdydz.

Le point de coordonnées x, vy, z appartient au ruban.

A 1'extérieur (Fig. 2), dans la limite du champ lointain, on néglige 1’épaisseur du ruban et on
assimile le supraconducteur a une couche trés mince parcourue par un courant. Seule la région
ol y ~d ne répond pas a cette hypothése.

* (X0,y0,20)

-L/2

x,y,.z .
Résonateur
-wi2 0 w/,

Plan de masse

P
e Plan de symétrie
/ Zh
z st/

Image du résonateur
par rapport au plan de masse

a
Fig. 2. — Schéma du résonateur microstrip et de son image par rapport au plan de masse.

[Microstrip resonator and its image towards the ground plane.]
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On prend en compte la présence d’un plan de masse métallique, considéré comme infini, par
la contribution de l'image du résonateur dans ce plan [12]. La densité de courant totale
s’exprime alors par la différence des contributions du ruban en y = 0 et de son image en

y=~2h; soit:
Jx, v, z)=Jx,y=0,z)-J(x,v=—2h, z)

(6) devient donc :

A(xg, Yo Z0) = . J JE'Y)JEZ) - da d:z
\/(‘0 —X)Y +y5+ (29— 2)
R J0)J (=) wds ()
4 N G — Y+ g+ 2hY + (5 —z)

La valeur constante de J(y) en O et — 2 h est prise égale a 1.
L'intégration directe de cette expression n’est pas connue. Afin d’obtenir une solution
analytique du probleme, il a été nécessaire de recourir 4 deux approximations.

Premiére approximation. — La composante de la densité de courant suivant i, définie au
paragraphe précédent. a été apodisée en utilisant les valeurs suivantes (Fig. 3} :

pour [ 2] <%— Y, Jx)=n.JO) (8a)
pour %—\ <= || = % J(.\‘):J(%) (8b)
n est compris entre 1 et 2 % de telle sorte que J(x,) = —J< > ) et que le courant total soit
conservé.
AJx)
J(wi2)
J(0)
n J(0
>
-W/2+4xr 0 xa w/2 X

Fig. 3. — Distribution de la densité de courant, dilatée aux extrémités, suivant la largeur du résonateur,

avant et apreés apodisation.

[Current density distribution. not to scale, accross the width of the strip, before and after apodisation. |
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Seconde approximation. — Le terme J(z) (relation (2b)) est remplacé par un polyndme de
degré quatre :

o+ U+t eyt 4o vt ol v=,13<z+;>11> 9)
avec ¢y = 0.00112745 ¢, = 0,983435
> = 0,0534058 . ¢y = — 0,233285,

¢, =0.0371284 .

Apres intégration suivant x, le potentiel vecteur s’écrit alors :

A= Zan[n (10a)

ou IHZJ\ . In (\ (.\'O—X)2+(_V[J—Y)2+(Z()—:)2—(_YO—X)):hd: (10b)

X prend les valeurs =w/2 et =x, et Y vaut 0 ou — 2 A.

1, se calcule en utilisant une intégration par partie apres avoir effectué deux changements de
variables. Le champ électromagnétique se déduit alors des équations de Maxwell, dans la
jauge de Lorentz :

et B =rotA. (n

Résultats.

Les résultats du calcul du champ récapitulés sur les courbes suivantes se rapportent a une
configuration représentée figure 1. Ils ont été normalisés par rapport aux valeurs maximales
des champs trouvées.

Les valeurs numériques employées sont w = /4 = 500 pm., L =5mm. d =3 000A,
AL=2000A. ¢ =96 (MgO).

A Pintérieur du ruban (Fig. 4), la prépondérance des bords, comparée aux valeurs centrales,
pour les champs H, et E_ est fortement marquée.

Les courbes des figures 5 a 9 montrent la variation des champs B,. B, et E
E, et E_ a I’extérieur du ruban supraconducteur, dans des plans situés :

v

e au voisinage du ruban, (v = — /100 = — 5 um ), respectant < #/100 ;
e i mi-chemin entre le ruban et le plan de masse (v = — /2 = — 250 pm ) ;
e au niveau du plan de masse (v =—h = — 500 pm).

Les courbes 6 et 8 font apparaitre, en particulier & proximité du ruban. la dominance de la
composante B au centre du résonateur et de B, sur les bords. De méme, la composante
E, est importante sur les bords alors que E, est maximale au centre.

Suivant la longueur du résonateur (axe z), le champ magnétique est maximum au centre et
quasiment nul aux extrémités. Les composantes £, et £, du champ é€lectrique (courbes 5 et 7),
sont nulles au centre et aux extrémités. L’ensemble de ces résultats est conforme aux
configurations de champ classiques.

Il existe une composante £. non nulle due a la distribution non uniforme de la densité de
courant. Cette composante E., suivant = (Fig. 9). est maximale aux extrémités du résonateur.
Ce résultat traduit le rayonnement a ’extrémité du ruban.
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By/Bmax Ex/Emax
1,1 1,11
] z= y=-h/100 x=w/2)
0,925 %
3 0,555 T
0,64 3 ]
i ] y=t2 ¥
0,555% 0 e
3 ] ] =h
< T ' 1
037F ] !
3 0,555 ¢ )
0,185:- J ! E
3 ] H Ruban f
E . t
0 o= 111 e e pp——._
248 248,5 249 249,5 250 3,75 2,5 1,25 0 1,25 2,5 3,75
x (um) z (mm)
Fig. 4. Fig. 5.
Fig. 4. — Champ B, en fonction de x a 'intérieur du ruban.
[Field B, versus a. inside the strip.]
Fig. 5. — Champ E| en fonction de z a I'extérieur du ruban.
[Field E, versus =, outside the strip.]
Bx/Bmax Ey/Emax
1,015 0,888
z= y=-b/100 x=0
y=-b/100 ]
0,87 _L
0,444 - y=-h/2
0,725 J
0,58 y=-h/2 ; y=h
04 +
0,435 1 :
1
0,29 /T::h\‘\ 0.444 :_ :
» ’ ]
0,145 F JZ L ] i
1 -wi2 Ruban 41 1 Ruban 1
0 _._._.,_._-‘-”-’--J-n-r-‘-”-%—.—.-v—v— PR, (Y | S - —
500 300 100 0 100 300 500 3,75 2.5 1,25 4] 1,25 2,5 3,75
x (um) z (mm)
Fig. 6. Fig. 7.
Fig. 6. — Champ B, en fonction de v a I'extérieur du ruban.
[Field B, versus x, outside the strip.]
Fig. 7. — Champ E, en fonction de - a I’extérieur du ruban.

(Fiel E| versus c, outside the strip.]
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By/Bmax Ez/Emax
0,508 0,444
p x=0
0,381 N
0,254 0333 ¢
0,127 02221 y=-b/100

0
0,127

P e e e

0,254- ]
o¥ =-h
03814 . i
| w/ Ruban wi : L/2: m-an/
0,508+ 0111 e eep———— wE
500 300 100 0 100 300 500 3,75 2,5 1,25 0 1,25 2,5 3,75
x (um) z (mm)
Fig. 8. Fig. 9.

Fig. 8. — Champ B, en fonction de t a I’extérieur du ruban.

[Field B, versus x, outside the strip.]

Fig. 9. — Champ E. en fonction de z & I’extérieur du ruban.

[Field £. versus z, outside the strip.]

La comparaison avec des résultats obtenus pour une valeur de A, plus petite que
précédemment (A = 1 500 A ), montrent que les composantes de B A extérieur augmentent si
A diminue.

L’hypothése consistant & négliger 1’épaisseur du supraconducteur dans le calcul du potentiel
vecteur ne permet pas d’établir la continuité des champs a la surface du ruban.

Par contre, le calcul des expressions analytiques laisse la possibilité de remonter a la
puissance rayonnée.

Conclusion.

En supposant connues les caractéristiques de la densité de courant d’un résonateur linéaire
supraconducteur en structure microbande, nous avons obtenu une expression analytique du
champ €lectromagnétique a ’intéricur et a I’extérieur du ruban supraconducteur. Ces résultats,
en présence d’un diélectrique homogéne, sont valables dans la quasi-totalité du volume. Leur
analyse a mis en évidence une structure de modes hybrides. Cependant, selon I’axe de
propagation, la composante E, reste toujours inférieure aux composantes E, et E,. Dans ces
conditions, le milieu di€lectrique homogéne peut étre considéré, pour une fréquence fixée,
comme un milieu & constante diélectrique effective, résultant d’une configuration classique de
ligne microbande [13]. Un modéle de guide équivalent [14] permettra d’obtenir J(0) et les
valeurs du coefficient de qualité [15]. si I’on accepte un modele de pertes, a la fois pour le
diélectrique et pour le supraconducteur.
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