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Des schkmas kquivalents pour [es circuits couplks multi-

enroulements

J. P. Keradec, B. Cogitore, E. Laveuve (*) et M. Bensoam (**)

Laboratoire d'Electrotechnique de Grenoble, CNRS URA-355~ Domaine Universitaire, B-P. 46,

38402 Saint Martin d~Hbres Cedex~ France

(Rej,u le 24 septembre 199I, rdi>isd les 10 iioi'embre J993 et10 janvier1994, acceptd le 10 janvier
1994)

Rksumk. Le but de cet article est de traduire le comportement dlectrique d'un nombre

quelconque d~enroulements magndtiquement couplds~ par des coupleurs et des inductances. Deux

mdthodes, dtablies mathdmatiquement, sent proposdes. La seconde n'introduit que des inductances

positives. A titre d'exemple, elle est appliqude h la reprdsentation d'un transformateur triphasd h

trois colonnes. Les schdmas obtenus foumissent l'indispensable ossature de schdmas plus
complets~ aptes h reprdsenter le comportement haute frdquence des composants bobinds,

notamment dans un logiciel de simulation dlectronique.

Abstract. The aim of this paper is to represent the electrical behaviour of any number of

magnetically coupled windings with couplers and inductors. Two methods, mathematicaly
justified, are proposed. The second one introduces only positive inductances. As an exemple, it is

applied to the representation of a three column three phase transformer. The obtained circuits

supply the requisite guide to design more complete circuits which allow the high frequency

behaviour of wound components to be taken into account, especialy in electronics simulation

softwares.

1. Introduction.

Le r6cent accroissement de la fr6quence de travail des convertisseurs statiques a entrains, pour

tous les composants, la recherche de modkles rendant compte de leur comportement 61ectrique

en haute frdquence. Des progrks sensibles ant 6t6 enregistr6s pour la reprdsentation des

inductances et des transformateurs h deux enroulements, grice h l~61aboration d'un circuit

Equivalent ~ constantes localis6es: divers 616ments judicieusement adjoints au modble

magndtostatique ont permis de prendre en compte le comportement haute fr6quence des

conducteurs et des noyaux magn6tiques ainsi que les couplages capacitifs [1-3]. Ce circuit

(*) E. Laveuve travaille maintenant au centre de recherche chez Merlin-Gerin h Grenoble.

(**) M. Bensoam travaille maintenant au laboratoire de photo-dlectricitd h Saint-Jdrome h Marseille.
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Equivalent traduit correctement le comportement dlectrique du composant jusqu'h une

fr6quence environ dix h cent fois sup6rieure h sa fr6quence de travail. On sait mesurer toutes

ses valeurs num6riques [4] et sa topologie est ind6pendante de la g60m6trie du composant et de

la technologie adopt6e pour le fabriquer.
Malheureusement, les raisonnements utilis6s pour deux enroulements ne peuvent fitre

transpos6s h plus de trois enroulements car aucun sch6ma 61ectrique du mEme type n'a encore

6t6 propos6 pour traduire le couplage magndtique de ces composants. La plupart des logiciels
de simulation dlectronique acceptent la description d'un transformateur par sa matrice

inductance. Cependant, pour rendre un tel modkle plus r6aliste, on ne peut qu'ajouter des

616ments h l'ext6rieur de ce composant magn6tique. L'exemple du transformateur h deux

enroulements nous montre que cette approche est incorrecte des courants induits dans (es

parties conductrices peuvent modifier les dldments de la matrice inductance en haute fr6quence
[5, 6]. Ainsi, en raison de ses possibilitds d'am6nagements intemes, le schdma 61ectrique
reprdsentant le modble magn6tostatique s'av6re plus int6ressant que la matrice inductance dent

il est l~6quivalent math6matique.
Dans cet article nous exposons deux mdthodes permettant de traduire une matrice

inductance, supposde ind6pendante de la fr6quence, par un circuit 61ectrique compass
uniquement d'inductances et de coupleurs. Ces deux m6thodes sent ind6pendantes de toute

consid6ration technologique, ne n6cessitent aucune approximation, et s'appliquent sans

limitation du nombre d'enroulements. La seconde n introduit que des inductances positives
susceptibles de recevoir une interpr6tation physique individuelle. Enfin, les schdmas qu'elle
foumit, convenablement comp16t6s par des r6sistances et des condensateurs afin de traduire le

comportement haute fr6quence, sont accept6s par tous les logiciels de simulation 61ectronique.

2. Critique des modkles classiques.

2, I COUPLEURS SIMPLES ET MULTIPLES. Pour reprdsenter un
transformateur rdel il est utile

d'introduire le
«

transformateur parfait h deux enroulements
» ou «

coupleur
».

Ayant en vue

l'extension des raisonnements pr6sent6s ici h des couplages capacitifs, nous pr6f6rerons
l'appellation

«
coupleur

» et nous utiliserons le graphisme de la figure 6vitant toute allusion h

un bobinage.

Ii ~12
12

Vi V2~ ~

Fig. I. Coupleur.

[Coupler.]

Le rapport de couplage J~ j~
est tel que

V~
= J~ ~~

Vi et 1~ J~ j~
I~

=

0.

par convention, un point plac6 prks de chaque entr6e du coupleur indique l'orientation du

vecteur tension de cette entr6e. La fl6che de courant est plac6e du c0t6 du point et son sens
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indique conventionnellement le sens de ddplacement de la puissance moyenne. Le d6placement
de l'un des points permet de changer le signe du rapport de couplage.

Par analogie avec les transformateurs h enroulements multiples, nous adopterons, pour )es

coupleurs h entr6es multiples, la reprdsentation de la figure 2. Elle se gdndralise aisdment. Les

filches bidirectionnelles symbolisent l'6change de puissance.

n12
-+

Ii I~

v~ v~

I~

v~

Fig. 2. Coupleur h entrdes multiples.

[Multi input coupler,]

Les rapports de couplage sont tels que

~'2
" 'l12 ~'1, ~'3

" 'l13 ~'1 ~t 11 'l1212 'l13 '3
~

°

Le symbole habituel du transformateur est conserv6 pour repr£senter le composant r6el, le

coupleur n'dtant qu'un des d16ments permettant la repr6sentation fonctionnelle de ce

composant.

2.2 MODtLE cLAssiouE PouR DEux ENROULEMENTS. En dlectrotechnique, le transforma-

teur h deux enroulements est couramment repr6sent6 par le sch6ma de la figure 3 :

iii
~

la
~lll
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cylindriques infinis d'axes parallkles (Fig. 4). Notons S~ et S~ leurs sections respectives,

Sj~ la surface de leur intersection, Nj et N~ les nombres de spires sur une hauteur

h.

s~ si si

Fig. 4, Soldnoides partiellement couplds.

[Partly coupled solenoids.]

Les excitations magn6tiques cr66es par chacun des soldnoides valent N~I~/h dans

S~ et N~I~/h dans S~. Evaluons l'6nergie magn6tostatique W emmagasin6e sur une hauteur

h de ce dispositif.

j N~I~ 2 N~I~ 2 N~I~ N~I~ 2

W
" j Ho ~ (Si S12) h + ~ (52 S12) h + ~ + ~ S12 hj

= Ho
~~ N(1(

+ Ho
~~N( I(

+ Ho
~~~

Ni N~ Ii I~.

Cette expression peut Etre identif16e h celle de l'6nergie stock6e par les inductances du modkle :

l~~")~fll~+)~~l(+)~m~~l +)12~~

On en d6duit les valeurs des trois inductances

L'examen des surfaces intervenant dans ces relations montre quo l'inductance magn£tisante

cr6e le flux commun aux deux enroulements atom que chaque

correspond au flux g6n6rd par un
nroulement

our lui seul.

Dans le cas rticulier

de la figure 5.

Ii
~

~fll

Fig. 5. Reprdsentation du couplage de deux soldndides concentriques,

[Equivalent circuit for two concentric solenoids.]
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Ici, tout le flux cr66 par le secondaire traverse le primaire il n'y a pas de fuite~ partielles au

secondaire.

Malgr£ leur apparente cohdrence, ces notions ne sent pas g£ndralisables. Ainsi par exemple,
si on £tudie le couplage de deux spires quelconques dans l'espace, il est trds difficile de r£partir
l'dnergie stock6e en trois parties bien localis6es. En outre, si la repr6sentation prdcddente est

commode pour les transformateurs classiques, il est prudent de s'en mdfier pour certaines

gdomdtries de circuits magndtiques ou pour des transformateurs h couplage faible parfois
utilis6s dans les alimentations h r6sonance. L'exemple suivant, montre que l'inductance de

fuites partielle du primaire doit dtre choisie n6gative. Dks lors, quelle interpr6tation physique
lui attribuer ?

Consid6rons les deux so16noides finis et concentri(ues de la figure 6. Ils ont des sections

quasiment identiques. Le flux traversant la section du so16noide ext6rieur diminue vers ses

extr£mit6s, mais ii est h peu prds constant sur la longueur du bobinage intdrieur, comme le

montre la ligne de flux ci-dessous. Il en va donc de mdme pour la tension apparaissant aux

brines de chaque spire.

o
o

'

I

t~~ii
fill

o

,

o

o
I

Fig. 6. So16noides ayant une inductance de fuite partielle n6gative.

[Solenoids with a negative partial leakage inductance.]

Pour £valuer le gain en tension h vide Go de ce transformateur, notons V la tension

apparaissant aux bomes d'une spire de l'enroulement int£rieur.

Puisque

V~=N~V et V~<NIV~GO=V~/V~>N~/Ni.

On peut vdrifier sur la figure 3 que ceci implique f~j
<

0, car f~~ et f~ doivent dlever la

tension..

2.3 MODtLE MAGNfTOSTATIQUE PouR DEux ENROULEMENTS. En r£gime sinusoidal, les

Equations aux imp£dances se d£duisent directement des Equations magndtostatiques donnant

les flux dans des circuits coupl£s :

~)=j~o~~/~~~~~. ~~~

Les relations d'onsager [8] ant permis d'£tablir la sym£trie de la matrice des coefficients et

des consid£rations £nerg£tiques [9] montrent que

Lim0, L~m0, M~<LIL~. (2)

JOURNAL DE PHYSIQUE ill -T 4 N'4. APRIL 19Y4 28
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La demibre indgalit£ sew h ddfinir le coefficient de couplage k dent la valeur absolue est

comprise entre 0 et

Ce coefficient peut 6galement s'(valuer en fonction des inductances h vide (Lo ) et en court-

circuit (f~~) mesur6es au primaire. A l'aide de (I) et (31, on 6tablit

Lo
=

Lj et f~~
=

Lj (I k~

~
k

=
sgn (M)

jl ~~~

Lo

oh sgn ( signifie
«

signe de
».

Il est facile de v£rifier que le quadripble de la figure 7 admet strictement les Equations (I) il

est donc apte h repr£senter un transformateur h deux enroulements.

~ L2 q
~' fl2

q

II
~ ~

12

Vi f V2

Fig. 7. Modkle magn6tostatique d'un transformateur h deux enroulements.

[Quadrupole representing a two winding transformer.]

Ce modble se caract6rise par quatre valeurs trois inductances et un rapport de couplage.
Puisque le systbme d'dquations(I) ne ddpendait que de trois param6tres (Lj, L~ et

M), il est naturel que l'on puisse choisir arbitrairement l'une des valeurs du sch£ma, en

l'occurrence le rapport de couplage. Pour la mdme raison, si on veut trouver les £I£ments du

quadripble en partant des mesures, il faudra se donner arbitrairement une valeur.

II est utile de remarquer que, moyennant un choix appropri£ de J~, routes les inductances du

sch£ma peuvent Etre choisies positives, ce qui facilite les raisonnements physiques. Pour cela il

faut que :

~
>

0
~ sgn (J~

=
sgn (M) et

~
< J~ w

~~
(4)

71
Li (M

Ce choix est toujours possible puisque les in6galit6s (2) impliquent

jmj L~
t<m.

Remarquons qu'en choisissant (J~ (gale h la moyenne g60m6trique des deux valeurs

extrfimes (4), on est assur6 d'obtenir des inductances positives.

L~
J~ = sgn (M) (5)

Lj
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On vient de voir que, pour caractdriser le transformateur h deux enroulements, trois

paramdtres ind£pendants sont n£cessaires. Pour n enroulements, ce nombre vaut n(n + 1)/2, ce

qui correspond au nombre de coefficients ind£pendants de la matrice inductance (symdtrique).

2.4 SCHtMAS fQUIVALENTS TRANSFORMATION AMONT~AVAL. Le sch£ma de la figure 7

peut donner naissance h plusieurs autres si on exploite les transformations connues : passages

d'£I£ments du primaire au secondaire du coupleur, 6toile-triangle pour donner une structure en

w au quadripble inductif. En outre, trois valeurs de J~ donnent au sch6ma g6n6ral une allure

particulidre en pr£servant, pour les inductances pr6sentes, des valeurs positives

~~
~

t~ Li II k~) fl
I~

~
Ii

V 2 Vi k~ Li V2

sch£ma I sch£ma 2

Li II k) Li II k) sgn@f)
/f

Ii 12

v k Li V2

sch£ma 3

Fig. 8. Schdmas particuliers d6duits de la figure 7.

[Special circuits deduced from figure 7.]

L'£quivalence des sch£mas I et 2 permet de d£finir la transformation Amont-Aval de la

figure 9, par r£f£rence h la position de l'inductance s£rie.

Ii L~I q' 12 Ii ~I
q 12

,
. . . .

VI L V2 VI L2 V2

sch£ma Amont sch£ma Aval

Fig. 9. Sch6mas Amont et Aval.

[Up and down circuits.]
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Ces deux sch£mas sont strictement Equivalents si les valeurs sont choisies comme suit

~, ~j
Amollt

-
Aval L1

~

(~ + ~i)
,

~2
"

~ + ~i
,

'l 'l'
~, ~ ~,

2 2

Li L~ Lj + L~
Aval

-
Amont L

=
,

L(
=

Lj + L~
,

J~'
= J~Li + L2 L2

2.5 MOD#LE CLASSIQUE POUR TROIS ENROULEMENTS. Une reprdsentation proposde par de

nombreux auteurs [7] est d£crite par la figure 10. Elle s'obtient en ajoutant sur la figure 3 une

entr£e au coupleur ainsi qu'une inductance de fuite en s£rie avec cette entr£e.

*fi

~* ~3 2~ i* 2

1i

~ ~~ i

Fig, 10. Schdma classique d~un transformateur trois enroulements.

[Conventional circuit of a three winding transformer.]

Ce sch£ma se caract£rise par six paramdtres ajustables alors que la matrice inductance

comprend six coefficients ind£pendants.
Les inductances du schdma sont-elles positives ? Pour le savoir, exprimons ces inductances

en fonction des £I£ments L,~ de la matrice inductance. Pour cela, identifions I'£nergie
magn£tostatique W du sch£ma avec la forme g£n£rale. On a

2W= fj*i(+f?i]+f?i(+fj*(~jjii
+

~]12+13)~

et, d'aprds [10]

W
=

(
L,~ I~ ( avec L~, = L,~ (6)

,,j =1

Cela fournit les relations suivantes :

f~*
~

~~~
~~~ ~~~ ff

~
~~~

~~~ ~~~

~23 Lj3

f~
~

~~~
~~~ ~~~ fj*

~

~~~ ~~~

Lj~ Lj~

~)2~12
'l~

~~~
'~ l

= $
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Le signe de fj* est celui de Lj~ Lj~ L~~. Aucune loi physique n'imposant que ce produit soit

positif, le sch£ma de la figure10 aboutit, dans certains cas, h l'introduction d'inductances

ndgatives.
Ce type de repr6sentation, quelquefois gfinant dans le cas de trois enroulements, devient

incorrect pour quatre enroulements et plus. En effet, si on se contente d'ajouter pour chaque
enroulement suppldmentaire un coupleur et une inductance

«
de fuite», le nombre de

parambtres ajustables devient insuffisant pour repr6senter le transformateur le plus gdn6ral.
Pour quatre enroulements par exemple, nous obtenons un total de huit parambtres ajustables,
alors que la matrice L,~ comprend dix coefficients ind6pendants.

Nous devons donc trouver une approche plus g6n6rale qui reste valable quel que soit le

nombre d'enroulements.

3. Approche par la matrice admittance.

3. I MULTIPOLES INDUCTIFS. Pour reprdsenter le transformateur h deux enroulements, nous

avons assoc16 un coupleur et un quadripble inductif. Avec la croissance du nombre

d'enroulements, des multipbles inductifs plus complexes vont dtre introduits et il devient

indispensable d'en chercher une repr6sentation g6n6rale.
Considdrons un multipble passif h n entr6es. Sa matrice imp6dance est sym6trique et posskde

n(n +1)/2 61dments ind6pendants. Il en va de mdme pour sa matrice admittance. Notre

problkme peut donc s'6noncer ainsi : comment doit-on disposer n(n + 1)/2 inductances pour

que le sch6ma obtenu soit susceptible de repr6senter n'importe quel transformateur h

n entr6es ?

A titre d'exemple, 6tudions le cas oh n =
4. Le sch6ma repr6sent6 sur la figure 11 a 6t6

obtenu ainsi nous avons placd n +
=

5 notuds en en reliant un au potentiel de r6f6rence.

Nous avons ensuite rel16 chaque notud h chacun des autres par une inductance.

B, C, D, et E ont les valeurs suivantes

~ "~ll + (~12+~13+~14)

C
=

A22 + (A12 + ~23 + ~24)

D
=

A~~ + (A~~ + A~~ + A~~)

E
=

A~~ + (A~~ + A~~ + A~~).

~l

vil~
~

Fig. II. Sch6ma d'un multipble passif h quatre entr6es,

[Circuit of a four port passive multipole.]
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Le choix des dix inductances de ce circuit permet d'ajuster inddpendamment les dix

paramktres de sa matrice admittance. Rdciproquement, on peut toujours attribuer aux

inductances de la figure II des valeurs telles que sa matrice admittance s'identifie h n'importe
quelle matrice admittance fix6e. On appelle multipble assoc16 le sch6ma construit comme

indiqu6 ci-dessus.

Pour qu'un sch6ma soit Equivalent h un ensemble de circuits magndtiquement couplds, il faut

qu'il rende compte des diverses isolations galvaniques. Pour parvenir h ce r6sultat, il suffit de

placer des coupleurs de rapport I en s6rie avec n I des n entr6es du multipble assoc16.

Lorsque toutes les inductances du circuit assoc16 sont positives, il est clair que tous les gains

en tension h vide sent positifs et plus petits que I. Rdciproquemnt, dbs qu'un transformateur ne

remplit pas ces conditions, ce qui est trbs fr6quent, nous sommes contraints d'introduire des

inductances ndgatives, comme ce fut le cas pour le transformateur de la figure 6.

3.2 CHoix DES RAPPORTS DE COUPLAGES. La prdsence d'inductances ndgatives dans le

sch6ma Equivalent 0te l'espoir d'accession h une justification physique individuelle. En outre,

les logiciels de simulation 61ectronique interdisent g6n6ralement d'affecter une valeur n6gative

h une inductance.

Nous allons voir qu'un choix judicieux des rapports de couplage des coupleurs de sortie

permet d'6viter la pr6sence d'inductances n6gatives dans bien des cas. Pour abr6ger l'6criture

nous prendrons cette fois l'exemple d'un transformateur h 3 enroulements. Les coupleurs sont

plac6s en s6rie avec les entr6es 2 et 3 du multipble assoc16.

Le transformateur est caract6ris6 par V
~,

V(, Vj, Ii, Ii et Ij et son comportement est d6crit

par la matrice symdtrique [L] telle que

Vj
=

jLji £VIj + jLjj £V1( + jLj3 £VIj

Vi
=

jL~i WI
i

+ jL~~ WI j + jL~~ WI j

VI
~

jL31 WI1 +JL32 ~°Ii +JL33 ~°Il

En appelant V~, I~, V~ et I~ les grandeurs 61ectriques pr6sentes h l'entr6e des coupleurs, on a

~'~ ~~~~'~~ ~~
12~~

~~ ~'~ ~~~~'~~ ~~
13~~

En s'inspirant de la relation (6), nous choisissons les rapports de couplage suivants

Les relations aux imp6dances caract6risant le multipble assoc16 deviennent :

~'I
"

j~ll ~°11 + j~12 ~°

(
+ j~13 ~°

(
V( Ij I~ 13

=
V~

=
jL~~ w + jL~~

w + jL~~ w
(8)

'112 '112 ~)2 ~12 '113

V] I 1? 13
=

V~
=

jL~j
w + jL~~

w + jL~~
w j.

'l13 'l13 'l12 'l13 lJ j3

En remarquant que

~)
=

Ljj et
~)

=

L~j.
'112 ~13
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II est naturel de r66crire la nouvelle matrice en mettant jLjj
w en. facteur. On fait alors

apparaitre les coefficients de couplage :

L~~~j /~

Finalement,

~~12' '~13'

[V
=

jL
w

[k [I avec [k
=

ki~ ± k~~

~13 ~ ~23

Les d6finitions (7) rapproch6es de l'6criture (8) permettent de constater que les 616ments de

la lre ligne de la matrice inductance (et donc de la lre colonne) sont positifs. Ceci explique
l'apparition des valeurs absolues dans la matrice [k]. En revanche, le signe qui pr6ckde

k~~ est celui du produit Li~Lj~.
En d6finitive, si le signe de Lj~Lj~ L~~ est positif, le multip01e h placer en amont des

coupleurs ne pr6sente que des gains h vide infdrieurs h I on peut espdrer le composer

uniquement d'inductances positives. En revanche, on doit abandonner cet espoir si

Lj~ Lj~ L~~ est n6gatif, ce qui ne saurait dtre 6cart6 h priori.

Cette approche a 6t6 utilisde par plusieurs auteurs [I I]. Elle est math6matiquement correcte

et g6n6rale et donc pr6f6rable h celle pr6sent6e en 2.5. Cependant, elle aboutit encore

quelquefois h l'introduction d'inductances n6gatives, incompatibles avec l'utilisation de

logiciels de simulation.

4. Approche par orthogonalisation.

4, I ENERGIE MAGNfTOSTATIQUE ET FORMES QUADRATIQUES. L'£nergie magndtostatique
d'un ensemble de circuits coup16s h11 entr6es (6) est une forme quadratique des courants qu'il

est possible d'6crire sous forme matricielle en introduisant la matrice colonne [I] dont [es

composantes sont les n courants d'entr6es1,.

w
=

iii' iLi iii

oh t signifie
«

transposde
».

Partant des n courants I,, on peut d6finir un autre jeu de n courants ind6pendants
Ij par combinaison lin6aire, ce qui s'6crit matriciellement :

v'i tiMiiii
~ vi

=

imi- ' ii'i

d'autre part

inn
=

iimi-~ ii'ii'= ii'it imi-'~

L'6nergie magn6tostatique s'6crit alors

w
=

v'it imi- ' t iLi imi- ' ii'i
=

ii'it iL'iv'i.

La matrice IL 6tant r6elle et sym6trique, on montre qu'il est toujours possible de choisir

[M] pour que [L'] soit r6elle et diagonale [10]. On dit alors que les courants I,' forment une
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base propre (orthogonale) de [L]. Avec un tel choix, (6) se simplifie et s'6crit

y/
(

~, ~,2
~ t' '

>=1

La forme quadratique est «
r6duite

» et l'dnergie admet la mEme 6criture que si chacun des

n courants I' passait dans une inductance L,',.
Puisque l'6nergie du systbme est positive ou nulle quels que soient les courants

I~, elle l'est 6galement quels que soient les courants I) : les n inductances L), sent

n6cessairement positives.

4.2 CHANGEMENT DE BASE PouR LES couRANTs ET LES TENSIONS. Dans le paragraphe
pr6c6dent nous avons vu qu'un changement de base des courants peut amener une formulation

plus simple de l'6nergie magn6tique. La figure 12 montre que cette op6ration math6matique se

concr6tise facilement sur un sch6ma grice h l'introduction de coupleurs, pour les tensions et

pour les courants.

~~~

I

~ II

II~

V~i~

'

~I2
~

fl12

n21 1i21

~22 ~22

' 12 1'2
V V'2

a) b)

Fig. 12. Exemples de changements de base pour deux variables.

[Base transfer examples for two variables.]

Les relations de passage d'une base h l'autre sont respectivement pour les tensions (Fig. 12a) et

les courants (Fig. 12b)

V(
= ~jj Vi + ~~j V~ I(

= ~jj Ii + ~i~I~
et

Vi
" ~ j2

~'1 + ~22 ~'2 li
"

~2111 + ~2212
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4.3 ORTHOGONALISATION DE SCHMIDT ET SCHfMA GfNLRAL. Nous avons montrd au 4. I

que l'dnergie prenait une forme simple si on l'exprimait en fonction des courants orthogonaux
I'. Le paragraphe 2 nous a appris comment rdaliser un changement de base h l'aide de

n~ coupleurs.
Nous cherchons maintenant h rdaliser le changement de base ndcessaire h l'aide d'un

minimum de coupleurs. La mdthode de Schmidt [12] nous fournit la ddmarche ad6quate.
D'aprks cette m6thode, si les courants I, sent ind6pendants, il est toujours possible de trouver

des coefficients A,~ tels que les1,' d6finis ci-dessous soient orthogonaux.

~~ ~~l

Ii =A12Il+12

lj
~

~ Ii l~ + ~23 li +13

On voit que pour n courants il faudra trouver n(n -1)/2 coefficients. Il est possible
6galement, h l'aide d'un nombre identique de coefficients A,j, d'exprimer les courants

I' exclusivement en fonction des courants I

I( #Ij

li
~

~ ~211 +12

l~
~

~
~3

ii + ~1312 +13

La figure 13 montre comment 61aborer des sch6mas tels que chaque courant I' passe dans

une inductance positive. Chaque cadre en pointillds repr6sente le schdma au rang

n I.

Pour le sch6ma h 4 enroulements

Itj
=

Ii

l12
" ~12 Ii +12

It~
= ~i~ Ij + ~~~ I~ + I~

~14
~ ~14 ~l + ~24 ~2 + ~~4 ~3 + ~4

Ces sch6mas comprennent n(n + 1)/2 paramdtres h ddterminer soit autant que d'616ments

ind6pendants dans la matrice inductance. Ces paramktres se rdpartissent en n (ii )/2 rapports

de couplages, et n inductances positives.
Les matrices inductances de ces sch6mas se calculent rapidement en proc6dant par it6ration

comme sugg6rd ci-dessous :

. I enroulement (inductance)

IL
=

matrice h didment valant f

. 2 enroulements :

j~ jlLil 0j ~

~[ 12j
~ 0 0 ~

~~~
f

. 3 enroulements

0 ~ )~ ~13 ~23 ~13

lL~]=
~~

0 +f3 ~13~2j ~j3 ~2~

°

°

~

~j~ ~2~
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12 ~I2 II

. .
Ii

V2 12 Vi 2 enroulements

I~ ~~~
i

~

'

j

j
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L'6nergie magn6tostatique du transformateur h n enroulements s'6crit maintenant

N ,-1 2

W
= j I f~ I ~jj Ij +1, (9)

>=1 j=I

Le fait que W soit positive ou nulle entraine entre les
L~~

de nombreuses indgalit6s qu'il ne

faut pas perdre de vue lorsqu'on utilise (6). En revanche, dans (9), seuls les f~ doivent dtre

positives..

4.4 MESURE ET cALcuL DES PARAMLTRES Du SCHtMA GfNtRAL. En observant le schdma

du transformateur h 4 enroulements de la figure 13, on constate que toutes ses inductances sont

ais6ment accessibles h la mesure :

ii
"

inductance vue de i quand toutes les entrdes sont en court-circuit

f~
=

inductance vue de 2 quand toutes les entrdes sont en court-circuit sauf I

f~
=

inductance vue de 3 quand toutes les entrdes sont en court-circuit sauf i et 2

f~
=

inductance vue de 4 quand toutes les entrdes sont en court-circuit sauf 1, 2 et 3.

Ainsi, ces inductances sont directement mesurables et donc ndcessairement positives. Les

rapports de couplages sent dgalement mesurables directement :

~,~ =

~"

en alimentant 4, les autres entrdes restant h vide
V~

~,~ =

~"

en alimentant 3, les autres entrdes restant h vide sauf 4 en court-circuit
V~

~j~ =

~~
en alimentant 2, les autres entrdes restant h vide sauf 4 et 3 en court-circuit.

V~

La ddtermination des dix parambtres du schdma en fonction des dix coefficients inddpendants
de la matrice inductance s'opkre facilement en identifiant les deux expressions de l'dnergie
magndtostatique (6) et (9). Le calcul est simple si on prend l'identification h rebours

L44, L43, L42, L41, L33,

5. Simplifications.

5. I IDENTIT# DE 2 ENROULEMENTS. Supposons que, parmi les enroulements d'un transfor-

mateur, deux soient identiques au point qu'on puisse permuter leurs bomes sans modifier le

fonctionnement du composant. Prenons l'exemple d'un transformateur quatre enroulements.

L'dnergie magndtostatique du systkme se calcule grice h la formule (9). L'observation de la

figure 13 montre que

Si par emple les enroulements I et 2 sont identiques, la des courants

Ii
t I~

ne modifie pas
W quels
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L'identitd des deux dcritures devant dtre assurde quels que soient les quatre courants, cela

implique des relations suppldmentaires entre les divers paramktres du circuit :

~23 " ~13 ~24 " ~14 ~t ~l
"

~2(~ ~~2)

Cette demibre dgalit6 implique h son tour

~ ~~ <
i

,

puisque f
»

o et f
~ »

o lo)

L'identit6 des deux enrouiements r6duit donc ie nombre de paramktres ind6pendants de dix h

sept et W peut Etre exprim6e en fonction de ces sept paramktres :

W
=

f~(i(
+

II)
+ f~ ~ ~~

i I~ + f~ j~
~~

(i + i~) + I~j2
2 2

+
i~j~ ~~(i~ + i~) + ~~413 +141~

2

Le nombre de coefficients ind6pendants de la matrice inductance subit la mEme r6duction :

L~i
=

L~~ et~ pour I
>

2, L,~
=

L,~ ainsi que L~,
=

L~,.
L'6nergie reprdsent6e par les deux premiers termes peut dtre 6crite comme une somme de

deux termes positifs. W prend alors la forme suivante :

W
=

f~ ~~~
'~ v~ + i~)2 + f~

~ '~ v~ i~)2 +
f~i~~~u~ + i~) + i~12

+

j
~4[~14(11 +12) + ~3413 +141~ (~ ~)

En tenant compte de (10), on a les propr16t6s suivantes

~~
2~~~

"
~ ~~ ~2

~~~
"

°

Si on omet le second terme de (I I), on
riconnait l'expression de l'dnergie d'un syst6me h

trois enroulements dont les courants sont Ij~
=

Ii + I~, I~ et I~. Le second terme peut Etre

interpr6t6 comme 6tant l~6nergie stock6e par une inductance parcourue par Ii I~.

Le circuit repr6sentant un transformateur h quatre enroulements dont deux sont identiques
s'obtient donc en partant de celui d'un transformateur h trois enroulements auquel on adjoint,

sur l'une des sorties, le circuit de d6doublement suivant

p ~j VL
I12

~ansformateur

tr~is ~12 ~l

enroulements

~ _, I~

2

Fig. 14. Prise en campte de deux enroulements ideniiques.

[Taking identity of two windings into account,]
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Dans ce circuit, les valeurs de f, Ij~, Vi~ sont

Pour rendre ce dessin plus symdtrique, on peut partager f
en deux en la reprdsentant par deux

inductances h 21 placdes de part et d'autre du coupleur.
Si les 2 enroulements ne sont pas isolds (enroulement h point milieul, on peut alors

supprimer le coupleur
«

vertical »~ et le schdma devient celui de la figure 15.

T ~l I12

~°~~~°~~~°~~ V12

Uois

enroulements

V2
~

-
-i

Fig, 15. Simplification dans le cas d'un enroulement h point milieu.

[Simplification in case of a middle point winding.]

Ces r£sultats se g£n£ralisent aisdment pour un transformateur h n enroulements.

5.2 PRISE EN COMPTE D'UN FORT COUPLAGE. La simplification prdcddente n'exigeait

aucune approximation. Celle-ci en n£cessite une trds souvent admissible en pratique : elle

suppose que deux enroulements sont trds fortement couplds entre eux alors qu'ils le sont plus
faiblement aux autres.

Reprenons l'exemple d'un transformateur h quatre enroulements dans lequel les enroule-

ments 3 et 4 sont parfaitement couplds entre eux alors qu'ils le sont plus faiblement aux autres.

Une identification directe grice h la matrice impddance ddduite du demier schdma de la

figure13 permet d~obtenir le coefficient de couplage entre les enroulements 3 et 4

~33
" ~ ~4 ~4 + ~3

~34 ~ ~4 ~4 ~ ~34

3

~44
~

~4

/~
~

~)~ i~

Pour que ie couplage soit parfait, f~ doit donc dtre nulle. L'£nergie magn£tostatique s'£crit

alors

W
=

fj1(
+

f~(~i~ i~ + i~12 +
f~(~j~ i~ + ~~~ i~ + ~~~i~ + i~)2

2 2 ~ 2

En posant Ij
= ~ ~4

I~ + I~, on fait apparaitre I'£nergie d'un systdme h trois entr£es. Le sch£ma

du transformateur devient celui de la figure 16
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I~ ~34
v~

1

13 j

l
I

S ~

'

~

~
'

-
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am£liorer le r£alisme du sch£ma, il faut y introduire des fuites, conform£ment h ce qui est fait

pour le transformateur h deux enroulements. En utilisant pour ce demier le modble en

T de la figure 8, l'entr6e cots Ij du transformateur h trois enroulements foumit l'inductance

parallkle (magn6tisante).

6. Application h un transformateur triphask trois colonnes.

6. I DESCRIPTION Du TRANSFORMATEUR fTuDIt. Nous avons pris l'exemple d'un transfor-

mateur triphas£ h 6 enroulements qui a £t£ £tudi£ au laboratoire [13], dont la g£om£trie est

d£crite par la figure 18, et dont les caract£ristiques principales sont :

P~
=

12,5 kVA V~i
=

83 V V~~
=

220 V.

N~N~ N~NI N~Nj

Fig. 18. G60mdtrie du transformateur dtud16.

[Studied transformer geometry.]

Les colonnes 6tant nomm6es r, s, t, r~ d6signe le secondaire qui est sur la colonne

r.

L'observation de la g60mdtrie de ce transformateur montre d'une part que les enroulements

des colonnes r et t jouent le mfime rble, d'autre part que le couplage entre le primaire et le

secondaire d'une mfime jambe doit dtre beaucoup plus fort que celui entre enroulements de

jambes diffdrentes. La matrice inductance mesur6e dans l'6tude initiale figure ci-dessous :

i-j si tj r~ s~ t~

rj I I1 69 42 292 182 j j o

s~ 69 137 68 182 362 180

[L]
=

ti 42 68 l10 l10 180 290 (13)

r~ 292 182 l10 775 482 292

s~ 182 362 180 482 960 477

t~ l10 180 290 292 477 770

(les valeurs sent en mH).

6.2 PRISE EN COMPTE DES SIMPLIFICATIONS. On constate, en rapprochant certains coeffi-

cients, qu'aux erreurs de mesures prbs (w1,5 %), des dgalitds apparaissent

~l ~tj ~'j
s,

~tj
5j

~'j
s2

~tj
s2

~'j'2 ~tj
t2

~'j
t2

~tj'2 ~5j'2 ~Kj t2

~s~'2 ~K21~ ~'2 L~~
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Ainsi l'inversion complbte des colonnes r et t ne change pas le systbme et elles peuvent bien

Etre consid6r6es comme identiques.
D'autre part, le calcul des coefficients de couplages foumit les rdsultats suivants :

~'j
'2

Lsj
3~~

'~ ~I
'j

~'2
r2

~~ ~~~
~~~ ~~

~sj
3

12

s2

~~ ~~~

Lj~
~~

ktj t2 ~ ~

°'~~~fi

et pour I et J variant de I h 2 :

k,
~~

=

0,56 k,~
~~

=

0,38
k~~ =

0,55.

Ceci confirme la pertinence de l'hypothdse concemant les couplages.

6.3 SCHtMA fQUIVALENT Au COUPLAGE DES TRois PRIMAIRES. En tenant compte des

propr16t6s d6tail16es plus haut, nous pouvons repr£senter i"j. s~, t~ comme sur la figure 19

ii i~
~

-

ri si

i

transformateur I 2 enroulements
q

Ii

Fig. 19. Schdma initial reprdsentant les trois primaires.

[Initial circuit representing the three primary windings.]

En faisant passer f~ de l'autre c0t£ du coupleur de rapport ~, et en changeant le sens puis la

valeur des coupleurs de rapport I, on peat £liminer un coupleur. Le sch£ma devient alors celui

de la figure 20.

On remarque que ce sch£ma comporte quatre paramdtres ajustables~ ce qui correspond au

nombre de coefficients ind£pendants de la matrice inductance (3,3) lorsque deux entr£es sont

identiques. Le calcul des quatre param6tres peut se faire en identifiant la partie de la matrice

(13) relative aux trois primaires, avec la matrice inductance du circuit, ce qui foumit I'£galit£
suivante :

~~i+~~~/+~~~3 ~~~
~i+~~~~+~~~3~lll

69 42~

~~ f
~

~f
-69

137

8j
~ ~

-42 -68 l10-)f~
+

~~f~
+

~~f~ ~i~ j~i + ~~~2 +
~~~~
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li l~
~

rl

ti

11

Fig. 20. Schdma final reprdsentant [es trois primaires.

[Ultimate circuit representing the three primary windings.]

L'imprdcision des mesures et les imperfections de la sym£trie apparaissent alors car les deux

£galit£s suivantes attendues ne sont pas parfaitement v£rifi£es par les valeurs exp£rimentales

L~
~~

= L~~
~~

(- 69 mH # 68 mH et L,~
~~

= L~~
~~

(l I mH # 110 mH ).

En prenant alors respectivement pour ces coefficients les valeurs moyennes 68,5 mH et

110,5 mH, on obtient

~ =

l ii
=

152,5 mH f~
=

0 mH f~
=

137 mH.

f~ repr£sente la part de flux cr££e dans une colonne et non rdcup£r£e dans une des deux

autres. Sa valeur est trds faible (68 mH + 42 mH ll0mH # 0) devant celle des autres

inductances et l'obtention d'une valeur nulle s'explique par l'imprdcision sur les dldments de la

matrice [L]. En pratique, cette valeur, inf£rieure h mH, se d£duit d'essais en court-circuit.

6.4 SCHfMA fQUIVALENT Du TRANSFORMATEUR COMPLET. En tenant compte maintenant

du trds fort couplage primaire-secondaire sur une mdme jambe, nous devons ajouter trois

coupleurs associ£s h trois inductances pour repr£senter compldtement le transformateur.

Compte tenu des valeurs des coefficients de couplages k # I, les rapports de couplages

~ sent choisis £gaux au rapport de transformation 220 V/83 V
=

?,65. On obtient ainsi le

sch£ma de la figure 21.

Los inductances f~~, f~~ et f~~ repr£sentent les fuites respectives de chaque colonne. Leurs

valeurs faibles devant les coefficients
L~~ permettent de les repr£senter indiff£remment au

primaire, au secondaire, ou comme indiqud au 5.2. Des mesures en court-circuit [13] montrent

que l'ordre de grandeur de f~ est 0,4 mH.

Si on n£glige les inductances de fuites f~~, f~~ et f~~, la matrice inductance du systdme complet

se ddduit de celle relative aux 3primaires grice aux relations suivantes d£duites des

relations (12) :

Li
j~ =

2,65~ Lj
j~ et Li

j~ =

2,65 Li
j
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2,65

lfr
ri r2

68,5
1'52,5

1~§
si s2

-o,sl

68,5

2,65

la
ti t~

Fig. 21. Schdma complet du transformateur triphas6 six enroulements.

[Complete circuit of the six winding three phase transformer.]

On a alors la matrice suivante, dent les £I£ments peuvent dtre compards h ceux de la matrice

(13)

~l Sl ~l ~2 52 ~2

ri l10,5 68,5 42 293 -181,5 -ill,5

sj 68,5 137 68,5 68,5 363 181,5

s~ -181,5 363 -181,5 -481 962 -481

t~ II1,5 181,5 293 295 481 776

On constate que les diff£rences sent trds faibles (<1,5 %).

Ce sch£ma permet d'£tudier le fonctionnement du transformateur en r£gime d£s£quilibr£, et

en particulier les cas extrdmes phase temporairement h vide ou en court-circuit (d£faut

fugitifj.
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7. Conclusion.

Les m£thodes pr6sent6es permettent de g6n6rer des sch6mas Equivalents simples pour traduire

le couplage magn6tique de plusieurs bobinages. La m6thode dite par orthogonalisation
pr6sente l'avantage de n'introduire que des inductances positives : chacune peut Etre l'objet
d'une interpr£tation physique individuelle, et le sch£ma obtenu peut dtre introduit dans un

logiciel de simulation £lectronique.
La mod£lisation du fonctionnement haute fr£quence d'un transformateur amdne h fractionner

ses enroulements pour introduire des capacit£s un enroulement h deux couches est regard£

comme un ensemble de deux enroulements coupl£s reli£s extdrieurement. Dans cette optique le

travail pr£sent£ ici peut s'av6rer utile pour l'6tude de transformateurs h faible nombre

d'enroulements.

Notons enfin que la notion de coupleur ainsi que les m£thodes, ici appliqu£es h l'dnergie
magn£tostatique, sont transposables h I'£nergie £lectrostatique. Leur utilit£ a £t£ d£montr£e

lors de I'£tude des couplages capacitifs (capacit£s parasites) dans les transformateurs [3].
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