
HAL Id: jpa-00248936
https://hal.science/jpa-00248936v1

Submitted on 4 Feb 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Modélisation magnétique macroscopique des faisceaux
de conducteurs

Ernest Matagne

To cite this version:
Ernest Matagne. Modélisation magnétique macroscopique des faisceaux de conducteurs. Journal de
Physique III, 1993, 3 (3), pp.509-517. �10.1051/jp3:1993104�. �jpa-00248936�

https://hal.science/jpa-00248936v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


J. Phys. III France 3 (1993) 509-517 MARCH t993, PAGE 509

Classification

Physics Abstracts

41.10F 75.90

Modklisation magnktique macroscopique des faisceaux de
conducteurs

Emest Matagne

Universit£ Catholique de Louvain, Laboratoke d'Electrotechnique et d'Instrumentation, Bitiment
Maxwell, 3 place du Levant, B-1348 Louvain-la-Neuve, Belgium

(Re~u le 17 mars 1992, r£visa le 4 ddcembre 1992, accept£ le 23 ddcembre 1992)

Rdsumd. Cot article traite de la caractdrisation magndtique macroscopique des faisceaux de

conducteurs, consid£r6s comme des mat£riaux composites. Nous obtenons par calcul (homog£n£I-
sation) une expression analytique explicite et simple des pewn£abilit£s magn6tiques macroscopi-

ques. L'6tude est effectu£e dons le domaine fr6quentiel. Des comparaisons sent effectu£es avec

des r£sultats de calcui par £I£ments finis.

Abstract. This paper deals with the macroscopic magnetic characterization of the bundles of

conductors, regarded as composite materials. We get by calculation (homogenization) an

analytical expression, explicit and simple, for the macroscopic magnetic pewneabilities. The study
is achieved in the frequency domain. Numeric results are compared with results of computation
using finite elements.

1. Introduction.

En £lectrotechnique, [es noyaux magn£tiques feuillet£s et [es faisceaux de conducteurs sont

couramment remplac£s pour le calcul des champs par des £quivalents macroscopiques, ce qui
revient h [es consid£rer comme des matdriaux composites. Le calcul direct sur le modme

d£taill£ n£cessiterait en effet une finesse de maillage souvent disproportionn£e par rapport au

but poursuivi. En outre, dans le cas d'un calcul 2D non statique, il faudrait imposer s£par£ment

pour chaque t61e et chaque conducteur la nullit£ de la somme des courants de Foucault.

L'homog£n£isation, c'est-h-dire la ddtermination de param~tres macroscopiques en fonction

des param~tres du modme ddtailld, permet d'utiliser une g£om£trie plus simple, donc un

maillage beaucoup moins sent, tout en rendant compte correctement du comportement global
du dispositif. Cette op£ration est triviale dans le cas de structures stratifi£es si~ges de champs
statiques Ii. Les autres cas peuvent dtre traitds par un calcul de champ prdalable sur une petite
partie du dispositif [10]. Ce calcul, bien que beaucoup plus simple qu'un calcul direct complet,

peut parfois dtre avantageusement effectud de faqon analytique.
Ceci a £t£ montrd dans le cas d'un champ statique pour des conducteurs ronds dispos£s en

vrac, ou encore en mailles r£guli~res isotropes (carries ou hexagonales) [I Il.
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2. Identification des modkles.

Bien que l'homog£n£isation soit souvent effectu£e en pratique de faqon informelle, la

v£rification de la m£thode employ£e et l'utilisation correcte des rdsultats obtenus n'est possible

que si [es deux modmes impliqu£s dans le processus sont clairement distingu£s et ddfinis. Les

figures I et 2 foumissent un exemple de distinction entre un modkle d£taill£ et un modkle

macroscopique [12], tous deux d£crivant le mdme objet, h savoir un faisceau de conducteurs

ronds (partie d'un enroulement en vrac).
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Fig. I. Fig. 2.

Fig. I. Modme d6tail16 d'un faisceau de conducteurs ronds bobin£s en vrac.

jDetailed model for a bundle of random wound round conductors.]

Fig. 2. Modme macroscopique correspondant h la figure I.

[Macroscopic model corresponding to the figure I-1

Le modme d£taill£ consid~re un ensemble de fils cylindriques parallmes, de rayon

ri, dispos£s de faqon irrdguli~re (Fig. I). Les fils ont uine permdabilit£ magn£tique

pi et une conductivit£ £lectrique «i. Ils sont plong£s dons un milieu isolant de perm£abilit£

JL2.
Le modme macroscopique consid~re un milieu homog~ne anisotrope, de perm£abilit£

transversale pi et de perm£abilit£ longitudinale pjj et de conductivit£ longitudinale

«ii. La conductivit£ transversale est nulle. Les grandeurs pi, pjj et «jj sont des nombres

complexes ddpendant de la fr£quence. Il convient d'inclure au modme une densit£ de

conducteurs n, en vue de son utilisation pour le calcul de param~tres de type circuit

(imp£dances propres et mutuelles pour l'enroulement consid£r£).

3. Principes de mise en correspondance.

L'homogdn£isation est un cas particulier de mise en correspondance entre modmes. La

discussion d'une m£thode d'homog£n£isation n'est possible qu'en pr£cisant le formalisme de

la mise en correspondance. Dans notre optique [7, 121, une mise en correspondance demande
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d'abord une subdivision des espaces des deux mod~les en cellules dont [es parois ont la mdme

topologie dons [es deux modmes. Ensuite, ii faut construire, h partir de grandeurs intrins~ques
(au sens de la g£om£trie diff£rentielle) aux patois, des quantit£s globales qui ont [es mdmes

valeurs dans [es deux modmes. La figure 3 symbolise cette m£thodologie.
Si l'un des modmes est moins d£taill£ que l'autre, nous l'appellerons macroscopique, le

modme d£taill£ £tant qualifi£ de microscopique par opposition. Enfin, si [es param~tres du

modme macroscopique peuvent dtre d£termin£s en fonction des param~tres microscopiques,

nous dirons que la mise en correspondance r£alise une homog£n£isation.
En £lectromagn£tisme, [es grandeurs locales intrins~ques aux patois sont celles qui sont

utiiis4es ciassiquement dans i'4criture des conditions
aux iimites ; citrus ies composantes

normales de l'induction B et de la densit£ de courant J, et [es composantes tangentielles du

i
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Fig. 3. Schdma de la mise en correspondance de deux mod~les.

[Schematic of the setting in correspondance between two models.]
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champ magn£tique H. Par int£gration (de surface ou de ligne selon le cas), ces grandeurs

permettent de construire des grandeurs globales (courant, flux, force magn£tomotrice, )

utilis£es dans la mise en correspondance.
Le lecteur int£ress£ trouvera plus de d£tails dans notre article [7].

Cette m£tltodologie a conduit h des mises en correspondance rigoureuses, quoique limit£es h

un ensemble restreint de r£partitions macroscopiques.
Souvent, la mise en correspondance n'est effectu£e que pour des champs macroscopiques

uniformes. Parfois, [121, on peut effectuer la mise en correspondance pour des champs

d£pendant tin£airement, ou exponentiellement, de l'espace.
En se limitant h des champs macroscopiques de forme ad£quate, l'homog£n£isation n'est pas

une approximation, mais seulement l'abandon d'une information jug£e non significative. II y a

pourtant approximation si on utilise le modme macroscopique pour des r£partitions de champ

plus g£n£rales.
Cette approximation est d'autant meilleure que les distances typiques de variation des

champs macroscopiques sont plus grandes par rapport aux distances caract£ristiques du modme

microscopique.
Lors de l'utilisation d'un mod~le macroscopique, une autre approximation provient du

caract~re fini du domaine homog£n£is£. L'erreur est habituellement n£gligeable si ce domaine

est grand par rapport aux dimensions caract£ristiques du modme microscopique, h condition

que [es £nergies mises en oeuvre dans ce demier soient du mdme ordre de grandeur que [es

£nergies macroscopiques. L'introduction d'effets de bord dans le mod~le macroscopique

permet d'en am£liorer la pr£cision de ce point de vue.

Nous nous int£ressons dans cet article aux faisceaux de conducteurs ronds. Leurs propri£tds
thermiques ont £t6 £tudi£es en [III- Nous £tudions ici h leurs propri£t£s magndtiques

Hi et pjj, dans le domaine des harmoniques temporelles. L'£tude de leur conductivit£

macroscopique «jj fera l'objet d'un autre article.

4. Cas des conducteurs disposks en mailles rkgulikres.

Lorsque les conducteurs sont dispos£s en mailles r£guli~res, on peut utiliser une subdivision en

cellules identiques. Les sym£tries permettent d'imposer des conditions aux limites simples sur

[es parois de ces cellules, ce qui permet un calcul ais£ des champs darts le mod~le ddtailld.

En particulier, pour des mailles rectangulaires, on peut par raison de lin£arit£ limiter I'£tude

aux champs macroscopiques paralmles h une des directions de maillage.
Les lignes de flux du mod~le microscopique sort alors paralmles h certaines faces et

perpendiculaires aux autres, ce qui correspond h des conditions aux limites classiques.
Ainsi, la figure 4 repr£sente [es lignes de champs (en phase et en quadrature par rapport au

flux traversant la base de la cellule) dans le cas d'une r£partition en mailles carries. Cette

figure a dtd obtenue h l'aide d'un logiciel modeme de CAO £lectrotechnique (Mag,Net).
Puisque ce logiciel utilise le potentiel vecteur comme variable de calcul, on peut imposer une

condition de Dirichlet sur chaque face paralmle au champ (le choix des constantes d£termine

alors la valeur du champ B macroscopique).

Pour obtenir le champ H macroscopique, il suffit d'int£grer le champ d£taill£ le long d'une

fronti~re paralmle h la direction consid£r£e, et de diviser cette intdgrale par la longueur de cette

ligne fronti~re.

Le rapport entre [es champs B et H macroscopiques est un nombre complexe, la perm£abilit£
macroscopique pi Nous avons calculi cette perm£abilit£ pour diff£rentes fr£quences, en vue

de la comparer avec [es valeurs obtenues analytiquement h l'approximation cylindrique (voir

plus loin).
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Fig. 4. Lignes de flux dons le moddle d£tail16 (r£partition en mailles carr6es). Composantes en phase
(h gauche) et en quadrature (h droite).

[Flux lines in the detailed model (square meshes distribution). Components in phase (left) and in

quadrature (right).]

La figure 4 correspond h une demi-maille carr£e de 2 mm de c6t£, un coefficient de

remplissage de 0,5 et une fr£quence de lo kHz.

5. Cas des conducteurs bobines en vrac.

Si [es conducteurs ne sont pas r£partis de faqon r£guli~re, [es cellules sont diff£rentes [es unes

des autres ce qui rend la m£thodologie d£velopp£e ci,dessus inapplicable rigoureusement.
Ce cas peut cependant dtre trait£ en introduisant une approximation, que nous appellerons

l'approximation cylindrique par analogie avec l'approximation sph£rique utilis£e en physique.
Cette approximation consiste h consid£rer la cellule comme cylindrique (forme

« moyenne »

de cellules quelconques) et h consid£rer pour I'£criture des conditions aux limites qu'elle est

plong£e dans un milieu d£jh homog£n£is£.
L'approximation sph£rique, d£jh utilis£e de faqon informelle par Lorentz [2], a £t£ pr£cis£e

par la suite h l'occasion de travaux relatifs aux mat£riaux [31 et h la relativit£ g£n£rale [4, 7].

L'approximation cylindrique a £t£ introduite en II pour I'£tude thermique des faisceaux de

conducteurs. Une analogie £vidente conduit aux expressions magn£tiques statiques

Hi ~112
+ a

Hi "

~~ ~
~~112 (~~

Hi ~112
~

pi + p~

pi = «pi + (i « p~
(2)

oh a est le coefficient de remplissage

a =

arr(
n.

(3)

Dans le cas d'un champ magn£tique d£pendant sinusoidalement du temps, on sait [6] qu'un
cylindre conducteur, plong£ dons un champ transversal uniforme h grande distancej se
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comporte vis-d-vis du champ ext£rieur comme un isolant de perm£abilitd complexe

Jo(s)+J~(s)
~~~ "Jo(s)-J~(e)~~ ~~~

oh Jo et J~ sont des fonctions de Bessel, et

~
3/2

/
~ ~~~

d£f 8

avec I l'unit£ imaginaire et 8 la profondeur de peau

8
=

@.
(6)

d£f WjL i «i

Nous avons montrd [121 que cette £quivalence reste correcte pour [es champs rencontr£s

dons le modme d£taill£ h l'approximation cylindrique.
II suffit d~s lors de remplacer, dons l'expression(I), pi Par p~i, Pour obtenir la

g£n£ralisation cherch£e

Hci H2
+ a

p~ =

~~~ ~ ~~
p~, (7)

a

~~~ ~~

Hci + H2

Le calcul conduit pour la permdabilit£ longitudinale h une proc£dure similaire

Pi = «Rci + (1-
«

) R2 (8)

avec

J~(s) + J~(si
(9)Hell = J~(s) ~~'

Sur ordinateur, l'Evaluation des fonctions de Bessel pr£sentes dans (4) et (9) peut se faire tr~s

rapidement par des m£thodes classiques [5].
La figure 5 montre I'£volution des parties r£elles et imaginaires de pi en fonction de la

fr£quence, pour diff£rentes valeurs du coefficient de remplissage,
La figure 6 compare, pour un coefficient de remplissage de 0,5, [es r£sultats obtenus h

l'approximation cylindrique (courbe continue) aux valeurs calcul£es comme expliqud au

paragraphe prdc£dent pour une r£partition en mailles carries (ast£risques).
On constate que [es r£sultats obtenus sont tr~s semblables. Les expressions analytiques

obtenues h l'approximation cylindrique pour [es enroulements en vrac peuvent donc dtre

utilis£es aussi pour [es r£partitions en mailles carries. Les comparaisons faites dans le cas

statique [Ill montrent que [es r£partitions en mailles hexagonales constituent un cas

interm£diaire, auquel l'approximation cylindrique est donc £galement applicable.
La figure 7 montre I'£volution des parties rdelles et imaginaires de p en fonction de la

frdquence, pour diff£rentes valeurs du coefficient de remplissage.
On peut montrer que l'expression (8) est valable quelle que soit la r£partition en mailles. La

comparaison avec un calcul par £I£ments finis n'a donc pas d'int£rat physique.
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Fig. 5. Pewndabilit6 magn6tique macroscopique ~1~ en fonction de la fr£quence f et du coefficient de

remplissage
a.

[Macroscopic magnetic pewneability ~1~, function of the frequency f and the filling coefficient a-j
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Fig. 6. Comparaison entre les pewn6abilit£s magn£tiques ~1~ calcu16es pour une r6partition en mailles

carr6es (*) et h l'approxirnation cylindrique (lignes).
a =

O,5.

[Comparising between the magnetic pewneabilities ~1~ computed for a square meshes distribution (*) and

using cylindrical estimation (lines).
a =

O.5.]
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Fig. 7. Pewndabilit£ magn6tique macroscopique ~lj en fonction de la fr£quence f et du coefficient de

remplissage a.

[Macroscopic magnetic pewneability ~lj, function of the frequency f and the filling coefficient a-j

6. Utilisation pour le calcul des impkdances.

On peut calculer les champs macroscopiques en utilisant les perm£abilit£s complexes
introduites ci-dessus, et en d£duire par int£gration des imp£dances propres et mutuelles entre

les enroulements.

Ces imp£dances comprennent alors une partie r£elle, correspondant aux penes «
magn£ti-

ques » par courants de Foucault dans les bobinages.
Ces penes peuvent encore dtre localis£es en calculant la densit£ de puissance dissip£e. En

effet, puisque les perm£abilit£s (7) et (8) sont complexes, les champs B et H macroscopiques

ne sont pas en phase. Ii en r£suite une densit£ de puissance dissip£e

p=R~ (~H* Bj (lo)
2

qui correspond aux penes par courants de Foucault microscopiques.
Notons pour £viter toute confusion que les imp£dances propres doivent dtre compldt£es par

un tenure «
ohmique

»
calculable en utilisant «ii. L'examen de ce param~tre fait l'objet d'un

article en prdparation.

Conclusions.

Les effets de courants de Foucault circulant dans les faisceaux de conducteurs peuvent dtre

aisdment pris en compte si l'on consid~re une perm£abilit£ magn£tique macroscopique

complexe.
Ii est donc souhaitable que les logiciels standard de calcul de champ permettent l'utilisation

de telles perm£abilit£s.
A noter que, pour une parfaite cohdrence logique, la possibilit£ de g£n£raliser les

conductivitds par des nombres complexes devrait £galement dtre introduite dans ces logiciels.
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