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Résumé. — L’article présente la méthode de modélisation éléments finis de ’infini a 1’aide de
transformations. Cette méthode peut se résumer par l'utilisation de transformations reliant le
domaine ouvert a un domaine fermé image, qui est alors maillé en éléments finis classiques.
L’application locale de la transformation sur les éléments du domaine image permet de définir de
nouveaux éléments. Ces nouveaux éléments, appelés éléments finis transformés, peuvent s’étendre
jusqu’a I'infini et sont donc capables de prendre en compte les domaines a frontiéres ouvertes.
L’article présente aussi les derniers résultats obtenus a I’aide de cette méthode. Les grandeurs
calculées aux moments de l’exploitation sont les grandeurs les plus difficiles qu’ils soient,
puisqu’il s’agit de grandeurs locales (champ-potentiel) dans le domaine extérieur — étant entendu
que les autres grandeurs (grandeurs globales comme les forces ou 1’énergie, ou grandeurs locales
dans le domaine intérieur) sont bonnes. Ces résultats montrent la valeur (ce qui signifie aussi les
limites) de la méthode proposée.

Abstract. — The paper presents the open boundary modelling method using transformation. This
method may be summarized by the use of mappings which link the real open domain with an image
closed domain. This image domain is then meshed by classical finite element. The best method to
take the transformation into account is to consider that the elements of the image domain allow to
define finite elements and shape functions on the real domain. This new set of finite elements,
called the mapped infinite elements, are able to simulate infinite domain. The paper also presents
results obtained using this method. They show the value of the method as well as its limits.

1. Introduction.

Suite aux travaux de Lowther, Freeman et Forghani [1], I’équipe de modélisation du LEG s’est
intéressée a la méthode de modélisation de 1'infini par transformation. Dans sa thése [5].
Imhoff en a d’abord explicité le principe. 1l s’agit de transformer le domaine ouvert, s’étendant
a ’infini, en un domaine fermé par le biais d’une transformation spatiale bijective, et de
résoudre alors le probléme sur ce domaine fermé par éléments finis. Jusqu’aux travaux de
Imhoff, les transformations utilisées (transformation inverse en 1/r [1, 2] ou transformations en
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w [3]) étaient des transformations conformes, qui ont la propriété intéressante de laisser
invariante 1’équation de Laplace. Cette propriété, qui était auparavant la base de la méthode,
avait comme conséquence particuliérement négative de limiter I’application de cette modélisa-
tion de 1’infini au 2D cartésien d’un point de vue géométrique (les transformations conformes
étant des transformations de 1’espace complexe), et 4 1’équation de Laplace d’un point de vue
physique. Imhoff a généralisé la méthode en montrant que les transformations n’avaient pas
besoin d’étre conformes [4-6] et par conséquent que leur champ d’application ne se limitait pas
a la résolution de 1’équation de Laplace en 2D cartésien. Il a en particulier étendu le domaine
d’application des transformations inverses {4, 5] a des problemes axisymétriques ou 3D. Il a
ensuite développé une transformation dite par la suite en « couche sphérique » [5, 6], qui,
méme en 2D cartésien, n’est pas conforme, et dont I’implantation dans un logiciel éléments
finis 3D est nettement plus aisée que la transformation inverse.

La puissance de cette méthode de modélisation de I'infini est en grande partie liée a la
transformation ramenant I’infini en un domaine fermé. C’est pourquoi, notre attention a
d’abord été focalisée sur la recherche de transformations plus puissantes et efficaces. Cette
recherche nous a conduit a la transformation dite en couche parallélépipédique [3). Celle-ci
s’avere, pour la modélisation de I’extérieur d’objets tridimensionnels, étre un compromis trés
satisfaisant entre différentes contraintes telles que la facilité d’implantation, la qualité des
résultats, etc. La modélisation de ’infini par transformation a alors prouvé sa valeur a travers
différents tests et essais. A titre d’exemple, la figure 1 montre la modélisation des aimantations
d’un navire a I’aide de la transformation en couche parallélépipédique.

Le but de cet article est différent, puisque nous nous proposons d’exposer la notion
d’éléments transformés. Cette notion nouvelle, que nous avons introduite lors de I’implantation

lLUXJl_l:l.I_J§ ba&(_)_!v_ol_eg 2_5/10/31 17:40 exPloilation Isoval_el_f leche

g ) -~ \ - /
y \\\llx-:\____—_::—-// - —{:’_/,,{/
s X \‘\1_\_'_____-—;‘/
ol

VIR 21 Niveaux Min=-1.425£+01 Max. 1.228C+01 Ecart= 1.326E+00

Fig. 1. — Modélisation des aimantations d’un navire.

[Modelling of the magnetization of a ship.]
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de la transformation en couche parallélépipédique dans le logiciel FLUX3D, est importante,
car elle montre la généralité de la méthode de modélisation de 1’infini par transformation, en
augmente la puissance, et facilite son implantation.

La premiére partic (Sect. 2) de cet article est consacrée & des rappels sur la méthode de
modélisation de I’infini par transformation, telle que nous la concevions jusqu’a peu et telle
que nous 1’avons présentée dans [4-6] ou [8-9]. Dans cette premilre partie sera aussi -
développée la transformation en couche parallélépipédique. La deuxiéme partie (Sect. 3) est
consacrée a la notion d’éléments transformés, tandis que la troisidme partie (Sect. 4)
s’intéresse & quelques conséquences. Dans la quatri®éme partie (Sect. 5) une solution analytique
sera comparée avec une solution numérique, permettant ainsi de valider I’ensemble. ;

2. Rappel : bases de la méthode et transformations pour I’infini,

2.1 CONVERSION D'UN PROBLEME A FRONTIERES OUVERTES — Le principe de cette méthode
de modélisation de P’infini a déja longuement été développé dans [4-6]. L’idée de base est de
convertir un probléme a frontiéres ouvertes en un probléme équivalent & frontieres fermées.
Elle consiste a considérer que I’espace E — espace 2D ou 3D, complet ou demi ou quart... —
est la somme d’un domaine intérieur fermé E ; et d’un domaine extérieur E,, tel que les deux
sous-espaces E;, et E., forment une partition de l’espace E (E,,UE.,,=E et
E, NE. = & ). Le domaine E, est alors traité de maniére classique par éléments finis. Pour
prendre en compte la région extérieure E,,, on la relie, ainsi qu’il apparait sur la figure 1, a un
domaine fermé E,;_ 4 Par le biais d’une transformation. Le domaine Egy, ,y,,. €St utilisé pour
résoudre le probléme. C’est en particulier ce domaine image qui sera maillé par des éléments
finis classiques (triangulaires ou rectangulaires en 2D, tétraédriques, prismatiques, parallélépi-
pédiques en 3D).

Le domaine d’étude & prendre en compte pour la résolution par éléments finis est donc

devenue : E,;y U E¢yy imaee €t le probléme initial, a frontiéres ouvertes, a été transformé en un

probléme a frontieres fermées. Bien évidemment, les expressions mathématiques (variables
d’état, équations aux dérivées partielles, formulations intégrales, fonctionnelles.. ) représentant
le phénoméne physique dans le domaine réel E.,, doivent étre adaptées pour qu’elles
représentent, sur le domaine image, ce méme phénomeéne physique.

Fig. 2. — Conversion du probléme a frontiéres ouvertes.

[Conversion of an open boundary problem into a closed one.]

Remarques sur les notations utilisées :

Dans tout Particle, les coordonnées réelles seront en minuscule, les coordonnées images en
majuscules. Un point m du domaine réel aura comme coordonnées (xyz) et son point image



426 JOURNAL DE PHYSIQUE III N° 3

sera M de coordonnées (XYZ). Les paramétres intervenant dans la description de la
transformation en couche parallélépipédique (paragraphe 2.4) seront en majuscules, car ils ont
une signification dans le domaine image.

2.2 TRANSFORMATION DES EQUATIONS PHYSIQUES: EGALITE V ...(M)=V(m).— Le
comportement d’un systéme physique est représenté par une (ou plusieurs) équation(s) aux
dérivés partielles s’exprimant sur le domaine réel sous la forme générique (1), a laquelle est
rajoutée des conditions aux limites.

L(v,[av],[ﬂ],. )+f(x)=0 1

E ax2

ol L est un opérateur différentiel, V est la ou les variables inconnues, x sont les variables
d’espace, f(x) est une fonction indépendante de V.
Sur le domaine image, le méme phénoméne physique est représenté par un systéme analogue

aV 3%V
leage (Vlmagea [ SY ] ge’ [ ;X_Z ] s ) + flmage(X) =0. (2)
1ma, tmage

Pour que 1’équation (2) sur le domaine image représente le phénomeéne physique régit par
I’équation (1) sur le domaine réel, on a besoin de relations entre les variables images et les
variables réelles, les variables dérivées images et les variables dérivés réelles, 1’opérateur
image et I’opérateur réel. Pour simplifier la correspondance entre les systémes mathémati-
ques (1) et (2), on peut choisir (ou imposer) que la ou les variables V (m) du domaine
E, et la ou les variables image V.. (M) du domaine E,; iy, sont égales. Dans ce cas,
I’opérateur différentiel L, son opérateur image, les dérivées partielles réelles et images sont a
priori différents.

Ce choix n’est cependant pas le seul possible. En particulier, il est trés intéressant de
remarquer que Qian Xiuying et Ni Guangzheng [7] ont supposé, dans le cas de 1’équation 3D
de Laplace et pour les transformations inverses en R3/r, que l’opérateur image restait
I’opérateur de Laplace. La variable image n’est alors plus égale a la variable d’état du domaine
réel, mais lui est li€ée par une relation, qui, dans ce cas particulier, reste simple (elle s’écrit
V = R¥Yr) x Vimage)- Cette méthode nous parait cependant difficilement généralisable a des
équations différentielles autres que 1’équation de Laplace, ainsi qu’a d’autres transformations
(la transformation inverse a une matrice jacobienne symétrique et orthogonale). L’égalité
V(m) = V ;e (M) n’est donc pas le seul choix possible, mais nous parait étre le meilleur, en
tout cas dans le cadre de la méthode des éléments finis.

Remarques :

— Dans le cas particulier ol 1’opérateur est 1’opérateur de Laplace, et ot la transformation
est conforme (I’espace E est alors I’espace 2D cartésien), 1’égalité entre variables d’état image
et réelle entraine que I’opérateur image est aussi 1’opérateur de Laplace. Cette propriété est i la
base de la méthode de modélisation de 1’infini par transformation conforme [1-3].

— Jusqu’a la lecture de [7], I’égalité V (m) = V ;... (M) a été pour nous une proposition
vraie et non un choix.

— Par la suite, et par commodité, I’hypothése de 1’égalité entre variables d’état réel et
image étant bien établie, nous ne les distinguerons plus.

2.3 TRANSFORMATION DES EQUATIONS PHYSIQUES : EXEMPLE DU MODELE MAGNETOSTATIQUE
SCALAIRE. — Dans le modéle magnétique scalaire, la variable d’état est le potentiel
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¢ duquel dérive le champ d’excitation H. L’équation d’état s’écrit :

div (w grad ¢ ) =0. 3)

Pour trouver la formulation éléments finis dans le domaine image, deux méthodes sont a
priori possibles. Soit -on transforme I’équation aux dérivées partielles du domaine réel en
équation aux dérivées partielles du domaine image et on cherche alors la formulation intégrale
correspondante. Soit on part de la formulation intégrale du domaine réel qu’on transforme dans
le domaine image. Théoriquement ces deux méthodes devraient pouvoir conduire 4 la méme
formulation. Par la premiére méthode interviennent les dérivées secondes réelles et images. La
deuxi¢gme méthode est beaucoup plus simple, car la formulation intégrale éléments finis ne fait
intervenir que les dérivés premieéres.

La formulation intégrale éléments finis peut &tre obtenue dans le cas magnétostatique par des
considérations énergétiques (minimisation d’une fonctionnelle) ou par la méthode projective de
Galerkin suivie d’une intégration par partie. Imhoff est parti de la fonctionnelle d’énergie pour
donner les expressions des formulations intégrales dans le domaine image. Dans un premier
temps, nous reprendrons cette démarche, et dans un deuxiéme temps nous suivrons au
contraire la méthode projective de Galerkin.

Pl

Expression de la fonctionnelle d’ énergie magnétostatique [4-6]. — Indépendamment de la
méthode des €léments finis, la résolution d’un probléme magnétostatique revient 3 minimiser
une fonctionnelle énergie F (E). Dans le cas du modele magnétostatique scalaire total, la
fonctionnelle d’énergie magnétostatique du domaine réel s’écrit :

F(E,é,,)=%ﬂfs [%]p[%]rdx. @)

Cette fonctionnelle s’exprime facilement en fonction d’une intégrale et de dérivés premiéres du
domaine image :

rew-3 [l [ [E]ET [ «[2] "> o

ou [3X/8x] est la matrice jacobienne de la transformation.

Pour obtenir la formulation éléments finis, il suffit de chercher une approximation
¢ * de ¢ sous la forme (6) dans laquelle ¢, sont les inconnues et W, sont des fonctions
éléments finis du domaine image obtenu grice au maillage de ce domaine.

d=¢*=Y ¢ W X). (6)

En minimisant 1’expression de la fonctionnelle obtenue a partir de (5) et (6), on obtient alors
de maniére classique le systéme matriciel éléments finis, modifié par la transformation.

Formulation intégrale donnée par la méthode de Galerkin (8, 9]. — La méthode de projection
de Galerkin est plus générale et peut étre appliquée directement sur les équations de base. Dans
le cas du modele magnétique scalaire, la formulation intégrale obtenue suivant cette méthode et
apres intégration’ par partie, s’écrit sur E

ow, g T
.[U.Em [Er—] ﬂ[a] dx = J:Lomour w, B, ds. s
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Les intégrales de volumes deviennent sur E, ..

MEM [%} ”[%]dez
S RE I EE

ol [8X/ax] est la matrice jacobienne de la transformation, W, sont les fonctions classiques
éléments finis définies dans le domaine image, w, sont des fonctions poids de Galerkin (ou
fonctions tests) de 1’espace réel, connues grace a leurs images W,.

11 suffit de chercher ensuite une approximation ¢ * de ¢ sous la forme de (6). La formulation
intégrales éléments finis ainsi obtenue est évidemment la méme que celle obtenue A partir de
(5) et (6). On peut alors se demander quel est I’intérét de développer la formulation donnée par
Galerkin. Il y a deux raisons a ceci. La premiére, bien connue, est que la méthode projective de
Galerkin est beaucoup plus générale et s’applique a n’importe quelle équation différentielle,
Notre méthode s’applique donc aussi & n’importe quelles équations. La deuxiéme raison,
contenue pour 1’essentiel dans la signification de la fonction w, du domaine réel intervenant
dans (7) et (8), nous conduira & la reformulation de cette méthode griace & 1’introduction de la
notion nouvelle d’Eléments transformés (cf. Sect. 3).

2.4 TRANSFORMATIONS POUR L’INFINI: LA TRANSFORMATION EN COUCHE PARALLELEPIPEDI-
QUE. — Nous avons focalisé nos articles précédents [6, 8, 9] sur la recherche et la présentation
de nouvelles transformations. Nous nous contenterons ici de présenter la transformation en
couche parallélépipédique.

Description de la transformation (cas du 2D). — La transformation est définie par les points A
et B de la figure 3 ainsi que leurs symétriques A;, A,, A;, B, B, et B;. Le domaine extérieur &
E, est séparé en sous-domaines appelés sur la figure D, _o, D,_¢, D,.o, D, _o. Le sous-
domaine D, _, est limité par les droites AB, AA,, A, B,.

m(x,y) . ""‘y o 3 kabyﬁ/
B1 M (X,Y ) e
N A ()’(a,Ya)
-H—%——\; et 2 —-9
A s 7
AL I A2
'/ Eext ima, -
» image N 7 C (Xc,Yc) B2

" Eaxt \/ Xc =Xcy /2
Domain Dy <0 Cx (0, Ycx) Yec=Ycx /2

Fig. 3. — La transformation en « couche parall€lépipédique ».

[Transformation to « parallelepipedic surface ».]

Le point C,(0 Y,) est le point de la droite AB tel que x = 0 ; c’est aussi ’intersection entre les
droites AB et A;B;. Le point C,(X.,0) est défini de maniere similaire. Le point
C (X, Y,) est le point milieu des points C, et C,. Pour expliquer la transformation, considérons
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un point m(x, y) quelconque du domaine E, et regardons comment est obtenu son image
M(XY) dans le domaine Egy ,pu.. Le point m appartient a 'un des quatre sous-domaines

D, .0 Dy_.0> D,.0» Dy_o. et M appartient alors au méme sous-domaine.
Considérons par exemple Ie point m(x, y) représenté sur la figure 9. 11 appartient au domaine

D, .- Son point image M est donné par les relations suivantes :

Y,—Y,\e

Y=Yb_(Yb_Ya)(y_Yc) 9
Y-Y,

X=y_chx. (10

L’expression (9) est ’expression d’une transformation unidimensionnelle classique de pdle
Y, et d’exposant a (’exposant a est choisi par défaut égal a 2, afin de « feeter » avec la
décroissance dipolaire de la majorité des problémes). L’expression (10) signifie que le point M
est sur la droite mC,. On peut remarquer :

G=Y)=>F=y=Y,) et (9=+®)= (¥ =VY,).

De méme, si m appartient a D, _,, alors M s’exprime par

X, — X, \«
X=Xb—(Xb—Xa)<7__XC‘) an
X - X,

cy

Il est facile de vérifier que la transformation ainsi définie est bijective de E_, a
Eext_images qu’elle est continue (en particulier sur les droites AB), et différentiable partout sauf

sur les droites AB ol la dérivée normale n’est pas continue. Comme on va le voir (Sect. 3.5),
cette discontinuité normale n’est aucunement génante.

Description de la transformation (cas du 3D). — Le cas 3D peut paraitre nettement plus
compliqué. Il n’en est en fait rien : les points et les expressions précédentes restent valables en
3D. En particulier, si le point m(xyz) est dans le domaine Dy _,, alors (9) et (10), complétés
pour Z par une équation équivalente 2 (10), donnent le point M(XYZ). 1l faut cependant faire
attention a un point : le point C est en 2D le milieu des points C, et C, et devient en 3D le
barycentre des points C,(0 y. z;,), C, et C.. Le rectangle 2D défini par le point C et ses
symétriques devient en 3D un parallélépipede.

3. Eléments transformés [15].

Du paragraphe 2, quelques points essentiels sont & retenir. Nous avons a résoudre un systéme
physique sur un domaine, qui, parce qu’ouvert, ne peut &tre maillé par des éléments finis
classiques. Ce domaine ouvert, dit réel, est alors avantageusement relié 2 un domaine fermé
par le biais d’une transformation spatiale. On suppose que la ou les variables d’état inconnues
ne sont pas affectées par la transformation V (M) = V (m). Pour rendre compte du phénoméne
physique sur le domaine réel, les équations sur le domaine image sont modifiées. Nous avons
montré dans le cas de la magnétostatique comment étaient modifi€es les formulations
intégrales, obtenues soit en partant de la fonctionnelle, soit en utilisant la méthode projective
de Galerkin.

Dans cette partie, nous allons voir comment la méthode se généralise de maniére totalement
automatique a n’importe quelle formulation éléments finis. Pour cela, nous allons d’abord faire
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un petit détour en forme de rappel sur la notion importante d’éléments finis réels et de
référence. Ensuite nous nous demanderons quelle est la signification de la fonction
w;(x) du domaine réel dans les expressions (7) et (8). Ceci nous conduira alors i la formulation
éléments finis de notre méthode grice 2 l'introduction de la notion nouvelle d’élément
transformé.

3.1 ELEMENTS REELS ET DE REFERENCE. — Dans la méthode des éléments finis, la notion
d’éléments réels et de référence est fondamentale pour la mise en ceuvre informatique de la
méthode. Un élément de référence est un €lément de forme trés simple repéré dans un espace de
référence. Chaque élément réel est relié a un élément de référence par une transformation
géométrique 7, qui est entierement définie par les coordonnées des nceuds de 1’élément réel. Un
€lément de référence d’un type donné (par exemple le triangle a trois nceuds de la Fig. 4) est
relié a tous les éléments réels de méme type par autant de transformations différentes.

espace de
\réfémweé

©,1)
| >~ & K
Elément réel Elément de référence

Fig. 4. — Eléments réels et de référence (cas du triangle a trois nceuds).

[Real and reference elements. Case of a three nodes triangle.]

De manicre a simplifier 1a définition analytique des fonctions de forme a partir des éléments
finis du domaine réel, on les remplace par la définition analytique de 1’élément de référence,
auquel ils sont reliés grice aux transformations géométriques 7. Toute fonction d’appuyant sur
les éléments finis de I’espace réel peut ainsi étre remplacée par une fonction de 1’espace de
référence. En particulier, les variables d’état V (x) de ’espace réel s’expriment en fonction des
variables d’état V (£) sur 1’élément de référence. Les deux fonctions V (x) et V (£) sont

différentes, mais prennent la méme valeur aux points qui se correspondent par la transformation
7. Nous avons

V)=V () =V () (13)

et de méme, les fonctions éléments finis réelles w,(x) sont remplacées par les fonctions
éléments finis w,(£) de 1’élément de référence.

Par le biais de ces transformations, on rameéne les calculs (calculs d’intégrales par exemple)
sur les éléments de référence. Cette technique facilite grandement 1’implantation informatique
de la méthode des €léments finis. Les équations physiques et en particulier les formulations
intégrales étant cependant écrites sur ’espace réel, donc sur les éléments réels, toutes les
expressions qui impliquent des dérivés ou des intégrales dans I’espace réel x sont donc
transformées en dérivées ou intégrales de 1’espace de référence ¢ en utilisant la matrice
jacobienne de la transformation 7.
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3.2 FONCTIONS w, DES EXPRESSIONS (7) ET (8). — Dans la méthode projective de Galerkin,
les fonctions test permettant d’obtenir une formulation intégrale d’une équation différentielle
sont des fonctions normalement liées aux éléments finis. Dans le cas de 1’équation (7), il n’est
pas possible de définir de fonctions test directement a partir d’éléments finis, puisque le
domaine réel n’est pas maillé. Les fonctions test w, de 1’équation sont définies uniquement
grice a leurs images W;, (qui, elles sont des fonctions éléments finis classiques)

w,(x) = W,(X). (14)

Pour obtenir le second membre dans 1’expression (8), nous avons simplement exprimé le
gradient réel de la fonction test w, en fonction du gradient image de sa fonction image

W, (15).
[awl(x)] _ [BW,(X)] [aX] (15)

ox axX ax

En écrivant les relations (14) et (15), dans lesquelles W, sont des fonctions éléments finis
classiques définies dans le domaine image, on génere dans le domaine réel des éléments finis
d’un nouveau type, dont les formes ne sont pas directement connues (on n’en connait que les

images), dont une caractéristique est de pouvoir s’étendre jusqu’a 1’infini.

3.3 ELEMENTS TRANSFORMES ET FORMULATIONS ELEMENTS FINIS. -—— Suite & ce rappel sur la
notion d’élément de référence, on en vient maintenant & vouloir tout naturellement synthétiser
les deux schémas des figures 2 et 4 en introduisant la notion d’élément transformé (Fig. 5).

X.Y}
m(x, y)® T Eimage
Exéel
espace réel x
y T
m(x,y) ¢
x
Elément transformé Elément image Elément de référence
Fig. 5. — Elément de référence, image et transformé.

[Reference, image and mapped elements.]

Dans ce schéma, il faut comprendre que 1’espace de départ dans lequel est décrit le systeme
physique, est I’espace réel. Celui-ci est relié par la transformation spatiale T a 1’espace qu’on
appelle espace image. C’est cet espace image qui est maillé en éléments finis. Pour simplifier
la définition des fonctions de forme sur cet espace image, on relie chaque élément, formant le
maillage de 1’espace image, 2 un élément de référence de 1’espace de référence. En retour, la
connaissance des fonctions de forme sur 1’élément de référence donne les fonctions éléments
finis dans le domaine image, desquelles sont déduites alors les fonctions éléments finis
transformées dans le domaine réel.
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Le schéma de la figure 5 montre qu’il n’est pas vraiment intéressant de regarder comment la
transformation T modifie les équations différentielles ou intégrales représentant le systéme
physique du domaine réel. La transformation T, les éléments de I’espace image, puis les
éléments de référence permettent de construire sur le domaine réel des éléments finis d’un
nouveau type (les éléments finis transformés) et donc de nouvelles fonctions de forme. Alors
grdce a la notion d’élément transformé, les formulations intégrales utilisées par la méthode
des éléments finis restent valables telles qu elles sont.

Ici, I’égalité V (m) = V ... (M) dont nous avons discuté a la section 2.2 apparait comme la
meilleure hypothése possible, car elle est dans la logique de la méthode des éléments finis.

3.4 FORMULAIRE. — Les calculs sont bien entendus menés sur les éléments de référence. Les
expressions sont transformées suivant le formulaire :

Variables d’ état exactes
Vix)=VX). (16)
Variables d’ état approchées

V(x)zV*(x):ZV,W,-(x):ZV, W,(X)=ZV, w, (£). a7n

Dérivées premiéres
o] _[2)[X]_[2][¢][xX
s ] - L) 5] - e [ ][5 s
ol
[6£/6X] et [6x/8X] sont les matrices jacobiennes respectives de + et T [8/8x],

[6/6X] et [6/8&] sont les vecteurs gradients dans ’espace correspondant.

Dérivées secondes

2)- (2o 182w

ol
82 9’ 82 9’ 3’
— | = < , , . vecteur dérivée seconde
ax? 9x dx 9dxdy dydx dy dy
V;1® ;] = [J}1J,]] ® est le produit de Kronecker
Intégrales

ﬂj dx = ﬂf det 0 ]- | dx =
récl xmage X
JAJ\J\Eléfe:ence det l: i;'r ]— d t [ ng ] d§ ’ (20)

3.5 PROPRIETES MINIMALES DE LA TRANSFORMATION 7. — De I’espace réel a I’espace image,
la transformation T doit étre bijective. Les propriétés de continuité et dérivabilité de la
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transformation se déduisent des propriétés classiques de continuité et de dérivabilité sur et entre
les éléments : les fonctions de forme modifiées que nous venons de définir doivent en effet
avoir les mémes propriétés de continuité que les fonctions de forme classiques. Pour les
problemes trait€s au LEG par FLUX3D ou FLUX2D (magnétostatique, magnétodynamique,
électrostatique, thermique...) la fonction approchée V *(x) doit &tre continue et de dérivée
premiére continue sur chaque élément. V *(x) doit de plus étre continu sur les interfaces
communes inter éléments. Par conséquent, la transformation doit &tre continue partout (sur
tous les éléments et toutes les interfaces) et doit étre dérivable de dérivée continue sur chaque
élément. La continuité normale de la dérivée de la transformation n’est par contre pas
nécessaire aux interfaces entre éléments.

3.6 REMARQUE. — La méthode « transformation d’un domaine réel en un domaine image » a
été développée pour prendre en compte les problémes a frontiéres ouvertes. Cependant, il est
clair que si le domaine image doit étre fermé (pour qu’il soit maillable) le domaine réel n’a
nullement besoin d’étre ouvert. 1l est donc théoriquement valable d’envisager de généraliser la
méthode a des domaines réels fermés, de fagon, par exemple a en faciliter le maillage. Imhoff
donne d’ailleurs dans sa thése [5] un exemple pratique intéressant qu’il appelle la « bande de
roulement modifiée », qui permet de modéliser un entrefer de machine tournante. Cette
remarque prend cependant une saveur nouvelle avec la reformulation du principe de la
méthode, puisque par exemple des matériaux non linéaires ou non isotropes peuvent étre pris
en compte ou plus exactement, sont automatiquement pris en compte par la méthode.

4. Interprétations globale ou locale de la méthode et implantation.

4.1 METHODE GLOBALE OU LOCALE. — Dans un de ses articles sur la modélisation de I'infini
pour les problémes d’électromagnétisme [10], Emson passe en revue toutes les méthodes
utilisées en conjonction avec la méthode des éléments finis. Emson divise la liste en méthodes
globales (de 1’anglais « global methods ») et en méthodes locales par éléments. Les méthodes
globales considérent le domaine extérieur comme un tout, alors que les méthodes locales par
éléments le subdivisent en sous-régions ou éléments. Les méthodes locales ne regroupent en
fait que les divers éléments infinis, tandis que les méthodes globales regroupent toutes les
autres, et en particulier la méthode de modélisation de l’infini par transformation. Ce
classement peut paraitre arbitraire. Il nous parait cependant trés intéressant, car, comme nous
allons le voir, il éclaire notre méthode, ou plus précisément, les deux conceptions que nous en
avons eues.

Suivant la classification de Emson, la modélisation de 1’infini par transformation est une
méthode globale : I’extérieur est un tout, qui est transformé dans sa globalité par le biais de la
transformation spatiale. Ce classement est intéressant, car, est indépendamment de I’article
d’Emson, c’est ainsi que nous avons commencé & implanter cette modélisation de I’infini dans
les logiciels FLUX2D et FLUX3D. En effet, dans un premier temps, nous considérions la
région extérieure modélisant 1’infini comme une région particuli¢re dans sa globalité et en
conséquence de quoi, avions commencé a écrire des programmes spécifiques d’intégration
pour les régions infinies. Pour illustrer notre démarche d’alors, on peut reprendre 1’expression
de la fonctionnelle (5) et de voir comment elle a été traitée dans [6].

rew-t [ [RIEET (w5 e o

(5) pour des matériaux linéaires et isotropes donne (21)
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F Er) = 5 b ME BAEE ]de @1

1mage

dans laquelle [M] est la matrice produit des matrices jacobienne et jacobienne transposée
multipliée par I’inverse du déterminant (qui est, rappelons-le, un scalaire). Outre le fait que le
matériau doit étre linéaire et isotrope, (21) a beaucoup d’inconvénients :

— la matrice M n’est pas indépendante du probléme physique. Elle donne la formulation
éléments finis dans le domaine image pour les variables vérifiant 1’équation de Laplace ;

— (21) n’est donc pas automatiquement généralisable & une formulation quelconque et
suppose un travail spécifique de traduction de la formulation intégrale du domaine réel vers le
domaine image, et ceci pour chaque formulation. En particulier, obtenir la formulation image
pour le potentiel vecteur 3D est plus difficile, ce qui explique que [5, 6] ne la donne pas ;

— pour chaque formulation, on doit alors écrire un programme spécifique d’intégration
pour les régions infinies ;

— de méme, pour chaque formulation, on doit écrire un programme spécifique d’exploita-
tion.

L’introduction de la notion d’éléments transformés met en évidence le caractere local de la
méthode. La transformation T est certes toujours définie d’un point de vue géométrique sur la
région entiére, mais est appliquée ensuite de maniére locale sur chaque €lément pour générer
les éléments transformés. Les difficultés et inconvénients cités ci-dessus deviennent caduques,
et I’implantation de la méthode est grandement simplifiée (cf. Sect. 4.3).

Pour conclure sur le classement de la méthode de modélisation de I’infini par transformation,
il est clair qu’elle posséde un caractere global (définition géométrique), mais que I’application
de la transformation sur chaque élément est a caractere local. Comme le montre plus clairement
le paragraphe suivant, c’est la combinaison de ces deux caractéres qui confére sa puissance a
cette méthode.

4.2 COMPARAISON ENTRE ELEMENTS INFINIS ET MODELISATION DE L’'INFINI PAR TRANSFORMA-
TION. — Il existe deux grands types d’éléments infinis [11] : les éléments infinis avec fonction
de décroissance (decay function infinite element) et les éléments infinis transformés (mapped
infinite elements). Les premiers sont construits en multipliant les fonctions de formes
classiques par une fonction de décroissance (decay function) [12, 13]. Ces fonctions de
décroissance sont le plus souvent en 1/7" ou en exponentielle. L’ensemble conduit & des
procédures spécifiques d’intégration numérique. Les éléments infinis transformés, développés
plus tardivement, en particulier par Zienkiewicz, Emson et Bettess de 1’'université de Swansea,
conduisent & des résultats meilleurs, tout en demandant des modifications bien moindres des
procédures d’intégration [11] et [14]. Quel en est leur principe ?

Comme on I’a vu au paragraphe 3.1, la méthode des éléments finis utilise la notion
d’éléments réels et d’éléments de référence. On passe du systéme réel de coordonnées (qu’on
dit aussi global, car c’est le méme pour tous les éléments) au systéme local de coordonnées par
le biais de la transformation géométrique 7. La méthode des éléments infinis transformés est
tout simplement de choisir r, de facon a transformer 1’élément de référence en un €élément
s’étendant jusqu’a 1’infini. On peut alors se demander quelle est 1a différence entre les éléments
infinis transformés de Zienkiewicz et notre méthode surtout si I’on sait que les transformations
T que nous utilisons actuellement pour modéliser 1’infini, sont semblables aux transformations
de Zienkiewicz (que nous noterons 7,). Elles ont en particulier les mémes décroissances, et
utilisent, de mani¢re implicite (nos transformations) ou explicite (éléments infinis) des pdles de
transformations.

La différence entre les deux méthodes réside dans les différences entre les deux
transformations. Si elles sont effectivement semblables dans la forme, les espaces qu’elles
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relient sont différents : T relie 1’espace réel a I’espace que nous avons appelé image (ensuite
relié a I’espace de référence par une transformation 7 classique), tandis que 7, relie directement
I’espace réel a 1’espace de référence. Nous pouvons écrire (de maniere un peu abusive malgré
tout): 7, =7 0o7. La deuxieme différence réside dans les caractdres de la définition
géométrique des deux transformations, global pour la transformation T et local pour la
transformation 7, . la transformation T est la méme pour tous les éléments, tandis que les
transformations 7, sont différentes pour chaque élément. Profitant de cette définition globale,
on peut mailler le domaine extérieur avec autant d’éléments que 1’on désire, et donc approcher
la solution d’aussi prés que 1’on souhaite. La cinquiéme partie (Sect. 5) est I’illustration de
cette affirmation.

Par contre, la définition essentiellement locale de la transformation 7, fait que le domaine
extérieur ne peut, dans la direction de I’infini, étre modélisé que par un seul élément. Celui-ci
ne pourra pas dans la plupart des cas garantir une approximation suffisante. De plus, les
coordonnées des pdles utilisés par les transformations 7, doivent étre données par 1’utilisateur :
a chaque nceud d’un élément infini doit étre attaché un pole (et si les éléments infinis passent du
premier au second ordre, il faut définir un pédle par nceuds supplémentaires). Ce travail
fastidieux est le plus souvent résolu en donnant le méme péle pour tous les éléments infinis.

En conclusion, la seule différence entre les éléments infinis de Zienkiewicz et notre méthode
réside dans le caractére local (éléments infinis) ou global (éléments transformés) de la
définition géométrique des transformations utilis€ées par 'une ou 1’autre méthode. Son
caractére en partie global, dii & 1’existence d’un espace intermédiaire (1’espace image) entre
I’espace réel et 1’espace de référence, confére & notre méthode 1’avantage d’une précision plus
grande (le domaine extérieur peut étre maillé par autant d’élément que souhaitable), mais aussi
et peut-€tre surtout une grande facilité d’utilisation. Il nous semble que notre méthode, qui
génére un type nouveau d’éléments finis (les éléments finis transformés), dont une caractéristi-
que est de pouvoir s’étendre jusqu’a I’'infini, est, en ce qui concerne 1’infini, une sceur plus
douée, de la méthode des éléments infinis transformés.

4.3 CONSEQUENCES DE L’INTRODUCTION DES ELEMENTS TRANSFORMES SUR L’IMPLANTATION
DE LA METHODE DE MODELISATION DE L’INFINI PAR TRANSFORMATION. — L’approche locale
par éléments de la méthode (c’est-a-dire les €léments transformés) a considérablement
simplifié son implantation. Nous n’avons plus eu besoin en effet de créer des sous-programmes
d’intégration spécifiques pour les régions infinies. Nous avons implanté ces transformations au
niveau de la bibliothéque « éléments finis » de FLUX3D. Cette biblioth¢que « éléments finis »
retourne aux programmes d’intégration ou d’exploitation toutes les informations nécessaires
(fonctions de formes et dérivées, poids et points de Gauss pour I’intégration numérique...) a
partir du type de 1’élément réel (tétraddre & dix nceuds, hexaddre A huit nceuds...) et des
coordonnées de ses neeuds. L’intérét de cette bibliothéque « éléments finis » est de rendre les
programmes d’intégration indépendant du type de I’élément utilisé.

Implanter les transformations au niveau de cette bibliothéque rend alors les transformations
complétement transparentes pour les programmes d’intégration. Ainsi aucune modification des
programmes d’intégration n’est nécessaire. Les programmes d’intégration des sous-matrices se
déroulent normalement, font appel & la bibliotheque « éléments finis », et si sur la région oll se
trouve 1'élément fini est attachée une transformation, alors on multiplie le gradient de 1’élément
fini par la matrice jacobienne de la transformation T et on divise les poids de Gauss
d’intégration par son déterminant. Cette procédure, identique quel que soit le type de
1’élément, géndre automatiquement les €léments finis transformés.

L’application de la transformation est donc totalement indépendante du probléme physique
et des formulations choisies. Par exemple, les matériaux anisotropes pourraient théoriquement
étre pris en compte. Tous les couplages entre différentes formulations restent valables tels
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qu’ils existent, ce qui a été vérifié pour la plupart des couplages existant dans FLUX3D (la
Sect. 5 montre ’exemple d’un couplage potentiel total — potentiel réduit entre le domaine
extérieur et le domaine intérieur).

Remarques

— pour étre tout 2 fait exact, parce que nous voulions garder totalement inchangée la
bibliothéque « Eléments Finis » utilisée par d’autres logiciels, nous avons créé une structure
intermédiaire « tampon » entre les programmes d’intégration et la bibliothéque. Cette
contrainte nous a obligé a modifier un appel dans les sous-programmes d’intégration. C’est
donc a l’intérieur de cette structure « tampon », que la transformation est appliquée aux
éléments, ce qui montre 1’indépendance de son application aux types des éléments ;

— pour les problémes axisymétriques, il ne faut pas oublier que le rayon, par lequel on
multiplie ou divise pour tenir compte de 1’axisymétrie du probléme est le rayon réel et non
image ;

— pour l'exploitation dans le domaine image, une difficulté supplémentaire intervient :

dans un logiciel élément fini, 1’exploitation s’appuie sur les éléments finis. Si on veut connaitre
la valeur du potentiel et du champ en un point de 1’espace, on recherche 1’élément dans lequel
se trouve ce point et on déduit alors les valeurs des potentiels et champs griace aux fonctions de
formes et valeurs aux nceuds de 1’élément. Dans notre méthode, le domaine maillé étant le
domaine image, I’exploitation dans le domaine image ne pose pratiquement aucun probléme
supplémentaire par rapport & une exploitation classique (sauf peut-étre la gestion des divisions
par zéro sur la frontiére infini). Malheureusement, le domaine d’exploitation le plus intéressant
n’est évidemment pas le domaine image, mais bien le domaine réel. Cela implique de créer des
sous-programmes de traduction entre coordonnées réelles et coordonnées images et réciproque-
ment. Ces programmes sont les pendants des programmes classiques de traduction entre
coordonnées réelles et coordonnées locales. L’exploitation reste cependant plus difficile a
gérer que 'intégration a cause des problémes de visualisation.

5. Validation : comparaison entre une solution EF et une solution Biot et Savart.

5.1 CHOIX ET VALEUR DU PROBLEME. — Les méthodes de modélisation de I’infini, utilisée en
conjonction avec la méthode des éléments finis séparent le domaine d’étude en un domaine
intérieur (traité par éléments finis) et en un domaine extérieur. Le minimum a attendre d’une
méthode de modélisation de I’infini est que les résultats soient bons dans le domaine intérieur.
Une méthode de modélisation de 1’infini a alors deux niveaux de validation. Le premier
niveau, niveau minimum, est atteint par une méthode lorsque les résultats donnés par cette
méthode sont bons dans le domaine intérieur. Le deuxi®éme niveau est atteint par une méthode,
si elle donne aussi de bons résultats dans le domaine extérieur.

Notre méthode est a la fois hérititre des méthodes de modélisation de l’infini par
transformation conforme, mais aussi sceur des éléments infinis transformés (Mapped infinite
elements). Or, de nombreux articles [1-3, 11, 14-16] ont prouvé la valeur de ces méthodes pour
modéliser des systémes, pour lesquels les champs électriques ou magnétiques ne peuvent €tre
négligés que trés loin de la structure concernée. Les articles et theése de Imhoff [4-6] établissent
de manigre incontestable que notre méthode atteint le premier niveau de validation. De plus,
tous les essais montrent que 1’efficacité d’une méthode éléments finis — en définissant celle-ci
comme étant le rapport précision des grandeurs intégrales (forces, couples, énergies...) sur le
nombre d’éléments —, est amélioré par 1’utilisation de la modélisation de ’infini a 1’aide des
éléments transformés.

Le probléme auquel nous nous-sommes alors intéressés, est de savoir si notre méthode donne
de bons résultats & « I’infini », c’est-a-dire sur les potentiels et sur les champs dans le domaine
extérieur.
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Dans les articles [8, 9], nous avions présenté une comparaison entre la solution numérique
obtenue par éléments finis transformés avec une solution analytique. Le probléme choisi était
celui de la sphére ferromagnétique voyant un champ source extérieur uniforme. Cette
comparaison prouvait la valeur de la méthode. Cependant, a cause de la trop grande simplicité
de la solution analytique (dipdle), les résultats que nous avions obtenus alors avec la sphére ne
nous satisfaisaient pas complétement. Nous avons cherché des problémes dont la solution est a
la fois plus complexe et connue de manidre analytique. Nous avons d’abord songé a deux
aimants cubiques d’aimantations infiniment rigides et de signes opposées, probléeme dont la
solution analytique est connue. Nous avons finalement préféré remplacer les aimants par des
spires inductrices pour la simple raison que FLUX3D est dotée d’une banque d’inducteurs. Si il
n’y a pas de matériaux magnétiques, le champ total est égal au champ Biot et Savart des
inducteurs. Donc si le domaine extérieur est modélisé en potentiel scalaire total (alors que le
domaine intérieur doit étre modélisé en potentiel réduit), alors le champ donné par les éléments
finis transformés dans le domaine extérieur correspond au champ analytique Biot et Savart. La
comparaison entre la solution éléments finis et la solution analytique (donnée par Biot et
Savart), est facile et est significative de la valeur de la méthode.

5.2 DESCRIPTION. — Le probléme résolu est décrit par la figure 6. La boite infinie est de
dimension X, =Z, =1m, Y, =1,4m, Xg =Zz =1,7m et Y, =2,1 m. L’exposant a« de
I’expression (9) vaut 2. Le probléme comporte quatre spires surfaciques rectangulaires a coins
carrés : une spire 1 centrée suivant 1’axe oz de centre z = 0,4 m, une spire 2 centrée sur 1’axe
oy de centre y = 0,5, ainsi que deux spires symétriques. Les formes de ces spires sont
identiques : leur longueur x est de 0,7 m, leur largeur y vaut 0,6 m et leur hauteur
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Fig. 6. — Probléme résolu, maillage et équipotentielles totales dans le domaine image.

[Treated problem, mesh and potential lines plotted in the image domain.]
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z est égale 4 0,4 m. La spire 1 et sa symétrique sont parcourues par des courants d’intensité
surfacique de 1,2 A/m, normaux 2 I’axe oz et de méme sens. Les deux spires 2 sont parcourues
par des courants de sens contraires aux spires 1 et d’intensité surfacique valant 0,7 A/m. Le
probléme est symétrique suivant les plans xoz et yoz, et antisymétrique suivant xoy. Seul un
huitieme de la géométrie est donc décrit, c’est aussi pourquoi on ne voit que deux spires sur la
figure 6.

Le probléme est traité en potentiel réduit pour la région intérieure, et en potentiel total pour la
région extérieure. Comme les quatre spires sont entiérement contenues dans le domaine
intérieur, la circulation du champ des spires est nulle sur I’interface entre régions intérieures et
extérieures : il n’y a donc pas de probléme lors du couplage potentiel total — potentiel réduit.
La partie HG (en haut et 4 gauche) de la figure 6 montre le maillage surfacique sur les trois
plans de symétrie. Les éléments sont des éléments de Lagrange du second ordre. On peut
constater que le maillage est dense dans la région infinie et 1’est moins dans la région
intérieure. La raison est que le potentiel réduit est nul puisqu’il n’y a pas de matériaux
magnétiques dans le domaine intérieur (c’est pourquoi le champ magnétique total est égal au
champ Biot et Savart).

Les parties BG (bas-gauche) et BD (bas-droit) de la figure 6 montrent sur les plans de
symétrie xoz et yoz les lignes isovaleurs pour le potentiel total dans le domaine image. On
s’apercoit ainsi de la complexité (voulue) du phénomene modélisé dans I’infini par éléments
finis transformés.

5.3 COURBES PRESENTEES. — La figure 7 compare le champ magnétique total calculé par
éléments finis avec le champ Biot et Savart sur un segment réel. Ce segment est situé dans le
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Fig. 7. — Segment réel et son image. Superposition des solutions numérique et analytique (champ

d’excitation H en A/m).

[Real curve and its image. Comparison between numerical and analytical solution. (Magnetic field
H in A/m).]
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plan xoy pour faciliter la visualisation de ce segment réel et de son image (partie BD de la
Fig. 7). Ce segment est 2 une hauteur z = 1,4 m, y varie de 0 2 10 m. Les courbes de la figure 7
superposent le champ magnétique calculé par Biot et Savart et le champ magnétique calculé par
éléments finis. La courbe HG est la solution pleine échelle, la courbe HD est un
agrandissement (8 fois environ) et la courbe BG est d’agrandissement égal & 60 environ. La
correspondance entre les deux solutions peut étre qualifiée de bonne, voire excellente puisque,
mise 2 part la composante X du champ qui n’est que faiblement nulle, elles ne sont pas
distinguables a pleine échelle.

La deuxie¢me série de courbe (Fig. 8) présente la superposition des champs sur un segment
d’axe oy, y variant de 1,4 m (début de la boite infinie) a2 11,4 m. Le choix de ce segment n’est
pas le fait du hasard. En gros, les spires 1 et 2 se comportent comme des dipdles de centre, de
signe et d’intensité différentes. En y = 1,4 m, le champ de la spire 2 prédomine sur le champ
de la spire 1, plus éloignée. Plus loin, le champ créé par la spire 1 (d’intensité supérieure) va
I’emporter sur le champ de la spire 2. L’ensemble se comporte donc d’abord comme un
quadrip6le, puis se transforme ensuite en un dipdle.

Les courbes de la figure 8 montrent trés clairement ce phénoméne. Le champ est positif au
début, chute trés rapidement, passe par un extremum négatif, pour décroitre ensuite de maniére
beaucoup plus lente vers zéro. Les courbes montrent dans 1’ensemble une bonne corrélation
entre la solution éléments finis et la solution analytique (courbe HG). En affinant ces résultats,
on s’apergoit que cette correspondance devient brutalement moins bonne (courbe HD et BG).
Nous avons cherché & corréler cette dégradation de la solution avec le maillage. Cette
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Fig. 8. — Corrélation entre maillage, points de calcul et solution (maillage initial). Superposition des

solutions numérique et analytique (champ d’excitation H en A/m).

[Relation between mesh, points of computation and solution. Initial mesh. Comparison between
numerical and analytical solution (Magnetic field H# in A/m).]
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dégradation arrive pour le quatri®me point de calcul, qui est le premier point de calcul situé
dans le dernier €lément. Lorsque 1’on regarde ce qu’il se passe a partir de ce point, on constate
que le champ Biot et Savart passe d’abord rapidement a 1’extremum négatif pour ensuite
décroitre lentement vers zéro a I’infini. Ce qui passe a partir de ce quatrieme point est beaucoup
trop complexe pour qu’un seul élément arrive a approcher correctement la solution en chaque
point. Ce dernier élément se contente d’approcher la valeur intégrale sur I’élément et y arrive
probablement assez bien puisque la valeur du champ au point précédent (calculé sur 1'élément
précédent) est trés correcte.

Nous avons voulu vérifier ce résultat en modifiant la densit¢ du maillage. La figure 9
présente les mémes courbes pour un maillage plus dense. Deux résultats importants sont ainsi
confirmés :

— excellente correspondance entre la solution analytique et la solution numérique sur les
champs tant que le point de calcul ne se trouve pas dans le dernier élément ;

— ce dernier élément ne peut pas assurer cette méme correspondance si le phénomeéne qui
s’y produit est complexe. Par contre, 1’erreur commise sur I’intégrale de cet élément est faible,
puisque la solution avant cet élément est bonne ;

— il suffit de mailler de manitre plus dense pour obtenir une plus grande précision ;

— il n’est cependant pas question d’obtenir de cette fagcon une bonne précision sur le champ
en un point lointain de la source (lointain peut signifier au-dela de 10 fois la taille du domaine).
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Fig. 9. — Corrélation entre maillage, points de calcul et solution (maillage dense). Superposition des

solutions numérique et analytique (champ d’excitation H en A/m).

[Relation between mesh, points of computation and solution. High density mesh. Comparison between
numerical and analytical solution. (Magnetic field H in A/m).]
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6. Conclusion.

L’utilisation de transformations reliant de maniére bijective un domaine extérieur ouvert i un
domaine image fermé permet la modélisation de I’infini. Jusqu’a peu, il était admis que la
transformation spatiale devait étre conforme, ce qui en limitait ’application 2 la résolution de
I’équation de Laplace en 2D cartésien. L’utilisation de cette méthode a d’abord été généralisée
par J. F. Imhoff a des transformations non conformes, ce qui nous a permis de proposer de
nouvelles transformations plus efficaces [4-6, 8, 9].

Nous avons ensuite reformulé le principe de la méthode, grice A la notion nouvelle
d’éléments transformés qui étend la notion d’éléments réels et de référence. Cette reformulation
montre que la méthode est trés générale et s’applique 4 n’importe quel probléme physique régit
par des équations intégrales éléments finis. Cette reformulation accroit les possibilités de la
méthode. On peut songer par exemple 2 1’extension de la méthode 2 des domaines non infinis
avec prise en compte de matériaux non linéaires ou anisotropes. Cette reformulation facilite
aussi grandement 1’implantation de la méthode dans les sous-programmes d’intégration et
d’exploitation. Enfin, elle montre que cette méthode est finalement dans le principe assez
proche de la méthode des éléments infinis transformés développée par Zienkiewicz, Emson et
Bettess [14], mais aussi par les transformations utilisées. Les différences entre ces deux
méthodes résident dans la définition géométrique, locale pour les éléments infinis, globale
pour notre méthode grice au domaine image, différence qui confére 2 notre méthode une
certaine supériorité.

Les résultats présentés dans la derni¢re partie (superposition de champ calculé a ’aide des
éléments transformés avec la solution analytique calculée par Biot et Savart) montrent la
validité de cette méthode de modé€lisation de I'infini. Celle-ci n’a cependant pas la prétention
de pouvoir calculer une valeur de champ « lointain ».
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