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Rksumk. L'article pr6sente la m£thode de mod£lisation £I£ments finis de l'infini h l'aide de

transforrnations. Cette m£thode peut se r£sumer par l'utilisation de transforrnations reliant le

domaine ouvert h un domaine ferm6 image, qui est alors mailld en £I£ments finis classiques.
L'application locale de la transforrnation sur les dldments du domaine image perrnet de d£finir de

nouveaux d16ments. Ces nouveaux £16ments, appel£s £laments finis transforrnds, peuvent s'dtendre

jusqu'h l'infini et sont donc capables de prendre en compte les domaines h frontidres ouvertes.

L'article pr£sente aussi les demiers r£sultats obtenus h l'aide de cette mdthode. Les grandeurs
calcul£es aux moments de l'exploitation sont les grandeurs les plus difficiles qu'ils soient,

puisqu'il s'agit de grandeurs locales (champ-potentiel) dans le domaine ext6rieur dtant entendu

que les autres grandeurs (grandeurs globales comme les forces ou I'£nergie, ou grandeurs locales

dans le domaine int£rieur) sont bonnes. Ces r6sultats montrent la valeur (ce qui signifie aussi les

limites) de la mdthode proposde.

Abstract. The paper presents the open boundary modelling method using transforrnation. This

method may be summarized by the use of mappings which link the real open domain with an image
closed domain. This image domain is then meshed by classical finite element. The best method to

take the transformation into account is to consider that the elements of the image domain allow to

define finite elements and shape functions on the real domain. This new set of finite elements,

called the mapped infinite elements, are able to simulate infinite domain. The paper also presents
results obtained using this method. They show the value of the method as well as its limits.

1. Introduction.

Suite aux travaux de Lowther, Freeman et Forghani [I ], l'dquipe de moddlisation du LEG s'est

intdressde h la mdthode de moddlisation de l'infini par transformation. Dans sa thbse [5].

Imhoff en a d'abord explicit£ le principe. Il s'agit de transformer le domaine ouvert, s'dtendant

h l'infini, en un domaine fermd par le biais d'une transformation spatiale bijective, et de

r6soudre alors le probldme sur ce domaine ferm£ par 616ments finis. Jusqu'aux travaux de

Imhoff, les transformations utilis6es (transformation inverse en I/r [1, 2] ou transformations en
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w [3]) dtaient des transformations conformes, qui ont la propri£t£ int£ressante de laisser

invariante l'dquation de Laplace. Cette propridtd, qui dtait auparavant la base de la mdthode,

avait comme cons£quence particulibrement n£gative de limiter l'application de cette moddlisa-

tion de l'infini au 2D cartdsien d'un point de vue gdom£trique (les transformations conformes

£tant des transformations de l'espace complexe), et h I'£quation de Laplace d'un point de vue

physique. Imhoff a gdndralis£ la mdthode en montrant que les transformations n'avaient pas

besoin d'dtre conformes [4-6] et par consdquent que leur champ d'application ne se limitait pas

h la r£solution de I'£quation de Laplace en 2D cart£sien. Il a en particulier £tendu le domaine

d'application des transformations inverses [4, 5] h des probl~mes axisymdtriques ou 3D. Il a

ensuite d£veloppd une transformation dite par la suite en «
couche sph£rique

»
[5, 6], qui,

mdme en 2D cart£sien, n'est pas conforme, et dont l'implantation dans un logiciel £laments

finis 3D est nettement plus ais£e que la transformation inverse.

La puissance de cette m£thode de mod£lisation de l'infini est en grande partie li£e h la

transformation ramenant l'infini en un domaine fermd. C'est pourquoi, notre attention a

d'abord £t£ focalisde sur la recherche de transformations plus puissantes et efficaces. Cette

recherche nous a conduit h la transformation dite en couche paralldldpipddique [3]. Celle-ci

s'avbre, pour la moddlisation de l'extdrieur d'objets tridimensionnels, dtre un compromis trbs

satisfaisant entre diff£rentes contraintes telles que la facilitd d'implantation, la qualit£ des

r£sultats, etc. La mod£lisation de l'infini par transformation a alors prouv£ sa valeur h Wavers

diff£rents tests et essais. A titre d'exemple, la figure I montre la mod61isation des aimantations

d'un navire h l'aide de la transformation en couche paralld16pip£dique.
Le but de cet article est diffdrent, puisque nous nous proposons d'exposer la notion

d'dldments transformds. Cette notion nouvelle, que nous avons introduite lors de l'implantation
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Fig. I. Mod£lisation des aimantations d'un navire.

[Modelling of the magnetization of a ship.]
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de la transformation en couche paralldldpipddique dans le logiciel FLUX3D, est importante,

car elle montre la g£ndralitd de la mdthode de moddlisation de l'infini par transformation, en

augmente la puissance, et facilite son implantation.
La premi~re partie (Sect. 2) de cet article est consacrde h des rappels sur la mdthode de

moddlisation de l'infini par transformation, telle que nous la concevions jusqu'h peu et telle

que nous l'avons prdsentde dans [4-6] ou [8-9]. Dans cette premibre partie sera aussi

ddveloppde la transformation en couche paralldldpipddique. La deuxibme partie (Sect. 3) est

consacr£e h la notion d'dl£ments transformds, tandis que la troisibme partie (Sect. 4)
s'intdresse h quelques consdquences. Dans la quatribme partie (Sect. 5) une solution analytique

sera comparde avec une solution numdrique, permettant ainsi de valider l'ensemble.

2. Rappel : bases de la m£thode et transformations pour l'infini.

2. I CONVERSION D'UN PROBLtME h FRONTItRES ouvERTEs Le principe de cette m£thode

de moddlisation de l'infini a d£jh longuement £td ddveloppd dans [4-6]. L'idde de base est de

convertir un problbme h fronti~res ouvertes en un probl~me Equivalent h frontibres fermdes.

Elle consiste h considdrer que l'espace E espace 2D ou 3D, complet ou demi ou quart...

est la somme d'un domaine intdrieur fermd E,~~ et d'un domaine extdrieur E~~~ tel que les deux

sous-espaces E;~~ et E~~~ forment une partition de l'espace E (E,~~UE~~~=E et

E,~~ n E~~~ =
Z ). Le domaine E;~~ est alors traitd de manibre classique par dldments finis. Pour

prendre en compte la rdgion extdrieure E~~~, on la relie, ainsi qu'ii apparait sur la figure I, h un

domaine fermd E~~~_,~~~~ par le biais d'une transformation. Le domaine E~~~
~~~~~

est utilisd pour

rdsoudre le probldme. C'est en particulier ce domaine image qui sera mailld par des dldments

finis classiques (triangulaires ou rectangulaires en 2D, tdtraddriques, prismatiques, paralldldpi-
p6diques en 3D).

Le domaine d'6tude h prendre en compte pour la rdsolution par dldments finis est donc

devenue : E,~~ U E~~~ ;~~~~
et le problbme initial, h fronti~res ouvertes, a dtd transforms en un

probldme h frontidres ferm6es. Bien dvidemment, les expressions mathdmatiques (variables
d'dtat, Equations aux ddriv6es partielles, formulations int£grales, fonctionnelles.. ) reprdsentant

le phdnomdne physique dans le domaine r£el E~~~, doivent dtre adapt£es pour qu'elles
reprdsentent, sur le domaine image, ce mdme phdnomdne physique.

~
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Fig. 2. Conversion du probldme h frontidres ouvertes.

[Conversion of an open boundary problem into a closed one.]

Remarques sur les notations utilisdes

Dans tout l'artide, les coordonn£es r6elles seront en minuscule, les coordonndes images en

majuscules. Un point m du domaine rdel aura comme coordonndes (xyz) et son point image
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sera M de coordonn£es (XYZ). Les parambtres intervenant dans la description de la

transformation en couche parall£I£pip£dique (paragraphe 2.4) seront en majuscules, car ils ont

une signification dans le domaine image.

2.2 TRANSFORMATION DES #QUATIONS PHYSIQUES: #GALlT# V,~~~~(M)= V(m).- Le

comportement d'un systbme physique est reprdsentd par une (ou plusieurs) £quation(s) aux

d£riv£s partielles s'exprimant sur le domaine rdel sous la forme gdndrique (I), h laquelle est

rajoutde des conditions aux limites.

L(v, [)j, ($ j,.
+ f(x)

=

o (i>
x

oh L est un opdrateur diffdrentiel, V est la ou les variables inconnues, x sont les variables

d'espace, f(x) est une fonction ind£pendante de V.

Sur le domaine image, le mdme ph£nombne physique est reprdsent£ par un systbme analogue

~~~~~~
~~~~~ II >mage

II mage~
~ ~'~~~~~~~ ~ ~~~

Pour que l'6quation (2) sur le domaine image repr£sente le ph6nom~ne physique rdgit par

l'dquation (I) sur le domaine rdel, on a besoin de relations entre les variables images et les

variables r6elles, les variables d£riv6es images et les variables d6riv6s rdelles, l'opdrateur
image et l'op£rateur r6el. Pour simplifier la correspondance entre les syst~mes mathdmati-

ques (I) et (2), on peut choisir (ou imposer) que la ou les variables V(m) du domaine

E~~~ et la ou les variables image Vj~~~~(M) du domaine E~~~ ;~~~~ sont dgales. Dans ce cas,

l'opdrateur diff£rentiel L, son op£rateur image, les ddrivdes partielles rdelles et images sont a

priori diffdrents.

Ce choix n'est cependant pas le seul possible. En particulier, il est tr~s int6ressant de

remarquer que Qian Xiuying et Ni Guangzheng [7] ont supposd, dans le cas de l'dquation 3D

de Laplace et pour les transformations inverses en
Rj/r,

que l'opdrateur image restait

l'op£rateur de Laplace. La variable image n'est alors plus £gale h la variable d'dtat du domaine

rdel, mais lui est li£e par une relation, qui, dans ce cas particulier, reste simple (elle s'£crit

V
=

(Rj/r)
X V;~~~~). Cette m£thode nous pardt cependant difficilement g£ndralisable h des

Equations diff£rentielles autres que I'£quation de Laplace, ainsi qu'h d'autres transformations

(la transformation inverse a une matrice jacobienne sym£trique et orthogonale). L'dgalitd
V (m

= V,~~~~ (M) n'est donc pas le seul choix possible, mais nous parait dtre le meilleur, en

tout cas dans le cadre de la mdthode des £laments finis.

Remarques

Dans le cas particulier oh l'opdrateur est l'op£rateur de Laplace, et oh la transformation

est conforme (l'espace E est alors l'espace 2D cart£sien), l'dgalitd entre variables d'dtat image
et rdelle entraine que l'opdrateur image est aussi l'op£rateur de Laplace. Cette propri£t£ est h la

base de la mdthode de mod£lisation de l'infini par transformation conforme [1-3].
Jusqu'h la lecture de [7], 1'£galit£ V (m)

=
V,~~~~(M) a dtd pour nous une proposition

vraie et non un choix.

Par la suite, et par commodit£, l'hypothbse de l'dgalit£ entre variables d'dtat r£el et

image £tant bien dtablie, nous ne les distinguerons plus.

2.3 TRANSFORMATION DES #QUATIONS PHYSIQUES : EXEMPLE DU MODtLE MAGN#TOSTATIQUE

SCALAIRE. -Dans le modble magn6tique scalaire, la variable d'dtat est le potentiel



N° 3 ELtMENTS FINIS TRANSFORM#S 427

~§ duquel dative le champ d'excitation H. L'dquation d'dtat s'£crit :

div (w grad ~§ )
=

0. (3)

Pour trouver la formulation dl£ments finis dans le domaine image, deux m£thodes sont a

priori possibles. Soit~on transforme l'dquation aux ddrivdes partielles du domaine rdel en

Equation aux ddrivdes partielles du domaine image et on cherche alors la formulation int£grale
correspondante. Soit on part de la formulation int£grale du domaine rdel qu'on transforme dans

le domaine image. Th£oriquement ces deux m£thodes devraient pouvoir conduire h la mdme

formulation. Par la premibre m£thode interviennent les ddriv£es secondes rdelles et images. La

deuxibme m£thode est beaucoup plus simple, car la formulation int£grale dl£ments finis ne fait

intervenir que les ddriv6s premibres.
La formulation int£grale dldments finis peut dtre obtenue dani le cas magn£tostatique par des

consid£rations dnergdtiques (minimisation d'une fonctionnelle) ou par la m6thode projective de

Galerkin suivie d'une int6gration par partie. Imhoff est parti de la fonctionnelle d'dnergie pour

donner les expressions des formulations int£grales dans le domaine image. Dans un premier

temps, nous reprendrons cette d£marche, et dans un deuxi~me temps nous suivrons au

contraire la m£thode projective de Galerkin.

Expression de la fonctionnelle d'dnergie magndtostatique [4-6]. -Inddpendamment de la

m£thode des dl£ments finis, la r£solution d'un probl~me magn£tostatique revient h minimiser

une fonctionnelle dnergie F(E). Dans le cas du modme magndtostatique scalaire total, la

fonctionnelle d'£nergie magndtostatique du domaine r£el s'£crit :

~ ~~~~'~
~~~~ ~'

~
~' l~~'

~~~

Cette fonctionnelle s'exprime facilement en fonction d'une int6grale et de d6riv6s premi~res du

domaine image :

oh [dX/dx] est la matrice
jacobienne de la

Pour
obtenir

la
formulation 16ments

finis, il sufft de
hercher

une proximation

~§* de ~§ sous la forme (6) dans laquelle ~§~ sont les

~S=~S*= £~siw~(x>. (6>

En minimisant l'expression de la fonctionnelle obtenue h partir de (5) et (6), on obtient alors

de manidre classique le syst~me matriciel 61dments finis, modif16 par la transformation.

Formulation intdgrale donn~e par la mdthode de Galerkin [8, 9]. La mdthode de projection
de Galerkin est plus gdndrale et peut dtre appliqude directement sur les Equations de base. Dans

le cas du moddle magndtique scalaire, la formulation intdgrale obtenue suivant cette m6thode et

aprds intdgration. par partie, s'£crit sur E~~~j

law, ~ ~§
TlE,w

~ ~ ~ ~ )contour
~ ~~ ~~ ~~~
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Les intdgrales de volumes deviennent sur E,~~~~

llj d I
w

~'~
j~ dx

=

E,~~j
~~ ~~

~~,~~~~ ~~ ~
~

~
l~ ~~ l~ ~~~

~
~ ~~~

off [dXJdx] est la matrice jacobienne de la transformation, W, sont les fonctions classiques
dldments finis ddfinies dans le domaine image, w, sont des fonctions poids de Galerkin (ou

fonctions tests) de l'espace rdel, connues grice h leurs images W,.
Il suffit de chercher ensuite une approximation ~§ * de ~§ sous la forme de (6). La formulation

intdgrales dldments finis ainsi obtenue est dvidemment la mdme que celle obtenue h partir de

(5) et (6). On peut alors se demander quel est l'intdrdt de d£velopper la formulation donnde par
Galerkin. Il y a deux raisons h ceci. La premidre, bien connue, est que la m6thode projective de

Galerkin est beaucoup plus g£n6rale et s'applique h n'importe quelle Equation diff6rentielle.

Notre m6thode s'applique donc aussi h n'importe quelles Equations. La deux16me raison,

contenue pour l'essentiel dans la signification de la fonction w, du domaine r6el intervenant

dans (7) et (8), nous conduira h la reformulation de cette m£thode gr£ce h l'introduction de la

notion nouvelle d'Eldments transformds (cf. Sect. 3).

2.4 TRANSFORMATIONS POUR L'INFINI : LA TRANSFORMATION EN COUCHE PARALL#L#PIP#DI~

QUE. Nous avons focalis£ nos articles pr£c6dents [6, 8, 9] sur la recherche et la pr6sentation
de nouvelles transformations. Nous nous contenterons ici de prdsenter la transformation en

couche paralldldpipddique.

Description de la transformation (cas du 2D). La transformation est d£finie par les points A

et B de la figure 3 ainsi que leurs sym£triques Aj, A~, A~, B
j,

B~ et B~. Le domaine extdrieur h

E,~~ est sdpard en sous-domaines appelds sur la figure D~~o, D~~o, Dy~o, Dy~o. Le sous-

domaine D~~o est limitd par les droites AB, AA~, A~ B~.

m (X, y )
y

/

~
ilY

~ ~~~

___v
W ~O ~

C

/E~~ Xc
=

Xcy / 2
~

Domdn Dy < 0 Cx (0, Ycx) Yc
=

Ycx / 2

Fig. 3. La transforrnation en «
couche parall£I£pip£dique

».

jTransforrnation to «
parallelepipedic surface ».]

Le point C~(0 Y~~) est le point de la droite AB tel que x =

0 ; c'est aussi l'intersection entre les

droitesAB et AjBj. Le point Cy(X~y0) est d£fini de manidre similaire. Le point

C (X~ Y~ ) est le point milieu des points C~ et Cy. Pour expliquer la transformation, considdrons
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un point m(x, y) quelconque du domaine E~~~ et regardons comment est obtenu son image

M(XY) dans le domaine E~~~
,~~~~.

Le point m appartient h l'un des quatre sous-domaines

D~~o, D~~o, Dy~o, Dy~o, et M appartient alors au mdme sous-domaine.

Considdrons par exemple le point m (x, y ) repr6sent6 sur la figure 9. Il appartient au domaine

Dy~o. Son point image M est donna par les relations suivantes :

Y~-Y~
a

Y
= Y~ (Y~ Y~) (9)

Y~~c

Y-Y~
x= x.

(IO)
Y-Ycx

L'expression (9) est l'expression d'une transformation unidimensionnelle classique de pble

Y~ et d'exposant
a

(l'exposant a est choisi par ddfaut dgal h 2, afin de
«

feeter
» avec la

d6croissance dipolaire de la majoritd des probl~mes). L'expression lo) signifie que le point M

est sur la droite mC~. On peut remarquer :

~y=Y~>~(Y=y=Y~> et ~y=+oJ)~(Y=Y~).

De mdme, si m appartient h D~~o, alors M s'exprime par

X=X~-(X~-X~)l~~ ~~)~ (ll)
~~Xc

x-x~~
Y=

~
Y. (12)

~~
cY

Il est facile de vdrifier que la transformation ainsi d£finie est bijective de E~~~ h

E~~~
,~~~~,

qu'elle est continue (en particulier sur les droites AB), et diffdrentiable partout sauf

sur les droites AB oh la ddrivde normale n'est pas continue. Comme on va le voir (Sect. 3.5),

cette discontinuit£ normale n'est aucunement gdnante.

Description de la transformation (cas du 3D). -Le cas 3D peut paraitre nettement plus
compliqud. Il n'en est en fait den : les points et les expressions pr£cddentes restent valables en

3D. En particulier, si le point m(xyz est dans le domaine Dy~o, alors (9) et lo), compl£tds

pour Z par une Equation £quivalente h ( lo), donnent le point M (XYZ ). Il faut cependant faire

attention h un point : le point C est en 2D le milieu des points C~ et Cy et devient en 3D le

barycentre des points C~(0 y~~ z~~), Cy et C~. Le rectangle 2D d£fini par le point C et ses

sym6triques devient en 3D un parall£I£pipbde.

3. El£ments transform£s [15].

Du paragraphe 2, quelques points essentiels sont h retenir. Nous avons h rdsoudre un systdme
physique sur un domaine, qui, parce qu'ouvert, ne peut dtre mailld par des dldments finis

classiques. Ce domaine ouvert, dit rdel, est alors avantageusement relid h un domaine fermi

par le biais d'une transformation spatiale. On suppose que la ou les variables d'dtat inconnues

ne sont pas affectdes par la transformation V (M )
=

V (m ). Pour rendre compte du ph6nom6ne
physique sur le domaine r6el, les Equations sur le domaine image sont modif16es. Nous avons

montr6 dans le cas de la magn6tostatique comment £taient modifides les formulations

int6grales, obtenues soit en partant de la fonctionnelle, soit en utilisant la m£thode projective
de Galerkin.

Dans cette partie, nous allons voir comment la m6thode se g6n6ralise de man16re totalement

automatique h n'importe quelle formulation £laments finis. Pour cela, nous allons d'abord faire



430 JOURNAL DE PHYSIQUE III N° 3

un petit d£tour en forme de rappel sur la notion importante d'£I£ments finis r£els et de

r6f6rence. Ensuite nous nous demanderons quelle est la signification de la fonction

w; (x) du domaine rdel dans les expressions (7) et (8). Ceci nous conduira alors h la formulation

61dments finis de notre m6thode gr£ce h l'introduction de la notion nouvelle d'£16ment

transforms.

3.I EL#MENTS R#ELS ET DE R#F#RENCE. Dolls la m£thode des dl£ments finis, la notion

d'dldments r£els et de r£fdrence est fondamentale pour la mise en ~euvre informatique de la

m£thode. Un £I£ment de r£fdrence est un dl£ment de forme tr~s simple rep£r£ dans un espace de

r£f£rence. Chaque £I£ment r£el est reli£ h un £I£ment de rdf£rence par une transformation

g£om£trique T, qui est enti~rement d£finie par les coordonn£es des n~euds de I'£I£ment r£el. Un

dl£ment de r£f£rence d'un type donn£ (par exemple le triangle h trois n~euds de la Fig. 4) est

relit h tous les £16ments rdels de mdme type par autant de transformations diff£rentes.

mp~ettel eqwzde
x ~

WWm j

Yj)

n~(xk,~>

~

i
,

El£mentr£e1 E1£mentdeT6f£rence

Fig. 4. El£ments r£els et de r£f£rence (cas du triangle h trois n«uds).

[Real and reference elements. Case of a three nodes triangle.]

De mani~re h simplifier la d£finition analytique des fonctions de forme h partir des £I£ments

finis du domaine r£el, on les remplace par la d£finition analytique de I'£lament de r£f£rence,
auquel ils sont reli£s gr£ce aux transformations g£om£triques

T.
Toute fonction d'appuyant sur

les £I£ments finis de l'espace r£el peut ainsi dtre remplac£e par une fonction de l'espace de

r£f£rence. En particulier, les variables d'£tat V (x) de l'espace r£el s'expriment en fonction des

variables d'£tat V(f) sur I'£I£ment de r£f£rence. Les deux fonctions V(x) et V(f) sont

diff£rentes, mais prennent la mdme valeur aux points qui se correspondent par la transformation

T. Nous avons

v(x>
=

v(I)
=

v(x(I>) (13)

et de mdme, les fonctions £I£ments finis r6elles w,(x) sont remplac6es par les fonctions

616ments finis w,(f) de l'616ment de r6f6rence.

Par le biais de ces transformations, on rambne les calculs (calculs d'int£grales par exemple)
sur les dl£ments de r6f6rence. Cette technique facilite grandement l'implantation informatique

de la mdthode des dl£ments finis. Les Equations physiques et en particulier les formulations

intdgrales dtant cependant £crites sur l'espace rdel, donc sur les £16ments rdels, toutes les

expressions qui impliquent des d6rivds ou des intdgrales dans l'espace r£el x sont donc

transform£es en ddriv£es ou int£grates de l'espace de r£f£fence f en utilisant la matrice

jacobienne de la transformation
T.
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3.2 FONCTIONS w, DES EXPRESSIONS (7) ET (8). Dans la m£thode projective de Galerkin,

les fonctions test permettant d'obtenir une formulation int£grale d'une Equation diff£rentielle

sont des fonctions normalement likes aux dldments finis. Dans le cas de l'dquation (7), il n'est

pas possible de ddfinir de fonctions test directement h partir d'dl£ments finis, puisque le

domaine rdel n'est pas maill£. Les fonctions test w, de l'dquation sont d£finies uniquement
gr£ce h leurs images W;, (qui, elles sont des fonctions dldments finis classiques)

w,(x>
=

w,(x) (14)

Pour obtenir le second membre dans l'expression(8), nous avons simplement exprim£ le

gradient r6el de la fonction test w, en fonction du gradient image de sa fonction image

W, (15).

law,
(x dW, (X ) ax

ax dX G ~~~~

En £crivant les relations (14) et (15), dans lesquelles W, sont des fonctions 61£ments finis

classiques d6finies dans le domaine image, on gdn~re dans le domaine r6el des 61£ments finis

d'un nouveau type, dont les formes ne sont pas directement connues (on n'en connait que les

images), dont une caract£ristique est de pouvoir s'£tendre jusqu'h l'infini.

3.3 EL#MENTS TRANSFORM#s ET FORMULATIONS #L#MENTS FINIS. Suite h ce rappel sur la

notion d'£lament de rdfdrence, on en vient maintenant h vouloir tout naturellement synth£tiser
les deux sch6mas des figures 2 et 4 en introduisant la notion d'£16ment transforms (Fig. 5).

~
~lt,Y)

m(~y)*

TWd

mpxeddlx mpwe itnageX maill£ eqmndeW6mnw (

i~ y ~ n

~'~~'Y~
* M~X,Y) j,q)

x X j

El£ment Tansfbnn6 El£ment hinge El£ment de T6f£rence

Fig. 5. Eldment de r6fdrence, image et transforms.

[Reference, image and mapped elements.]

Dans ce sch£ma, il faut comprendre que l'espace de d6part dans lequel est d6crit le syst~me
physique, est l'espace r6el. Celui-ci est rel16 par la transformation spatiale T h l'espace qu'on
appelle espace image. C'est cet espace image qui est mail16 en £I£ments finis. Pour simplifier
la d6finition des fonctions de forme sur cet espace image, on relie chaque d16ment, formant le

maillage de l'espace image, h un £lament de r£f£rence de l'espace de r£f£rence. En retour, la

connaissance des fonctions de forme sur I'£I£ment de r£f£rence donne les fonctions dl£ments

finis dans le domaine image, desquelles sont ddduites alors les fonctions 61dments finis

transform£es dans le domaine rdel.
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Le sch£ma de la figure 5 montre qu'il n'est pas vraiment int6ressant de regarder comment la

transformation T modifie les Equations diff£rentielles ou int£grales repr6sentant le syst~me
physique du domaine rdel. La transformation T, les 61£ments de l'espace image, puis les

dldments de rdf6rence permettent de construire sur le domaine rdel des 61dments finis d'un

nouveau type (les 61£ments finis transform£s) et donc de nouvelles fonctions de forme. Alors

grace d la notion d'dldment transformd, les formulations intdgrales utilisdes par la mdthode

des dldments finis restent valables telles qu elles sont.

Ici, l'dgalit£ V (m)
=

V,~~~~(M) dont nous avons discutd h la section 2.2 apparait comme la

meilleure hypoth~se possible, car elle est dans la logique de la mdthode des dl£ments finis.

3.4 FORMULAIRE. Les calculs sont bien entendus men£s sur les dldments de rdf£rence. Les

expressions sont transform£es suivant le formulaire :

Variables d'dtat exactes

v(x)
=

v(x) (16>

Variables d'dtat approchdes

v(x>
=

v * (x)
=

iv, w;(x)
=

iv, w,(x>
=

iv,
w, (I). (17)

Ddrivdes premidres

iii iii iii iii iii iii
(is)

oh

[8f/8X] et [8x/8X] Sont les matrices jacobiennes respectives de
T et T [8/8x],

[&/&X] et [&/&f] sont les vecteurs gradients dans l'espace correspondant.

Ddrivdes secondes

[[j
=

[Sl Ill]
~

Ill]
+

Ill
(~~i~ j

=.

(19>

oh

l~~ j= ~~

,

~~

,

~~

,

~~

)vecteurddrivdesecondeax2 ax ax ax by by ax by by

[J,
j

@ [J;~ =

[J,) [J,~ @ est le produit de Kronecker

Intdgrales

I-E
~ jjj det

fl '
~

'~~ ~image
dX

~

~~f&en~e
~~~

~
det

] '
~ ~ ~~

3.5 PROPRIfTfS MINIMALES DE LA TRANSFORMATION T. De l'espace rdel h l'espace image,
la transformation T doit dtre bijective. Les propridt£s de continuitd et ddrivabilitd de la
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transformation se ddduisent des propridtds classiques de continuitd et de d£rivabilitd sur et entre

les 61dments : les fonctions de forme modifides que nous venons de d£finir doivent en effet

avoir les mdmes propridtds de continuitd que les fonctions de forme classiques. Pour les

problbmes traitds au LEG par FLUX3D ou FLUX2D (magndtostatique, magndtodynamique,
61ectrostatique, thermique...) la fonction approchde V*(x) doit dtre continue et de ddriv£e

premibre continue sur chaque £lament. V*(x) doit de plus dtre continu sur les interfaces

communes inter dldments. Par consdquent, la transformation doit dtre continue partout (sur

tous les dldments et toutes les interfaces) et doit dtre ddrivable de ddrivde continue sur chaque
dldment. La continuitd normale de la d£rivde de la transformation n'est par contre pas

ndcessaire aux interfaces entre dldments.

3.6 REMARQUE. La m6thode
«

transformation d'un domaine r£el en un domaine image
» a

dt£ ddveloppde pour prendre en compte les problbmes h frontibres ouvertes. Cependant, il est

clair que si le domaine image doit dtre ferm£ (pour qu'il soit maillable) le domaine rdel n'a

nullement besoin d'dtre ouvert. Il est donc thdoriquement valable d'envisager de grin£raliser la

mdthode h des domaines rdels fermds, de fagon, par exemple h en faciliter le maillage. Imhoff

donne d'ailleurs dans sa th~se [5] un exemple pratique int£ressant qu'il appelle la
«

bande de

roulement modifide », qui permet de moddliser un entrefer de machine toumante. Cette

remarque prend cependant une saveur nouvelle avec la reformulation du principe de la

mdthode, puisque par exemple des matdriaux non lin£aires ou non isotropes peuvent dtre pris

en compte ou plus exactement, sont automatiquement pris en compte par la mdthode.

4. Interprktations globale ou locale de la mkthode et implantation.

4.I M#THODE GLOBALE ou LOCALE. Dolls un de ses articles sur la mod61isation de l'infini

pour les problbmes d'£lectromagndtisme [10], Emson passe en revue toutes les mdthodes

utilisdes en conjonction avec la mdthode des dl£ments finis. Emson divise la liste en mdthodes

globales (de l'anglais
«

global methods ») et en m£thodes locales par £laments. Les m£thodes

globales considbrent le domaine extdrieur comme un tout, alors que les m£thodes locales par

£I£ments le subdivisent en sous-rdgions ou dldments. Les mdthodes locales ne regroupent en

fait que les divers 61£ments infinis, tandis que les m6thodes globales regroupent toutes les

autres, et en particulier la mdthode de moddlisation de l'infini par transformation. Ce

classement peut paraitre arbitraire. Il nous parait cependant trbs int£ressant, car, comme nous

allons le voir, il £claire notre mdthode, ou plus prdcis£ment, les deux conceptions que nous en

avons eues.

Suivant la classification de Emson, la mod£lisation de l'infini par transformation est une

m£thode globale : l'ext£rieur est un tout, qui est transform£ dans sa globalit£ par le biais de la

transformation spatiale. Ce classement est intdressant, car, est inddpendamment de l'article

d'Emson, c'est ainsi que nous avons commenc£ h implanter cette mod£lisation de l'infini dans

les logiciels FLUX2D et FLUX3D. En effet, dans un premier temps, nous considdrions la

rdgion extdrieure moddlisant l'infini comme une r£gion particuli~re dans sa globalitd et en

consdquence de quoi, avions commenc£ h dcrire des programmes sp£cifiques d'int£gration

pour les r£gions infinies. Pour illustrer notre d£marche d'alors, on peut reprendre l'expression

de la fonctionnelle (5) et de voir comment elle a £t£ trait£e dans [6].

F (E~~~~) =

I ljj ~'b ~~
H

~~
j~

((
j~ det

~
dx (5)

2
~

dX ax ax x

(5) pour des mat6riaux lindaires et isotropes donne (21)
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ljj a~ a~ T
F (Er£el)

" j H j lml j dx (21)

~ima8e

dans laquelle [Ml est la matrice produit des matrices jacobienne et jacobienne transposde

multipli£e par l'inverse du d£terminant (qui est, rappelons-le, un scalaire). Outre le fait que le

matdriau doit dtre lin£aire et isotrope, (21) a beaucoup d'inconv£nients :

la matrice M n'est pas ind6pendante du probl~me physique. Elle donne la formulation

dldments finis dans le domaine image pour les variables v£rifiant I'£quation de Laplace ;

(21) n'est donc pas automatiquement g£n£ralisable h une formulation quelconque et

suppose un travail spdcifique de traduction de la formulation intdgrale du domaine rdel vers le

domaine image, et ceci pour chaque formulation. En particulier, obtenir la formulation image

pour le potentiel vecteur 3D est plus difficile, ce qui explique que [5, 6] ne la donne pas

pour chaque formulation, on doit alors £crire un programme sp6cifique d'int6gration

pour les r6gions infinies

de mdme, pour chaque formulation, on doit £crire un programme sp£cifique d'exploita-
tion.

L'introduction de la notion d'£I£ments transform6s met en Evidence le caractdre local de la

m£thode. La transformation T est certes toujours d£finie d'un point de vue g£om£trique sur la

r£gion entidre, mais est appliqu6e ensuite de mani~re locale sur chaque £I£ment pour g6n£rer
les 61£ments transform£s. Les difficult£s et inconv£nients cit6s ci-dessus deviennent caduques,

et l'implantation de la m£thode est grandement simplifi£e (cf. Sect. 4.3).

Pour conclure sur le classement de la mdthode de moddlisation de l'infini par transformation,

il est clair qu'elle poss~de un caract~re global (ddfinition g£omdtrique), mais que l'application
de la transformation sur chaque £I£ment est h caractbre local. Comme le montre plus clairement

le paragraphe suivant, c'est la combinaison de ces deux caract~res qui conf~re sa puissance h

cette mdthode.

4.2 COMPARAISON ENTRE #L#MENTS INFINIS ET MOD#LISATION DE L'INFINI PAR TRANSFORMA-

TIoN. Il existe deux grands types d'61£ments infinis [I I] : les £I£ments infinis avec fonction

de d£croissance (decay function infinite element) et les £I£ments infinis transformds (mapped
infinite elements). Les premiers sont construits en multipliant les fonctions de formes

classiques par une fonction de d£croissance (decay function) [12,13]. Ces fonctions de

d£croissance sont le plus souvent en I/r~ ou en exponentielle. L'ensemble conduit h des

proc£dures sp£cifiques d'int£gration num£rique. Les dl£ments infinis transformds, d£velopp£s
plus tardivement, en particulier par Zienkiewicz, Emson et Bettess de l'universit£ de Swansea,

conduisent h des rdsultats meilleurs, tout en demandant des modifications bien moindres des

proc£dures d'int£gration [11] et [14]. Quel en est leur principe ?

Comme on l'a vu au paragraphe3.I, la m£thode des dl£ments finis utilise la notion

d'£laments r£els et d'£I£ments de r£f£rence. On passe du syst~me r£el de coordonn£es (qu'on
dit aussi global, car c'est le mdme pour tous les dl£ments) au syst~me local de coordonn£es par
le biais de la transformation g£om£trique

T.
La m£thode des £I£ments infinis transform£s est

tout simplement de choisir T, de fagon h transformer l'dl£ment de r£fdrence en un £lament

s'£tendant jusqu'h l'infini. On peut alors se demander quelle est la diff£rence entre les £16ments

infinis transform£s de Zienkiewicz et notre mdthode surtout si l'on sait que les transformations

T que nous utilisons actuellement pour mod61iser l'infini, sont semblables aux
traisformations

de Zienkiewicz (que nous noterons T~). Elles ont en particulier les mdmes d£croissances, et

utilisent, de mani~re implicite (nos transformations) ou explicite (61£ments infinis) des pbles de

transformations.

La diff£fence entre les deux m£thodes rdside dans les diff£fences entre les deux

transformations. Si elles sont effectivement semblables dans la forme, les espaces qu'elles
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relient sont diffdrents : T relie l'espace rdel h l'espace que nous avons appel£ image (ensuite

relid h l'espace de rdfdrence par une transformation
T

classique), tandis que T~ relie directement

l'espace rdel h l'espace de rdf£rence. Nous pouvons dcrire (de mani~re un peu abusive malgr£
tout) : T~= T oT. La deuxidme diff£rence r£side dans les caract~res de la ddfinition

gdom£trique des deux transformations, global pour la transformation T et local pour la

transformation T~. la transformation T est la mdme pour tous les £I£ments, tandis que les

transformations T~ sont diff£rentes pour chaque £lament. Profitant de cette ddfinition globale,

on peut mailler le domaine extdrieur avec autant d'£I£ments que l'on ddsire, et donc approcher
la solution d'aussi prds que l'on souhaite. La cinquibme partie (Sect. 5) est l'illustration de

cette affirmation.

Par contre, la ddfinition essentiellement locale de la transformation T~ fait que le domaine

extdrieur ne peut, dans la direction de l'infini, due mod£lisd que par un seul dldment. Celui-ci

ne pourra pas dans la plupart des cas garantir une approximation suffisante. De plus, les

coordonn6es des p61es utilis6s par les transformations T~ doivent dtre donn£es par l'utilisateur :

h chaque n~eud d'un dldment infini doit dtre attachd un pble (et si les dldments infinis passent du

premier au second ordre, il faut ddfinir un pble par n~euds suppldmeniaires). Ce travail

fastidieux est le plus souvent rdsolu en donnant le mdme pble pour tous les dl£ments infinis.

En conclusion, la seule diffdrence entre les dldments infinis de Zienkiewicz et notre mdthode

rdside dans le caractbre local (dldments infinis) ou global (£I£ments transform£s) de la

ddfinition g£omdtrique des transformations utilis6es par l'une ou l'autre m6thode. Son

caract~re en partie global, do h l'existence d'un espace interm£diaire (l'espace image) entre

l'espace rdel et l'espace de rdfdrence, confbre h notre m£thode l'avantage d'une pr£cision plus

grande (le domaine ext£rieur peut dtre mailld par autant d'dldment que souhaitable), mais aussi

et peut-dtre surtout une grande facilitd d'utilisation. Il nous semble que notre m£thode, qui
g£n~re un type nouveau d'dldments finis (les £I£ments finis transform£s), dont une caract£risti-

que est de pouvoir s'£tendre jusqu'h l'infini, est, en ce qui conceme l'infini, une s~eur plus
dou£e, de la mdthode des £laments infinis transform£s.

4.3 CONS#QUENCES DE L'INTRODUCTION DES #L#MENTS TRANSFORM#S SUR L'IMPLANTATION

DE LA M#THODE DE MOD#LISATION DE L'INFINI PAR TRANSFORMATION. L'approche locale

par dldments de la mdthode (c'est-h-dire les £laments transformds) a consid£rablement

simplifi£ son implantation. Nous n'avons plus eu besoin en effet de crier des sous-programmes

d'int£gration spdcifiques pour les rdgions infinies. Nous avons implant£ ces transformations au

niveau de la biblioth~que
«

dl£ments finis
»

de FLUX3D. Cette biblioth~que «
£I£ments finis

»

retoume aux programmes d'int6gration ou d'exploitation toutes les informations n6cessaires

(fonctions de formes et ddriv£es, poids et points de Gauss pour l'int6gration numdrique...) h

partir du type de I'£I£ment rdel (t£trabdre h dix n~euds, hexa~dre h huit n~euds...) et des

coordonn£es de ses n~euds. L'int6rdt de cette bibliothbque
«

£I£ments finis
» est de rendre les

programmes d'intdgration inddpendant du type de 1'£16ment utilis6.

Implanter les transformations au niveau de cette biblioth~que rend alors les transformations

compl~tement transparentes pour les programmes d'intdgration. Ainsi aucune modification des

programmes d'int£gration n'est n£cessaire. Les programmes d'intdgration des sous-matrices se

ddroulent normalement, font appel h la biblioth~que
«

£I£ments finis », et si sur la rdgion oh se

trouve I'£lament fini est attach6e une transformation, alors on multiplie le gradient de I'£I£ment

fini par la matrice jacobienne de la transformation T et on divise les poids de Gauss

d'int£gration par son ddterminant. Cette proc£dure, identique quel que soit le type de

l'616ment, g6n~re automatiquement les 616ments finis transformds.

L'application de la transformation est donc totalement ind6pendante du probl~me physique

et des formulations choisies. Par exemple, les matdriaux anisotropes pourraient th60riquement

dtre pris en compte. Tous les couplages entre diffdrentes formulations restent valables tels
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qu'ils existent, ce qui a dtd vdrifid pour la plupart des couplages existant dans FLUX3D (la

Sect. 5 montre l'exemple d'un couplage potentiel total potentiel rdduit entre le domaine

ext6rieur et le domaine intdrieur).

Remarques

pour due tout h fait exact, parce que nous voulions garder totalement inchang£e la

biblioth~que
«

El£ments Finis
»

utilis£e par d'autres logiciels, nous avons cr££ une structure

interm£diaire «tampon» entre les programmes d'intdgration et la biblioth~que. Cette

contrainte nous a obligd h modifier un appel dans les sous-programmes d'int£gration. C'est

donc h l'int£rieur de cette structure « tampon », que la transformation est appliqude aux

dl£ments, ce qui montre l'inddpendance de son application aux types des dldments ;

pour les probl~mes axisymdtriques, il ne faut pas oublier que le rayon, par lequel on

multiplie ou divise pour tenir compte de l'axisym£trie du probmme est le rayon r£el et non

image

pour l'exploitation dans le domaine image, une difficultd suppl£mentaire intervient :

dans un logiciel dl£ment fini, l'exploitation s'appuie sur les £I£ments finis. Si on veut connaitre

la valeur du potentiel et du champ en un point de l'espace, on recherche l'dl£ment dans lequel

se trouve ce point et on d£duit alors les valeurs des potentiels et champs gr£ce aux fonctions de

formes et valeurs aux n~euds de I'£lament. Dans notre m£thode, le domaine mailld dtant le

domaine image, l'exploitation dans le domaine image ne pose pratiquement aucun probldme
suppldmentaire par rapport h une exploitation classique (sauf peut-dtre la gestion des divisions

par z£ro sur la frontibre infini). Malheureusement, le domaine d'exploitation le plus intdressant

n'est dvidemment pas le domaine image, mais bien le domaine rdel. Cela implique de crder des

sous-programmes de traduction entre coordonndes rdelles et coordonndes images et rdciproque-

ment. Ces programmes sont les pendants des programmes classiques de traduction entre

coordonndes r£elles et coordonndes locales. L'exploitation reste cependant plus difficile h

g£rer que l'intdgration h cause des probldmes de visualisation.

5. Validation : comparaison entre une solution EF et une solution Biot et Savart.

5, I CHOIX ET VALEUR Du PROBLtME. Les m£thodes de mod£lisation de l'infini, utilis£e en

conjonction avec la mdthode des dldments finis sdparent le domaine d'dtude en un domaine

intdrieur (traitd par dl£ments finis) et en un domaine extdrieur. Le minimum h attendre d'une

mdthode de moddlisation de l'infini est que les rdsultats soient bons dans le domaine intdrieur.

Une m£thode de moddlisation de l'infini a alors deux niveaux de validation. Le premier
niveau, niveau minimum, est atteint par une m£thode lorsque les r£sultats donnds par cette

mdthode sont bons dans le domaine intdrieur. Le deuxi~me niveau est atteint par une mdthode,

si elle donne aussi de bons rdsultats dans le domaine extdrieur.

Notre mdthode est h la fois h£riti~re des mdthodes de moddlisation de l'infini par

transformation conforme, mais aussi s~eur des dl£ments infinis transformds (Mapped infinite

elements). Or, de nombreux articles [1-3, 11, 14-16] ont prouv£ la valeur de ces mdthodes pour

mod£liser des syst~mes, pour lesquels les champs £lectriques ou magndtiques ne peuvent due

ndgligds que trbs loin de la structure concem£e. Les articles et th~se de Imhoff [4-6] £tablissent

de mani~re incontestable que notre m£thode atteint le premier niveau de validation. De plus,

tous les essais montrent que l'efficacit£ d'une m£thode £I£ments finis en d£finissant celle-ci

comme dtant le rapport prdcision des grandeurs intdgrales (forces, couples, Energies...) sur le

nombre d'£I£ments
-,

est amdliord par l'utilisation de la moddlisation de l'infini h l'aide des

dldments transformds.

Le probldme auquel nous nous.sommes alors intdressds, est de savoir si notre mdthode donne

de bons rdsultats h
«

l'infini », c'est-h-dire sur les potentiels et sur les champs dans le domaine

ext£rieur.
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Dans les articles [8, 9], nous avions prdsent£ une comparaison entre la solution numdrique
obtenue par dl£ments finis transformds avec une solution analytique. Le problbme choisi dtait

celui de la sphbre ferromagndtique voyant un champ source extdrieur uniforme. Cette

comparaison prouvait la valeur de la mdthode. Cependant, h cause de la trop grande simplicit£
de la solution analytique (dipble), les r£sultats que nous avions obtenus alors avec la sphdre ne

nous satisfaisaient pas complbtement. Nous avons cherchd des problbmes dont la solution est h

la fois plus complexe et connue de manibre analytique. Nous avons d'abord songd h deux

aimants cubiques d'aimantations infiniment rigides et de signes oppos£es, probl~me dont la

solution analytique est connue. Nous avons finalement prdfdrd remplacer les aimants par des

spires inductrices pour la simple raison que FLUX3D est dotde d'une banque d'inducteurs. Si il

n'y a pas de matdriaux magn£tiques, le champ total est £gal au champ Biot et Savart des

inducteurs. Donc si le domaine extdrieur est moddlis£ en potentiel scalaire total (alors que le

domaine int£rieur doit dtre moddlis£ en potentiel rdduit), alors le champ donna par les dldments

finis transform£s dans le domaine ext£rieur correspond au champ analytique Biot et Savart. La

comparaison entre la solution £I£ments finis et la solution analytique (donnde par Biot et

Savart), est facile et est significative de la valeur de la m£thode.

5.2 DESCRIPTION. Le probmme rdsolu est d£crit par la figure 6. La boite infinie est de

dimension X~
=

ZA
=

I m, Y~
=

1,4 m, X~
=

Z~
=

1,7 m et Y~
=

2,1 m. L'exposant a
de

l'expression (9) vaut 2. Le probl~me comporte quatre spires surfaciques rectangulaires h coins

cants une spire I centr£e suivant l'axe oz de centre z =

0,4 m, une spire 2 centrde sur l'axe

oy de centre y =

0,5, ainsi que deux spires symdtriques. Les formes de ces spires sont

identiques : leur longueur x est de 0,7m, leur iargeur y vaut 0,6m et leur hauteur
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z est agate h 0,4 m. La spire I et sa symdtrique sent parcourues par des courants d'intensitd

surfacique de 1, 2 A/m, normaux h l'axe oz et de mdme sens. Leg deux spires 2 sent parcourues

par des courants de sens contraires aux spires I et d'intensitd surfacique valant 0,7 A/m. Le

probmme est symdtrique suivant leg plans xoz et yoz, et antisymdtrique suivant xoy. Seul un

huiti~me de la g60m6trie est donc d6crit, c'est aussi pourquoi on ne voit que deux spires sur la

figure 6.

Le probl~me est traits en potentiel rdduit pour la rdgion intdrieure, et en potentiel total pour la

rdgion extdrieure. Comme leg quatre spires sent entibrement contenues dans le domaine

intdrieur, la circulation du champ des spires est nulle sur l'interface entre rdgions intdrieures et

ext6rieures : ii n'y a donc pas de probl~me tars du couplage potentiel total potentiel rdduit.

La partie HG (en haut et h gauche) de la figure 6 montre le maillage surfacique sur leg trois

plans de symdtrie. Leg 61dments sent des 61dments de Lagrange du second ordre. On peut

constater que le maillage est dense dons la r6gion infinie et l'est mains dans la rdgion
intdrieure. La raison est que le potentiel rdduit est nut puisqu'il n'y a pas de matdriaux

magndtiques dans le domaine intdrieur (c'est pourquoi le champ magn6tique total est 6gal au

champ Biot et Savart).

Leg parties BG (bas-gauche) et BD (bas-droit) de la figure 6 montrent sur leg plans de

Sym6trie xoz et yoz leg lignes isovaleurs pour le potentiel total dans le domaine image. On

S'apergoit ainsi de la complexit6 (voulue) du phdnom~ne moddlisd dans l'infini par 616ments

finis transform6s.

5.3 COURBES PRtSENTtES. La figure 7 compare le champ magn£tique total calcul£ par
61dments finis avec le champ Biot et Savart sur un segment rdel. Ce segment est situ6 dons le
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plan xoy pour faciliter la visualisation de ce segment rdel et de son image (partie BD de la

Fig. 7). Ce segment est h une hauteur z =

1,4 m, y vane de 0 h 10 m. Leg courbes de la figure 7

superposent le champ magn6tique calcu16 par Biot et Savart et le champ magndtique calcu16 par

dldments finis. La courbe HG est la solution pleine dchelle, la courbe HD est un

agrandissement (8 fois environ) et la courbe BG est d'agrandissement £gal h 60 environ. La

correspondance entre leg deux solutions peut dtre qualifide de bonne, voire excellente puisque,
mise h part la composante X du champ qui n'est que faiblement nulle, elles ne sent pas

distinguables h pleine dchelle.

La deuxi~me sdrie de courbe (Fig. 8) prdsente la superposition des champs sur un segment
d'axe oy, y variant de 1,4 m (d6but de la boite infinie) h I1,4 m. Le choix de ce segment n'est

pas le fait du hasard. En grog, leg spires I et 2 se component comme des dip61es de centre, de

signe et d'intensitd diffdrentes. En y =

1,4 m, le champ de la spire 2 prddomine sur le champ
de la spire I, plus dloignde. Plus loin, le champ cr6d par la spire I (d'intensitd supdrieure) va

l'emporter sur le champ de la spire 2. L'ensemble se comporte done d'abord comme un

quadrip61e, puis se transforme ensuite en un dip61e.
Leg courbes de la figure 8 montrent tr~s clairement ce ph6nombne. Le champ est positif au

ddbut, chute trbs rapidement, passe par un extremum n6gatif, pour ddcroitre ensuite de manibre

beaucoup plus lente vers zdro. Les courbes montrent dans l'ensemble une bonne corrdlation

entre la solution dldments finis et la solution analytique (courbe HG). En affinant ces rdsultats,

on s'apergoit que cette correspondance devient brutalement mains bonne (courbe HD et BG).

Nous avons cherchd h corrdler cette d6gradation de la solution avec le maillage. Cette
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ddgradation arrive pour le quatri~me point de calcul, qui est le premier point de calcul situd

dans le demier 61dment. Lorsque l'on regarde ce qu'il se passe h partir de ce point, on constate

que le champ Biot et Savart passe d'abord rapidement h l'extremum ndgatif pour ensuite

d6croitre lentement vers z6ro h l'infini. Ce qui passe h partir de ce quatribme point est beaucoup

trap complexe pour qu'un seul dldment arrive h approcher correctement la solution en chaque
point. Ce demier d16ment se contente d'approcher la valeur intdgrale sur l'616ment et y arrive

probablement assez bien puisque la valeur du champ au point prdcddent (calculd sur l'dldment

prdc6dent) est trbs correcte.

Nous avons voulu vdrifier ce rdsultat en modifiant la densitd du maillage. La figure 9

prdsente leg mdmes courbes pour un maillage plus dense. Deux r6sultats importants sent ainsi

confirm6s

excellente correspondance entre la solution analytique et la solution num6rique sur leg

champs tant que le point de calcul ne se trouve pas dans le demier 616ment ;

ce demier 61dment ne peut pas assurer cette mdme correspondance si le phdnombne qui
s'y produit est complexe. Par contre, l'erreur commise sur l'int6grale de cet d16ment est faible,

puisque la solution avant cet 616ment est bonne

il suffit de mailler de mani~re plus dense pour obtenir une plus grande prdcision
il n'est cependant pas question d'obtenir de cette fagon une bonne prdcision sur le champ

en un point lointain de la source (lointain peut signifier au-dell de 10 fois la taille du domaine).
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6. Conclusion.

L'utilisation de transformations reliant de manibre bijective un domaine extdrieur ouvert h un

domaine image fermd permet la moddlisation de l'infini. Jusqu'h peu, ii dtait admis que la

transformation spatiale devait dtre conforme, ce qui en limitait l'application h la rdsolution de

l'dquation de Laplace en 2D cartdsien. L'utilisation de cette mdthode a d'abord dtd gdndralisde
par J. F. Imhoff h des transformations non conformes, ce qui nous a permis de proposer de

nouvelles transformations plus efficaces [4-6, 8, 9].

Nous avons ensuite reformuld le principe de la mdthode, grfice h la notion nouvelle

d'dldments transformds qui (tend la notion d'dldments rdels et de rdfdrence. Cette reformulation

montre que la mdthode est tr~s g6n6rale et s'applique h n'importe quel problbme physique r6git
par des d@uations intdgrales dldments finis. Cette reformulation accroit les possibilitds de la

m6thode. On peut songer par exemple h l'extension de la m6thode h des domaines non infinis

avec prise en compte de matdriaux non lin6aires ou anisotropes. Cette reformulation facilite

aussi grandement l'implantation de la m6thode dans les sous-programmes d'int6gration et

d'exploitation. Enfin, elle montre que cette m6thode est finalement dans le principe assez

proche de la mdthode des dldments infinis transformds ddveloppde par Zienkiewicz, Emson et

Bettess [14], mais aussi par les transformations utilisdes. Les diffdrences entre ces deux

m6thodes rdsident dans la ddfinition g60m6trique, locale pour les dldments infinis, globale

pour notre m6thode grfice au domaine image, diffdrence qui confbre h notre mdthode une

certaine supdrioritd.
Les rdsultats prdsent6s dans la demibre partie (superposition de champ calculd h l'aide des

dldments transformds avec la solution analytique calculde par Biot et Savart) montrent la

validitd de cette m6thode de moddlisation de l'infini. Celle-ci n'a cependant pas la prdtention
de pouvoir calculer une valeur de champ

«
lointain »,
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