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R6sum6. La simulation numdrique de dispositifs industriels de chauffage pat conduction

dlectrique conduit h la rdsolution simultande des Equations dlectrique et therrnique coupldes pat les

propridtds dlectdques souvent fortement ddpendantes de la tempdrature. Aprbs une mise en

Equation des ph£nombnes physiques, la discrdtisation en £laments finis des Equations aux ddrivdes

pattielles est prdsentde. Quinze formulations diffdrentes ont dtd gdndrdes h l'aide du logiciel
FLUX-EXPERT, permettant ainsi de moddliser de nombreuses configurations industrielles (2D,

axisymdtriques et 3D) avec ou sans couplage fort entre les dquations. Les prob16mes moddlisds

sont g£n£ralement non lin£aires et complexes. Ils conduisent h des syst6mes mal conditionn£s

dissym£triques. Afin d'en optimiser la rdsolution un algorithme de Newton Raphson est utilis£.

Deux installations industrielles ont £t£ £tudi£es I) un four h verre alimentd en tension polyphas£e
6quilibr£e et ddsdquilibr£e it) un dispositif de chauffage de fluide au d£fild.

Abstract. The numerical simulation of industrial devices where heat transfer is obtained by
electrical conduction, generally leads to the simultaneous resolution of electrical and thermal

equations coupled by electrical properties often strongly linked with temperature. After describing
physical phenomena equations, a finite element discretization of partial derivative equations is

presented. Fifteen different formulations have been generated with the FLUX-EXPERT package
allowing the modelization of many industrial systems in 2D, axisymetric or 3D geometries with or

without equations coupling. Modelized problems ate generally non linear and complicated.
Matrices systems ate dissymetric and ill-condionned. In order to optimize the resolution a Newton

Raphson algorithm is used. Two applications ate treated : I) a glass fumace with balanced and

unbalanced AC supply it) a traveling fluid heated by electrical conduction with DC supply.

1. Introduction.

Le logiciel FLUX EXPERT [I], dotd d'un g6n6rateur d'£quations, permet de d6crire et de

r£soudre dans des g£omdtries bi- ou tridimensionnelles, des dquations aux ddrivdes partielles,

par la m£thode des £laments finis. C'est aussi un outil robuste qui permet la simulation

num6rique de ph6nomdnes couplds.
Nous pr6sentons ici sa mise en ~euvre dans le cas d'un couplage thermo-dlectrique 3D dans

une installation de chauffage du type four h conduction avec divers schdmas d'alimentation

(continue, polyphasde ddsdquilibr£e).
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2. Moddlisation physique.

2. I LE PROBLtME tLECTRIQUE. Les installations de chauffage de matdriaux par conduction,
tels que ceux que nous nous proposons de moddliser ici, sont alimentdes en courant continu ou

polyphasd trds basse frdquence. Les effets d'induction dlectromagndtique sont alors nuls ou

ndgligeables devant les effets de conduction dlectrique. Le probldme dlectrique est alors ddcrit

par l'dquation de la conduction :

div (- tr
(T) grad V

=

0 (1)

Avec tr : conductivitd dlectrique, V : potentiel dlectrique. Dans le cas oh les sources sont des

fonctions sinusoidales du temps de pulsation w, la solution du probldme est une fonction

sinusoidale du temps de pulsation identique. Il est alors possible de reprdsenter le potentiel
dlectrique par un nombre complexe :

v (x, t )
=

v~ (x eJ (ml + 4 (x» (2)

Avec V~ valeur maximum du potentiel dlectrique, x : position, t temps, w : pulsation et

4 phase.
Le potentiel dlectrique dans une installation alimentde en altematif est alors obtenu en

r£solvant

div (- tr (T). grad17
=

0. (3)

Le potentiel £lectrique ~ l'instant t est alors V (x, t)
=

jle(V (x, t)).

2.2 LE PROBLtME THERMIQUE. La grande diversitd des phdnomdnes thermiques rencontrds

dans les dispositifs de traitement en poche, de chauffage au ddfil£ ou encore de cuves h

£lectrolyse, nous conduit h adopter pour le probldme thermique une ddfinition prdcise
susceptible de simuler le comportement des diverses installations industrielles rencontrdes.

Ainsi le transport de chaleur par mouvement de pi~ces ou par mouvement de fluide doit

pouvoir dtre pris en compte. La connaissance d'un champ de vitesse est alors n£cessaire et sera

foumie par une expression analytique ou par la rdsolution num£rique s6par£e des Equations de

Navier-Stokes dans la partie fluide du domaine de calcul [2]. De plus la variation avec la

tempdrature de la conductivit£ thermique des matdriaux utilisds ainsi que la prdsence dventuelle

d'un front de solidification nous conduit h adopter, pour ddcrire le probldme thermique en

rdgime permanent, une dquation de convection diffusion non lindaire :

p (T) C ~(T). U grad T + div (- k(T). grad T) AH Q~~ Q~~~~
=

0 (4)

Avec p : masse volumique du matdriau, C~. capacitd calorifique, U : vitesse du milieu,

k: conductivitd thermique, T: tempdrature, AH: chaleur latente de changement d'dtat,

QTH sources thermiques intemes d'origines diverses, QELEC sources d'origine dlectrique.
Les propridt£s p, C~ et k sont en gdndral des fonctions connues de la temp£nature.

Les sources de chaleur dues au changement d'£tat peuvent dtre approchdes avec une bonne

approximation (dons le cas des alliages) par un moddle en capacitd calorifique dquivalente [4]

ddfini par une fonction
« en cloche

»
de la tempdrature F~(T) sur un intervalle de solidification

I~, tel que :

L~
=

IF
~

(T) dT. (5)
i~

Oh L~ est la chaleur latente de changement d'dtat.
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2.3 COUPLAGE ENTRE LES tQUATIONS #LECTRIQUE ET THERMIQUE. Le couplage entre les

Equations (I ) ou (3) et (4) est dfi d'une part ~ la forte variation de
tr avec la tempdrature (comme

c'est le cas des verres, des cdramiques et des matdriaux semi-conducteurs par exemple), et

d'autre part aux sources thermiques d'origine £lectrique.
Ces demi~res, qui se d£veloppent dans l'ensemble des mat£riaux si~ge de courants

dlectriques, s'expriment simplement en alimentation continue par :

QELEC
" " ~~~d ~ ~ ~~~

En alimentation altemative, pour lbs fr6quences d'alimentation utilisdes (50 Hz), le temps
caract£ristique des phdnom~nes dlectriques est bien infdrieur ~ celui des ph6nomknes
thermiques. Il est alors raisonnable de calculer les sources thermiques d'origine 61ectrique

comme la moyenne temporelle sur la p6riode des sources instantandes soit :

Q~~~~
= tr grad V (grad V )* (7)

oh
«

*
»

ddsigne l'opdrateur de conjugaison.

2.4 CONDITIONS AUX LIMITES. Les conditions aux limites sent du type Dirichlet ou

Neumann (arrivdes de courant ou fronti~res isolantes) pour l'dquation de la conduction

dlectrique, et du type Dirichlet, Neumann homogdne, Neumann non homog~ne (convection

et/ou rayonnement sur l'ambiante aux frontibres) pour I'£quation de la chaleur.

k(T). grad T. n
=

h (T T~ + e
2. (7~' Tj)

Convection Rayonnement

Avec h : coefficient d'6changes par convection,
e : £missivitd, 2 : constante de Stephan,

T~ : tempdrature ambiante.

3. Moddlisation numdrique par dldments finis.

Aprbs avoir intdgrd par parties les formes fortes des dquations issues des projections de

Galerkin, on applique le thdordme d'ostrogradsky pour obtenir une forme faible oh les

intdgrales surfaciques sont remplacdes par leur expression h la frontibre

lj
tr (T) grad

a grad V dv
=

0 (8)
a

lj k(T). grad a, grad T dv +
jj

a, p C~ U. grad T dv +

a

a

+la,.h.(T-T~)ds+ a,.e.2.(J~'-Tj)ds~r ~r

jjj
"<. ~~i dV jjj

"<. QELEC dV jjj
"<. QTH dV

~

° (9)
a a a

Avec D et T : domaine de calcul et sa fronti~re. Les a, reprdsentent Ies poIyn6mes
d'interpolation de Lagrange. Selon Ie type d'alimentation le potentiel 6Iectrique sera reprdsent6

par un nombre r6eI ou complexe.
Le systdme constitud des dquations (8) et (9) peut dtre £crit sous forme matricielle :

R(I)
=

M(I). I S(1)
=

0 (lo)
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oh le vecteur inconnu est constitu£ des valeurs de potentiel et de temp£rature aux nmuds du

domaine. La constitution des diffdrents terries intervenants dans (lo) peut dtre schdmatisde

pat :

1
=

~~j
(II)

IT

sj~ (Sv(I)jST(1)
(12)

M(I)= f~~~~~ ~~~~~l. (13)
M~V(I) MIT(I)

Afin d'optimiser la rdsolution du syst~me lindaire ainsi obtenu, un algorithme it6ratif de

Newton-Raphson est utilisd.

Un ddveloppement limit£ du rdsidu du systdme au voisinage de la solution s'dcrit :

R (I~
~ j

)
=

R(I~ + 61~)
=

R(I~) +
f(I~). 61~. (14)

Oh k et k + I sont des indices relatifs h deux itdrations successives et f(I~) la matrice

Jacobienne du systdme. Le rdsidu souhaitd h l'itdration k + I dtant nul, la rdsolution du

syst~me :

J (I~) 61,
=

R (I, (15)

permet d'estimer un dcart de solution 61~ et donc de calculer la solution h l'itdration

k+ I par :

~k
+

" ~L + ~lk ~~~~

La matrice Jacobienne du systbme est dvalude ~ partir des diffdrents tenures des dquations

thermique et dlectrique, sa constitution peut dtre schdmatisde par :

f(I)
=

~~~~~ °
(17)

o f~T(i)

Oh

fvv
=

jjj
tr grad a, grad a~ dv +

jjj dtr/dT. grad V grad a, a~ dv (18)
"

a a

ITT
=

ljj k, grad a, grad a~ dv +
jjj dk/dT, grad T. grad a a~ dv +

?
a n

+ lp.C~.U,grada~.a,dv+ d(p.C~)/dT.U,gradT,a,.a~dv~a ~~a

+lj h,a,,a~ds+ jj dh/dT.T,a,,a~ds
r r

+4,lj e.I.T~,a,,a~ds. (19)

r
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Selon son conditionnement, Ie systdme d'dquation (15) est rdsolu par une ddcomposition LU

ou par la m£thode du gradient bi-conjugu6.
Pour dtre stable, l'algorithme de Newton-Raphson n6cessite un dtat initial proche de la

solution. Ce demier peut dtre obtenu en ddcouplant les deux dquations. Lorsque cet dtat initial

physiquement et num£riquement acceptable est obtenu, l'algorithme itdratif est appliqud au

systkme d'dquations coupldes. Au cours des itdrations, le syst~me physique dvolue ainsi

jusqu'~ un £tat d'dquilibre oh la production de chaleur inteme, due h l'effet Joule, compense

les penes par convection et rayonnement aux frontibres.

Pour traiter avec stabilitd des phdnombnes de transport (solide en mouvement ou Iiquide) Ie

maillage doit dtre suffisamment fin pour que le Nombre de Peclet de maille reste infdrieur h 2.

Ceci conduit ides maillages comportant un grand nombre de n~euds dont la r£solution peut dtre

difficile. Afin de palier h ce probl~me, l'utilisation d'une conductivitd thermique tensorielle

dquivalente perrnettant de ddcentrer Ie schdma pourra dtre utilisde [5].

4. Applications.

L'ensemble des formulations en gdomdtries 2D, axisymdtrique, 3D, d£coup16es ou coupldes, a

£t£ d£velopp£ avec Ie g£n£rateur d'dquations FLUX EXPERT (15 formulations diff£rentes).
Ceci conduit ~ un ensemble de logiciels £16ments finis qui perrnet de moddliser les

comportements £lectrique, thermique et thermo-£lectrique de dispositifs industriels varids.

Le cas de mat6riaux dont la conductivitd 61ectrique vane fortement avec la temp6rature a dtd

dtudid. Deux applications sont prdsentdes. La premi~re consiste ~ mod61iser le comportement
therrno-dlectrique d'un four ~ verre en alimentation polyphas£e oh sont pris en compte des

propridt£s variant avec la temp£rature (Fig. I). la seconde est I'dtude du chauffage au ddfild

d'un fluide conducteur circulant entre deux parois sur lesquelles sont dispos£es deux dlectrodes

alimentdes en courant continu. La mise en dvidence du terrne de transport dfi h la vitesse du

fluide y est caractdristique.
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Fig. I. Modbles de conductivit£s £lectrique et thermique utilis£s pour le verre.

[Electrical and thermal conductivity models used for the glass.]

4.I MOD#LISATION D'UN FouR A VERRE. L'£tude que nous pr6sentons ici conceme un

dispositif de fusion de verre dont les caract£ristiques g£om£triques sont ddfinies sur la figure 2.
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Fig. 2. Gdom£trie du four h verre dtudi£.

[Glass fumace geometry.]

Une poche paralldlipipddique, remplie de verre, dont les parois sont constitu£es d'un matdriau

dont nous avons considdrd les propri£tds physiques constantes, est travers£e dans sa partie
infdrieure par quatre dlectrodes de molybd~ne qui pdn~trent largement dans la poche.

L'dtude est rdalisde sur un domaine constitud de l'enceinte du four et de son contenu. Les

alimentations en potentiel s'effectuent h la base des dlectrodes ; les parois du four sont

considdrdes comme parfaitement isolantes. Les courants qui se ddveloppent ainsi dans le verre

provoquent un dchauffement de ce demier. Le dispositif est refroidi sur l'ensemble de la

frontidre par convection et rayonnement sur la tempdrature ambiante.

4. I,I Moddle bidimensionnel. L'dtude est rdalisde sur un domaine plan issu d'une coupe
horizontale du four 3D (Fig. 2). Dans un premier temps les Electrodes sont aliment6es en

tension altemative avec un ddphasage de ar/2. Les figures 3a, b et c repr6sentent respective-

ment la tension calculde ~ la phase nulle, la r£partition de tempdrature et la carte des sources

therrniques dues h l'effet Joule.

Dans un second temps, un accident de fonctionnement est simuld en imposant un potentiel
nul sur l'une des dlectrodes, le four est alors aliment£ en d£s£quilibrd, ddsdquilibre que l'on

retrouve dans la rdpartition des sources et de la temp6rature (Figs. 4a, b et c).

4.1.2 Moddle tridimensionnel. Les rdsultats obtenus en 2D dquilibrd mettent en dvidence

l'existence de symdtries qui peuvent dtre exploitdes afin de rdduire le domaine de calcul 3D.
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[Results obtained for a 2D fumace model with a polyphase balanced supply, a) Adimensional electrical

potential field. b) Adimensional temperature field. c) Adimensional electrical sources field.]
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(a)

(bi

Fig. 5.-Rdsultats obtenus pour un modble tridimensionnel de four en alimentation diphasde.
al Potentiel dlectrique, b) Tempdrature.

[Results obtained for a 3D fumace model with a diphase supply, a) Electrical potential field.

b) Temperature field.
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Un r6gime continu Equivalent peut dtre envisag6 en choisissant des conditions aux limites en

potentiel telles que le champ de potentiel obtenu conduise h des sources Joule identiques :

Ii
« grad V~ dv

=

iii
« grad V (grad V )* dv (20)

a a
2

Les figures 5a et 5b repr6sentent les isovaleurs du potentiel ainsi que les isothermes dans 1/8

de four en alimentation diphas6e.
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Fig. 6. Chauffage par conduction d'un dcoulement de fluide. a) Champ de vitesse adimensionnel.

b) Potentiel dlectrique adimensionnel, c) Temp£rature adimensionnelle obtenue en absence d'dcoulement.

d) Tempdrature adimensionnelle obtenue avec dcoulement.

[Traveling fluid heated by electrical conduction, a) Adimensional velocity field, b) Adimensional

electrical potential field. c) Adimensional temperature field obtained without motion. d) Adimensional

temperature field obtained with motion.]
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4.2 MOLtLISATION D'UN DISPOSITIF DE CHAUFFAGE Au DtfiLt. Dans l'exemple traitd ici,

un dcoulement de Poiseuille plan dans l'espace compris entre deux parois met en mouvement

un
fluide conducteur. Sur les patois sent dispos6es deux Electrodes qui, aliment6es h un

potentiel constant, permettent le d6veloppement de courants 61ectriques au cmur du fluide et

donc un dchauffement de ce demier. Lb encore le dispositif est refroidi h la frontikre par
convection et rayonnement sur la temp6rature ambiante. Les figures 6a, b, c et d reprdsentent

respectivement le champ de vitesse dans le fluide, la tension et les champs de temp6rature
obtenus sans et avec vitesse.

5. Conclusion.

II apparait donc que malgrd les difficult6s posses par les Equations 61ectriques et thermiques
(non-lindarit6s trds importantes, couplage fort, effet 3D), les 616ments finis permettent

d'obtenir des mod61isations efficaces qui peuvent apporter une aide consid6rable au dimension-

nement de dispositifs industriels et h la compr6hension de leur comportement tars d'incidents

de fonctionnement.

Le logiciel FLUX-EXPERT, muni des 15 Equations d6crites pr6c6demment, allbge
consid6rablement la tiche de l'ing6nieur d'6tude en supprimant de son travail la partie

informatique de conception ou d'adaptation de code, d61icate et d6voreuse de temps.

Le thermicien peut ainsi se consacrer exclusivement h la mod61isation physique du dispositif
6tud16 et en particulier h la d6termination des propri6t6s des mat6riaux et des divers coefficients

d'6change thermiques. Cette tiche n'a pas dtd abord6e ici mais constitue cependant une 6tape
importante du processus de moddlisation dent ddpend la qualit6 des rdsultats num6riques
obtenus.
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