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Résumé. — Dans cet article est présenté un modéle 3D qui permet de coupler les équations
magnétiques et €lectriques. Les équations magnétiques sont résolues a I’aide de la méthode des
éléments finis en utilisant une formulation en potentiel vecteur magnétique. Dans le modéle
proposé les effets de la saturation du circuit magnétique sont pris en compte en utilisant
Palgorithme de Newton-Raphson. On montre comment relier les équations magnétiques avec
celles du circuit électrique pour aboutir 4 un systéme d’équations différentielles que I’on résout
avec une intégration numeérique. A titre d’exemple on modélise une bobine a noyau ferromagnéti-
que et pour montrer la validité du modéle on compare les résultats obtenus avec une solution
analytique et un code de calcul 2D.

Abstract. — In this paper a 3D model for coupling of magnétic and electric equations is
presented. The magnetic equations are solved with the help of finite element method using the
magnetic vector potential formulation. To take into account the effects of magnetic saturation we
use the Newton-Raphson algorithm. We develop the analysis permitting the coupling of magnetic
and electric equations to obtain a differential system equations which can be solved with
numerical integration. As example we model an iron core coil and the validity of our model is
verified by a comparison of the obtained results with an analytical solution and a 2D code
calculation.

1. Introduction.

La simulation numérique de dispositifs électromagnétiques en tenant compte du circuit
d’alimentation intéresse depuis plusieurs années les laboratoires de recherche ainsi que les
constructeurs de matériels électriques. Dans le cas d’une simulation bidimensionnelle, des
travaux de recherche ont été effectués dans ce cadre : a titre d’exemple nous citons [2, 4-7].
Pour notre part, nous avons mis au point au LGEP le code de calcul MAGELEC [12] basé sur
I’analyse théorique développé en [7]. Dans les modéles proposés les équations magnétiques
sont résolues en utilisant le potentiel vecteur et le couplage est obtenu ““ naturellement ™ [10,
15]. En effet, la densité de courant peut facilement s’exprimer en fonction de l'intensité du
courant dans le circuit électrique et le flux dans les bobinages a partir du potentiel vecteur.

Pour résoudre les équations magnétiques dans le cas de géométries tridimensionnelles,
différentes formulations peuvent étre envisagées suivant le probléme traité, le but recherché
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gtant la limitation du nombre d’inconnues. Dans le cas de la magnétostatique, des
formulations en potentiel scalaire ont été développées. Cependant celles-ci sont mal adaptées
aux dispositifs possédant des géométries non simplement connexes. Par ailleurs en ce qui
concerne le couplage avec les équations €lectriques ces formulations posent un probléme pour
modéliser les inducteurs. De plus, le flux a travers un enroulement, nécessaire pour coupler
les équations ne peut étre obtenu directement a partir du potentiel scalaire.

Il est possible d’envisager une formulation en potentiel vecteur magnétique pour résoudre
les problémes de la magnétostatique en 3D. En effet, si on adopte cette solution, les
problémes liés aux inducteurs et aux milieux non‘simplement connexes ne se posent plus et le
flux dans les enroulements se calcule facilement. Toutefois, on évite généralement cette
formulation car elle nécessite le calcul de trois composantes et nous oblige a imposer une
condition de jauge pour que la solution obtenue soit unique. Dés lors, si on prend la jauge
A.® =0, le nombre de composantes du potentiel vecteur peut étre ramené a deux [14].
Ainsi, ce qui apparaissait au départ comme une contrainte permet, dans ces conditions, de
diminuer les difficultés. C’est cette formulation que nous avons adoptée pour résoudre les
équations magnétiques que nous allons coupler avec les équations du circuit électrique.

Dans cet article, nous allons étudier la formulation proposée ci-dessus et voir comment la
résoudre en utilisant la méthode des éléments finis. Pour traiter le probléme des milieux non
linéaires, nous verrons comment introduire I’algorithme de Newton-Raphson dans le systéme
d’équations d résoudre. Ensuite nous étudierons un modéle qui permet de relier les équations
magnétiques avec celles du circuit électrique et qui conduit a la résolution d’'un systéme
d’équations différentielles. Comme exemple d’application, nous allons modéliser une bobine
a noyau ferromagnétique. Pour valider notre modéle, les résultats obtenus seront comparés
avec une solution analytique dans le cas ou I’on considére les milieux linéaires et avec un code
de calcul 2D dans le cas non linéaire.

2. Résolution des équations magnétiques.

2.1 EQUATIONS A RESOUDRE. — Dans le cas de la magnétostatique nous devons résoudre les
équations :

RotH =1J (1.a)
divB =0 (1.b)

ou J représente la densité de courant, B I'induction magnétique et H le champ magnétique. Si
Pon considére les caractéristiques des milieux, le champ H s’exprime en fonction de
Pinduction B par la relation :

H=vB ()]

ou v représente la réluctivité.

Si on choisit une formulation en potentiel vecteur magnétique, les équations (1) et (2)
conduisent a la relation :

Rotv RotA =17 3)

que nous devons résoudre sur le domaine étudié {2 en tenant compte des conditions de
continuité entre les différents milieux soit :
H,,=H,, (4.a)
B ,=8B,,. (4b)
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La solution de I’équation (3) avec les conditions de continuité (4) n’est pas unique. En effet,
le potentiel vecteur A est défini a un gradient prés. Pour obtenir I'unicité de la solution, on
doit imposer une condition de jauge. Il est possible d’utiliser la jauge de Coulomb (div A = 0)
mais elle complique sensiblement le probléme. On montre qu’en imposant au potentiel
vecteur la condition :

A o=0 ©)
ou o représente un champ de vecteur arbitraire, dont les lignes de champ ne se referment pas,
on a unicité de la solution.

Pour rechercher A qui vérifie ’équation (3), on utilise la méthode des résidus pondérés.
Cela revient a multiplier (3) par une fonction test vectorielle A’ et a I'intégrer sur le domaine
£2. En effectuant une intégration par partie on obtient avec des conditions aux limites propres
a notre étude (H, = 0 ou A, = 0 sur la frontiére du domaine 2):

J' ((v RotA’-RotA)—A'-J)dR = 0. (6)
0N

La résolution de I'équation (3) sur le domaine {2 consiste maintenant a rechercher un
champ de vecteur A qui vérifie (6), la jauge (5) et les conditions de continuité définies en (4).

2.2 DISCRETISATION SPATIALE. — Pour calculer I'intégrale (6), on décompose le domaine
étudié en éléments finis (tétraédres) et on discrétise ’expression du potentiel vecteur. A ce
niveau de notre étude, on peut choisir comme inconnues soit la valeur du potentiel vecteur
aux sommets des tétraédres (éléments nodaux) soit la circulation du potentiel vecteur le long
des arétes des tétraédres (éléments d’arétes). Avec les éléments nodaux on a conservation des
composantes normales et tangentielles du potentiel vecteur ce qui posera certains problémes
si ’'on désire étendre le modéle au cas de la magnétodynamique. Par contre, avec les éléments
d’arétes on assure uniquement la conservation de la composante tangentielle du potentiel
vecteur. C’est pour cette raison que dans notre étude nous avons utilisé des éléments d’arétes
[9] pour discrétiser le potentiel vecteur. A Iintérieur d'un élément “ e > 'approximation du
potentiel vecteur s’écrit [3, 13]:

A= S W = WL (7.2)

avec w,=(A;grad A, - A, grad A;) (7.b)
quant a Pinduction magnétique elle a pour expression :
B° = Rot A® = [B°][c°] (7.¢)

ou A, et A, représentent les coordonnées barycentriques relatives aux nceuds i et j et
¢, la circulation du potentiel vecteur sur P’aréte ayant pour extrémités les nceuds i et j. Par
ailleurs on notera que w,, est nul partout sauf sur les tétraédres qui ont en commun J’aréte
“ o v

En remplagant dans (6) le potentiel vecteur par son expression donnée en (7.a) et en
utilisant comme fonction test A’ les fonctions d’interpolation du potentiel vecteur (méthode

de Galerkine), la relation (6) s’écrit :

ij (v Rotw,-Rotwycy) — (W, - J)d2 =0 Vi {l,m} (8)
t=1910

ou m représente le nombre d’inconnues d’aréte du probléme *“ ¢; (on verra au paragraphe
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suivant que m < nombre d’arétes du domaine 2 par I'application de la jauge). Le systéme
d’équations (8) peut également s’écrire sous la forme matricielle suivante :

[S][C] = [F] ®)

dans cette expression, S représente la matrice de raideur, F le terme source et C le vecteur des
inconnues “¢;p ”

La résolution du systéme d’équations (9) permet de déterminer un champ de vecteur qui
vérifie I'équation (3). Cependant comme nous I’avons indiqué précédemment pour rechercher
une solution unique nous devons imposer la jauge (A - » = 0). Dans le cas ou ’on utilise des
¢léments d’arétes ('inconnue étant la circulation du potentiel le long des arétes), la condition
de jauge peut étre imposée en prenant comme champ de vecteur “ @ > un arbre construit a
partir des arétes du maillage [8, 14]. Dans ce cas, imposer la condition de jauge, revient a
éliminer I’ensemble des arétes qui constituent 'arbre. Si on appelle # le nombre de sommets
du maillage, m, le nombre total d’arétes et m, le nombre d’arétes contenues dans ’arbre alors
le nombre d’arétes inconnues “ m > a pour expression :

m=m—-(n-1)=m—m,. (10)

Le fait d’utiliser cette technique pour imposer la condition de jauge présente I’avantage de
réduire de m, le nombre d’inconnues du systéme a résoudre.

2.3 EXPRESSION DES MATRICES ELEMENTAIRES. — L’intégrale sur le domaine {2 de
I’équation (8) peut étre remplacée par une somme sur tous les éléments d’intégrales
&lémentaires 2°. Ceci nous permet de définir des matrices élémentaires qui serviront a
construire les matrices globales du systéme d’équation (9). A partir des équations (7) et (8) les
matrices élémentaires s’écrivent :

5] = J' v® (B9 [B°] 2, (11.2)
(2]

e

[F] = J welT JF dQ2, = [P°] J° (11.b)
n

e

quant aux termes des matrices €lémentaires ils ont pour expression :

5, = L veBS.BLdR, (11.0)

e

F¢ =j we Jdn, =P J° (11.d)
n

¢

ou B et w; représentent respectivement les colonnes des matrices [8°], [w®] définies par les
équations données en (7) et P§ la i-iéme ligne de la matrice [P°]. La densité de courant
JF est définie avec un vecteur d’espace unitaire k° qui dépend de l'orientation du bobinage
dans I’élément considéré e [11].

2.4 PRISE EN COMPTE DES NON-LINEARITES. — Dans le cas ou le dispositif é&tudié contient des
milieux non linéaires, le systéme d’équations (9) ne peut étre résolu directement car les
termes de la matrice S s’expriment en fonction de la réluctivité » qui dépend de I'induction
magnétique B donc du potentiel vecteur. Pour résoudre ce probléme on utilise ’algorithme de
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Newton-Raphson qui s’écrit dans notre cas pour la #-iéme itération :

[87}[C"] - [F] = [R"]
a[Rn] . n+lq _ _ n
21T [AC™*!] = — [R"] (12)

[Cn+l] = [Cn] + [Acn+I] .

3[R ;. AS"IIC]

Il nous faut donc calculer la matrice , qui correspond a I’assemblage

C"] a[C"]
des matrices élémentaires M soit :
a[C®]
a[s°] - [C°] 8[S°]
L T g . el — e e 3
o~ ST gy (€1 = 87+ (st (13)

en exprimant v° en fonction de B, la matrice élémentaire {S5; ] peut étre calculée a I'aide de
Pexpression (11.a). Pour 'approximation de la caractéristique des matériaux non linéaires, on
utilise les fonctions définies en [1].

Dans cette premiére partie de notre étude, nous avons développé une formulation 3D en
potentiel vecteur magnétique qui peut résoudre les problémes de la magnétostatique en
tenant compte des effets de la saturation du circuit magnétique. Nous allons étudier
maintenant le couplage de cette formulation avec les équations de circuit.

3. Couplage des équations magnétiques et électriques.

Considérons un dispositif électromagnétique constitué de plusieurs bobinages et alimenté par
un réseau comprenant des générateurs de tension, des résistances et des inductances externes
non saturables. Les équations de circuit peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante :

d[®,], dfiy);

[ep]s = [vol + a T [Ry] - [ip); + [Ls] az a4

ol le vecteur e, représente les générateurs de branches, vy, les tensions, @), les flux engendrés
a travers les bobinages et i, les courants. Les matrices Ry, et L, représentent respectivement les
résistances et les inductances du circuit électrique.

La densité de courant dans un enroulement “ g > appartenant a la branche « & » du circuit
électrique, peut s’exprimer en fonction du courant i, sous la forme :

N, .
qu='31_kq'lbk=hq°lbk (15)
9
ou N, représente le nombre de spires de 'enroulement, k, un vecteur unitaire qui indique le
sens et la direction de la densité de courant dans I’enroulement et S, la section du bobinage
dans le plan perpendiculaire 4 k,. Dans notre étude on supposera S, constant pour un
enroulement.

D’autre part le flux @ dans ’enroulement * ¢ * appartenant a la branche « k » s’écrit en

fonction du potentiel vecteur :

N
(qu = _S_.q. J J:[ AdSdy (16)
q Jy JJ S,

9



420 JOURNAL DE PHYSIQUE III N 3

ou y représente le contour formé par le bobinage suivant la direction k. @,, peut également
s’exprimer a partir du vecteur h, défini en (15):

®,, = f A-h,dn 17
n

q

ou {2, représente le domaine occupé par I'enroulement g~

L’utilisation de la loi des mailles permet d’éliminer les tensions de branches de I’équation
(14). Introduisons la matrice de correspondance [CNT] qui relie les courants de branches et
de mailles. Si on multiplie la relation (14) par la matrice [CNT]T et que I’on effectue le
changement de variables [i,] = [CNT][i,,] on obtient alors :

d[®,] . d[i,],
T + [Rp]lin]e + (L] "N (18)

len] =

Considérons maintenant dans le domaine de calcul par éléments finis, un élément “e”
inclus dans le sous-domaine {2, (enroulement) appartenant 4 la branche “ % ” du circuit
électrique. Dans ce cas la matrice élémentaire (relation (11.b)), s’écrit a partir de (15), en
supposant h, constant dans chaque élément, sous la forme :

[F*] = [PF]hS] 3 [CNT(k, £)] i (19)
f=1

ou nm représente le nombre de mailles du circuit électrique. Le terme élémentaire de la
matrice [F°] s’écrit :

Fi = 3 PRSIONT(K, £)] i @0
£=1

ou P¢ est défini par la relation (11.d).

Si maintenant on considére le vecteur F assemblé de ’équation (9), son terme élémentaire a
pour expression :

i Y P -hJ[CNT(k, £)] i @

ou nb représente le nombre de branches du circuit électrique. Si i *” correspond a * j ” et
“ e appartient 3 l'enroulement traversé par le courant i, de la branche *“ k> alors
h} est donné par les relations (15) et (19) sinon h = 0. Si on introduit la matrice de couplage

[D], le vecteur [F] de ’équation (9) s’écrit alors:
[F] = [D]- [i,] = [H] - [CNT][i,] . (22)

De la méme manicre le flux dans une maille @, peut s’écrire a partir de la relation (17) en
fonction de la matrice de correspondance sous la forme :

@ = § [CNT( O ( |

- q

A-hqd.()). (23)

Dans cette expression lintégrale sur (2, peut s’écrire comme la somme d’intégrales
élémentaires. De plus si on remplace le potentiel vecteur par son expression définie par la
relation (7.a), on obtient une intégrale de volume qui s’écrit sous la méme forme que
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'équation (11.b) (h, étant constant sur un élément). En utilisant la fonction h; définie
précédemment le flux &, peut alors s’écrire :

M=z

S,=3 T [CNT( D' T T B BTC). @4
1 k=1

i e=1y=1

En introduisant la matrice de couplage D, le vecteur flux [®,,] de 'équation (18) s’écrit
partir de (24) :

[®,] = [DI" [C] = [CNT]" [H]" [C]. (25)

Dans ces conditions le systéme d’équations complet a résoudre s’écrit a partir de (9), (18),
(22) et (25):

d
dr

[S] [-D]
[0] [R,]

[C]
[im]t

(0]  [0]
[D]"  [L,]

(€]
[i,]

[0]
[en]

N (26)

1

ou les inconnues sont la circulation du potentiel vecteur sur les arétes du maillage et les
courants de maille. Pour résoudre le systéme (26) on utilise une discrétisation temporelle de
type Euler implicite :

U(t+At) - U(r) U
At T ot t+ At @7
En utilisant cet algorithme, le systéme a résoudre s’écrit :
[S] [ D] ’ €| _|wo|,|o0 o] ]t 28)
D[R, + L} | |[i,]l+a [e,J1* I[D]" [L, 11 I[i, ]t
M]

avec: [L.,] = [L,]/At et [D'] = [D]/Az.

On notera que la matrice [M] peut é&tre facilement symétrisée.

A partir du systéme d’équations (28), la solution peut étre obtenue en utilisant une
procedure itérative de type pas-a-pas. Pour prendre en compte les effets de la saturation du
circuit magnétique, on applique au systéme d’équations (28) l'algorithme de Newton-
Raphson (cf. Egs. (12)).

4. Applications.

Le mod¢le présenté ci-dessus a été implanté dans le code de calcul MAGELEC-3D. Pour
tester la validite du modéle proposé, nous avons traité un exemple simple : une bobine a
noyau ferromagnétique que nous avons représentée sur la figure 1.

Les conditions de symétries permettent de limiter I’étude & un quart de la géométrie (voir
Fig. 2a) en imposant H, = 0 sur la face superieure (S,) et A, =0 sur la face arriére
(S,;). comme le montre la figure 2b nous avons choisi pour notre étude un parallélépipéde
rectangle qui englobe la partie du dispositif 4 modéliser. A Dexception des surfaces
S, et S, définies précédemment, nous avons fait ’hypothése que la composante tangentielle de
A a la surface est égale 4 0 (B, = 0). Les conditions aux limites du domaine d’étude sont
indiquées sur la figure 2b. Sur la figure 3a nous avons représenté les différents milieux qui
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INDUCTEUR

—~

T~
~——
~

Fig. 1. — Dispositif étudié.
[Studied system.]

FACE
SUPERIEURE

(b) S¢ (B,=0)

CIRCUIT
MAGNETIQUE

FACE
. ARRIERE

Fig. 2. — Géomeétrie modélisée en 3D ; a) dispositif modélisé ; b) domaine étudié.

[Geometry modeled in 3D ; figure 2a modeled system ; figure 2b studied domain.]
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T
ENROULEMENT
CIRCUIT
MAGNETIQUE .
AIR
(a)
(b)
Fig. 3. — a) Vue éclatée du domaine étudié ; b) Arétes visibles du maillage utilisé (192 tétraédres, 75

neeuds, 330 arétes).

[Figure 3a blown up view of the studied domain ; figure 3b obvious edges of the used mesh (192
tetrahedres, 75 nodes, 330 edges).]

caractérisent le domaine étudié; 'enroulement constitué de conducteurs reliés au circuit
electrique, le circuit magnétique en tdles feuilletées ayant une caractéristique B = f (H) non
linéaire et I’air environnant. Quant a la figure 3b elle représente les arétes visibles du maillage
en tétraédres (192 tétraédres, 75 nceuds et 330 arétes). Pour imposer la condition de jauge
(Eq. (5)) on utilise la technique de I’arbre ce qui restreint le nombre d’arétes inconnues a 256
(relation (10)). D’autre part étant donné les conditions aux limites énoncées ci-dessus, le
nombre d’arétes sur lesquelles on calcule la circulation du potentiel vecteur est ramené a 160.
Enfin le circuit électrique contenant une seule maille, le nombre total d’inconnues de notre
probléme est égal a4 161.

A titre d’exemple nous avons calculé le courant dans la bobine lorsque R = 10 £ et que I'on
applique un échelon de tension de 5V aux bornes du circuit. Les résultats obtenus sont
représentés sur la figure 4a qui nous montre I'évolution du courant en fonction du temps en
supposant le circuit magnétique linéaire (courbe 1) et non linéaire (courbe 2). Cette figure
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[ couranT_(AY ]

T T 7 I T T 71 T T T T1T1
2.9 ee @ 160. 9 240.0
. T TEMPS_(m.s.) |
(a)

(b)

Fig. 4. — a) Evolution du courant dans la bobine lorsque I’on applique un échelon de tension de 5V a
ses bornes (R = 10 Q) dans le cas linéaire (courbe 1) et non linéaire (courbe 2) ; b) Distribution de
I'induction magnétique dans le domaine modélisé dans le cas non linéaire pour un courant de 0,5 A.

[Figure 4a evolution of the current in the winding for a voltage step of 5 V and a resistance of R = 10
in the linear case (curve 1) and non-linear (curve 2) ; figure 4b distribution of the magnetic induction in
the studied domain for a current of 0.5 A (non-linear case).]
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illustre Tinfluence bien connue de la saturation du circuit magnétique sur I’évolution du
courant. Dans le cas non linéaire et pour la valeur finale du courant dans la bobine (0,5 A),
nous avons représenté sur la figure 4b la distribution de I'induction magnétique dans la partie
modélisée du circuit magnétique.

Tests pour valider le modéle. — Afin de tester la validité du modéle proposé nous avons
comparé les résultats obtenus avec une expression analytique du courant dans le cas linéaire
et un code de calcul 2D dans le cas non linéaire.

COURANT (A

23
1 <

2.2
4V VVV\]\/V

-2 2 _|

723 LI S B A A A L
[} 0. 2 160. 0 240. 0

TEMPS (ms.

Fig. 5. — Dans le cas linéaire, évolution du courant dans la bobine obtenue 4 partir du calcul analytique
(courbe 1) et avec notre modéle 3D (courbe 2), pour une tension d’alimentation sinusoidale (50 Hz,

V,=5V).
[In the linear case, evolution of the winding current obtained from analytical solution (curve 1) and with
our 3D model (curve 2) for a sinusoidal voltage fed (50 Hz, V,, = 5V).]

En linéaire lorsque I’on applique une tension de forme sinusoidale aux bornes du montage
(f =50Hz et V,, = 5V), la figure 5 nous montre I’évolution du courant obtenue a partir du
calcul analytique (courbe 1) et en utilisant notre modele 3D (courbe 2). Pour les mémes
conditions d’alimentation mais dans le cas non linéaire nous avons représenté sur la figure 6a
I’évolution du courant en fonction du temps obtenue en 2D et avec le modele 3D. Les
résultats étant pratiquement identiques, nous avons représenté sur la figure 6b les mémes
courbes mais en dilatant I’échelle des temps. Sur cette figure la courbe 1 représente les
résultats en 2D et la courbe 2 en 3D.
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Fig. 6. — Dans le cas non linéaire ; a) évolution du courant dans la bobine obtenue 4 partir du calcul en
2D et en 3D, pour une tension d’alimentation sinusoidale (50 Hz, ¥, = 50 V); b) dans les mémes
conditions mais en dilatant I’échelle des temps, résultats en 2D (courbe 1) et en 3D (courbe 2).

{In the non-linear case; figure 6a evolution of the current in the winding from 2D and 3D code
calculation for a sinusoidal voltage fed coil (50 Hz, V,, = 50 V) ; figure 6b in the same case but with a
dilatation of the time degrees, results obtained from 2D (curve 1) and 3D (curve 2).]
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Conclusion.

Dans cet article nous proposons donc, dans le cas de la magnétostatique un modéle 3D qui
permet de coupler les équations magneétiques et électriques. Ce modéle utilise une
formulation en potentiel vecteur magnétique avec la jauge (A - w = 0). Cette jauge associée
avec des ¢léments d’arétes permet de réduire d’une fagon notable le nombre d’inconnues.
Dans le modéle proposé les effets de la saturation du circuit magnétique sont pris en compte
en utilisant 'algorithme de Newton-Raphson.

Comme exemple d’application nous avons calculé le courant dans une bobine a noyau
ferromagnétique. Les résultats obtenus ont été comparés avec une solution analytique dans le
cas linéaire et avec un code de calcul 2D dans le cas non linéaire. Les résultats obtenus ont
montré la validité du modéle proposé.

Enfin on peut noter que la formulation utilisée peut éEtre étendue au cas de la
magnétodynamique. Par ailleurs le modéle proposé peut étre appliqué au cas ou le circuit
électrique contient des composants non linéaires.
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