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R4sum4. La relaxation d'un spin dons un solide d6pend dons certains cas de l'effet tunnel

entre deux (tats de champ cristallin excitds jai et (b). Le calcul de la fr6quence tunnel wab h

la r6sonance est un problAme classique en l'absence d'amortissement. En prdsence d'amortis-

sement, on peut d6duire le temps de relaxation d'uue 6quation mitresse oh l'efet tunnel est

mod61is6 par une probabilitd de transition tab entre jai et (b). Nous ddmontrons la formule

tab
=

2w(~rab/ Ii + rj~(Ea Eb)~/fi~j, oh Ea Eb est une fonction lin6aire du champ magn6-
tique, Tab #

rarb/(ra + rb), enfin ra et rb sont les temps de vie de jai et (b), qui d6pendent de

l'interaction spin-phonou et peuvent Atre calculds en l'absence d'efet tunnel. On propose une

analogie mdcanique qui donne une image intuitive du ph6nomAne. Les 6quations mattresses sont

identiques h celles qui ddcrivent la ddcharge de condensateurs dans un rdseau dlectrique.

Abstract. Spin relaxation in a solid depends sometimes on tunneling between two excited

crystal field states jai and (b). The calculation of the tunneling frequency wab at resonance in

the absence of damping is a classical problem. In the presence of damping, one can deduce

the relaxation time from master equations in which tunneling appears through the transition

probability tab between (a) and (b). We derive the result tab
=

2wj~rab/ Ii + rj~(Ea Eb)~/fi~j,
where Ea Eb is a linear function of the magnetic field, Tab =

rarb/(ra + rb) and ra and rb are

the respective lifetimes of (a) and (b) which depend on the spin-phonon interaction and can be

calculated in the absence of tunneling. A mechanical analogy provides an intuitive picture of the

phenomenon. The master equations are
identical to the equations which describe the discharge

of condensators through
an

electric network.

(*) Auteur auquel doit Atre adress4e la correspondance (e-mail
:

villain@drfmc.ceug.cea.fr)
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Fig. I. Sch4ma d'un spin 10 soumis au potentiel ii). Si le spin est initialement dans le puits A, le

processus de relaxation le plus efficace h temp4rature moddrde pourra Atre l'activation thermique h un

dtat jai par absorption successive de phonons. puis le passage par effet tunnel h l'4tat (b) suivi de la

descente
au fond du puits B. Le dessin repr6sente le cas oh les stats (a) et (b) sont approximativement

(es vecteurs propres de Sz pour (es valeurs propres m =
-6 et m'

=
4. Cette identification n'est

qu'approximative
car la perturbation non-diagonale qui produit l'efet tunnel a aussi pour efet de

perturber les vecteurs propres de l'hamiltonien.

[Energy levels of a spin lo subject to potential ii). If the spin is initially in the potential well A, the

most effective relaxation process at low, but not too low temperature can be thermal activation to

state jai by phonon absorption, then tunneling to state (b) followed by desexcitation to well B. The

drawing represents the case when jai and (b) are approximate eigenvectors of Sz for the eigenvalues

m =
-6 et m'

=
4. Strictly speaking the of-diagonal perturbation, e-g- (2), which is responsible for

tunneling, also modifies the eigenvectors of the Hamiltonian.]

1. Introduction

Des expAriences portant sur la relaxation [1-3j et sur la chaleur spAcifique [4j d'un spin de

module s =
10 soumis h un potentiel cristallin tAtragonal et h

un champ magnAtique parallble h

l'axe tAtragonal z ont mis en Avidence un effet tunnel entre (tats excitAs de ce spin. En appelant
H le champ magnAtique (en unitAs appropriAes), le potentiel cristallin lisp est principalement
constituA par une partie qui commute avec Sz, soit

~o
=

V(Sz)
=

-HSz DSj BS) + ii)

Nous supposerons D > 0, et que l'anisotropie est dominAe par le terme en D, notamment

Ds2 > (B(s~.
I basse tempArature, le potentiel ii) retient le spin au fond de deux puits de potentiel A et

B qui, dans le cas H
=

0, correspondent respectivement aux valeurs nAgatives et positives de la

composante Sz du spin (Fig. I). I haute tempArature, le spin relaxe facilement par activation

thermique [5j en sautant par dessus la barribre de potentiel. I tempArature intermAdiaire, pour
certaines valeurs du champ magnAtique H, le processils le plus eflicace de relaxation d'un spin

(initialement dans le puits A) peut Atre iii le saut activA jusqu'h un (tat excitA (a) du puits
A, suivi du passage par effet tunnel h un (tat excitA (b) du puits B et de la descente au fond

du puits B avec (mission d'Anergie sous forme de phonons. Nous nous intAresserons ici h ces

tempAratures intermAdiaires.
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L'effet tunnel est dfi h la partie de l'hamiltonien de spin ~sp qui ne commute pas avec Sz,

par exemple [6, 7j
~i

"
C (S( + St (2)

On supposera (C(s~ « Ds2, de sorte que les valeurs propres Em de l'hamiltonien de spin
~sp

=
~o + ~i sont proches des valeurs propres de ~o. Comme les vecteurs propres de ~o

sont Avidemment les vecteurs propres (m) de Sz, on a

ES
=

-Hm Dm~ Bm~ + (3)

m Atant dAfini par Sz (m)
= m (m) et prenant les valeurs m = -s, -(s I), -(s 2)..

s.

Pour H et m donnAs, deux cas sont possibles.
a) ES est trbs AloignA des autres valeurs propres de ~o. Dans ce cas, il existe un vecteur

propre (m*) de ~sp qui est un vecteur propre approch4 de Se pour la valeur m.

b) II existe une valeur propre unique ES, proche de ES. Cela se produit si

H i
-Dim + m') B(m~ + m~m' + mm'~ + m~) + (4)

Dans ce cas, la thAorie des perturbations montre qu'il existe deux vecteurs propres (lY+) et

(lY~) de ~sp qui sont des combinaisons linAaires de deux vecteurs propres approchAs (m*) et

(m'*) de Se pour les valeurs propres m et m'.

lY+
=

[m* cos ~J + m'* sin ~J,

lY~
=

[m*) sin ~J + [m'*) cos ~J.

Pour des vecteurs propres [lY+) et lY~ donnAs. le choix de ~J est un peu arbitraire. On peut par

exemple lui imposer de minimiser (m* Sz ml m*) ~
+ (m'* Sz m'[ m'* )~, mais nous n'aurons

pas besoin d'une dAfinition prAcise.
Nous dirons qu'il y a effet tunnel si ni cos ~J ni sin ~J ne sont proches de 0. L'effet tunnel n'a

lieu qu'au voisinage de certaines valeurs du champ magnAtiques H, celles qui v4rifient (4) pour
certaines valeurs de m et m', que nous supposerons de signe opposd. Remarquons qu'il y a

toujours effet tunnel, en principe, pour H
=

0 et m+m'
=

0. Cependant, si (m( est trop grand,
l'effet tunnel est dAtruit par le champ terrestre ou d'autres causes. et peut Atre ignorA [6, 7j.
Remarquons aussi que, pour H et m donnAs, il y a au plus une valeur m' donnAe par (4).

Les (tats [m*), s'ils ne sont plus tout-h-fait des vecteurs propres de Sz, restent pourtant bien

localisAs dans l'un des puits A et B si (m( n'est pas trop petit.
Il est commode de prendre les vecteurs localisAs [m*) comme base des (tats du spin. Nous ad-

mettrons que la probabilitA pm (t) que le spin soit dans l'Atat [m*) h l'intant t obAit h l'Aquation
maitresse [5j

~ ~

)Pm it)
=

11 iz,Pm,iti 11 ir'Pm it)- 15)

m'=-s m,=-s

En l'absence d'effet tunnel, les coefficients §Q' peuvent Atre calculAs h l'ordre 2 de la thAorie des

perturbations (rbgle d'or) si on connait I"interaction spin-phonons. Dans cette approximation,
ils ne sont non nuls [5, 7j que si [m m'[

=
I ou 2. Ces coefficients ne varient que lentement

avec le champ H. On peut tenir compte de l'effet tunnel en introduisant [8j des coefficients

supplAmentaires Pm' qui couplent les (tats qui subissent l'effet tunnel, par exemple rj~ en

champ faible. Ces coefficients varient beaucoup avec H. Comme l'effet tunnel
ne se produit

que pour ES,
i

ES, le principe du bilan dAtaillA exige que Pm'
=

Pm,,
au moins avec une

bonne approximation. Nous rAserverons la notation ~tQ' aux coefficients qui varient peu avec

le champ H et vArifient [m m'[
=

I ou 2.



1586 JOURNAL DE PHYSIQUE I N°12

Le but du prAsent article est de calculer les coefficients Pm'. Chacun de ces coefficients peut
Atre calculA sAparAment, et nous concentrerons notre attention sur deux vecteurs [m() et [m()
particuliers que, pour allAger les notations, nous appellerons jai et [b). Dans les 3 paragraphes
suivants, nous ignorerons tous les autres (tats et nous pourrons raisonner comme si nous avions

affaire h un spin 1/2.
Nous verrons que

r( dApend de deux sortes de donnAes

I) les quantitAs

Ea
=

la l~isp al
,

Eb
= 16 l~ispl b)

,

hwab
=

la l~isp b)
,

qui ne dApendent que de ~sp, et

it) les temps de vie ra et rb des (tats [a) et [b), qui dApendent de l'interaction spin-phonon et

peuvent s'exprimer h partir des coefficients ~tQ', comme nous le verrons au paragraphe 5. Ces

temps jouent le r61e du temps de relaxation spin-rAseau en rAsonance nuclAaire, mais ne sont

pas forcAment Agaux.
Nous omettrons dAsormais les indices

a et b de wab et r$ quand its ne sont pas nAcessaires.

Pour calculer r, nous supposerons que le spin est placA dans l'Atat [a) au temps t
=

0. II a

alors une probabilitd
a de descendre dans le puits B et une probabilitA ii o) de redescendre

dans le puits A. Nous calculerons a de deux fa&ons
:

I) en fonction de Ea, Eb, w, ra et Tb (paragraphe 4)
it) en fonction de r, Ta et Tb (paragraphe 5).

La comparaison entre les r4sultats donnera r. Le mAme calcul peut Atre fait pour tous les

couples d'Atats [m*) et [m'*) qui subissent l'effet tunnel. On obtient ainsi tous les coefficients

des Aquations mattresses, ce qui permet de calculer le temps de relaxation
T

de l'aimantation,
autrement dit le taux d'Achappement I IT du spin, supposA placA initialement dans le puits A

sous l'effet d'un champ nAgatif fort. Le calcul de
T ne sera pas fait explicitement mais c'est

cette grandeur physique que nous avons en vue dans cet article.

Alors que le prAsent travail Atait h l'Atat de brouillon, nous avons re&u un article de Garanin

et Chudnovsky [10j dans lequel le mAme problbme est AtudiA. Les rAsultats de Garanin et

Chudnovsky sont trbs semblables aux n6tres, mais la prAsentation est assez dilfArente et nous

croyons que le prAsent travail peut Atre utile, car il met l'accent sur certaines difficultAs, sur

l'aspect didactique, et raccourcit certaines dAmonstrations, quitte h utiliser h l'occasion un

rAsultat de Garanin et Chudnovsky. Par exemple, ces auteurs ne font pas rAfArence h des

Aquations maitresses de la forme (5), mais seulement h des solutions approchAes de celles-ci.

2. L'effet tunnel d'un spin isold

ConformAment h notre programme, nous considArons
un spin placA darts l'Atat [a) au temps

t
=

0. Sa fonction d'onde h l'instant t doit alors Atre de la forme

lPit)
=

Xait)la) + Xbit)16) 16)

oh Xa(t) et Xb It) sont dAterminAs par l'Aquation de Schr0dinger (~o + ~i )lY it)
=

ihdlY it) /dt,
soit

£x~jt) t

fix~jt)
iwx~jt)

~~ ~
j7)

jx~jt)
t

-iwxujt) )x~jt),
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Fig. 2. Analogie m4canique d'uue transition tunnel
: uue masse S accroch4e h une ficelle est lich4e

h t
=

o au
dessus du puits A (a), puis oscille d'un puits h l'autre (b) avant que la ficelle ne casse

(c),
se qui advient au bout d'un temps moyen To. Quand on s'dcarte de la rdsonance id) la probabilitd de

tomber dans le puits B est r6duite.

[Mechanical analogue of a tunnel transition: a mass S fixed to a string is released at time t
=

o (a)
and oscillates from one well to the other (b) until the string breaks (c),

as it occurs after an average

time To. Away from resonance
id) the probability to fall into well B is reduced.]

et par les conditions initiales

Xb(0)

=
0.

~~~

La rAsolution de (7) est facile et ne mArite pas qu'on s'y attarde. La probabilitA de prAsence du

spin dans le puits B est une fonction oscillante du temps dont l'amplitude est maximale quand
Ea

=
Eb. Sa frAquence est alors minimale et (gale h 2w, et nous dirons qu'il y a rAsonance.

Nous terminons ce paragraphe par une parenthbse sur le calcul des parambtres Ea, Eb et w

h partir de l'hamiltonien de spin ~sp
=

~o + ~i Le terme ~i peut Atre traitA comme une

perturbation. Pour Atudier la largeur de la rAsonance, Ea et Eb peuvent Atre remplacAes par
leurs approximations d'ordre 0, soit ES et E$~ donnAes par (3).

Le calcul de hw
=

(m[[~sp[m() nAceisite
un ordre de perturbation plus dlevA. Il a At6 fait

par Garanin [9j dans un cas particulier et gAnAralisA par Hartmann-Boutron ii Ii. Par exemple,
dans le cas de la perturbation 2, il ne peut y avoir elfet tunnel que si [mb ma[

=
4k, oh k

est un nombre entier. Le calcul perturbatif doit Atre poussA h l'ordre k, on obtient (H 4tant

tel que Ea
=

Eb)

(~$a+4 ~a)(~$a+8 ~a)(l~$a+12 ~a).. (l~$b-4 ~a)

Nous allons maintenant tenir compte des temps de vie finis Ta et Tb des (tats [a) et [b).

3. Une analogie mdcanique

Nous allons d'abord donner une idAe intuitive du r61e du temps de vie To, que nous supposerons

darts ce paragraphe identique pour le8 deux (tats [a) et [b).
Nous aurons recours h une analogie mAcanique (Fig. 2). Nous nous placerons d'abord h la

rAsonance (Ea
=

Eb). Les Aquations (7) dAcrivent alors un mouvement oscillatoire du spin entre

les puits A et B, que nous symboliserons au moyen d'un pendule constituA par une masse S

accrochAe h une ficelle. Au temps t
=

0 (Fig. 2a), S est llchAe au dessus du puits A, puis survole

alternativement les puits A et B (Fig. 2b). La durAe de vie To sera introduite en supposant

que la ficelle peut se casser
(Fig. 2c),

avec une probabilitA de rupture I /To par unitA de temps.
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La quantitd a h (valuer, analogue h celle dAfinie au paragraphe I dans le cas magnAtique,

serait la probabilitA que la ficelle se casse au dessus du puits B. Si wTo » I, il est Avident que

a =

1/2. Par contre, si wTo < I, la masse S n'a pas le temps d'atteindre le puits B avant de

se casser, et a « 1/2. On voit que si le processus tunnel est plus rapide que la dAsexcitation

(wTo » I) alors
a est indApendant de w. On prAvoit (et

on vArifiera) qu'il en est de mAme pour

le spin son temps de relaxation T est dAterminA par celui des deux processus (elfet tunnel ou

dAsexcitation) qui est le plus leilt.

La situation symAtrique des figures 2a, b, c correspond h la dAlocalisation maximale, qui

se produit quand Ea
=

Eb. Quand [Ea Eb( devient grand par rapport h 2hw, les fonctions

propres sont moins dAlocalisAes, comme on peut le voir par le calcul du paragraphe suivant.

Dans l'analogie mAcanique, cela se traduit par le fait que le pendule est excentrA (Fig. 2d). Il

est clair que a devient alors beaucoup plus petit que 1/2. En outre, d'aprbs (7), la frAquence

des oscillations du spin augmente quand
on

s'Acarte de la rdsonance.

Quantitativement, a est la probabilitA que la ficelle casse au moment oh la masse S survole

le puits B. Elle est donc (gale h l'int4grale sur le temps t de la probabilitA I/To par unitA de

temps pour que la ficelle se casse, multipliAe par la probabilit6 pb(t) que la masse S survole le

puits B h l'instant t
~

a =
dt pb(t). (9)

To

La probabilitA pb(t) prend alternativement les valeurs 0 (quand le pendule survole le puits A)

et exp(-t/To) (c'est-h-dire la probabilit4 que la ficelle ne se soit pas encore cassAe) quand il

survole le puits B. Ces discontinuitAs montrent que la parabole de la ficelle cassante n'est pas

tout-h-fait satisfaisante car elle ne prAsente pas l'incertitude quantique. Nous n'en prolongerons

donc pas l'4tude et nous allons revenir h notre spin.

4. Effet tunnel amorti

L'elfet tunnel implique qu'il faut tenir compte de la cohArence de la fonction d'onde et par

suite utiliser la matrice densitA. Nous n'aurons besoin ici que de considArer ses AlAments pad it),
pab(t), pba(t) et pbb(t). La relation (9) doit Atre remplacAe par

a =
dt pbb It). (10)

Tb

~

Pour calculer pbb(t), nous devons dAcrire son Avolution. En l'absence de dissipation (donc de

couplage spin-phonon) on dAduit de (7) la formule dpbb(t) /dt
=

-iwlpab(t) pba(t)]. D'autre

part, en
l'absence d'elfet tunnel, et h des temps assez longs pour que la rAversibilitA par ren-

versement du temps soit sans elfet, la dissipation peut Atre dAcrite par l'Aquation phAnomA-
nologique dpbb(t) /dt

=
-j~bb It) pbb(cc)j /Tb. La tempArature sera supposAe assez basse pour

qu'on nAglige la valeur d'Aquilibre pbb(cc). Le coefficient I /Tb peut Atre calculA par la thAorie

des perturbations h l'ordre 2 (rAgle d'or). Un calcul similaire (un peu long mais sans
mystbre)

montre que dpbb(t)/dt
ne contient pas de termes d'amortissement "non-diagonaux" propor-

tionnels h pab(t)
ou h d'autres AlAments de la matrice densitA. Ce rAsultat est en accord avec

le caractbre incohArent que l'4volution doit prAsenter. Nous ne prAsenterons pas de calcul dA-

taill4, car un calcul 4quivalent a 4tA fait par Garanin et Chudnovsky [10]. L'absence de termes

non-diagonaux est liAe au fait que [b) est, en l'absence d'elfet tunnel, un [tat propre de ~sp.
En pr4sence de dissipation et d'elfet tunnel, l'id4e la plus simple est de combiner les deux

relations prAcAdentes, ce qui donne

(Pbblti = -)Pbbiti iwb~abit) Pbalt)I Ill)
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Cependant, comme [b) n'est un (tat propre de ~sp, cette relation n'est en principe acceptable

que pour de faibles valeurs de w, quand [b) est encore un (tat propre approch4. Nous verrons plus
loin ce qu'il en est dans le cas oppos4. Pour l'instant, nous voulons 4crire les autres 4quations

d'4volution dans le cas d'un faible effet tunnel. On peut 4videmment 4crire l'4quation suivante

analogue h ill)

jpaalt)
=

-(paaltl + iuJbJablt) pba It)]- li2)

Passons maintenant h l'4quation d'4volution pour pab It). En l'absence de dissipation, on d4duit

ais4ment de (7) la formule dpab It) /dt
=

-I(Ea -Eb Pub It) IA +iw baa (t) -pbb It) j. Pour d4crire la

dissipation, nous introduirons encore un terme ph4nom4nologique. La th40rie des perturbations

au second ordre montre que, pour un effet tunnel faible, ce terme est proportionnel h pab(t),
c'est-h-dire encore "diagonal". II vient donc

jPabit)
"

~)Pabit) )iEa Eb)Pabit) + ~"~Paai~) Pbbit)1 i13)

et de mAme

jPbait)
~

~)Pbait) + )i~a Eb)Pbait) lwiPaai~) Pbbit)I i14)

Les 4quations (II) h (14) sont des cas particuliers des 4quations mattresses pour la matrice

densit4, utilis4es par exemple par Abragam [12]. De plus, la thAorie des perturbations montre

que

ab ~a ~a
~

~b
~~~~

Cette relation est d4montr4e explicitement par Garanin et Chudnovsky [10]. Elle montre que

Tab est de l'ordre du temps Ta ou Tb le plus court et que, si Ta = Tb, alors Tab = Tba # Ta = Tb.

Ces propr14t4s sont bien ce qu'on attend intuitivement.

Les 4quations (II) h (14) ne sont en principe valables, comme nous l'avons vu, que si l'ef-

fet tunnel est faible. Plus pr4cis4ment, elles sont valables si la fr4quence tunnel est faible par

rapport h l'interaction spin-phonon (donc si wTa < I et /ou wTb < I)
car alors on peut igno-

rer
l'effet tunnel quand on calcule l'effet de l'interaction spin-phonon, ce qui mAne bien aux

4quations (11) h (14). Mais ces 4quations sont 4galement valables si w < [Ea Eb( IA car l'effet

tunnel est alors sans effet. La validitd des 4quations ill) h (14) ne pose donc problAme que si

w est grand h la fois par rapport h [Ea Eb( IA, h I /Ta < I et h I /Tb. Mais dans ce cas l'effet

tunnel est un processus rapide qui n'a pas d'effet sur le temps de relaxation T, ainsi qu'on l'a

remarqud au paragraphe 3. Toute valeur de r qui v4rifie la condition

rTb » 1 (16)

est donc alors satisfaisante. On pourra donc encore utiliser les 4quations ill) h (14) pour

calculer r, h condition que le r4sultat v4rifie bien (16).

En conclusion, les 4quations ill) h (14) sont applicables dans tous les cas si l'on a pour but

le calcul du temps de relaxation magn4tique T. Les conditions initiales 4quivalentes h (8) sont

~~~~~~ (17)
Pablo)

=

Pba(0)
~

Pbb(°)
~

°.
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En int4grant les 4quations (11) h (14) de 0 h cc, on obtient

pad(0) -) iw -iw 0 f/ pad(t)dt

pab(0) iw -) )(Ea Eb) 0 -iw f/ pab(t)dt

pba(0) -iw 0 -) + ((Ea Eb) iw f/ pba(t)dt

pbb(0) 0 -iw iw -) f/pbb(t)dt
~ (18)

Le premier membre est donn4 par (17). Au second membre figure l'int4grale (10), qui est donc

obtenue par inversion de la matrice carr4e, d'oh

j~
l~ ~

w2~aTb ~ ~ ~~~~~~ ~~~~~~~~ ~~~~

Les propr14t4s qualitatives 4nonc4es au paragraphe 3 pour Ta = Tb " To sont bien v4rifi4es

par jig) si wTo » I et si [Ea Eb( est petit (plus pr4cis4ment si [Ea Eb( « 2hw),
on a

a =

1/2, tandis que si wTo « I ou [Ea Eb( » 2hw, alors a < 1/2. D'autre part, jig) prdvoit
les valeurs correctes a =

I pour Ta = cc, a =
0 pour Tb " cc, a = Tab /Tb h la r4sonance pour

wTab » I. Ces remarques confirment que les 4quations ill) h (14) sont applicables dans tous

les cas au calcul du temps de relaxation. Cependant, ces 4quations ne s'appliquent que pour les

conditions initiales (8). Ces derniAres sont irr4alisables et leur seul m4rite 4tait de permettre la

d4monstration de jig). Nous allons maintenant 4crire des 4quations d'4volution valables pour

n'importe quelles conditions initiales.

5. #quations maitresses

Les pages qui pr4cAdent 4taient un n4cessaire pr4ambule h l'4tude d'un phdnomAne exp4rimen-
talement observable [1-3] la relaxation d'un spin. Ce spin est initialement plac4 dans le puits

A grhce h un champ magn4tique n4gatif fort, puis h l'instant t
=

0 on donne au champ une va-

leur H nulle ou lAgArement positive, et on mesure le temps T nAcessaire pour que l'aimantation

atteigne sa valeur d'Aquilibre. Dans ces conditions, il est impossible d'appliquer les 4quations
(II h (14), valables seulement si pa~(0) est grand par rapport h sa valeur d'4quilibre. II faut

consid4rer les (2s +1) (tats de spin, ce qu'on peut faire en
4crivant les 4quations mattresses (5).

En principe, les 4quations mattresses devraient Atre 4crites pour la matrice densit4, mais

la th40rie des perturbations montre que, quel que soit l'4tat initial, cette matrice devient

rapidement diagonale si on prend comme base les (tats propres de l'hamiltonien de spin ~sp.
En posant pmm(t)

=

pm(t), il est donc raisonnable d'4crire les 4quations (5), au moins pour

(m( assez grand pour que les (tats localis4s [m*) soient avec une bonne approximation des (tats

propres de ~sp.
En particulier, si un (tat [m[)

=
[a) est lib par effet tunnel h un (tat [m()

=
[b), l'dquation

d'4volution pour pa s'4crit avec les notations d4finies au paragraphe I,

off ~t$ et ~tf sont nuls sauf si [m ma est (gal h I ou 2. Pour obtenir la valeur de tab (dont les

indices seront omis par la suite) nous allons prendre le mime (tat initial (8) que prAcAdemment

(soit pa(0)
=

1 et pb(0)
=

0) et calculer
en

fonction de r la probabilit4 o que le spin tombe

dans le puits B. Si le temps est assez court, toutes [es probabilit4s pm(t) sont petites, sauf
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p~ it), de sorte que le premier terme du second membre de (20) est n4gligeable. L'4quation (20)
s'4crit alors

~~~~~ a~~~~~
~ ~~~~~~ ~~~~~~ ~~~~

OU

s

I /Ta
"

~j
'n

"'fZi~~ +'fZi~~ +'fZi~~ +'fZi~~ l~~)

m=-s

La formule (21) est diff4rente de (12) mais le temps de ddsexcitation Ta qui y figure doit Atre

le mAme. La formule (22) permet de calculer Ta par la rAgle d'or de Fermi (Villain et al., 1994)
et Tb peut Atre obtenu de la mAme fa&on.

L'Aquation (21) doit Atre couplAe avec l'Aquation analogue

jPb(t)
=

-(Pb(t) P l0b(t) Palt)1. (23)

En intAgrant (21) et (23) de 0 h cc, on obtient

P~1°)
=

~) r r II P~lt)dt
j~~~

pb(o) r -) r if pb(t)dt

Au second membre figure l'int6grale fl'pb(t)dt
= oTb, qui est donc obtenue par inversion de

la matrice carrAe, d'oh avec les conditions initiales pa (0)
=

1, pb(0)
=

0

=
Tb/ /~ Pb(t)dt

=
+

~~~
(25)

a o
rTa Tab

L'identification de (25) avec
jig) donne en rAtablissant les indices

r~b
"

rba
"

~" ~~~

~
(26)

[1+
(~(E~-

Eb)~/h

Le r4sultat (26) a d4jh 4t4 obtenu par Garanin et Chudnovsky [10] ainsi que par Abragam [13j
dans un problbme assez diffArent, et un

rAsultat analogue a Atd obtenu par Garg [14j quand le

niveau la) est l'Atat le plus bas du puits A. Pourtant, l'interprAtation de (26) prAsente, comme

nous le verrons, quelques difficultAs.

6. La rdsonance et sa largeur

Comme on l'a vu au paragraphe 2, les (tats la) et [b) sont des vecteurs propres approch4s de

Sz pour des valeurs propres ma et mb. On a donc

Ea Eb
=

D(m) m() + H(mb ma)
i

(H Ho)(mb ma) (27)

oh Ho est la valeur du champ h la r6sonance.

Quand le champ H varie, r atteint sa valeur maximale h la rAsonance (Ea
=

Eb) et conserve

une valeur de cet ordre dans un intervalle de champ magn4tique de l'ordre de

AH
=

hTj~ /(mb ma). (28)

Pour les applications pratiques, il convient de remplacer H par g~tBfi, oh g est le rapport
gyromagnAtique (que

nous supposerons (gal h 2) et ~tB le magnAton de Bohr. En unitAs lAgales,
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(28) s'Acrit donc AH
=

hTj~/[g~tB(mb ma)]. La valeur (28) donne-t-elle la largeur de la

rAsonance ? Quelquefois, mais pas toujours. Cette largeur doit en
effet Atre dAfinie comme

l'intervalle de champ magnAtique sur lequel le temps de relaxation T, 4voqu# au d#but du

paragraphe 5, est de l'ordre de sa valeur h la rAsonance (par exemple pas plus de deux fois

plus grand). Or; T ne d4pend appr4ciablement de r que si l'effet tunnel est lent par rapport
h la dAsexcitation de l'Atat [b), donc si rTb < I. S'il en est ainsi h la rAsonance, la largeur de

la r4sonance est donn4e par (28). Mais si rTb > I h la rAsonance,
T

d4pend peu de r et la

largeur de la r4sonance est l'intervalle de champ sur lequel la relation rTb > I reste valable, ce

qui d'aprAs (26) impose I + T(~(Ea Eb)~/h~ < 4w~TbTab. En supposant pour simplifier que Ta

n'est pas beaucoup plus court que Tb, on en d4duit la largeur

AH
=

gpBAji
m hw/(mb m~). (29)

Bien entendu, les consid4rations pr4c4dentes ne sont valables que si r est grand par rapport h

la probabilit4 par unit4 de temps I IT( d'ezcitation de l'Atat [al h
un (tat supdrieur ([m~ + II

ou [m~ + 2)). L'effet tunnel n'est important que si rT[ > I, condition toujours vArifiAe h

temp4rature assez basse. Une application de (28) et (29) h
un mat4riau particulier sera donnAe

au paragraphe suivant. La formule (26) s'Acrit h la rAsonance

r
=

2w~Tab (Ea
=

Eb) (30)

On peut Atre surpris que cette relation pr6voie, pour wTab » I, une valeur r » w. Cela

implique que la transition de [al h [b), qui est due h l'effet tunnel, est plus rapide que l'effet

tunnel Ce rAsultat est en principe absurde, mais sans cons4quence si on ne s'int4resse qu'au

temps de relaxation
T. En effet, le cas consid4r4 est celui oh le processus tunnel est plus rapide

que la d4sexcitation, donc sans effet sur le temps de relaxation de spin T comme on l'a vu

au paragraphe 3. Toute valeur de r qui v4rifie (16) est acceptable, et en particulier (30). Le

paradoxe r » w est l14 au choix de la borne sup4rieure infinie dans (10). II serait pr4f4rable de

choisir une borne finie grande par rapport h Tab, mais cela compliquerait beaucoup l'algbbre.

7. Conclusion

Le calcul de la largeur de la r6sonance du temps de relaxation magn4tique T
dfi h l'interac-

tion spin-phonon peut se d4composer en deux (tapes I) calcul des niveaux d'4nergie et des

fr4quences tunnel pour un spin iso14, it) calcul, par la rAgle d'or, des coefficients ~tQ' qui in-

terviennent dans les 4quations mattresses en l'absence d'effet tunnel, iii) calcul des coefficients

Pm' introduits par l'effet tunnel dans les Aquations maitresses, iv) rAsolution des Aquations
maitresses.

Le prAsent travail concerne uniquement la partie (iii). La partie ii) ne prAsente pas de diffi-

cultA majeure pour des spins modArdment grands [7,9, iii quand les paramAtres microscopiques

sont connus, comme c'est le cas [15] pour l'ac4tate de Mn12012, qui est le compos4 le plus 4tu-

di4 exp4rimentalement [1-3]. La partie iii) est briAvement d4crite par Villain et al [5] et en

plus grand d4tail par Garanin et Chudnovsky [10j. Ces derniers 4tablissent des Aquations mat-

tresses pour la matrice densit4, ce qui est n4cessaire pour d4montrer l'indispensable formule

(15). Remarquons que l'interaction spin-phonon, qui intervient dans les coefficients ~tQ', dd-

pend de paramAtres [7j qui ne peuvent guAre Atre qu'ajust4s sur des exp6riences. Quant h la

partie (iv), elle se ramAne h un problAme de r4seau 41ectrique (Fig. 3). En effet, si on d4-

signe par
p$

=
Const x exp(-pEm) la valeur de pm h l'4quilibre thermique, et si on pose

Vm(t)
=

pm(t) /p$ et Rmm,
=

p$~yQ', le principe du bilan d4tail14 impose Rmm,
=

Rm,m. Les

relations (5) d4crivent alors la dAcharge de (2s +1) condensateurs de charge pm et de capacit4
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-S

s

Fig. 3. Batterie de condensateurs dont la d4charge est donn4e par (5). On
a suppos4 s =

4 et

un effet tunnel entre (-2*) et (1~) ainsi qu'entre (-3~) et (2~), provoqud par un champ magndtique
parallAle h x par exemple. Les "rdsistances" Rm~,

=

p$iQ' correspondant h (m m'(
=

2 n'ont pas
dt6 reprdsentdes ici pour simplifier le dessin.

IA system of condensators, whose discharge is described by (5). The value s =
4 has been chosen, and

tunneling is assumed to take place between (-2~) and (1~) as well as between -3~ and (2*) under the

effect of a magnetic field directed along
~

for instance. In order to simplify the picture, "resistances"

Rmm,
=

p$~yQ' corresponding to (m m'(
=

2 have not been represented.]

p$, port4s au potentiel Vm et r4unis par des r4sistances Rmm,. Le second membre de (5) est

en effet la somme des intensit4s Imm, dans les r4sistances issues de m puisque la loi d'ohm

impose Imm,
=

Rmm,(Vm, Vm). Cette analogie 41ectrique a AtA remarqu4e par Garanin et

Chudnovsky dans le cas des basses temp4ratures. Les "charges" sont alors concentr#es dans

les condensateurs -s et s qui seuls ont des capacit4s appr4ciables, et il suffit de calculer la

r4sistance du r4seau 41ectrique qui les relie.

En l'absence d'informations trAs prdcises sur l'interaction spin-phonon, il est raisonnable

de penser que Tab est de l'ordre du pr4facteur de la loi d'Arrhenius mesurA h la rdsonance,
soit environ 10~~

s. Pour le matAriau le plus 4tud14 qui est le compos4 ac4tate de Mn12012,
(28) pr4voit alors une largeur de quelques oersteds, 10 h 100 fois plus faible que la valeur

expdrimentale. D'autre part, (29) donne un r4sultat qui dApend beaucoup de la fr4quence tunnel

w.
La largeur devrait donc Atre diff4rente pour H m 0, pour H m D, pour H 1 2D, Cette

propriAt# ne semble pas Atre observ4e exp4rimentalement. Il est vraisemblable que la largeur
exp4rimentale est due aux interactions entre spins, aussi bien ceux des noyaux (interactions

hyperfines) que des autres mo14cules (interactions dipolaires). L'ordre de grandeur obtenu h

partir de cette hypothAse pour Mn12012 est en effet correct. Un cas int4ressant [16j est celui

du complexe Fe8 oh, les noyaux de fer n'ayant pas de spin, le champ hyperfin doit Atre trAs

faible. Si on l'4tudiait h l'4tat dilu4 dan8 un cr18tal, le8 interaction8 dipolaires entre mo14cules

seraient dgalement trAs faibles et on pourrait espArer atteindre les faibles largeurs indiqu4es au

paragraphe 6.
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