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Résumé. — On rappelle les équations de base de la méthode des Eléments de Frontiére en diffusion thermique
stationnaire et on montre en quoi cette méthode est bien adaptée pour traiter des problémes inverses en
conduction. Pour les problémes inverses stationnaires, on décrit la formulation Eléments de Frontiére en
P’associant & une procédure numérique de régularisation. Deux exemples d’application sont présentés :
I'estimation de coefficients de transfert a la périphérie d’un cylindre d’aprés des mesures de température au
sein du matériau et I’estimation du flux surfacique appliqué a la face cachée d’un systéme a partir de mesures
thermographiques infrarouges sur sa face visible.

Summary. — The basic equations of the Boundary Element Method in stationary thermal diffusion are
reviewed and it is explained why this method is well adapted to inverse conduction. For stationary inverse
problems the Boundary Element formulation using regularization numerical algorithms is described. Two
applications are presented : the determination of the heat transfer coefficient around a cylinder from bulk
temperature measurements and the determination of the surfacic flux acting on the hidden side of a thermal
system by using infrared thermographic measurements on its visible side.

Nomenclature. R : matrice de régularisation
S : vecteur termes sources
A : matrice (Eq. (20)) T : température
b :g/A T : vecteur des températures
B : vecteur (Eq. (20)) T* : fonction de Green
¢ . coefficient multiplicatif V : matrice (Eq. (22))
d : distance X : vecteur des inconnues
g : source de chaleur " : exposant relatif aux points internes
G : matrice (Eq. (6))
H : matrice (Eq (6)) SYMBOLES GRECS
i : indice de point ou d’élément V . opérateur gradieqt au point P
K : transformée de Kirchoff A @ conductivité
M : point de I" ou 2 p : coefficient de régularisation
n : vecteur unitaire sortant normal 2 I"en P £ : domaine
N : nombre d’éléments ¥ : transformée de Kirchoff de T
N, : nombre d’équations
N, : nombre d’inconnues 1. Introduction.
P : point de I
p : densité de flux En modélisation, la résolution de « problemes
q :p/A directs » permet de simuler des phénoménes physi-
g* : fonction de pondération ques et si ces phénoménes sont régis par des
r : distance de M a P (r = MP) équations aux dérivées partielles, différentes techni-
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ques numériques peuvent étre utilisées: les plus
connues sont les Eléments Finis et les Différences
Finies et 'une des plus récentes est la méthode des
Eléments de Frontiére [1-3]. La résolution des
problémes directs nécessite la connaissance de condi-
tions aux limites: dans le cas des transferts de
chaleur par conduction auxquels nous nous intéres-
sons ici, il s’agit de la température ou bien du flux
surfacique sur I’ensemble du contour du domaine
considéré. Beaucoup d’études industrielles ne néces-
sitent toutefois pas la résolution de problemes directs
mais de « problémes inverses », afin par exemple de
déterminer des températures ou flux de contour
d’aprés des mesures internes au corps étudié [4, 5].
Dans cet article nous présentons une approche basée
sur une formulation de type intégrale de contour de
I’équation de la chaleur, pour traiter des problemes
inverses en conduction. Ces problémes sont en fait
beaucoup plus difficiles que les problémes directs,
car « mal posés » au sens d’Hadamard [6].

Dans le paragraphe 2, on rappelle d’abord les
équations de base de la méthode des Eléments de
Frontiére, en conduction stationnaire 2D et 3D (bi
et tridimensionnelle), et dans le cas d’une diffusivité
dépendant de la température. Le couplage entre les
températures internes et les températures et flux
surfaciques de contour assuré par ces équations
intégrales, met clairement en évidence I'intérét de la
méthode pour les problemes inverses en conduction.
Apres discrétisation spatiale, on obtient la forme
discrete des équations, sous forme de relations
matricielles entre températures et flux surfaciques
des éléments de contour d’une part, et températures
internes et champs de contour d’autre part.

Dans le paragraphe 3 on traite du probleme
inverse, c’est-a-dire de la détermination de champs
de température et flux surfaciques de contour,
connaissant par exemple un ensemble de températu-
res internes au corps étudié. Alors que dans le cas du
probléme direct, on est toujours conduit a la résolu-
tion d’un systtme d’équations dont les nombres
d’équations et d’inconnues sont égaux, dans le cas
du probléeme inverse on obtient en général un
systtme d’équations surdéterminé. Le probleme
inverse abordé étant mal posé, on fait appel aux
techniques numériques de régularisation [7] avant de
résoudre ce syst¢me d’équations au sens des moin-
dres carrés.

Enfin, deux exemples d’application sont présentés
dans le paragraphe 4. Le premier est relatif a la
résolution du probléme inverse posé en [8] pour la
détermination des variations des coefficients de
transfert thermique a la périphérie d’un cylindre
dans un écoulement. Dans le second, on calcule le
champ de flux appliqué sur la face cachée d’un
systéme thermique d’aprés des mesures thermogra-
phiques infrarouges sur sa face visible ; ce syst¢tme
est un barreau de section carrée percé en son centre.

N° 1

2. Equations de base.

On rappelle les formulations continue et discreéte de
la méthode des Eléments de Frontiere et ’'on montre
comment traiter de non-linéarités sur le contour ou
sur le domaine, quand la conductivité varie avec la
température.

2.1 FORMULATION CONTINUE. — Considérons un
domaine {2 limité par son contour I. Dans le cas
stationnaire linéaire, I’équation fondamentale des
Eléments de Frontiére s’établit en annulant l'inté-
grale du produit du résidu de I’équation de chaleur
et d’une fonction de pondération T* ; aprés une
double intégration de I’expression ainsi obtenue et le
choix d’une fonction de Green pour T*, on trouve
que pour tout point M de £ [1]:

cTM+j Tq*dI“=J qT*dF+J~ bT*d2 (1)
r r

o)

ou:

¢ =1, si M appartient a 2 et n’appartient pas a I
¢ = 0,5, si M appartient a I"et si I'n’est pas anguleux
en M.

Dans cette équation intégrale T* (M, P) est une
fonction de Green et g* provient de sa dérivée ;
leurs expressions dépendent de la dimension de
I’espace du domaine (2, de la distance r du point M
au point P de I et du produit scalaire d [9] :

— en 2D :
1 1
*=-—— _— *=V . =
T 2Wln(r q T-n T
d=-r-n 2
— en 3D:
11 d
* _ - * _
T =17 q ypemt (3)

En instationnaire une démarche similaire peut
étre suivie, en complétant la double intégration
spatiale par une intégration sur le temps. Les
équations alors obtenues sont notamment présentées
en [3].

L’examen de la représentation intégrale (1) met
clairement en évidence l'intérét que peut présenter
Iapproche Eléments de Frontiére pour .inverser
I’équation de la chaleur, puisqu’elle permet de
coupler les variations d’une température interne (cas
¢ = 1) aux variations de la température et du flux sur
le contour I.

2.2 FORMULATION DISCRETE. — Supposons dans
un premier temps le terme source de chaleur nul.
Dans ce cas n’apparaissent dans I’équation (1) que
des intégrales de contour et seul le maillage de I'en
« éléments de frontiere » est donc nécessaire. La
manie¢re la plus simple de procéder est alors de
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supposer les températures et les flux uniformes sur
chaque élément: T; et g; sur I'élément I';. En
introduisant les coefficients H;; et G;; tels que,

H;; = J'r q*(P;M;)dr
j

et

G = JF' T*(P;M;)dr 4)

J

P’équation (1) exprimée pour I’élément de contour i
donne (N : nombre d’éléments de contour) :

1 N N
ji=1 j=1

j=

Cette expression peut étre formulée pour les N
éléments de I'. En introduisant alors les matrices H
et G telles que (8;; : symbole de Kronecker) :

1

[H];j = Hij + 5 8;; et

} [Gl;=G;

on obtient le syst¢tme d’équations algébriques :
HT = GQ . @)

Dans le cas d’un probléme direct, la prise en
compte des conditions aux limites conduit alors a
distinguer les grandeurs connues des grandeurs
inconnues :

— condition de Dirichlet sur I';: T; = T;;

— condition de Neuman sur I'; : q; = q; ;

— condition de Fourier sur I'; : q¢; = a; T; + B;.

En groupant les grandeurs inconnues dans un
vecteur X, un arrangement de (7) conduit & formuler
un systéme d’équations linéaires dont X est solution.

Une fois ce systéme résolu, on dispose de ’ensem-
ble des températures et des flux T; et g;. Il est alors
possible de déterminer la température en tout point
interne ; ainsi, pour un point interne M;, en introdui-
sant les coefficients H;; et G/; définis comme en (4),
avec ¢ =1 dans (1) on a:

N N
j=1 j=1

Si cette expression est formulée pour N' points
internes, en introduisant les matrices H' et G’
d’éléments Hj; et Gj; on obtient :

T =—-HT+G' Q. ©)

Le terme source de chaleur a précédemment été
supposé nul. Dans le cas contraire apparait simple-
ment un terme source supplémentaire dans les
équations (7) et (9). En notant S et S’ les vecteurs,
respectivement associés aux points de contour et aux
points internes, résultant de la prise en compte d’une
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source de chaleur, les équations (7) et (9) deviennent
donc :

HT =GQ +8
T =-HT+G Q+S§'.

(10)
(11)

La difficulté est de calculer S et S’ sans recourir a
un maillage du domaine {2, c’est-a-dire en n’utilisant
que le maillage de I" [10].

2.3 EXTENSION AU CAS NON LINEAIRE. — On envi-
sage les cas de non-linéarités dues a une dépendance
de la conductivité avec la température et a des
conditions aux limites complexes.

Si la conductivité thermique est fonction de la
température le probléme devient non linéaire sur le
domaine. On peut toutefois se ramener au cas
linéaire par utilisation de la transformation de Kir-
choff :

T
¥ =K(T)= L A(T)dT' . (12)

L’identité :

V(AVT) = AW (13)

permet en effet une linéarisation rigoureuse de
I’équation de la chaleur. Dans le cas stationnaire non
linéaire, I’équation fondamentale s’écrit alors :

c‘I’M+J ‘I’q*dI‘:jpT*dI"+J gT*dQ .
r r 0

(14)

La discrétisation de cette équation s’effectue
ensuite comme dans le cas linéaire, d’ou des formes
discrétisées similaires a (10) et (11).

La prise en compte de conditions aux limites non
linéaires n’est pas plus complexe par Eléments de
Fronti¢re que par les méthodes numériques tradi-
tionnelles, car les variables sont précisément aux
limites. Dans notre approche nous procédons par
linéarisation locale, c’est-a-dire, aprés discrétisation,
par des linéarisations propres a chacun des éléments
de contour [10, 11]. Pour une condition de type
mixte on obtient ainsi, par linéarisation autour du

cham V¥, :
p-p1= (d_i)wl(‘//—‘l’l) (15)
soit :
p_plz)\_(lfl—)_(g_l;'>-rl(¢—¢l)' (16)

Un processus itératif est ensuite utilisé : & chaque
itération le probléeme est linéaire d’ou le calcul d’un
nouveau champ (¥, p;), jusqu’a stabilisation du
résultat.
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Exemple : pertes radiatives (& : facteur d’émission,
o: constante de Stéfan) :

p=¢€0 T4
I’équation linéarisée s’écrit :

4e0T; 4
p=- W=y +eoTi.

17
A (Ty) )

3. Traitement du probléme inverse.

En utilisant les formulations discrétes précédemment
établies, on montre comment résoudre les problemes
inverses de détermination de températures et de flux
surfaciques de contour et ’on décrit la technique
numérique de régularisation employée.

3.1 DETERMINATION DE CHAMPS DE TEMPERATURE

ET DE FLUX SURFACIQUE DE CONTOUR. — Les
équations (10) et (11) peuvent étre récrites :
H G S
[w]T=[g]e+[s2p]  @®

Supposons par exemple connues les températures
internes et inconnus les champs de contour ; dans ce
cas les grandeurs inconnues sont solution du systeme
d’équations :

[ =& 1le) =[5 2]
H -G']lQ] [8'-T]"

Ce systtme comporte N + N' équations et 2 N
inconnues. Il est donc sous-déterminé et inexploita-
ble si N' < N, carré si N = N’ et surdéterminé si
N’ = N. Dans le cas monodimensionnel, pour lequel
N = 2, on retrouve que 2 températures internes sont
nécessaires pour pouvoir traiter du probléme
inverse.

Avant de poursuivre le développement, on peut se
placer dans un cas plus général que celui qui vient
d’étre envisagé. Comme schématisé figure 1, on
peut supposer disposer en certaines portions de
contour des classiques conditions aux limites (Neu-
man, Dirichlet et Fourier), connaitre en d’autres
points les champs de température et de flux et
connaitre également un ensemble de températures
internes. Comme dans I'’exemple précédent, il sera
alors toujours possible de réarranger (18) afin de
grouper les grandeurs inconnues dans un vecteur X
et de constituer un systéme d’équations algébriques :

(19)

AX =B. (20)

Soit N;=N + N' le nombre d’équations et
N, le nombre d’inconnues de ce systtme. Si
N, < N, le systtme est inexploitable car sous-déter-
miné, si N; = N, on peut calculer X etsi N; > N, le
systeéme est surdéterminé. Cette derniere hypothése
est celle habituellement rencontrée ; dans ce cas, si

T connu

p connu

p(T)connu
&~

r

T et p inconnus

T et p connus

Fig. 1. — Probléme inverse considéré : calcul des flux
surfaciques et températures sur une portion de contour
disposant (i) de classiques conditions aux limites et (ii) de
températures internes et/ou de flux surfaciques et tempéra-
tures de contour.

[Inverse problem on consideration : calculation of tem-
peratures and surfacic fluxes on a part of the boundary
knowing (i) classical boundary conditions and (ii) internal
temperatures and/or temperatures and surfacic fluxes on
the boundary.]

les relations de (20) sont linéairement indépendantes
on doit envisager de trouver une solution au sens de
la minimisation d’une norme de I’écart entre
AX et B.

(1)

Des considérations statistiques conduisent a rete-
nir une norme quadratique [12]: en supposant
I’écart entre AX et B aléatoire gaussien centré de
matrice de variance-covariance connue, d’inverse V
(V symétrique définie positive), on choisira :

X = min |[AX -B] .

|AX -B|?= AX-B)Y V(AX-B). (22

On obtient alors pour X l’estimateur optimal de
Markov, qui est solution du systéme de N, équations
a N, inconnues :

ATVAX =ATVB. (23)

En pratique, l’estimateur de Markov n’a qu’un
intérét théorique, car la matrice V est généralement
inconnue ; en posant V =1 (1: matrice identité)
dans (22) et (23), on a simplement la solution au sens
des moindres carrés qui suppose la matrice de
variance-covariance diagonale (pas de corrélation
spatiale dans les écarts) et d’éléments égaux (ampli-
tude des écarts similaires).

3.2 REGULARISATION DU PROBLEME D’INVERSION.
— La difficulté en général rencontrée est la grande
sensibilité aux bruits additifs sur les mesures utili-
sées. Cette difficulté est classique en inversion de
I’équation de la chaleur et plus généralement en
déconvolution ; elle est due au fait que le probleme
d’inversion est « mal posé ». Cela se traduit, en (23),
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par un mauvais conditionnement de la matrice a
inverser. Les solutions numériques a ce type de
probléme releévent des techniques de régularisation
[7]-

Supposons par exemple que X représente, sous
forme discrétisée, les variations d’un flux surfacique
x sur un élément de contour I',. On pourra alors
régulariser la solution en adjoignant a la forme
quadratique (22) un terme régularisateur : habituel-
lement on choisit le produit d’un coefficient de
régularisation w et de la norme Euclidienne de x
(régularisation d’ordre 0), ou de sa dérivée premiére
(régularisation d’ordre 1), de sa dérivée seconde
(régularisation d’ordre 2) etc... ou encore d’une
combinaison de ces normes. Sous forme discrétisée,
et d’une fagon générale, cela reviendra a substituer a
(21) le probléme d’optimisation :

X = min (|AX - B|>+ » |RX|?) (24)
avec R une matrice fonction de I'ordre choisi pour la
régularisation, de ’arrangement des composantes de
X etc...

La solution de ce nouveau probléme vérifie le
systtme de N, équations & N, inconnues :

(ATVA+ uRTR)X =ATVB. (25)

Suivant la valeur du coefficient de régularisation
M, la solution sera plus ou moins réguliére.

3.3 CONSIDERATIONS NUMERIQUES. — Les déve-
loppements présentés ci-dessous ont permis d’éten-
dre le logiciel Eléments de Frontiére développé dans
notre laboratoire [3, 10, 11]; ce logiciel comporte
maintenant un module susceptible de traiter en
stationnaire le probléme inverse schématisé figure 1 :
détermination de champs de température et flux
surfacique sur des portions de contour connaissant
un ensemble de températures internes et/ou des
champs de température et de flux surfacique sur
d’autres portions de contour.

En pratique, deux types supplémentaires de condi-
tions aux limites peuvent étre considérés dans le
module probléme inverse :

— température et flux surfacique connus ;

- 5
et les températures internes constituent un ensemble
de données complémentaires.

Pour la régularisation, on peut travailler avec les
températures ou/et avec les flux en manipulant des
matrices de régularisation, dont seront issues R (cf.
(24)), et des coefficients de régularisation u relatifs
aux températures et aux flux. Cette possibilité est un
avantage spécifique a la méthode des Eléments de
Frontiére dont la formulation (cf. (1)) fait apparaitre
de maniére symétrique et explicite les températures
et les flux de contour.
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Comme les modules numériques relatifs aux pro-
blémes directs, le module probléme inverse station-
naire est utilisable dans les cas suivants :

— géométries bi et tridimensionnelles ;

— conditions aux limites non linéaires ;

— conductivité fonction de la température ;

— domaine d’étude composé de plusieurs régions
de conductivités thermiques différentes ;

— sources de chaleur ponctuelles ou dérivant
d’un potentiel [10].

Le module utilisable en transitoire est en cours de
développement.

4. Exemples d’application

On présente dams ce paragraphe deux exemples
d’application du logiciel développé.

4.1 COEFFICIENT DE TRANSFERT LOCAL A LA PERI-
PHERIE D’UN CYLINDRE DANS UN ECOULEMENT UNI-
DIRECTIONNEL PAR MESURE DE TEMPERATURES
INTERNES. — Comme présenté en [8] la mesure de
températures dans un cylindre peut permettre, par
inversion de I’équation de la chaleur, la détermina-
tion du coefficient de transfert a la périphérie de ce
cylindre (Fig. 2). Connaissant le champ de tempéra-
ture sur la face interne et un ensemble de températu-
res dans le cylindre (correspondant en fait & un
ensemble d’expérimentations), on calcule les
champs de température et de flux surfacique périphé-
riques. Connaissant les variations du flux surfacique
périphérique et la température de I’environnement,
on en déduit le coefficient de transfert local en
fonction de I’angle polaire.

Pour traiter ce probleme bidimensionnel, symétri-
que par rapport a la direction de I’écoulement, le

'

-
Q
<}
3
3
c
]
.'
A
.
‘
+
R T

- p=0
| e
g )
19=0
A )
. )
! 1
) ;
inconnus connu
" :
g '
. 1
l ., ,8=90
... A

.

.

I .

Fig. 2. — Expérimentation 1 : schéma du dispositif.

[Experiment 1 : dispositive design.]
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contour du domaine d’étude a été discrétisé en
N =52 éléments. Sur le cercle interne (rayon
8 mm), approximé par 18 éléments quadratiques, la
température est connue d’ou une condition de
Dirichlet ; aux plans de symétrie, définis par 2x 8
éléments linéaires, le flux surfacique est nul d’ou une
condition de Neuman homogene ; sur le cercle
externe (rayon 16 mm), approximé par 18 éléments
quadratiques, la température et le flux surfacique
sont inconnus. Dans le cylindre on connait 18 tempé-
ratures régulierement distribuées sur un cercle
(rayon 14 mm). Dans le cas de cette étude le systéme
(20) est alors carré (70« 70).

D’aprés des mesures faites au LEMTA (Nancy)
on présente figure 3 la courbe de variation angulaire

450
o o EF.
S 350+ - sA
E
g
5
@ 250
£
3
B 150+
(3]
50 T ————
0 30 60 90 120 150 180
Angle (degrés)

Fig. 3. — Expérimentation 1 : résultat Eléments de Fron-
tiere (E.F.) et Semi-Analytique (S.A.).

[Experiment 1 : Boundary Elements (E.F.) and Semi
Analytical (S.A.) results.]

du coefficient de transfert calculée par (i) Eléments
de Frontiere et par (ii) voie semi-analytique [8]
(approche rendue possible par la simplicité de la
géométrie). Ces variations ont €été calculées en
utilisant une régularisation d’ordre 2 sur les flux
périphériques (cf. 3.2). Figure 4 on met en évidence
Iinfluence de la régularisation en présentant les
résultats obtenus par Eléments de Frontiere pour
diverses valeurs du coefficient de régularisation w.

4.2 FLUX SURFACIQUE APPLIQUE A LA FACE NON
VISIBLE D'UN SYSTEME PAR MESURE THERMOGRA-
PHIQUE I-R SUR SA FACE VISIBLE. — La thermogra-
phie infrarouge ne permettant d’accéder qu’a des
champs de température superficielle, la détermina-
tion des causes des phénomenes observés nécessite
en général la résolution de probleémes inverses (voir
notamment [13, 14] en mécanique du solide).
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Fig. 4. — Expérimentation 1 : résultat Eléments de Fron-
tiere pour différentes valeurs du coefficient de régularisa-
tion.

[Experiment 1 : Boundary Elements results for some
values of the regularization coefficient.]

Connaissant un champ de température superficielle,
I’équation de transfert thermique a Il'interface et la
température de l’environnement, on dispose des
champs de température et de flux. Si ces champs
résultent de flux appliqués a une face cachée du
systtme thermique étudié, on peut alors envisager
de les déterminer par résolution d’un probléme
inverse.

Pour vérifier la validité de cette approche nous
avons mis en place l’expérimentation schématisée
figure 5 ; il s’agit d’'un barreau (50x 50x 400 mm) de
plexiglas percé en son centre (J 30 mm) et a
Iintérieur duquel sont placées deux résistances
chauffantes et de I'isolant: chaque résistance est
consituée d’un film chauffant occupant un quart de
cercle. Les transferts conductifs sont bidimensionnels
et la symétrie du systeme est telle que I’observation
d’une face du barreau est suffisante pour résoudre le
probléme inverse.

Les calculs ont été menés par Eléments de Fron-
ticre et par «superposition »: connaissant les
champs de température obtenus lorsque des flux
unitaires sont indépendamment appliqués sur les
génératrices du cylindre interne au barreau, on peut,
sous I’hypothése de linéarité, utiliser le principe de
superposition et en déduire le champ de température
associé a toute distribution de flux. Cette méthode
permet également l'inversion de I'équation de la
chaleur [4] moyennant une régularisation spatiale.
Elle nécessite le calcul préliminaire de 1’ensemble
des réponses a une entrée unitaire et n’est pas
applicable dans le cas de conditions aux limites non
linéaires.

Compte tenu de la symétrie du systeme, le
domaine d’étude a considérer correspond a un quart
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Fig. 5. — Expérimentation 2 : schéma du dispositif (film
chauffant en gras).

[Experiment 2 : dispositive design (heating film in bold).]

de la section du barreau. La discrétisation est de
N =44 éléments: sur la face filmée (largeur
50 mm), définie par 18 éléments linéaires, on consi-
dere connus les champs de température et de flux ;
sur le cylindre interne (rayon 15 mm), approximé
par 10 éléments quadratiques, les champs sont incon-
nus ; aux plans de symétrie, définis par 2+ 8 éléments
linéaires, on a des conditions de Neuman homoge-
nes. g

L’expérimentation a été menée en utilisant un
dispositif d’acquisition et de numérisation d’images
thermographiques infrarouges en temps réel [15]. Le
profil thermique ainsi obtenu sur une face du
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Fig. 6. — Expérimentation 2 : profil thermique sur une

face du barreau.

[Experiment 2 : thermal profile along the bar side.]

CONDUCTION INVERSE PAR ELEMENTS DE FRONTIERE 105

barreau est présenté figure 6. Pour déterminer le
profil de flux surfacique, nécessaire au calcul inverse,
on a suppos€é que le transfert de chaleur était
proportionnel a ’écart de température avec la tem-
pérature ambiante. La difficulté provient alors de
I'estimation du coefficient de transfert ; nous avons
retenu celui conduisant & une minimisation des
minima de la fonctionnelle définie en (24).

Les résultats obtenus par Eléments de Frontiére et

Superposition apparaissent figure 7, sous la forme
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Fig. 7. — Expérimentation 2 : résultat Eléments de Fron-
tiere (E.F.) et par Superposition (S.).

[Experiment 2 : Boundary Elements (E.F.) and Superposi-
tion (S.) results.]

des variations du flux surfacique appliqué a I'inté-
rieur du cylindre en fonction de I’angle polaire, et on
montre figure 8 I'influence de la régularisation. Ces
résultats prouvent la bonne cohérence entre les
méthodes et doivent donc étre considérés comme
encourageants. La présence de la résistance chauf-
fante, entre 45° et 90°, n’est toutefois pas clairement
mise en évidence. Cela atteste de l'intérét des
progrés technologiques et expérimentaux permettant
une amélioration de la mesure, pour le traitement
des problémes inverses a partir de données thermo-

5. Conclusion.

La méthode des Eléments de Frontiére est bien
adaptée a l'intégration numérique de I’équation de
la chaleur et plus généralement aux problémes pour
lesquels un champ dérive d’un potentiel (électrostati-
que, écoulement irrotationnel, transfert de masse
par diffusion...) ; nous avons montré ici qu’elle était
également adaptée au traitement des probleémes
inverses de cette nature, en fournissant notamment
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Fig. 8. — Expérimentation 2 : résultat Eléments de Fron-
tiere pour différentes valeurs du coefficient de régularisa-
tion.

[Experiment 2: Boundary Elements results for some
values of the regularization coefficient.]

des équations de couplage entre variables internes et
champs de contour. Par rapport aux approches
numériques traditionnelles, la méthode des Eléments
de Frontiere a des propriétés intéressantes: —
diminution d’une unité de la dimension du probléme
(3D en 2D, 2D en 1D) ; — précision de la solution ;
— possibilité de traiter simplement des milieux non
bornés ; — possibilité de tenir compte simplement
de singularités. Ces propriétés, intrinséques a la
méthode, se retrouvent en problémes inverses
comme en problémes directs, stationnaires comme
transitoires. Un module numérique utilisable en
transitoire est ainsi en cours de développement.

REVUE DE PHYSIQUE APPLIQUEE

N° 1

Apres avoir rappelé les équations fondamentales
de la méthode des Eléments de Frontiére en formula-
tions continue et discréte, nous avons montré
comment traiter des problémes inverses consistant a
déterminer des champs de contour a partir d’infor-
mations complémentaires, températures internes
par exemple. L’approche proposée conduit & résou-
dre un probléme d’optimisation quadratique pour
lequel on dispose d’une solution explicite. Dans le
cas de conditions aux limites non linéaires, on
procede par itérations et si la conductivité dépend de
la température, I’équation de la chaleur est préala-
blement linéarisée par utilisation de la transforma-
tion de Kirchoff. Les solutions aux probleémes inver-
ses étant trés sensibles aux erreurs de mesure, des
procédures numériques de régularisation sont néces-
saires a ’obtention de résultats satisfaisants.

En dernier lieu deux exemples d’application ont
été décrits. Le premier, relatif au calcul des varia-
tions d’un coefficient de transfert de chaleur a la
périphérie d’un cylindre, nous a permis de retrouver
des résultats précédemment présentés [8]; un tel
calcul pourrait maintenant étre mené dans des cas de
géométries complexes. La seconde application a
consisté a estimer un flux surfacique sur la face
cachée d’un systéme thermique d’aprés des mesures
thermographiques sur la face visible, la difficulté
rencontrée ici réside en fait dans la bonne connais-
sance du champ de flux surfacique sur la face visible,
nécessaire au traitement du probléme inverse. Les
bons résultats obtenus accréditent ’adéquation de la
méthode des Eléments de Fronti¢re au traitement
des problémes inverses, qui sont cependant par
nature difficiles et qui doivent donc étre abordés en
disposant de mesures de qualité en des endroits
soigneusement choisis, afin essentiellement que la
sensibilité de la solution aux variations des mesures
ne soit pas négligeable.
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