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SUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS DE LA SERIE DE FOURIER;
Par M. J. MACE DE LEPINAY.

Les calculs nécessaires pour déduire de donuées expérimentales
les valeurs des coefficients A et B de la série de Fourier:

y="F(x)=Ay + A cosx |+ B, sin® 4 Ay cos2x + By sin2z -+ ...,

au moyen de laquelle on peut représenter une fonction périodique
quelconque, sont presque toujours extrémement pénibles. Sans
doute, I'ingénieuse méthode de M. L. Hermann (') permet de les
supprimer a peu prés complétement; mais elle me parait présenter
un triple inconvénient : elle nécessite un outillage spécial (papiers
fenestrés) ; elle ne fournit les coefficients cherchés qu'avec une
approximation limitée, qui peut étre insuffisante dans le cas de
recherches de précision; elle exige enfin que les valeurs connues
de la fonction y correspondent a des valeurs déterminées, toujours
les mémes, de la phase x.

Je me suis proposé de donner, de ce méme probléme, une solution
plus complete et plus générale. Elle est applicable, en effet, quel que
soit le nombre des données, c’est-a-dire des valeurs particuliéres de
la fonction que I'on suppose avoir été déterminées par 'expérience,
et quelles que soient les valeurs de la phase auxquelles elles corres-
pondent. Elle n'est, il est vrai, qu'approchée dans le cas général ct
peut conduire alors & des calculs assez pénibles; mais elle devient
d’une application commode dans certains cas particuliers que nous
étudierons particuliérement et peut en méme temps étre rendue
rigoureuse. Il suffit @ cet effel que les valeurs de la phase auxquelles
correspondent les données soient équidistantes.

I. — Quelques remarques préliminaires sont nécessaires.

Nous supposons que 'on ne connaisse qu'un nombre limité, N,
de valeurs particuliéres, ¥y, ¥,, -+.y ¥j» .., Yx—1 de la fonction, corres-
pondant aux valeurs @, @, ..., &, ..., x—1 de la phase.

1° Ce nombre étant supposé limité, nous ne pouvons songer i
déterminer plus d'inconnues qu’il n'y a de données et, par suite,
d’équations. On doit donc supposer la série de [Fourier limitée a ses
N premiers termes. Soient Ay, A,, ..., Ax,; By, By, ..., By, les cocf-

() J. de Phys., 3° série, t. VII, p. 141; 1898 ; — et Revue générale des Sciences,
t. IX, p. 669; 1898.
J. de Phys., 3° séric, t. VIII. (Mars 1899.) ' ) 10
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ficients correspondants. On voit immédiatement que l'on a:

Nizg, NQ:g-—l,siNestpair;

» si N est impair.

2° Le probleme général se simplifie si I’on suppose que les valeurs

de la phase auxquelles correspondent les données satisfassent,
deux a deux, a la condition :

(1) &j = 2% ~— Ty_ ;.

Il est possible, en effet, dans ce cas, de calculer N, 4 1 valeurs de
la fonction z, et N, valeurs de lafonction ¢, définies par les relations :

F(2) L F(—a)  F(z) +F(2x—a)

Zz = Py fo— 9 ’
_ Fl@)—F(—a) F@—F@2r—ax)
b= 2 = 2 :
valeurs qui sont:
Yoty Yty Yni TN (1),
B0 = Yo» 3y = = 21\ R zf—’J—TN—J’ e zm:'—.)‘—N'()a

~

9 eeey tl - y.——-——zj —‘)yN—.’ sevy tN1: y————————"N‘ _2yN~N"-

Or, ainsi que 'amontré Fourier, ces fonctions z et ¢ jouissent des
propriétés suivantes qu’il est utile de rappeler :

La fonction z, de méme que cos ix (¢ étant un entier quelconque),
est une fonction paire de «; la fonction ¢, de méme que sin iz, une
fonction impaire de . On a, en outre, quel que soit @ :

y=1-z.
11 résulte de ces remarques que 'ona:
z=Ay+ Ay cosz -+ ... 4 A;cosiz - ... 4 An, cosN;z,
t—= B, sinx + ... 4 B; siniz + ... -+ By, sin Nyz,

les coefficients A et B, qui figurent dans ces formules, n’étant autres
que ceux du développement de la fonction y étudiée. Le probléme a
résoudre se trouve, de la sorte, scindé en deux autres plus simples.

(!) Si N est pair, a5, = ynys
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3° La condition (1) se trouve satisfaite, en particulier, si les valeurs

de la phase auxquelles correspondent les données sont équidis-
tantes, c’est-a-dire satisfont & la condition :

; 2
(2) Tj— & ="

D’autres simplifications notables résultent en méme temps, dans
ce cas, de ce que le nombre de lignes trigonométriques distinctes.
(autres que 1), qui figurent dans les expressions des y, et qui seules,
nécessairement, figurent dans celles des coefficients A ou B, est

seulement :
N — 1, si N est impair,
g — 14, si N est pair,

N . C

P 1, si N est divisible par 4.

Dans ce dernier cas, surtout, la résolution directe des N équations
fondamentales & N inconnues devient relativement pratique, si N
n’est pas trop grand, par suite des caractéres de symétrie que pré-
sentent, dans I'un et 'autre groupe, ces équations. Il est utile, pour
la suite, de donner, a titre d’exemple, les expressions des coefficients
ainsi calculés, dans le cas de N = 16. Nous poserons, pour simpli-
fier,

h = cos = — sin = — COS =y § == sin =
pumany >4~ 4, .C__._ 87.5———-5] 8.
8A, _ %tz | .l
=" + (3 + 2+ (32 z6) (534 25) + 2
Zy — 2
Ay = 02 o (2 — 2r) A Rz — 3g) - 8 (35 — z),
%y + 2
bAy = 02 8+h(z,-}—z7) — (23 + 25) — 24
Zy —
A3 = 02 8+ 5 (3 — 21) — h(zg — 2g) — ¢33 — 35),
__ %+ 3
My =" # — (22 + ) 4 2 -
Zy — 2
4A3:’OT§*5(Z|*Z7)“’¢(52“56)+0(33*33)7
Zg + 3
bAg=— 08 7 —h(s 4 %) — h(z3 + z5) -— 25

Zg — 2
Ay ="8 — e (3 — 5)) -+ h(2y — 25) — 5 (35 — 2y),

K4

8Ag = ﬂ%ﬂ — (44 (a2t z) — (33 + z5) + 2
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ABy = s(ty 1) + h(ty -+ &) - etz + ) + b,
By = h(ty — t7) - (ta — &) 4 h(ty — L),
By =c(ty + t7) + h(tz + tg) — sty + &) + &,
By = t, — 1y — (3 — t3),
BBy = c (b + t7) - h(ty + tg) — s (t3 4 t5) — 14
By =h(t; — t;) — (b2 — ) + h(ty — 1),
By = sty 4 t) — hlty -+ te) + clt3 - t5) — &4
1I. — La résolution direcie des équations fondamentales, toujours

pénible, méme dans les conditions les plus favorables, serait & peu
prés impraticable dans le cas général. Il nous est possible, au con-
traire, de déduire immédiatement des formules générales des expres-
sions suivantes des coefficients A et B, établies par Fourier:

PL =
Ay = & yde = %fz(l.r,

0 0

—

2T 2 7
: = = | y cosizdx ::ﬂfz cos ixdz,
=
0

1 /2 e, 2T
B; = :fy sin ivdy = :_fz sinixdz.
0

0

A
<

Nous nous proposerons de transformer ces relations de maniére a
pouvoir calculer avec toute I'exactitude possible les coefficients des
N premiers termes de la série, et cela en utilisant toutes les données,
au nombre de N, mais sans introduire aucune hypothése arbitraire.

Considérons a cet effet les courbes dont les ordonnées sont respec-
tivement y ou z, y cosix ou 2 cosix, ¥ siniw ou ¢ sinix, courbes
dont les intégrales ci-dessus représentent les aires. Ne connaissant
que N points de chacune de ces courbes, mais nullement les formes
des arcs qui réunissent deux de ces points consécutifs, nous ne pou-
vons faire mieux, pour calculer ces aires, que de substituer & chacun
de ces arcs inconnus la corde correspondante.

On est, de la sorte, immédiatement conduit aux expressions sui-
vantes, qui sont générales :

1 SN
\ Ao = 3~ Wolms — mo + an — 2n—1) - BN (@ — 2 ),
1 \ AN — .
(3) © A;= 3z (o (@ — 2o + &5 — an—1) 4 BF ~'y;(xj 04 — xjy) cosiz],

1 . Lo
B, =5 SNty (e g —- @y ) sindz;.
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Ces expressions se simplifient, si 'on suppose queles conditions (1)
se trouvent satisfaites. Elles deviennent :

4 SN, —
Aozz—n[zo (2 — @) + BNz () 4y — 25 y) + 2x (2w, — 2N, 1)),
1 _ . .
(%) Ai:; (zo(@y—20) S0V 2 (% 1y —@ s )COSIT ;2N (2N, — 8,1 )cOsizn, |(1),

1 .
Bi:'::ZlNZ_itj (joy — xj_y) siniz;.
7

Elles se simplifient encore davantage, si nous supposons que les
conditions (2) soient satisfaites :

2 Z N, — IN
‘ AOZN["2+21' 1~J+_§l]‘
4 [z _ = 2N ~ T
(5) A= 5 90—}— =M1z cos 2ij Nt ?‘ cos2iN; 1 |s
& N, —1 . LT
;T — 2 . Ny —-
B; = N X027t sin 24 N

1. — II est évident a priori que les formules (3), (4) et (53) ne sont
qu'approchées, d’aprésla maniere méme dont nous les avons éta-
blies, et qu'en général les coefficients ainsi calculés ne doivent pas
satisfaire rigoureusement aux N équations fondamentales de condi-
tions. Remarquons, en effet, que, d’aprés la forme méme de ces
équations, les phases ne sauraient intervenir dans les expressions
rigoureuses des coefficients. autrement que par leurs lignes trigo-
nométriques et celles de leurs multiples, tandis que, dans les expres-
sions (3), les phases figurent en méme temps par elles-mémes.

Toutefois, lorsque les valeurs de la phase auxquelles corres-
pondent les données sont équidistantes [conditions (2)], il devient
possible, en s’appuyant sur les deux théoremes suivants, de corriger
immédiatement les coefficients ainsi calculés [formules (5)].

1° Lorsque le nombre N des données est pair, le dernier coefficient,
calculé par les formules (B), doit seul étre corrigé et réduit & la moilié
de sa valeur ;

(1) On a d’ailleurs cos iwy;, = - 1 si ¢ est pair, cosiwy, = — 1 si ¢ est impair.



142 MACE DE LEPINAY

20 Lorsque le nombre N des données est impair, tous les coefficients
calculés par les formules (B8) sont corrects.

Nous pouvons vérifier tout d’abord le premier de ces théorémes
dans un cas particulier, N = 16. En appliquant les formules (3), nous
retrouverons identiquement les seize expressions des coefficients cal-
culés directement et donnés précédemment, a une seule exception
pres : la valeur de A est trouvée deux fois trop forte.

Quant a la démonstration générale de ces théorémes, elle est plus
longue que délicate. Supposons tout d’abord N impair ; dans 'expres-
sion développéede y; (7 étant un entier quelconque), remplacons tous
les coelficients A et B par leurs valeurs déduites des équations (5).
Le coefficient de y; dans le second membre de I'expressionde y;est (*):

% [%Jr 0082 (i — j) i + cosk(i — J) § e A cos(N—1) (i — ) g],

qui se réduit, dans le cas particulier de ¢ = 7, a:

21, N—1
ﬁ[§+ 2 ]”‘"

etsij # 4, a:

N-+1 . R . N—1 . LT

a {1 cos— (l—])Nsm 5 (1—])N
N 2+ sinfi— il =
in(i —j) §

ou :
sinw — sin (¢ ~ ')7£
2 11 " i—i§
- _+ = 0.

N12 asini—pEk
VN

Si T'onidentifie dés lors les coefficients de y; dans les deux membres
de I'équation, on constate que, dans tous les cas, toutes les équations
de conditions auxquelles on parvient sont simultanément satisfaites
(deuxiéme théoréme).

Dans le cas de N pair, nous admettrons, guidés par le résultat
obtenu dans un cas particulier, qu'il suffit, pour corriger les coeffi-

(1) En remplacant z; et £; par leurs valeurs.
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cients donnés par les formules (8), de multiplier le dernier d'entre
eux, Ay, par un certain coefficient, . En conduisant le calcul comme

plus haut, on obtient, pour coefficient de y; dans 'expression de y; :

%[é—{-cosz(i —j)%-{— R cos2<—§ — 1) (i—j)%—}— u cosir.cosjn]

qui se réduit, pour j = ¢, a:

et pour j 5 4, 4:

cos (i —J) g sin(% — 1) (i——j)%

1
= - e ;. S -
N 2+ i ')_’E L u cosix cosjz |,
N
ou:

9 sin N (2——])7: . . 9 1

= ——  tucosircosjr f =x 3 (u— =)
N NP N T N 2

2sin (i — j) <

N

Toutes les équations de conditions se réduisent a:

DO =
I
i

Ce qui justifie le premier théoréeme énoncé.

IV. — La connaissance de ces deux théorémes est évidemment
indispensable, lorsque I'on applique directement les formules indi-
quées au calcul de tous les coefficients que I'on peut déterminer.
Elle T'est également lorsqu’il y a avantage a employer, pour ce
caleul, la méthode des approximations successives.

Cette derniére méthode s’impose en effet dans deux cas: 4° Lorsque
la fonction périodique que l'on étudie est représentée par une
courbe continue et que, par suite, le nombre des données utilisables
est aussi grand que l'on veut, sans que I'on puisse savoir, d'ailleurs,
a priori, le nombre qu'il convient d’en choisir ; 2° Lorsque lenombre
des données, tout en étant limité, est un peu considérable; si I'on
voulait, en effet, les utiliser toutes du premier coup, le calcul de
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ch acun de ces coefficients, et, a fortiori, de tous, deviendrait trés
pénible; j'ajouterai: en partie inutile. La série de Fourier étant en
effet toujours convergente, les valeurs des coefficients successifs
fi nissent par décroitre. Or on est en droit de supprimer tous
les termes du développement, qui sont tels que les coefficients corres-
pondants soient inférieurs aux erreurs possibles que comportent les
données. La méthode des approximations successives que je me pro-
pose d’exposer permet de juger des nombres de termes que 'on doit
conserver et, ainsi qu'on pourra le voir par un exemple numérique,
d’arréter les calculs exactement au point utile.

Nous supposerons donc qu'aprés avoir employé un certain
nembre, N, de données, d'ou I'on a déduit N, -+ 1 valeurs de z el
N, valeurs de ¢, que je représenterai par z,, z,, 3;, ..., 2, €b par &y, ¢,
...y by, et calculé les valeurs des N premiers coefficients de la série
de Fourier (') (en corrigeant, s’il y a lieu, le dernier), on ait lieu de
penser que ce nombre de termes est insuffisant. On pourra le recon-
naitre tout d’abord & l'ordre de grandeur des derniers coefficients
obtenus, mais mieux encore, si 'on connait d’autres valeurs de z et
de ¢, intermédiaires entre celles que 'on a utilisées z,, z4,..., 2oy, 1}
tys gy «vvy Loy, 41, €0 en comparant les valeurs observées a celles que
Pon calcule par la série de Fourier, limitée & N termes, dont on
vient de calculer les coefficients.

Supposons donc que les écarts ainsi obtenus (observation — cal-
cul), Az, Azy, ..., Azun, 15 Aby, Alg, ...y Aoy, 41 ; SOieNt supérieurs aux
erreurs d’observation. Nous sommes amenés a doubler le nombre
des données, ainsi que celui des coefficients de la série de Fourier;
mais ¢ est inutile, & cet effet, derefaire le calcul complet.

Soienteneffet Ay, , 1, ..., Ay, By, 4 1, ..., Bx— 1 les valeurs cherchées
des nouveaux coefficients ; et AA;, AA,, ..., AAy, 1 AB,, ..., ABx,, les
valeurs des corrections & apporter aux coefficients déja calculés pour
correspondre & ceux que donnerait le nouveau caleul. Onvoit facile-
ment que ces nouveaux coefficients, de méme que les corrections
aux premiers, s'obtiennent au moyen des mémes formules géné-
rales {5), 4 la seule condition d'y remplacer tous les z et ¢ par les Az
et At correspondants.

Ces nouveaux calculs sont, en réalité, simples et rapides (en sup-

(1) Au moyen des formules (3), dans lesquelles on suppose doublés tous les
indices des z et des ¢, de maniere & conserver & chaque lettre sa signification.
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posant toujours que les valeurs de la phase auxquelles corres-
pondent les données sont équidistantes). En effet :

1° Si Uon a eu soin, lors du premier calcul, de corriger, s'il y a lieu,
le dernier coefficient, tous les Az et A¢ d’indices pairs sontidentique-
ment nuls. La moitié des termes qui figurent dans les formules (3)
se trouve ainsi disparaitre ;

2° Les termes subsistants seront, en général, trés petits, d’autant
plus petits que le premier calcul a déja fourni des résultats plus appro-
chés ;

3° Considérons, quel que soit N, les termes d’ordre j dans AA,, et
Ay .. d’une part, dans AB, et By_, de l'autre. Les arcs correspon-
dants (le nombre total des données étant ici 2N) sont :

uj% et (N — u)j %

dont la somme ;= est nécessairement de la forme (2% 4+ 1) =, puisque
les termes d’ordre j impair subsistent seuls, en vertu de la premiere
remarque. Les cosinus de ces deux arcs sont donc égaux et de

signes contraires, les sinus égaux et de méme signe. Il en résulte
les relations importantes :

Ay — — ANﬁu; ABy = BN—u.

Le nombre des coefficients a4 déterminer parle nouveau calcul se
trouve ainsi réduit de moitié;
4° Supposons que N soit pair. Le dernier coefficient déterminé
par le premier calcul est alors Ay. L’expression de la correction
3

correspondante est dela forme:

AAN =

¥ 1Az, cosj %
2

2|10

Or j étant impair, tous ces cosinus sont nuls, et I'on a:

AAn—o0.

2
3e 1l sera toujours avantageux, dans le calcul des nouveaux coeffi-
cients, Ax, . 1, «.., Ax; Bxy sty ...y Bxoy, de suivre, pour chacun de

ces groupes, A ou B, 'ordre croissant des indices. Deux cas peuvent
.en effet se présenter:

Si l'on constate que les coefficients successifs de l'un de ces
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groupes vont en décroissant et que l'un d’eux est inférieur aux
erreurs possibles d'observation, il est permis, pour ce groupe,
d’arréter en ce point les calculs, car les coefficients restant & déter-
miner seraient complétement négligeables.

Si, par contre, on constate (ue, pour I'un de ces groupes ou pour
les deux, le dernier coefficient calculé reste supérieur aux erreurs
possibles, on est conduit, si le nombre total des données dont on
dispose le permet, & appliquer une seconde fois la méme méthode
d’approximation successive, en doublant de nouveau le nombre des
données utilisées.

V. — Je crois utile de joindvre, 4 I'exposé théorique qui précéde, un
exemple numeérique.

Considérons T'ellipse dont les demi-axes sont 1 et 2, dont I'équa-
tion en coordonnées polaires est :

1

EE = 0,625 — 0,375 cos 2¢,
ou, en posant, pour simplifier, 2 = 2¢ :

1 0,625 — 0,375

o2 = 0,028 —0, cos .

Nous nous proposerons de développer p en fonction de @ par la
formule de Fourier. Dans cet exemple particulier, les ¢ (et par suite
les coefficients B) sont tous nuls, et les z égaux aux g corres-
pondants.

Nous prendrons comme point de départ les dix-sept valeurs sui-
vantes des rayons vecteurs (N, — 16), supposés représenter dix-sept
valeurs observées (') :

2o = 2,000.000, 2y — 1,196.803,
2, = 1,971.786, 0= 1,140.713,
2y = 1,894.748, 2 = 1,095,442,
23 — 1,786.857, 249 = 1,059.900,
2, = 1,667.049, 213 = 1,033.180,
25 — 1,549.204, 213 = 1,014.586,
26 = 1,441.135, 245 = 1,003.622,
2, = 1,346.149, 215 = 1,000.000.

29— 1,264.914,

(1) Ny =16 correspond a N = 32; mais il est & remarquer que, dans le cas
.actuel, trente de ces rayons vecteurs sont égaux deux a deux.
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Nous supposerons que chacune de ces données n’est connue qu'a
quelques unités prés du sixiéme ordre décimal. Nous pourrons done
nous contenter de calculer les divers coefficients de la série de Fou-
rier 4 une unité prés du sixiéme ordre décimal, et nous pourrons
négliger tous ceux qui seront inférieurs & cette méme limite.

Dans un premier essai, ayant pour but de voir si la formule de
Fourier, réduite a cingq termes seulement, serait suffisante, on a uti-
lisé les seules valeurs de =z, z,, 25, 2,4, %;¢. Les formules (5) (en
quadruplant les indices des z qui y figurent) ont donné :

Ap = 1,372.965, Az = 0,035.340,
A, = 0,464.660, A, = 0,009.490 (1).
Ay = 0,117.543,

Les valeurs de ces coelficients successifs décroissent réguliére-
ment; mais, de 'examen du plus petit d'entre eux, résulte immédia-
tement que la formule & cinq termes est insuffisante. Effective-
ment, elle conduit pour z,, 74, 2,, €t z,, aux erreurs suivantes :

Azg = — 0,004.152, Azjp = — 0,003.968,
Azg = - 0,006.120, Azy, = - 0,001.348.

De ces derniéres données on déduit, par le mode de calcul exposé
plus haut :

AA, =0,
Ay — — AA; == 0,002.833,
Ag = — AA, — 0,000.881,
A; = — AA; = 0,000.299,
Ag — — AA{ == 0,000.0835 (1).

Les coefficients de la série de Fourier, limitée a ses neuf premiers
termes, deviennent :

Ay = 1,372.880, A; = 0,002.853,
A, = 0,464.361, Ag = 0,000.881,
Ay = 0,116.664, A; = 0,000.299,
Ay = 0,032,487, Ag = 0,000.085.

A, = 0,009.490,

La formule & neuf termes est, on le voit, encore insuffisante. Elle

(Y) Aprés correction.
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conduit en effet aux erreurs suivantes :

Az, = — 0,000.017, Azg = — 0,000.045,
Azg = -+ 0,000.056, Az = -+ 0,000.031,
Az; = — 0,000.063, Azyy = — 0,000,021,
Az; = -+ 0,000.057, Azyy = -+ 0,000.006.

En partant de ces nouvelles données et appliquant une seconde
fois le méme mode de calcul, on trouve :

AA.8 = 0,
Ay = — AA; = 0,000.028,
A{O: —_ AAG p— 0,000.009,
Ay = — AAy — 0,000.003.

11 serait inutile, on le voit, de pousser plus loin les calculs, car les
autres coefficients seraient inférieurs a 0,000001 et négligeables. La
série de Fourier a douze termes est donc suffisante. Les cinq pre-
miers coefficients conservent les mémes valeurs que dans le tableau
précédent, tandis que les autres deviennent :

Ay = 0,002.850, Ay = 0,000.028,
Ag = 0,000.872, Ajo = 0,000.009,
Ay = 0,000.271, Ay = 0,000.003.

Ag == 0,000.085,

On voit, par cet exemple, que la série de Fourier peut étre avanta-
geusement employée pour établir I'équation empirique, en coordon-
nées polaires, d'une courbe fermée dont on connait un certain
nombre de points. C’est dans le but de résoudre un probléme de cette
nature que j’ai été amené a entreprendre ce travail.



