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516 SACERDOTE

SUR LES DEFORMATIONS ELASTIQUES DES VASES MINCES ;

Par M. P. SACERDOTE.

Je me propose de montrer qu’on peut trouver, par des calculs trés
simples, la déformation qu'éprouve un vase sphérique ou cylindrique,
mince, lorsqu'il est soumis & des pressions différentes sur ses deux
faces.

Rappelons rapidement que, si un cube solide isotrope d’arétes wyz
est soumis & une traction dans une seule direction @, les lignes
paralléles a cette direction s’allongent et celles perpendiculaires se
contractent. Je désignerai par :

a, le coefficient d’allongement ;

b, le coeflicient de contraction ;

% = o (coefficient de Poisson).

Si le solide est soumis & des tractions égales dans deux direc-
tions ay : touteligne paralléle au plan wy s’allonge [coeflicient (@ —5)};
toute ligne perpendiculaire & ce plan se contracte (coefficient 25).

Enfin, ¢’il y a traction égale dans toutes les directions, il y a allon-
gement linéaire avec coefficient (¢ — 2b) et augmentation de volume
avec coefficient 3 (a — 26).

I. — VaASE sPHERIQUE.

Soient R son rayon, e son épaisseur (faible par rapport a R); p, p’,
les pressions qui s’exercent sur les faces interne et externe.

On peut imaginer que le vase est soumis sur ses deux faces a la
pression p’ et, en outre, & une pression interne (p — p’).

1° Effet des pressions p' qui s’exercent sur les deux faces. — Le
vase se comprime comme un solide plein : la contraction linéaire
unitaire est (@ — 26) p’, ¢’est-a-dire :

() <éﬁﬁ):(ée—e> = — (¢ — 2b) p'r;fa(l — 20) p.

2° Effet de la pression interne (p — p'). — Soit un élément de
volume: ay les directions sur la sphére (fig. 1), = celle dirigée sui-
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vant le rayon; I'équilibre de 1'élément exige une sorte de tension
superficielle dans les directions @y (F par unité de longueur) donnée
par la formule de Laplace

. oF
r—0)=7%
d’ou :
R ,
FZQW P,
et par unité de surface (g).—_ g—e (» — p).

Fic. 1.

Sous D'action de cette traction il y aura allongement dans les direc-
tions @y (c’est-a-dire augmentation du rayon) et contraction suivant
z (diminution d'épaisseur) suivant les formules

AR) _ R, R
. R)=—bg—p)=at =25 @)
Ae R " R,
f<7>=r—%§ﬂp—pk——acﬁp ).
Résumé. — En superposant les effets (1), (2), on aura la déforma-

tion du vase :

(%5:"w[u_%nw_u¥®£@—mﬂ»

M <.Ae_e) —=—a [(1 —2%)p +o % (p —p')]-
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On déduirait facilement de 1a : la variation de la capacité interne

(AV,), car V, = ¥ <R3, d'oi

3
(A9 = (3 = —sa [0 — 25— — o) g (0 — 2]

et la variation de volume du solide (AV), car V = 4nRZ%, d’ou

(%,):2 (%) +<éf>:~a(l — 20) [3P’~%(p~p')]-

Remarque. — Si (p — p’) # 0, comme -E est trés grand, les termes

en p’ disparaissent devant ceux en (p — p’).
Au contraire, si(p — p’) = o, les formules (I) se réduisent a leurs
termes en p’.

II. — VASE CYLINDRIQUE.

Soit un cylindre de rayon R, épaisseur e (négligeable devant R),
longueur 7, terminé par deux bases planes infiniment minces et
parfaitement rigides, et soumis a des pressions p’ sur la face externe,
p sur la face interne [pression que nous décomposerons comme
précédemment en p’ et (p — p') 1, et enfin p”sur les bases.

Fic. 2.

1o Effet des pressions latérales p'. — Découpons un élément de
volume compris entre deux plans passant par l'axe et faisant entre

eux un‘angle « et par deux plans perpendiculaires a I'axe et distants
de I'unité de longueur.
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Ces pressions p’ s’exercant sur deux surfaces différentes, I’équi-
libre de 'élément exige une pression superficielle (F par unité de
longueur) telle que :

p (R + ¢) @ — p'Ra — 2F sin ; ou F=yple,

et par unité de surface <§> =yp.

L’élément de volume est donc soumis a des pressions p’ dans deux
directions, et on a:

<~%—£) = 2bp’ = 2aop’,
(3) C(R)=—e—wr=—au—ap,
( (F)=-t—nr=—at—ayp

2 Effet de la pression interne (p — p'). — L’équilibre de I'élément

de volume exige une tension superficielle telle que (p — p" = —g; la

Fi6. 3

traction <—F—> :% (p — p’) par unité de surface, qui s’exerce dans
e

une seule direction produit les déformations :

<_Al—l> :—b%(p—p):—<m%(l’—p')a

W= efr—r= ai0—p
(B>— e P —p)= e (P —DP)
R
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3° Effet de la pression p” sur les bases. — Elle donne évidemment:

Al B ”
<-T>:——(tp —_=—ap,

AR " "
(;): + bp” = asp’,

(%q) = 4 bp" = asp".

Résumé. — En superposant les résultats (3), (4), (5), on afinalement
pour la déformation du vase cylindrique mince:

‘ <A7l) =a [ch' —o % (p—p)— p”]’
m o (R)=—afo—ar—Fo—r—a]

A , R ,
( <—e>=~a[(1—c)p‘+c;(p—p)—cpj;

4
et, si lon veut la variation de la capacilé interne (AV,), on a:

e ()= ()

d’ot :

(éVVT*>—_—_a[2(1 —zc)p'~(2—c)§<p—p')+(1—26)13"];

et pour la variation du volume de la matiére solide :

e ()= () )

(F)=—at—w[w-2p-»+r]

d’ou :

Toutes les formules que nous venons d’obtenir, (I), (II), sont en
parfait accord avec celles que I'on obtient en appliquant les résultats
de la théorie générale de 1'élasticité et en regardant e comme négli-
geable par rapport a R, ce qui est le cas usuel.



