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THÉORIE DES LIQUIDES A MOLÉCULES SIMPLES ;

Par M. GERRIT BAKKER.

Un liquide homogène remplit un vase. Imaginons que les forces

moléculaires soient suspendues sans que la vitesse moyenne varie ;
c’est-à-dire substituons aux molécules du liquide des molécules qui
ne s’attirent pas. Alors ce système de molécules exerce une pression
contre la paroi, pression que je nommerai la pression cinétique. Dési-
gnons cette pression par la lettre 0. Si le liquide exerce réellement
une pression beaucoup plus faible que cette pression cinétique, c’est
que les molécules subissent des variations de mouvements dans la

couche superficielle, par suite de leurs attractions mutuelles.
A l’intérieur du liquide, les forces moléculaires produisent des

mouvements uniformément accélérés dans tous les sens et il n’y a
pas de direction privilégiée.
Dans la couche superficielle les forces se comportent autrement.

Par suite des attractions mutuelles, les chemins parcourus par les
molécules sont des courbes dont les directions ont une tendance à

être parallèles à la surface du liquide (ou à la paroi).
Cette variation des mouvements dans la couche superficielle doit

diminuer la pression contre les parois.
Nommions cette diminution de la pression, la pression moléculaire K.

Nous aurons :

Pour un liquide qui ne se vaporise pas, la pression extérieure peut
être nulle, et alors e = K.
La thermodynamique nous conduit aussi d’une manière toute natu-

relle à une équation dans laquelle la pression entre comme différence
de deux termes.

Pour cela, intégrons entre T et T == 00 (en supposant v inva-

riable), l’équation connue, dans laquelle E désigne l’énergie :

nous aurons :

J. de 3e série, t. VI. (Novembre 1897.)
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Les expériences montrent que l’énergie E ne dépend pas beaucoup
de la densité our les hautes tem p ératures. diminue donc ende la densité pour les hautes températures. -y- ) diminue donc en( v T

général avec la température ; mais, en tous cas, ne devient jamais
infini. Le second terme du second membre a donc une limite finie.

La théorie cinétique nous a donné p = 0 - K.
La théorie thermodynamique nous donne l’équation (2).
Si nous élevons la température, E devient fonction de la tempéra-

ture seule, le dernier terme s’annule et nous aurons ~ro ---_ T f (v) . Nous
pouvons donc considérer l’expression T f (v) comme la pression
qu’exercerait le liquide, si les forces moléculaires ne dépendaient pas
du volume lorsqu’on abaisse la température. est donc la pression

cinétique, et l’expression if dE dT la pression moléculaire.’ p T dv T 
p

T

La théorie cinétique dit que la pression cinétique varie propor-
tionnellement à u (la densité restant la même), donc :

d’oii, par comparaison avec l’équation 6 == f 

ce qui s’exprime ainsi : .

L’énergie cinétique du Jnouvement de progression des 1nolécules
d’un liquide est proportionnelle à la températti)-e absolue (à densité
invariable).

Pour calculer la p ression moléculaire K i-i::: r (1 (dE) T dT, iiotisPour calculer la pression moléculaire K = T (IV T 
dT, nous

n ous servirons de l’expression de l’énerg-ie E en fonction de T et de v :

que l’on peut écrire :

expression dans laquelle le dernier terme est une différentielle totale.
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Pour E nous trouvons donc :

dont le second membre a la forme ~ (T) + ~ (v, T).
Si nous augmentons le volume en maintenant la température cons-

tante : devient nul, et nous aurons :

v

Si donc la chaleur spécifique des gaz est constante et si la densité
diminue, k est aussi une constante et nous avons E - kT. Mais, l’at-
traction des molécules devenant nulle, hT doit être aussi l’énergie
cinétique.
En général :

L’expression kT, que nous pourrions appeler l’énergie thermique,
en partant du principe thermodynamique, n’est donc autre chose que
l’énergie cinétique.
Nous écrivons co --- hT ; et nous arrivons à cette idée : si l’énergie

cinétique totale est une (onction de la température seule, elle est propor-
tionnelle à la température absolue. Nous avons déjà trouvé que, si la
densité est invariable, l’énergie cinétique des mouvements de pro-
gression est aussi proportionnelle à la température absolue. De là,
nous concluons :

Pour un liquide donné, le rapport de l’énergie ciaétique des mouve-
îï,ieîïts de progression cc l’énergie cinétique totale est une (onction du
volume et ne dépend pas de la température. De plus, si l’on fait l’hy-
pothèse ordinaire que l’énergie cinétique de progression est propor-
tionnelle à la température, ce rapport est toujours constant.
Comme on le sait, ce rapport pour les gaz est :

~ 
Pour évaluer l’énergie potentille, nous calculons d’abord l’énergie

potentielle d’une molécule ayant la masse m au milieu du liquide.
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c’est-à-dire le travail qui est nécessaire pour éloigner de cette molé-
cule toutes les autres. Pour évaluer ce travail pris en signe contraire,
nous faisons le produit mv en désignant par V le potentiel. Ce
potentiel étant indépendant des mouvements des autres molécules,
nous pouvons imaginer que la molécule dont nous calculons l’énergie
potentielle est en repos. Nous appellerons diamètre de la molécule, la
valeur moyenne de la distance entre 2 molécules au moment où elles

se heurtent.

Soit donc i molécule au milieu du liquide. Les autres molécules
se déplaceront sans cesse, et si nous admettons des valeurs moyennes,
nous pourrons penser que toutes ces molécules remplissent l’espace
d’une façon homogène; mais un espace situé autour de la molécule
considérée et aycznt un rayon égal au diamètre de la molécule reste
vide.

Divisons maintenant tout le liquide en pyramides élémentaires de
telle façon que les sommets des pyramides coïncident avec le centre A
de la molécule ; décrivons du point A comme centre une sphère de
rayon égal à l’unité; soit dû) l’élément sphérique découpé par la pyra-
mide.

Le potentiel produit par la pyramide est :

si f (r) représente la force entre 9- molécules (non entre deux élé-
ments du liquide), p la densité, et dv l’éiément de volume (p repré-
sente la masse totale des molécules dans l’unité de volume).

Écrivons l’intégrale

nous aurons :

Divisons une pyramide élémentaire de la manière connue :

l’expression du potentiel devient alors - d~ Il faut inté- 
.

grer entre D et R, si D représente le diamètre de la molécule, et R la
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distance du centre de la molécule jusqu’à la surface du liquide ; donc
on a : 

"

D

00

Si nous représentons par § (r) l’expression - (r) clr, nous

r

aurons :

ou, en intégrant par parties,

Le premier terme donne pour toutes les pyramides :

si nous désignons par Pl la densité du liquide à la surface. Si i,

représente l’angle de la normale à la surface élevée vers l’extérieur
par un point de cette surface et de la ligne qui joint le centre de la
molécule à ce point, nous aurons :

où ds représente un élément de la surface du liquide. L’expression
prend donc la forme

et en intégrant pour toute la surface :

En outre, 1"expression lonne

où p est la densité à l’intérieur du liquide. En intégrant autour de la
molécule nous aurons :
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Le potentiel pour la molécule sera donc :

Mais ce n’est que là où la densité du liquide varie de point en point
que le dernier terme fournit quelque chose au potentiel. Ce terme sel
rapporte donc à la surface capillaire.
Pour tout point situé à une distance mesurable de la surface, à

l’intérieur du liquide, nous avons donc pour le potentiel :

Si nous négligeons l’énergie capillaire relative atout le reste, nous
n’avons qu’à considérer la dernière expression.
Nous pouvons voir, par le calcul, qu’il est permis, en vérité, de

négliger l’énergie capillaire par rapport à l’énergie totale.
Pour l’eau, par exemple, le travail nécessaire pour agrandir la

surface libre de 1 millimètre carré est - 7,23 milligrammes-milli~
mètres (d’après Quincke) .
Pour aug menter la surface de ’I mètre carré il faut donc un travail

de 0,0723 kilogrammètre.
Mais toute l’énergie potentielle n’est autre chose que la chaleur de

vaporisation interne dans le vide, et c’est une valeur de l’ordre

575 X 424 kilogrammètres, par kilogramme d’eau.

Pour calculer maintenant l’énergie potentielle totale du liquide
(en négligeant l’énergie capillaire), nous supposons que dans l’espace
où se trouve le liquide, ,1J molécules seulement se meuvent pendant
que nous y ajoutons 1 molécule.

La densité moyenne dans cet espace est donc 
mx si 1: représente

le volume de 1 molécule et m sa masse, tandis que v est le

volume du liquide.
En ajoutant la (r -~- molécule, l’augmentation de l’énergie est

représentée par nz.4x1 (D) , et pour la molécule suivante :1 
v- T  

°
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Le travail pour n molécules sera :

en négligeant l’unité devant n.
L’énergie potentielle est donc = 27t’f (D) p2V. · ,

Pour calculer les forces qui s’exercent entre les diverses parties
d’un liquide, Laplace et Poisson ont décomposé le liquide en élé-
ments. Ils calculent donc les forces entre les élélnents du liquide et
non entre les molécules.

Admettons l’hypothèse qu’un élément est formé par beaucoup
de molécules ; en calculant des valeurs muyennes, nous pouvons alors
regarder les éléments de volume comme remplis de matière d’une
façon homogène.
Mais de cette manière on n’a pas toute l’énergie potentielle, car

celle-ci se compose maintenant de deux parties : l’énergie potentielle
des éléments du liquide, regardés comme homogènes, et l’énergie
potentielle des molécules dans ces éléments.
La difficulté s’est donc simplement déplacée. La méthode suivie

ici évite cette difficulté.
Comme nous l’avons vu, l’énergie totale est de la forme

hT = l’énergie cinétique.
Donc, si l’on peut considérer toute l’énergie comme la somme de

l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle, o (v, T) représente
l’énergie potentielle 

1

Nous avons donc :

v étant le volume spécifique, on a :

k se rapporte aussi à l’unité de masse. En appliquant cette expres-
sion à la vaporisation, nous aurons immédiatement pour la chaleur
interne de vaporisation :

si d2 et dj sont les densités de la vapeur saturée et du liquide saturé.
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Si la force attractive entre 2 molécules ne change pas sensible-

ment avec la température, ’¥ (D) est invariable, et on doit avoir :

J’ai trouvé, à l’aide des tableaux de Zeuner:

Au-dessus de 100, les valeurs de À diffèrent trop. Par exemple,
selon Regnault, à 1400, À = U0,62 ; selon Avenarius, ~ _ 78,15.
Les belles recherches de MM. Cailletet et Mathias donnent, pour le

(1) Selon Fairbairn et Tate, les valeurs pour le volume de la vapeur donnent,
à 120-, 0,494 et, à 140% 0,485.
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. 

protoxyde d’azote :

Pour l’acide carbonique:

le sulfure de carbone (~.896~ :
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Retournons à l’équation :

Pour l’unité de masse nous avons :

L’expression de l’énergie devient donc:

ou en représentant 2n, § (D) par - A [~.L~D) a une valeur négative] :

Cela nous donne :

Nous posons :

donc: 1

Par des considérations basées sur l’équation du viriel de Clausius,
Van der Waals a trouvé, comme on le sait, pour un gaz de faible

densité,

(b représentant quatre fois le volume des molécules) . 
’

Pour les liquides et les gaz comprimés, b n’est pas encore déter-

miné par la théorie cinétique. Si les chaleurs spécifiques cp et c,

deviennent des fonctions de la température seule, pour les hautes

(1) A ne varie pas beaucoup au-dessous de la température critique, conme
nous rayions vu pour la vaporisation.
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températures (comme le montre l’expérience), on aura :

et en ce cas j’ai trouvé, pour l’équation d’état (p + c,) (v - c,~ = R"1,
où c, et C2 sont des constantes.

Nous avons trouvé (par la voie thermodynamique) :

Si nous élevons la température en maintenant la densité cons-
tante, ne varie pas, et les deux équations

qui sont identiques, donnent :

c’est-à-dire

L’équation d’état devient donc :

Si l’on ne veut pas admettre l’hypothèse que, pour toute densité,
c, et cp deviennent des fonctions de la température seule pour les
hautes températures, nous avons, plus généralement, la proposition
suivante :

Si l’on considère l’énergie comme la somme de deux termes, l’un
représentant l’énergie cinétique totale dépendant seulement de la

température, et l’autre représentant l’énergie potentielle, consé-
quence de l’attraction des molécules, tandis que, pour les tempéra-
tures très élevées, cv et c p deviennent des fonctions de la tempéra-
ture pour certaines densités, nous avons pour ces mêmes densités :

- Puisque les recherches de Mallard et Le Chatelier
ont appris que, même pour des pressions de 6000 à 7000 atmos-
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phères, les chaleurs spécifiques de plusieurs gaz sont indépendantes
de la densité (C02, H20, Az2, 112,02, etc.), il me semble évident que
le désaccord entre les valeurs que donne l’équation de Van der Waals
(b = Cle) pour la densité du liquide et les valeurs de l’expérience
est une conséquence de la condensation de la molécule à l’état

liquide.

RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE ET COEFFICIENT DE SELF-INDUCTION ;

Par M. J. SCHURR.

1. - Dans un milieu conducteur indéfini plongeons deux élec-

trodes identiques, aux potentiels V 0 et V’, et symétriques l’une de
l’autre par rapport à un axe. Menons 1BT - 1 surfaces de niveau S,
dans l’intervalle qui les sépare, et correspondant à des potentiels
en progression arithmétique, de sorte que la surface d’ordre n est

définie par l’expression :

sachant que

Considérons ensuite une série de surfaces auxiliaires M qui soient
normales aux surfaces de niveau Si ainsi qu’à l’axe de symétrie, et

menons une dernière série de surfaces S2, orthogonales avec S~ et i,
et partageant le milieu en tubes de flux. Il en résulte qu’une surface
quelconque 1 est découpée par les lignes de niveau s 1 et les lignes
de flux s2 en rectangles curvilignes, dont les côtés sont d81 et en

un point M. L’élément de surface de niveau passant par M est égal à
h, étant la distance de deux surfaces ~, au point considéré. Le

flux d’électricité traversant l’élément est :

et le flux total, compris entre les deux surfaces est :


