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523.

PIÉZOÉLECTRICITÉ
CALCUL DES VITESSES DE PROPAGATION

Par M. HENRI PAILLOUX,
Faculté des Sciences de Caen. 

Résumé. 2014 Étude mathématique des variations dans le temps et l’espace des tensions élas-
tiques, des champs électrique et magnétique, de la polarisation dans un milieu piézoélectrique
très général, mais homogène, lorsqu’on introduit les équations de Maxwell qui apportent un cou-
plage. Étude des vibrations planes, dont la superposition donne l’état vibratoire le plus général.
Calcul des 6 vitesses de propagation, elles ne dépendent que de la direction choisie et non des condi-
tions aux limites. On constate que le couplage piézoélectrique a un effet du second ordre sur la
valeur des vitesses, et que pour des coefficients piézoélectriques petits, on peut étudier séparément
les oscillations mécaniques et électriques. 

Abstract. 2014 A mathematical study of the space and time variations of elastic strains, electric
and magnetic fields, and polarization, in a general type of medium, piezoelectric but homogeneous,
introducing Maxwell’s relations, which give a coupling. Plane waves, whose superposition gives
the most general state of vibration, are studied. The six velocities are calculated ; they depend
only on the direction of propagation, and not on the conditions at the limits. Its appears that
the piezoelectric coupling has a second-order effect on the velocities, and that, when piezo-
electric coefficients are small, mechanical and electrical oscillations may be studied separately.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE ET LE RADIUM TOME 19, MAI 1958,

L’étude suivante des milieux piézoélectriques,
qui tient compte des équations de Maxwell sous des
hypothèses assez larges, m’a été suggérée par la
lecture des travaux de M. Cotte. J’ai vu là une

application pour une méthode de calcul exposée
dans d’autres publications. 

Les milieux piézoélectriques sont caractérisés par
un couplage entre les grandeurs élastiques et les
grandeurs électriques. Tout, champ électrique. pro-
duit une déformation élastique, et toute tension
élastique fait apparaître une polarisation électrique:
Les effets sont supposés linéaires, et entre les com-
posantes 0i des tensions, P (1. de la polarisation
d’une part, et les composantes Çi de la déformation
et Ea. du champ électrique d’autre part, nous
admettons les relations

les indices latins varient de 1 à 6, les indices grecs
prennent les valeurs 1, 2, 3. Les signes de som-
mations relatifs à un indice répété deux fois sont
supprimés. Les cij = cji sont les constantes élas-

tiques pour un champ électrique nul, les K, sont
les. constantes piézoélectriques, les )(o(p== xpa sont
les constantes diélectriques pour une déformation
nulle. Les unités sont celles du système Giorgi
rationalisé.

Introduisons les opérateurs différentiel Xcx,
T qui sont les dérivations en xa et t.. Les compo-
santes de la déformation, avec ces notations,
peuvent s’écrire

en fonction des composantes Ua. du déplacement.
Nous en déduisons immédiatement les compo-

santes des tensions :

et les composantes de la polarisation :

Rappelons maintenant les équations de la dyna-
mique des milieux élastiques, en l’absence de forces
extérieures (supposées négligeables) :

Introduisons dans ces équations les compo-
santes ua du déplacement et Ea du champ élec-
trique. On parvient alors aux trois équations sui-
vantes qui relient le déplacement au champ élec-
trique : 

Les Qcx[i sont des polynômes homogènes, du
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second degré par rapport aux Xa, ayant les valeurs
suivantes 

Les La.[3 sont homogènes et du premier degré.
Voici leur expression

Nous allons maintenant utiliser les équations de
Maxwell. Rappelons leur forme vectorielle :

avec

[[1.] désigne le tenseur perméabilité. s. et [.Lo sont
deux constantes universelles telles que

La première équation de Maxwell donne en pro-
jection sur le premier axe

Or si nous introduisons systémàtiquement les L4,
nous avons comme composantes de la polarisation

Nous parvenons ainsi au système (II) :

Pour transformer la seconde équation de

Maxwell, intrôduisons [v] matrice inverse de [li],
en admettant qu’elle existe.

L’introduction de [v] permet d’écrire

De la seconde équation de Maxwell nous dédui-
sons

Cette remarque nous permet d’écrire le sys-
tème (III) entre H et E.

Reprenons le système (II) après avoir multiplié
les deux membres par t£() T, et portons dans ce
système les dérivées de T Ha. par rapport à x(3 dont
nous avons besoin, après les avoir tirées du sys-
tème (III). On parvient alors au système (IV) :

Nous avons employé les notations suivantes :

Actuellement, nous disposons des systèmes (I)
et (IV) formant 6 équations pour les 6 fonctions
inconnues ua et E«. Ces 6 quantités étant supposées
connues, le système (III) fournit les Ha par une
intégration en t. Il s’introduit trois fonctions arbi-
traires des Xi. que la connaissance de Ha à l’instant
initial permet de déterminer. Il en résulte immédia- .
tement la connaissance de B, de la polarisation et
des tensions. Les deux systèmes d’équations aux
dérivées partielles (1) et (IV) étant homogènes et à
coefficients constants, nous sommes dans le cas
où il existe une propagation par ondes planes ; de
plus la vitesse de propagation ne dépend que de la
direction choisie. Si on pose en effet,
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les aa et h étant des constantes, il existe des sys-
tèmes de solutions particulières qui sont de la
forme

Les Aex et Ca sont aussi des constantes. Trans-
portant des valeurs dans -les systèmes différentiels,
on obtient six relations. Après avoir simplifié par
l’exponentielle qui n’est -jamais nulle, on constate
qu’il suffit, dans le système différentiel dont on est
parti, de remplacer les lettres u., Eex, Xa, T respec-
tivement par Aex, Ca, aà, h, èt les produits symbo-
liques, par des produits algébriques. Les 6 rela-

tions obtenues sont linéaires par rapport aux A.
et Ca, à condition de faire entrer les aa et h armi
les coefficient. Le système linéaire ainsi o tenu
doit admettre des solutions qui ne sont pas toutes
identiquement nulles. Le déterminant des coef-
ficients est nécessairement nul. On forme ainsi une.
relation entre h et les a0153, qui est du sixième degré
en h2. Pour simplifier l’écriture, posons

Formons explicitement la relation entre les aa
et h : 

Cette relation est homogène par rapport aux
quatre variables. En effet, on peut introduire les
rapports des aa à h de la manière suivante : on
divise les trois premières colonnes du déterminant
par h2,les trois dernières colonnes par h, et enfin
les trois dernières lignes par h.

O.n peut remarquer que pour une faible piézoélec-
tricité les Lg sont négligeables, et dans le détermi-
nant précédent ne subsistent plus que le quart
gauche supérieur, et le quart droit inférieur. Les
oscillations-mécaniques et électriques sont décou-
plées. Il en existe trois de chaque sorte. Pour une
faible valeur de la piézoélectricité, les valeurs que
l’on pourrait ainsi calculer pourraient servir de
valeurs de départ pour la résolution de l’équation
numérique.

Pour mettre en évidence la vitesse de propa-
gation des ondes planes, considérons un mobile
fictif se déplaçant dans la direction des paramètres
directeurs aa, à la vitesse V. Son mouvement est
régi par les relations

Pour l’onde précédemment considérée, la quan-
tité

Si nous choisissons la vitesse V telle que

nous constatons, qu’au cours du temps, les points
atteints successivement par le mobile fictif ont la
même amplitude de déplacement ou de champ
électrique. Ces deux grandeurs (et bien d’autres) se
propagent donc sans déformation à la vitesse V qui
vient d’être calculée. 
Nous avons remarqué plus haut que l’équation

en h2 était homogène en h et a0153. La vitesse de pro-
pagation ne dépend que des rapports mutuels de ai,
a2, as, c’est-à-dire uniquement des cosinus direc-
teurs de la direction de propagation. En définitive,
l’équation aux 6 vitesses de propagations (définies
au signe près) s’obtient en remplaçant les aa par les
cosinus directeurs de la direction choisie, et h par V.
A partir des ondes planes mises en évidence, le

principe de superposition permet d’obtenir tous les
modes de vibration possibles.
Dans le cas où la piézoélectricité est petite sans

être négligeable, on peut développer l’équation aux
vitesses propres suivant la règle de Laplace relati-
vement aux éléments des trois premières colonnes.
On voit en particulier que l’erreur commise en
remplaçant les Lap par zéro est du second ordre en
ce qui concerne la valeur des vitesses, car les L
figurent au second degré au moins. Un tel dévelop-
pement permet aussi, en conservant les termes du
second degré en L,,,g, de trouver la correction à
apporter aux vitesses calculées pour Lo = 0.
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COUFFIGNAL (L.), Résolution numérique des systèmes
d’équations linéaires. (1 vol., 13,5 x 21 cm, Iv + 180
pages, Gauthier-Villars, Paris, 1956, 2 000 F.)
Le volume II de la collection des « Manuels de Calculs

Techniques » est consacré à la résolution numérique des
systèmes linéaires par la méthode cracovienne. Outre tous
les détails techniques des modes opératoires nécessaires, il
contient des aperçus intéressants sur les conditions de
l’exploitation numérique des résultats expérimentaux.
L’ouvrage peut se diviser en trois parties : 1° les principes
formels de résolution (Chap. I, II et III) ; 2° les principes
et conditions du calcul numérique (Chap. IV) et 3° les
règles et modes opératoires pratiques (Chap. V).

M. JESSEr,.

WEYL (H.), Temps, Espace, Matière. (1 vol., 16 x 24 cm,
290 pages, broché, Blanchard, Paris, 1958,1 200 F.)
Signalons une réédition (1958) de cet ouvrage célèbre,

dont la première édition est de 1921. Elle est augmentée
d’une introduction de M. Georges Bouligand, où celui-ci
souligne le point de vue philosophique « husserlien » de
M. Weyl.

WINTER.

TRAVERS (S.), Résistance de l’air et théorie cinétique des
gaz à très haute altitude. (1 vol., 16 x 25 cm, 360 pages,
broché, Eyrolles, Paris, 1957, 2 000 F.)
Ouvrage d’une grande clarté et de lecture agréable, sur

un sujet d’actualité et que n’aborde pratiquement aucun
des traités de physique et d’aérodynamique. De nom-
breuses figures ajoutent à la clarté. Cet ouvrage est dans
l’ensemble orienté vers les applications (fusées, astro-

nautique, balistique), mais contient aussi des discussions
de portée philosophique sur l’entropie et l’évolution.
Chap. 1. Densité de l’air à très haute altitude (température,
libre parcours moyen,,bilan énergétique). Chap. 2. Influence
du libre parcours et de l’émission sur la loi de résistance à
un projectile de grandeur donnée (pression d’émission).
Chap. 3. Résistance d’absorption et d’émission pour un
projectile de forme invariable. Chap. 4. Évolution des
météorites. Conclusions sur l’astronautique, des satellites
artificiels et la balistique. Annexe sur le calcul approximatif
des distributions de Maxwell : 1) Fonctions de probabilité.

2) Ionisation, évaporation, radioactivation par agitation
thermique. 3) Entropie et probabilité. 

. J. WINTER. 

WILSON (J. G.) et WOUTHUYSEN (S. A.), Progrès dans la
Physique des particules élémentaires et,des rayons cos-
miques. (Progress in elementary particle and cosmic .ray
physics.) Vol. IV, 1 vol., 16 x 24 cm, 470 pages, relié,
North Holland Publishing Co, Amsterdam, 1958, FI. 45,
en anglais. 
I. Aspects théoriques des interactions fortes entre nou-

velles particules, par B. d’Espagnat et J. Prentki.
, Exposé d’ensemble sur les réactions de transmutations
des baryons, mésons, etc... avec définition du nouveau
nombre quantique d’ « étrangeté », qui vient s’ajouter au
spin isotopique. Théorie dans les espaces à 3 et 4 dimen-
sions, modèles composés, théorie du doublet de Lee et
Yang.

II. Propriétés et production des mésons K, par
W. D. Walker (masses, vies, spin, parité, interactions).

III. Interaction des mésons LL avec la matière, par
G. N. Fowler et A. W. Wolfendale.

Interactions électromagnétiques, diffusion par les
noyaux, interactions électromagnétiques non classiques
(étoiles; gerbes, pointes, production de neutron), interaction
universelle de Fermi (interaction faible entre particules de
spin 1/2 responsable de la capture des mésons par les
noyaux).

IV. Rayonnement cosmique primaire et ses variations
avec le temps, par S. F. Singer. Théorie géomagnétique,
avec tables, composition du rayonnement primaire, spectre
primaire des protons, rayons alpha, variations avec la
position, le mouvement diurne, les protubérances solaires,
les tempêtes magnétiques, variations séculaires.

V. Origine du rayonnement cosmique, par V. L.

Ginzburg.
Rayonnement primaire au voisinage de la terre, « brems-

strahlung » magnétique comme source du rayonnement
cosmique, novae et supernovae comme sources,idistribution,
mouvement dans les milieux interstellaires.

Toutes ces études comportent des descriptions expéri-
mentales, discussions théoriques et listes bibliographiques.
Elles s’adressent aux professionnels. 

J. WINTER.


