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422.

SUR LA DOUBLE COVARIANCE (QUANTIQUE ET RELATIVISTE)
DANS LA SECONDE QUANTIFICATION 

Par ROBERT POTIER, 
Institut Henri-Poincaré, Paris.

M JOURNAL DE PHYSIQUE ET LE RADIUM TOME 18, JUILLET 1957,

Introduction. - Basées sur le dévèloppement
d’une analogie formelle avec la m6canique analy-
trique classique-, les presentations couramment
admises de la seconde quantification ont une carac-
t6ristique commune : l’extrême imprecision de la
definition des Atres math6matiques employés. C’est
ainsi qu’A d6faut d’un mode de construction concret
des vecteurs d’état et des op6rateurs impliqu6s
dans cette théorie, on est en droit de douter de
leur existence. Cette situation serait sans doute"
support6e sans scrupules excessifs par de nombreux
physiciens, si elle n’avait une consequence
fâcheuse :.1’absence totale de rigueur a la base fait
que les calculs ne donnent que peu de prise a la
critique. Par Ih s’évanouit 1’espoir de serrer de pres
les causes de contradictions internees de la théorie
quantique des champs. 
I A la suite des travaux de M. O. Costa de Beau-

regard [2], qui, dans le cadre de la,mecanique ondu-
latoire non superquantifi6e, donnaient du forma-
lisme quantique une expression explicitement
covariante relativiste, noug nous sommes propos6
[9] d’6tendre leurs résultats à la seconde quantifi-
cation. 

Ainsi que nous 1’avons montre, une voie simple
pour le faire est de tout baser sur une nouvelle
notion de covariance, que nous appellerons la coog-
riance quantique, et dont les effets se superposent a
ceux de la covariance relativiste. Le groupe de
transformations par rapport auquel se définit la
covariance quantique n’est pas le groupe de
Lorentz, mais le groupe lin6aire des changements
de base dans 1’espace de Hilbert des fonctions
d’ondes non superquantifiées.

L’introduction de ]a covariance quantique
permet de construire de mani6re precise le vecteur
d’état d’un syst6me et les op6rateurs intervenant
dans les fonctions d’onde superquanti flees. Elle
conduit à determiner la forme de 1’6quatioD d’evo-
lution. Le present article a pour but de tracer dans
cet esprit un cadre general pour la theorie quan-
tique des champs. Signalons que, postérieurement
a nos notes deja cit6es [9], M: Daniel Kastler [6] et
M. Jauch [4] ont publi6 des travaux effectués dans
la mame direction. 

Mouvement d’une partioule 

1. Aspect cinématique et aspect dynamique. -
a) En m6canique classique le rapport existant entre

une particule P et 1’espace temps de Minkowski est
donne par un instant-point. Cet instant-point est
1’extr6mit6 d’un quadrivecteur X dont l’origine est
celle des axes de coordonnees. Le groupe définissant
la géométrie dans 1’espace de Minkowski est le
groupe de Lorentz agissant sur les quadriveoteurs
tels que X. Le mouvement de P est donn6 par une
famille de quadrivecteurs a un paramètre X( 1:’).
Tel est raspect cinematique classique du probl6me
de la particule materielle.
L’aspectrdynamique apparait quand on tente de

determiner X(r) on suppose alors que X(r) satisfait
a une certaine equation différentielle donut, la
forme doit etre insensible aux transformations de
Lorentz. C’est la covariance relativiste.

b) En mécanique ondulatoire, le rapport existant
entre une particule. P et l’espace-temps de Min-
kowski est donne par la fonction d’onde de M. Louis
de Broglie (ou, s’il y a spin, par un ensemble fde
fonctions d’oudes).
Le vecteur ’Y repr6sentant la particule n’appar-

tient plus a 1’espace de Minkowski, mais a l’espace
fonctionnel des solutions de l’équation des ondes
qui est un espace de Hilbert (H). Dans (H), on
peut prendre un syst4me infini de fonctions de
base 1, 2 ..., n ..., et poser : 

71, ’Y2, ... ; T", sont les composantes contre-
variantes de T. Quand le système de base §; est
changé- selon

(8/C matrice horn6e ayant une inverse born6e et une
seule), les composantes se transforment d’apres : :

La géométrie est d6finie dans (H) par Ie groupe G
des transformations lin6aires conservant les pro-
duits scalaires et les normes des fonctions.

Sous 1’action de causes ext6rieures la particule P
peut effectuer des transitions. Elle n’est pas, alors,
representee par une fonction mais par une famille
de vecteurs lV«) (c’est-à-dire une famille a un
param6tre de vecteurs de 1’espace de Hilbert). rest
un parametre d’évolution, qui peut etre le para-
m6tre d’une famille d’hypersurfaces du genre
espace.
On voit que l’aspect ein6matique du probleme
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de la particule P est, en m6canique quantique tres 
analogue a ce qu’il est en m6canique classique, à
ceci pr6s que les vecteurs T(-c) appartiennent a (H),
et non plus a 1’espace de Minkowski.

Pour passer au point de vue dynamique, on
astreindra la famille ’F(-’t’) a satisfaire a une 6qua-
tion d’6volution dont la forme devra etre insensible
aux changements de base définis par l’équation (2).
C’est ce que nous appellerons la covariance
quantique.
La covariance quantique est compatible avec la

covariance relativiste. En effet, de la definition (1)
il r6sulte que les composantes W’ sont des
invariants relativistes, quelle que soit la nature
tensorielle (ou spinorielle) de la fonction §. De
meme pour une raison analogue les sik de la for-
mule (2) sont aussi des invariants relativistes.
D’autre part il a ete prouve [2], [7] que la m6trique
dans 1’espace (H), peut etre par un choix conve-
nable du produit scalaire de deux fonctions d’onde,
rendue invariante relativiste. Le vecteur d’état US
et son op6rateur de transformation sik 6tant des
invariants relativistes, les op6rateurs agissant sur F
devront dans 1’6quation d’évolution etre combines
de façon a former des invariants relativistes. 11
s’ensuit que le groupe G est insensible aux trans-
formations de Lorentz agissant sur les reperes de
1’espace de Minkowski.
On peut interpreter les changements de base

dans (H) comme des changements de reprisentation.
En effet, il est d’usage de choisir une collection de
grandeurs (par exemple : 6nergie, moment angu-
laire total, moment angulaire en projection) dont
chaque ensemble possible de valeurs quantifi6es
(d6finies a 1’aide des nombres quantiques corres-
pondants) est associ6 a une certaine fonction
d’onde tYi. Les §; forment un syst6me de base
dans (H) qui n’est pas toujours complet, mais quzpn
peut completer. Imposer la covariance quantique
de la theorie revient a dire que la forme de 1’6qua-
tion d’évolution ne doit pas d6pendre de la repre-
sentation. (C’est-à-dire de la collection de grandeurs
choisie.) 

2. Les vecteurs de l’espace (H). - Si nous
posons :

zt.(cp, §) 6tant le quadrivecteur courant de diver-
gence nulle construit sur les fonctions d’onde gp et §,
a 6tant une hypersurface du genre espace (de
1’espace de Minkowski) nous pouvons former, à
partir du vecteur ’Yi de 1’espace (H), une autre
quantite a un indice :

On montre que si les fonctions de base §; subis-
sent la transformation (2) les quantités q’’z* sont

tran sf ormees selon :

Nous pouvons appeler Ti* vecteur covariant
conjugu6. De m6me, les quantités ’Yi* dont la loi
de transformation serait :

constitueraient unvecteur contrevariant conjugu6,
et en posant :

On formerait un vecteur covariant, dont la loi de
transformation :

serait analogue au changement de base (2).
Dans des conditions assez étendues, il est possible

d’inverser les formules (5) et (8) selon :

’Yi* = gi*k Tk (la matrice gi*i étantl’inverse de gi*j). (11)

Dans le cas ou les vecteurs de base sont ortho-
normaux, on a :

11 s’ensuit que (5) et (8) deviennent :

Dans une base orthonormale, il n’y a plus que
deux sortes de vecteurs le passage au conjugue
6quivaut au passage du covariant au contrevariant; 
ou vice versa. Le produit scalaire de deux vecteurs
s’écrit :

En coordonn6es orthonormales (14) devient :

En general, le carr6 scalaire n’est pas d6fini posi-
tif, si bien qu’on ne peut pas toujours normaliser à
+ 1 ; si l’on pose : gi*j = Ei ðij, avec Ek = ± 1,
on peut en d6duire :

formule applicable aux m6triques ind6finies.

3. Vecteurs normds. Veeteurs non normds. -
Sans entrer dans le detail de la discussion des
conditions de convergence des formules que nous
venons d’écrire, nous pouvons considérer la for-
mule :

qui definit le carr6 de la norme de T. Si la m6trique
est d6finie positive, et la base orthonormale, on a :
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Si (18) converge, on dit que T appartient a

1’espace (H), ou bien qu’il est norm6. Pour de tels
vecteurs, il est bien connu que toutes les formules
que nous avons 6crites ont un sens (les series
qu’elles comportent convergent). On peut 6tendre
cette notion de vecteurs normes aux /métriques
ind6fiDies. On distingue en effet, parmi les c-,,. de la
formule (16) ceux qui sont 6gaux a + 1, corres-

pondant a des indices a, et ceux qui sont 6gaux
à - 1, correspondant a des indices a, et on ecrit :,

T sera norme si les deux series Ti* Ti et ’F* Tz
convergent s6par6ment. On sait d’ailleurs que cette
condition doit etre posée, si l’on veut que le carr6
de la norme W soit independant de l’ordre dans
lequel on 6crit les termes de la s6rie qui le d6finit.
Les résultats établis quant a la convergence des
series dans le cas des vecteurs normes de la
metrique d6finie positive s’étendent aux vecteurs
normes des m6triques ind6finies.

Il peut presenter un certain intérêt de considerer
des vecteurs non normes. 

Soit, en effet l’ensemble infini de composantes :
tYi(XO) constitue par les valeurs que prennent les
fonctions de base en un meme point de 1’espace,
XO. PlagoDs-nous pour fixer les id6es dans le cas
ou §(x) est une fonction de 1’espace h 3 dimensions
et ou le produit scalaire de § et de cp est donne

par :

Les i(XO) se transformant dans un changement
de base par les formules (1) :

. qui convergent, ce qui établit leur caract6re vec-
toriel covariant.

Cependant, le carr6 scalaire de i(Xo) est :

Le produit scalaire de §k(xo) et de k(xf) est
donne par : ,

Le carr6 scalaire de i(xo) est done 6gal
à 8(0) = oo le vecteur non norm6 i(XO) a cepen-
dant, aveci tout vecteur normé, Xi un produit
scalaire fini (presque partout au sens de Lebesgue).
En eff et, si 1,(Xi)2 est finie, la série : Xi i(Xo). a
pour somme une fonction F(xo) de carr6 sommable.
Done le produit scalaire de Xi et de est d6fini.
Dans le cas general of les fonctions ont une

variance tensorielle ou spinorielle quelconque, dans
l’espace de Minkowski, soient les composantes
d’indice oc de ces fonctions (i(XO) )a:. Ces compo-
santes ont par rapport aux changements de base

(1) Ces formules sont valables presque partout au sens de
Lebesgue, cf. [5].

de 1’espace (H), la variance d’un vecteur covariant
non normé. Si (i(X1»)a est forme de mani6re simi-
laire a partir d’un indice P et d’un instant-point xi,
le produit scalaire : 

est independant de la base choisie dans (H). C’est
une fonction singuli6re de xo et ri qui generalise la
fonction 8 de Dirac. La formule (21) s’applique
dans tous les cas (y compris les m6triques indéfinies,
et quelle que soit la definition du produit scalaire).

4. Tenseurs de (H).---: Une particule P est repré-
sent6e par un vecteur Ti de (H). Un systeme
de n particules P, de nature identique, sera repre-
sent6 par un tenseur A n indices ’Yi,; ... in de (H). 
Un tel tenseur aura pour loi de transformation

dans un changement de base celle d’un produit
general de n vecteurs : 

Les formula (22) et (23) définissent des tenseurs
A n indices covariants. En remplaçant dans (22)
certains des vecteurs covariants par des vecteurs
contrevariants, ou par des vecteurs conjugués de
covariants, ou de contrevariants, on definit des
tenseurs plus g6n6raux. Par exemple :

Dans (24) le signe ~ signifie : (( se transforme
comme ». ’Yi1*k* comporte un indice covariant i,
un indice conjugu6 j*, un indice covariant con-
jugu6 k*. La contraction d’un couple d’indices est
justifi6e formellement par 1’expression (14) du
produit scalaire de deux vecteurs. D’après les deux
formes de cette expression, il est manifeste qu’on
ne peut contracter qu’un indice covariant avec le
meme indice en position contrevariante, ou un
indice covariant conjugu6 avec le, m6me indice
en position contrevariante conjugu6e.
Done 

et

Encore faut-il que la s6rie qui exprime le tenseur
contract6 soit convergente. Et pour qu’aucune
ambiguïté ne subsiste, il est n6cessaire qu’elle soit
absolument convergente.
On peut definir l’op6ration d’abaissement ou

d’élévation d’un indice par les formules :
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Nous voyons, d’après (25) et (26) (qui d6coulent
elles-memes des r6gles de contraction des tenseurs)
que le fait d’abaisser ou d’ élever un indice le trans-
forme en l’indice conjugue. C’est pourquoi un
tenseur ayant tous ses indices de meme nature
(covariants, par exemple) n’a pas de tenseur con-
tracte (si on élève un des indices il devient contre-
variant coDjugu6).
Le carré de la norme d’un tenseur ’Yil,i2" - -in est

l’invariant :

Si la base est orthonormale (cas de la metrique
d6finie positive), on a :

Si la m6trique est indefinie, et les vecteurs de
base orthogonaux et normes a T 1, on a :

on peut user du meme artifice de calcul que dans
le cas des vecteurs et poser :

cx et B 6tant certains groupes de n indices a.
W sera dit norm6 si ’¥: ’¥ ex et T* TD convergent

s6par6ment.
Le produit giniral de deux tenseurs ’Fii* k et (DI, mn

est le tenseur A/* kl. = W;"*k . Pz* mn..
On peut montrer, par une voie tres analogue à

celle qu’on suit dans le cas a nombre fini de dimen-
sions, qu’une quantite Til*k, telle que

soit un invariant quantique quels que soient les
vecteurs arbitraires X, Y et Z, est un tenseur. La
variance quantique est d6finie par la place que
nous avons assignee aux indices.

5. Probl6mes de convergence. - Pour que la
theorie des tenseurs de 1’espace (H), que nous
venons d’esquisser, ait un sens, il convient que
toutes les series figurant dans les formules que nous
avons 6crites convergent.
Le tenseur fondamental gi*j constitue une matrice

born6e ayant une inverse born6e. En effet, si sik est
]a matrice qui permet de passer d’une base ortho-
normale a la base utilis6e, on a :

La proposition d6coule imm6diatement de ce
que gi*j apparait comme le produit de deux matrices
born6es et ayant des inverses born6es.

Lel1lnle: L’action de matrices bornees sur les
iiidices d’un tenseur norm6 conduit a un autre
tenseur norme. Montrons-Ie sur un tenseur a deux

indices : Tkh- Posons :

Si Vih = CC2k Tkh, on a :

Mais Vih (a i constant) peut etre considere comme
un vecteur de (H), de norme lVh. L’in6quation (33)
signifie que :

Cependant, le fait que b;k est norm6 donne :

Il en résulte que :

(35) d6montre notre lemme.
On voit immediatement que notre raisonnement

peut s’6teDdre a des quantités a un nombre quel-
conque d’indices.
Le résultat que nous venons d’obtenir assure la

convergence de la s6rie de la formule (23). Un
changement de base transforme tout tenseur norm6
de façon que la somme des carr6s des modules de
ses composantes reste finie.
En outre si on part, par exemple d’un tenseur

covariant dont la somme des carr6s des modules des

composantes est finie, les formules permettant
d’obtenir le tenseur contrevariant (formules du
type (26)) convergent, et donnent un tenseur. dont
la somme des carr6s des modules des composantes
est finie. Il s’ensuit que la norme, au sens de la
formule :

est elle meme finie.

THÉORÈME 1. - Le produit general de deux
tenseurs normes est norm6 et la norme du produit
est 6gale au produit des normes des facteurs. En
effete si

on a : 

Les formules de transformation de Oijki dans un
changement de base convergent, par consequent.

THÉORÈME 2. - Si, dans le produit general de
deux tenseurs normes on contracte un indice du
premier avec un indice du second, le résultat est
encore un tenseur norm6.

Soient par exemple et bkh les tenseurs en
question : formons cih = aik bkh.
En vei-tu de l’in6galit6 de Schwartz ([5], p. 3)
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ona: 

d’ou il r6sulte que :

La norme du contracte Cih est au plus 6gale a la
norme du produit general de a/ et bkh.

Le résultat s’étend de lui-meme au cas d’un
nombre quelconque d’indices.

THEOREME 3. - L’operation de contraction sur
deux indices d’un meme tenseur norm6 ne donne

pas toujours un résultat fini.
En effet, soit, par exemple :

La norme est finie. L’expression

du contracte est divergente.
Les resultats que nous venons d’établir justifient

le calcul tensoriel dans 1’espace (H), sous la condi-
tion que les tenseurs soient tous normes. Le dernier
de nos th6or6mes montre que si nous voulons con -
tracter deux indices d’un meme tenseur, une étude
sp6ciale est, dans chaque cas, indispensable. Cepen-
dant la contraction est autoris6e s’il existe un

produit de vecteurs de meme variance, dont les
composantes majorent, en module, celles dutenseur,

Remarque : Dans ce qui precede, nous avons
utilise le mot « norme » tant6t dans le sens de la
formule (27), tant6t dans celui de somme des
carr6s des modules des composantes. Il est bien
evident que seule, la premiere de ces deux normes
est invariante dans les changements de base d6finis
par (2). Les deux définitions sont identiques quand
la base est orthonormale. En vertu de notre lemme,
nous 1’avons vu, l’existence de la norme au second
sens entraine celle de la norme au sens de (27). Cette
existence est maintenue dans tout changement de
base du type (2), done elle prend un caract6re
invariant quantique. Comme les raisonnements
sont plus simples avec cette seconde definition de la
norme, nous 1’employons de preference pour traiter
les questions de convergence.

6. Syst6mes de particule de mtme nature :
Tenseurs symdtriques et antisymdtriques. - Pour
satisfaire au principe d’indiscernabilite_ des parti-
cules de meme nature, nous représ-entons un système
de n de ces particules P par un tenseur de (H) h n
indices covariants Tili2 ... i..’ completement syme-
trique en tous ses indices, ou bien compl6tement
antisymetrique. Nous supposons ce tenseur norm6,
afin d’etre certain de la legitimite des operations

ou il sera susceptible d’entrer. En outre, la norme
de ce tenseur au sens (27) doit jouer un role impor-
tant dans l’interpr6tation probabiliste de la théorie.
La creation d’une particule P fait passer d’un

système de n particules a un syst6me de n + 1
particules, done d’un tenseur a n indices covariants
a un tenseur h n + 1 indices covariants. Le moyen
Ie plus simple d’effectuer un tel passage d’une
mani6re covariante quantique est de faire le produit
general d’un vecteur covariant Xk par ’¥ili2. "in.
Etant donnee une composante (Di,.i2i-+,, du tenseur
h n + 1 indices, il y a n mani6res possibles d’y
contribuer, ce qui revient a dire que n produits
g6n6raux peuvent etre envisages :
soit :

Si notre syst6me est represente par des tenseurs
sym6triques (cas des bosons) nous avons n6ces-
sairement :

Si nous employons, au contraire, des tenseurs
antisymétriques (cas des fermions), nous devons
poser :

Les constantes multiplicatives bn+1 et bn+1 sont
jusqu’ici arbitraires.

L’annihilation d’une particule P fait passer d’un
syst6me de n particules a un syst6me de n - 1
particules, done d’un tenseur h n indices covariants
a un tenseur h n - 1 indices covariants. La
mani6re la plus simple d’y parvenir de faqon cova-
riante quantique est de contracter le tenseur avec
un vecteur contrevariant Yh, selon :

La constante an 6tant a priori arbitraire.
En raison de la symétrie, ou de l’antisymétrie du

tenseur ’F, la formule (40) est absolument g6n6rale.
Les formules (38), (39) et (40) peuvent s’écrire, de

mani6re condens6e :

X+ est l’op6rateur de creation associ6 au vecteur
covariant Xk.
Y- est l’op6rateur d’annihilation associ6 au

vecteur contrevariant Yh. Un système de parti-
cules P en nombre in determine est repr6sent6 par
une suite infinie de tenseurs a indices covariants :

qui constitue le vecteur d’état T du systeme.
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Les op6rateurs X+ et Y- agissant sur tous les
tenseurs de la suite, les coefficients an et bn des
formules (38), (39) et (40), jusqu’ici indetermines
jouent un role essentiel.

Les relations de commutation contribuent à les
fixer.

Si on calcule, en effet, les quantités [ Y X+ ]+ V
ou + correspond au cas antisymetrique (anti-
commutateur) et - au cas sym6trique (commu-
tateur), on obtient en general, une expression 
compliqu6e, faisant intervenir le produit general
des vecteurs Y et X.

Si an+ IL bn+ 1= an. bn = 1, cette expression se

simplifie beaucoup, et on a :

Nous ne diminuons aucunement la generalite
en fixant à 1 la valeur suppos6e commune des an bn.

(42) condense une partie des relations de commu-
tation couramment admises dans la theorie de la
seconde quantification.

Les autres relations s’ecrivent :

Elles sont ind6pendantes de la condition

an bn = 1.

La condition de conjugaison hermitienne de X+
et X- ach6ve de fixer an et bn. On peut d6finir le
produit scalaire de deux vecteurs d’état T et 4Y par :

(44) donne naissance a un invariant quantique’
Quand W = C, on obtient le carre de la norme
de ’Y :

(La parenth6se (i1, i2 ... in) signifie qu’on ne
compte qu’une fois une meme combinaison de ces
indices.)
La formule (44) doit comporter comme premier

terme T* 0 (DD et la formule (45) doit com-

porter T* 0 T,,, To et (Do 6tant deux invariants a la
fois quantiques et relativistes (simples nombres
complexes) supposes representer le vide des parti-
cules P.
A partir du vecteur X, on forme, a 1’aide de ses

composantes covariantes l’op6rateur X+, et à l’ aide
de ses composantes contrevariantes, l’opérateur X-
Dire que X+ et X- sont hermitiens CODjUgU6S
revient 4 écrire la formule : 

La comparaison de (38), (39), (40), (44) et (46),
conduit A :

ce qui tenant compte de an bn = 1, donne :

L’hypoth6se (47) sur les coefficients an, et bn
correspond a la theorie classique de la seconde
quantification. On voit qu’elle ne s’impose pas du
strict point de vue de la covariance quantique.
an est lie a l’hermiticité de l’op6rateur d’inter-
b.

action, elle meme nécessaire a la conservation de la
probabilité totale au cours du temps. C’est une
hypoth6se plus utile physiquement que an bn = 1,
qui garantissant la simplicite des relations de com-
mutation, assizre 1’elegance des conditions d’iDt6-
grabilit6 de 1’6quatiOD d’évolution. On peut donc
- sous reserve d’établir autrement ces derDi6res
conditions-tenter d’édifier une infinite de theories
de la seconde quantification, bas6es chacune sur un
certain choix arbitraire des an. Nous nous bor-

nerons, pour l’instant, aux valeurs et bn donn6es
par (47).
Examinons les questions de norme..
Un raisonnement derive de celui que nous avons

fait pour d6montrer les théorèmes 1 et 2, para-
graphe 5, conduit h :

et

Si X est un vecteur norme, et si tous les Tn sont
normes, tous les tenseurs obtenus par X- 1Y
et X+ T sont normes. Mais la somme des carr6s de
leurs normes n’est pas obligatoirement finie des
que I !’Fn12 J’eSt comme Ie montrent les iné-

n

galites (48) et (49) ou interviennent, dans les
termes des series du second membre, des coef-
ficients n et n + 1. Si au lieu de (47), nous ecri-

vions, , par exemple a. = 1 bn = 1/ , nous serions
n

certains que E l’Ynl2 fini entrainerait que X- T21
n

et IX+ ’Y12 sont finies. Autrement dit si W appar-
tenait a l’espace de Fock [3], X- T et X+ T appar-
tiendraient automatiquement a l’espace de Fock.
Cependant, les formules (48) et (49) montrent que,
dans des cas tres étendus, si IT. 12 d6crolt assez
vite quand n - oo (par exemple plus vite que

n 1", avec oc &#x3E; 2), les q uantites X- T12 et  X+ T12
sont bien finies. Tout se passe alors dans 1’espace
de Fock.
Le fait que 2 nIT,, 12  oo signifie que la valeur

moyenne du nombre de particules P est finie. On
peut done 6noncer le th6or6me exprime par (48)
et (49) :
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Si la valeur moyenne du nombre de particules
est finie, et si le vecteur X est norm6, l’action des
op6rateurs de creation ou d’annihilation X+ ou X-,
sur le vecteur d’6tat donne un nouveau vecteur
d’etat qui appartient encore a 1’espace de Fock.

DÉVELOPPEMENT DE X+ ET X . - On peut
d6velopper X+ et X- selon : -

Les d3(A) sont des matrices qui font passer des ’Y n
aux 7n+18 Les seuls elements non nuls de ces

matrices sont :

dans Ie cas symetrique.
Dans lie. cas antisymétrique, le second membre

de (51) doit Atre multi6 par (- 1)(i+1). Quant aux
(3L(A), leurs seuls éléments non nuls sont :

Et les relations de commutation (42) et (43) se
transforment en :

7. Fonetions d’onde superquantifiées. - Pour
former les équations d’evolution d’un systeme de
particules, il convient de construire des op6rateurs
a signification tensorielle quantique qui, appliqu6s
aux Wn donnent de nouveaux tenseurs quantiques.
Les 6quations d’evolution doivent etre 6crites entre
composantes de meme indices de tenseurs de mame
variance. Le seul tenseur dont nous disposions, au
depart est le vecteur covariant non normé o/i(X)
formé par les valeurs de 1’ensemble des fonctions de

- 

base. 11 donne l’op6rateur de creation :

L’opérateur d’annihilation correspondant
s’ ecrit :

(54) ne défmit pas, en général, un invariant rela-
tiviste. La variance relativiste de §+, qui a un
certain nombre de composantes d’espace-
temps (+)’, est celle de la fonction d’onde non
superquantifiée §. Quand a (55), elle pourrait
-8’ écrire : I

La formule (56) est correcte du point de vue de la
variance quantique. Mais, on sait que, dans la
grande majorité des cas, *(x) n’a pas la variance
relativiste de §h(x). On r6arrange. les composantes
de :(x), a I’aide d’une- matrice constante conve-
nable, pour obtenir le spineur (ou tenseur) con-
jugu6 h(X), qui a la meme variance relativiste
que h(X). La signification veritable de la for-
mule (55) n’est pas donn6e par (56), mais par :

Les op6rateurs §+ et §.- ne sont plus toujours
comme 1’6taient X+ et X-, hermitiens conjugu6s.
Po.ur que l’op6rateur d’interaction le soit quand
meme hermitien, il faut faire intervenir §+ et §-
dans cet op6rateur d’une fagon particuli6re.
On peut par exemple, supposer que :
1° Seule la somme §+ + §- apparait dans H.
20 ae 6tant d6duit d’un invariant relativiste J, 

lui-meme 6tabli a partir des fonctions d’onde non
superquantifiees §, la transformation &#x3E; § - §
change J en J*.

S’il en est ainsi, on peut appeler « fonction d’onde
superquantifiee ? l’opérateur : 

()op a la variance relativiste de §. Si les equations
d’onde sont autoconjuguées (ce qui signifie que §’
satisfait aux memes equations d’on de que §),
(d’)o les v6rifie. 

8. Partieules et antipartieules : Relations due
commutation. - Au paragraphe 1, nous avons
introduit 1’espace de Hilbert dont les vecteurs

repr6sentent les 6tats possibles de la particule P.
Si P est libre, on peut s6parer sans ambiguity et de
fagon invariante relativiste, ses 6tats d’6nergie
positive de ses 6tats d’energie n6gative.
Si P n’admet pas d’antiparticules, les seconds

n’ont pas d’interpretation physique, en dehors de
l’absorption d’une particule P. On doit donc res-
treindre (H) aux seules solutions a 6nergie sp6ei-
fiquement positive de 1’6quation d’onde ; cela
revient a ne considerer comme appartenant a (H)
que les seules fonctions obtenues par superposition
d’ondes planes toutes a 6nergie positive ([I]). Si P
est li6e, le probl6me est plus complexe, et doit 6tre
examine dans chaque cas particulier. Si, par
exemple, P est attirée par un centre fixe 0,Ie sys-
t6me d’axes ayant son origine en 0 est privil6gi6, et
il en r6sulte une decomposition en solutions a energie
positive et a énérgie negative qui a un caractere
intrinseque. 

Quoi qu’îl/en soit, nous supposons que (H) a pu
gtre defini, et nous prenons pour (§)o, 1’expres-
sion (58). Nous 6crivons désormais t!J au lieu
de (q; )oP. Sauf mention contraire, il s’agira de la
fonction d’onde superquantifiée.
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Formons- Ie commutateur.

dont la valeur r6sulte des equations (53), (54), (57)
et (58), et of les indices oc et [3 sont des indices
tensoriels ou spinoriels relativistes.

Appelons S,,p(x, x’) la fonction singuliere du
second membre, tres analogue a celle de la for-
mule (21). S0153(x, x’) est, comme il r6sulte de sa
définition meme, un invariant quantique (elle ne
depend pas de la base choisie dans (H). (59) devient :

°[( t¥{x))0153, {(x’))a]=F = S.5 (X",). (60)

Si, maintenant, une antiparticule P’ est associée
à P, l’ensemble de n particules P et n’ particules P’ . 
est décrit par un tenseur ’Yklo 0 °kn ; k1,. , x§, , où k1... kn
sont des indices covariants de (H) : espace fonc-
tionnel des 6tats d’6nergie sp6cifiquement positive
due P, et k’1 ... k’n’ des indices covariants de (H’) :
espace fonctionnel des 6tats a 6nergie sp6cifi-
quement positive de P’. 
La fonction ?k’ = E gh’*k’ §g, n’appartient pas

h’

a (H’), en general, mais au prolongement de (H)
(6tats 4 6nergie negative de P). De meme la found-
tion k === E gh*k h appartient au prolongement

h 

de (H’) (6tats a 6nergic negative de P). II s’ensuit
logiquement la formation de deux fonctions d’onde
superquantifiées :

et

§(x) est un op6rateur creation de P et annihi-
lation de P’.

l§(x) est un op6rateur annihilation de P et crea-
tion de P’. 

_

(x) vérifie les equations d’onde de P et (x)
celles de P’. 

(61) et (62) ne conduisent a aucune difficult6 si P
(et P’) sont des bosons (tenseurs symétriques). En
effet, les op6rateurs agissant sur les indices k et ceux
applicables aux indices k’ commutent entre eux.

Si les P et P’ sont des fermions, au contraire il
faut faire anticommuter les op6rateurs appliqués
aux k et ceux appliques aux k’. Nous sommes
conduits a modifier les Cq- et les 03 dans-ce sens,
tout en respectant les deux conditions de conju-
gaison hermitienne et d’anticommutation. A une
equivalence pr6s, la seule solution possible s’obtient
en multipliant les CL et les ä3 déjà definis par :

et les V3 figurant dans (61) et (62) seront
supposes avoir suhi une telle transformation. Que

les particules P et P’ soient des bosons ou des
fermions, on pourra écrire : 

ou encore :

indices tensoriels ou spinoriels relativistes-

La fonction singuliere S4(x, de la formule (64),
comme celle de la formule (60) ne depend pas du
choix des bases dans (H) et (H), ainsi qu’il r6sulte
de son écriture même. Elle est invariante,quantique

S D(x, x’) en tant qtte fonction de x, les
equations d’onde de P’ et comme fonction de x’,
celles de P. 

11 n’en est pas de meme, en général, de la fonc-
tion Sab (x, x’) de la formule (60).,Dans (60) k(X’)
et k(X) sont bien solutions des équations d’onde
de P. §k(z’) et §k(z) satisfont les equations con-
juguees. Si les equations de P sont autoconjuguées,
Soc(x, x’) est doublement solution de c.es équations.
Comme fonction de x et comme fonction de x’.
Dans le cas contraire, on lie peut rien affirmer.

9. equations d’évolution d’un syst6me. 2013 Au
d6but due paragraphe 7, nous avons pose le prin-
cipe permettant d’ecrlre les 6quations revolution
d’un syst6me. Rappelons la formule bien connue :

qui revient a poser : 

(x’ point de 6’) a’ 6tant une hypersurface du genre
espace d’une famille continue incluant ao et a).
Le vecteur d’état ’Y présente un caractère ten-

soriel par rapport aux changements de base dans
les r espace hilbertiens (Hi) (H,) associés
aux sortes de particules Pi - Pr, intervenant
dans le syst6me. Une composante de Y s’6crit :

Cette composante est associ6e a un 6tat du sys-
tème ou il y a n, particules Pl, n2 particules P2,-
-, n, particules Pr. L’ensemble de telles
composantes covariantes de ’Y sera désormais
designe par ’Fcov. On pourra passer aux compo-
santes contrevariantes dont 1’ensemble sera repre-
sent6 par Toontr.
On peut remarquer que ’F est constitue d’une

infinite de tenseurs ’¥n}..n2... -12,. (n,, n.... n, et r
prenant toutes les valeurs enti6res possibles de 0
cà 00). 
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Le carr6 de lanorme de W, déduit de (27), s’6crit :

(67) ou tous les indices sont contractés, definit un
invariant quantique. Il se peut qu’un ten-
seur ’Ynl.’l12.’..n, présente un caract6re norm6 par
rapport 4 chaque espace hilbertien (H1),
(H2), ------ (Hr), et ne soit pas norm6 au sens
de (67), qui suppose une sommation sur tous les
indices relatifs a toutes les bases. Il se peut aussi
que les ’Ynl ;  n2 ; nr soient tous norm6s au sens de (67),
mais que leur ensemble ne le soit pas. La reside
une des principales difficultés de la theorie quan-
tique des champs. Le produit scalaire de deux
vecteurs d’etat Y et 4Y s’obtient selon :

II est invariant quantique.
Pour que le carr6 scalaire de (67) soit ind6-

pendant de a, il faut, on le sait, que JC soit her-
mitien :

L’opérateur ge(x) peut etre forme a partir des
fonctions d’onde superquantifiées définies aux

paragraphes 7 et 8 (formules (58), (61) et (62)).
Une expression arbitraire ou figureraient ces fonc-
tions c(x), ne convient, en general, pas. Le respect
de la condition (69) impose des r6gles assez strictes.
II n’y a pas de difficult6 a montrer que :

1° ae(x) peut etre un polyn6me, ou une s6rie de
polynomes en c(x).

2° a£(x) doit etre un invariant relativiste.
3° Si, dans tous les invariants relativistes cons-

tituant ge(x), les § sont consid6r6es pour un instant
comme des fonctions ordinaires, non superquan-
tifi6es, la transformation § - § doit entrainer le
passage a la valeur complexe con juguee.

4° Si, dans un mon6me de H(x) figurent les
fonctions d’onde superquantifiées de particules P
admettant des antiparticules P’, ae(x) doit com-
porter un autre monome, deduit du premier par
substitution des § aux §, et vice versa, et par
inversion complete de l’ordre des facteurs. La eova-
riance quantique des equations d’evolution symbo-
lisees par (65) est assur6e comme indique au d6but
du paragraphe 7, du fait meme du caract6re ten-
soriel quantique de ae(x). r

Si l’on suppose que IC(x) ne depend que de x
(et non pas de I’hypersurface’ 6) la conditions
d’intégrabilité de (65) s’6crit : 

Elle garantit que le vecteur d’6tat ’Y(O’) ne

depend que de la valeur initiale T(ao) et de a, et
reste insensible a toute modification de la famille

des hypersurfaces interm ediaires a’ (voir par
exemple [11]). 
Nous allons voir comment r6a]iser (70).

10. Spin et statistique. - Les fonctions d’onde
superquantifiées de deux particules compl6temeDt
distinctes commutent entre elles, puisqu’elles
op6rent sur des indices relatifs a deux espaces
de Hilbert independants l’un de 1’autre.

Les relations de commutation (60) et (64) nous
conduisent a poser que :

a) Le nombre des opérateurs associ6s aux
fermions et intervenant dans tout mon6me de X(x)
est pair.

b) Les fonctions So:f3(x, x’) sont nulles pour x =1= x’
des que x - x’ est du genre espace.
Moyennant a) et b), (70) est vérifiée.
Nous allons montrer que la condition b) nous

fait associer les tenseurs quantiques symetriques
aux particules de spin entier, et les tenseurs quan-
tiques antisymétriques aux particules de spin 1/2
entier.

Ainsi, la condition d’intégrabilité (70) impose la
liaison bien connue du spin et de la statistique.

Dans le cas des particules libres n’ayant pas
d’antiparticules, nous nous bornerons aux 6qua-
tions d’onde autoconjuguées ( § et ’§ satisfont aux
memes equations). En fait on n’en considere jamais
d’autres. 

Consid6rons le second membre de (59) :

o-h e est + 1 si Y est antisymetrique, et - 1 si ’p’
est symetrique (par rapport aux indices relatifs a la
particule P considérée).

Les indices k sont ici, relatifs a 1’espace de
Hilbert des 6tats a 6nergie positive de P. Si nous
voulons donner a Scxf3(x, x’) une signification inva-
riante dans l’espace de Hilbert de tous les 6tats
(a 6nergie de signe quelconque) de P, il convient de
transformer la deuxi6me partie de la somme du
second membre de (71).

Nous avons :

Mais les indices h et k peuvent etre transformés
en indices d’états à 6nergie negative h’ et k’, en
posant :

On peut d’autre part, 6tablir le :

Lemme : Si v( §, cp) est le quadrivecteur-courant
associ6 a deux 6tats d’une meme particule P, on a :

avec e’ = + I si P est de spin 1/2 entier,
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et e’ = - 1 si P est de spin entier.
(73), qui peut etre v6rifi6e sur les formules

donnant les quadrivecteurs-courants des particules
usuelles, se d6montre facilement a partir des expres-
sions les plus generales que nous avons donn6es des
quadrivecteurs-courants des particules de spin
quelconque [8].
De (73) il r6sulte que

et par inversion :

(7 2) et (74) donnent :

Dans (75), l’indice h’ parcourt toutes les valeurs
associ6es a tous les vecteurs de base de 1’espace de
Hilbert des 6tats a energie negative de P.

(75) et (71) donnent :

Pour que Sa(3(x, x’) soit un invariant ode l’espace
de Hilbert total des solutions des equations d’onde
de P, il faut evidemment que ze’ = + 1. Appe-
lant 1 l’indice courant du vecteur de base de cet
espace S,,,p(x, x’) devient alors :

EE’ = + 1 entraine que les lIJ’ symetriques repre-
sentent les syst6mes de particules de spin entier,
et les T antisymetriques les particules de spin
demi-entier.
Nous avons impose (77) d’une maniere relati-

tivement arbitraire. lklontrons qu’elle conduit

à Sa{3(x, x’) = 0 pour x = x’ et x -x’ dugenre espace
c’est-a-dire au résultat cherché. Alors ee’ = + 1 se
justifiera compl6tement.

Si on ecrit : r = ck §k
On trouve ais6ment que :

d’où :

la formule (78) 6quivaut h :

Si nous posons :

(79) devient (80)

Dans ce qui precede immediatement les indices k
et h repr6sentent tous les vecteurs de base de
1’espace fonctionnel des etats de P (h 6nergie posi-
tive et negative) (77) et (80) donnent :

Si nous posons :

Au point ou nous en sommes de notre exposé’
nous devons faire une hypoth6se supplémentaire :
La fonction §(z) peut etre prise arbitrairement
sur une hypersurface du genre espace 6. C’est le
cas en theorie de Dirac. C’est le cas pour le quadri-
potentiel électromagnétique si l’on admet les ondes
scalaires et longitudinales [d’une maniere g6n6rale,
ce sont les conditions auxiliaires tendant a s6parer
les 6tats de spin qui peuvent s’opposer a la donn6e
arbitraire de § sur a.

Ainsi en est-il dans les théories habituelles du
meson. Rien ne dit cependant qu’il ne vaut pas
mieux admettre le m6lange des 6tats de spin].

Si x est sur l’hypersurface 6 :

oblige S%a (x, x’) à être nulle pour tout x =A x’.
(x et x’ sont sur a’, done x - x’ du genre espace).
En effet §(z) ne peut pas dependre des valeurs

(x’) pour x’ =1= x.
D’apr6s (82), les Sy(x’, x) sont done nulles pour

x # x’ et x - x’ du genre espace. La propriete b)
est donc realisee..
On voit que si nous n’avions pas 6crit ze’ = + 1

il n’y aurait eu aucune liaison simple entre les S(J.{3
et les S’
En general, $’(J.{3(x’, x) n’aurait pas ete nulle

pour x - x’ du genre espace, et, par consequent la
condition d’intégrabilité (70) n’aurait pas eu de
raison d’être satisfaite. La liaison spin-statistique
est done bien d6montr6e. La condition a) se trouve
automatiquement r6alis6e, une fois la liaison spin-
statistique acquise, du fait du caract6re invariant
relativiste de ae(x). La definition (82) permet
d’écrire les relations de commutation (60) sous la
forme :

Par integration sur une hypersurface a du genre
espace, x etant suppose sur a dont le point courant
est x’, on obtient une relation analogue a celle
6tablie par Schwinger pour 1’electron [10] :
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La demonstration que nous avons donn6e dans
ce paragraphe s’applique, sans grande modification,
au cas des particules dot6es d’antiparticules. (84)
et (85) deviennent, alors :

11. Opdrateurs associés aux grandeurs : repre-
sentation de Schr6d!nger. - L’op6rateur associ6 a
toute grandeur additive de la m6canique ondu-
latoire correspond a une transformation infini-
t6simale applique a la fonction d’onde de
De Broglie de la particule P. 
Par exemple, le moment orbital en projection sur

un axe A correspond 4 la derivation par rapport à 6,
angle de rotation autour de 0. La quantite de
mouvement en projection sur 1’axe Ox correspond
a la dérivation par rapport a x, etc... a 6tant une
grandeur additive, et A Foperateur associ6, on peut
considerer que A est un op6rateur lin6aire de
l’espace de Hilbert (H) des fonctions d’onde de P.
Un changement de base infinitesimal dans (H)

peut etre ainsi associ6 4 A. S’il s’agit, pour fixer les
id6es, du moment orbital en projection sur A la
rotation infinitesimale des axes autour de A fait

passer des coordonnees x, y, z aux coordonnées x’,
y’, z’.
Une fonction F(x, y, z), exprimée a 1’aide de

nouvelles variables verra sa forme changer. Elle
deviendra (D(x;y, z’).

11 pourra se superposer la modification de F due
a une 6ventuelle variance relativiste et qui donne
le spin. Nous avons donc fait subir a toute fonction
de (H) (donc a toute fonction de base de (H)) une
transformation infinitésimale A induite par la rota-
tion infinit6simale consideree. Le point de vue
auquel nous nous plagons maintenant diffère de
celui du paragraphe 1. Nous consid6rions alors
toute fonction d’onde § d6finissant un 6tat de la
particule P en tant que donn6e physique, ind6-
pendante en quelque sorte du syst6me de coor-
donnees. Ses composantes d6pendaient, bien
entendu, du rep6re, et aussi son expression ana-
lytique. Mais nous avions intérêt alui conf6rer une
signification intrins6que, afin de s6parer clairement
la covariance quantique de la covariance relativiste.

Dans le present paragraphe, nous envisageons
une definition purement analytique de § a l’aide
.de x, y, z, t. Apr6s toute transformation de Lorentz,
nous « oublions » que les coordonn6es sont deve-
nues x’, y’, z’, t’. Nous ne prenons en consideration
que le changement de forme de § et nous le tra-
duisons par une transformation lin6aire dans (H).
A d6finit une transformation infinitésimale sur

les vecteurs de (H) : 

du 6tant l’élément infinitesimal d’un certain para-
m6tre (par exemple d8, angle de la rotation infini-
t6simale).

Les elements de matrice de (88) sl6crivent :

Un- tenseur covariant Tl,, ... 7,, se transforme
comme le produit de vecteurs X$j ... XQ£.kn.
De (88), il d6coule que : 

d’ où :

La formule (90) d6finit, dans 1’espace de Fock
du vecteur d’état lV, l’op6rateur superquantifié :
(9L qui correspond a A. On vérifie aisement que (90)
transforme tout tenseur sym6trique en un tenseur
sym6trique et tout tenseur antisymétrique en un
tenseur antisymétrique. 

Supposons que all est diagonalisé, et que n parti-
cules P occupent des 6tats k1, k2 ------- kn, corres-
pondant aux valeurs propres a1, a2 an. La
formule (90) montre que Tk,.... k,, 6tant la seule
composante de ’Y supposée non nulle, ’Y est alors
un vecteur propre de (Gt. La valeur propre corres-
pondante est (a, + a2 + 2013201320132013 "t" an).

Fxemple : Op6rateur « nombre de particules a.
Soit

L’op6rateur 9l superquantifié correspondant
a gij agit sur Ie tenseur ’Ykl ... lefU à n indices,
d’apres : 

Mais -

Done :

(91) montre qu’il n’existe aucune ambiguïté dans la
definition de l’op6rateur « nombre de particules
ce qui n’est pas le cas avec le procédé formel cou-
ramment admis. -

OPIRATEUR ÉNERGIE DU CHAMP LIBRE ; ; REPRÉ-
SENTATION DE SCHRoDINGER. - Si l’equation
d’onde d’une particule libre P peut se mettre sous la
forme : : 

K est l’op6rateur associ6 a 1’energie.
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Pour superquantifier K, on pose, suivant (89):

Les formules :

d6finissent un op6rateur oe 0((D = H 0 T).
Il ressort de (94) que, si toutes les particules du

champ sont dans des 6tats d’énergie bien d6finis,
1’6nergie totale du champ est 6gale a la somme des
energies des particules qui le composent. Il n’y a
pas d’énergie du point zero.
Nous avons adopt6, jusqu’ici la representation

d’interaction : une fonction d’onde satisfaisant
a (92) y6tait consideree comme un vecteur constant
de 1’espace de Hilbert (H). Nous pouvons nous
placer a un point de vue différent 6tant 6tudi6e
comme fonction des trois variables d’espace, le

temps faisant office de parametre.
Les fonctions de base i, v6rifiant (92), se

developpent selon :

(95) exprime le passage de la base des i(t) à celle
des §;(to). Le vecteur d’état de la representation
d’interaction, T devient alors celui de la repré-
sentation de Schrödinger : I&#x3E;
on a :

C etant le symbole de la transformation induite
par (95) dans tous les champs tensoriels contri-
buant a la constitution de O.

Si nous rappelons : :

Nous aboutissons à :

L’opérateur K de (92) définissant la transfor-
mation infinitésimale que subit § quant t augmente
infiniment peu, de (98), ayant la

signification correspondante dans 1’espace des 0
on montre, imm6diatement que :

De meme, C-1 aee n’est autre, en vertu du
caract6re tensoriel de (98), que l’op6rateur OC 6crit
dans le syst6me de base k( to), soit H’. Finalement,
on obtient la formule classique : :

12. Conclusion. - Dans ce qui precede, nous
pensons avoir 6tabli qu’il est possible grace a la
notion de covariance quantique, de d6velopper de
mani6re enti6rement rationnelle la theorie de la
seconde quantification. Nous avons donne aux
vecteurs d’état et aux op6rateurs des définitions
math6matiques concretes. Tout raisonnement ana-
logique base sur des propri6t6s formelles tir6es de la
m6canique analytique a ete exclu. Nous avons
6difi6 une theorie sans aucun Lagrangien. Le cas
des m6triques indéfinies a ete automatiquement
inclus dans notre développement.
En outre, nous avons d6montr6 le caract6re

explicitement covariant relativiste de toutes nos
equations. Il semble donc que la conciliation de la
relativité restreinte et des quanta ne pose plus de
probl6me. Plus encore la covariance quantique
apparait comme une extension du principe de
relativité.

Manuscrit regu le 19 mars 1957.
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