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MODELE DE PARTICULE INFINIE

Par M. HESSABY,

Faculté des Sciences de Tehran.

1. Le potentiel du champ gravitationnel. —
Nous postulons que le champ gravitationnel est un
cas particulier du champ électromagnétique, celui
ou la densité de charge électrique est nulle en tout
point de I'espace [4].

Le champ électromagnétique est donné par un
tenseur antisymétrique dérivant d’un potentiel
vecteur et d’un potentiel scalaire, d’apres les rela-
tions :

Foy = (00 [d2%) — (2@ [oan). 1)
Le vecteur charge courant électrique est
1

et le tevseur énergie est
1

1
U;:ﬁ(——F”“Fva'[‘[;é’;FaaFpr)‘ (3)

De larelaticr (3) cn tire

' (
Upy = 57 Fua Fo3¥ = 2F,,, Jo. (%)

Par contraction de (3), on obtient aussi
U=0. (5)

Puisque par hypothése, dans le cas du champ
gravitationnel, la densité de charge J* est nulle,
nous aurons dans ce cas

Uy = 0. (6)

I’énergie du champ gravitationnel étant donnée
par Pexpression

Gy = (1 [am) n(— R}, + (1]2) gp R) (7)

ou Ry, est le tenseur de Riemann-Christoffel el v
un coefficient & déterminer.

Nous devons donc identifier G? avec U/}. Comme
cna U = 0, cela entraine

R =0. (8)

Cette relation signifie que D’espace, dans un
champ de gravitation pur, est dénué de défor-
mation totale, ou si ’on préfére expression usitée,

dénué de courbure totale. L’identification de G
a Uy ncus laisse alors larelation

Ul = (— 1 [am) q ke )

L’équation (6), U}, , = 0, entraine donc

% =0 (10)

c’est-a-dire les identités de Bianchi.

Les tableaux des composantes de F;, I, et J'*
sont donnés ci-dessous, ot on a désigné les diverses
composantes par les lettres suivantes :

P, = F* = — 300zt Q, = F¥ = — 0% or
Py = F} = —03043z* Q,=F§=—020a® (1)
Py = Fb = 303 ozt

Par un choix convenable des axes, seule la com-
posante ®3% du potentiel vecteur a été retenue.
L’élément de ligne a été écrit sous la forme sui-
vante :

ds? = — Ada} — Bdal — Cdal + DAz (12)
d0? P4
0 0 Ql = — Dxl Pl —_ - D?
D2 Qb4
= — P, = —
F) 0 0 Q- 2 T ? ozt | (13)
203
- Q1 - 02 0 Ps = - dazt
— P, — P, — Py 0
0 0 — CQ, DP,
0 0 — C DP,
Foy . Q: : (14)
€0, €O, 0 — CPy
—DP, —DP, cpP, 0
2 Py
0 0 y —a
Q. P,
F " ' B b (15)
v )
& 0 P
A B D
Py it & 0
A B D
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Pour former le tableau de U} nous calculons F g FP

Fop Fob = 2|— (D[A) P{ — (D|B) P} — (C|D) P§ + (C]A) Qf + (C[B) Qj] (16)
de sorte que nous obtenons pour U, le tableau suivant :
1D ., D .,
(-5 n
C C D C C
_BP?&_ZQf —EPI 2 ’]}Ql() P1P3 EP302
C
+ 3 03)
1 D D
s(-2 g
C C C
P1P2"—ZQIO2 —P?,—i— (5 Py Py '—T)P:«le
9 U, —-j(;, z) (17)
1 D_, D _,
s(-ar—5
C C c C C C
T P1Ps 72 Ps +5P§“‘710§ T P1Q— 5 P20
C
—5%)
1(D _, D o
3 (771 + 57
C C D D C C
"";I‘P:;Oz j_),P:in —]7)1()2+FP2QI +ﬁP§+ZQf
o,
' + 3 02) .

Pour calculer les valeurs de U}, dans le cas dela Rl = e—2[—(1/2) v + (1A/4) NV — (1]a) v+ (V)]
gravitation, nous remarquons que dans DPétat p» _ (%) {1 + (1]2) ry' — %)) — 1)
statique @ est indépendant du temps et par suite >
P, =0.Si on suppose d’abord que ®3=0, et de R = K} (22)
plus que ®* ne dépende que de r, on obtient en RS = e (1]2) v+ (1]8) 2 v — (1[5) v — v/ [r],

prenant pour coordonnées !, %, 23, x* les coor-
données polaires r, 0, ¢ et le temps ¢, la relation :

Ul = — U2 = — U = Ut = (1]4m) (D]A) P} (18)
Nous cherchons & déterminer la forme du poten-
tiel de gravitation. Nous remarquons qu’il est

défini par la relation (9), R = 0, jointe aux éga-
lités (18), qui par suite des identités (9) deviennent

Ri = — R} = — Rj = R{ = — (D[24) P (19)
Les relations définissant les R, étant
R
Ruv == D‘T I?iv -+ I‘u.rx
P _—
¢ — T} logV— 20
+D%leog\/ wv g, logV—g (20)
on obtient pour les R}, en mettant ds® sous la
forme
ds? = — er dr* — r2d06 — r2sin% 0 d? 4 ev diz  (21)
et en tenant compte des Valeurs de g*v qm qont
W= — e g2 = — 2 g = — r¥sinT2 0,

gt = e, les expressions suivantes [6]

L’égalité R} = R% donnée par (19) entraine ici
(23)

En portant cette valeur de A’ dans I’expression-
de R qui est

A= — .

R =R} + R} + B} + RS
on obtient, puisque R est nul

(24)

R =— 6—7\(\/’&— V24 [% + rzg) = 0. (25)

Nous demandons qu’a linfini, c¢’est-a-dire trés
loin de la particule, I'élément de ligne redevienne
0al1leen ce qul exige que pour r—oo, on ait
& —>1 et e — ¢2, cest-a-dire que la solution
de (23) est A = — v + 2 log c. Par suite I’expres-
sion (25) devxent en posant e’ = ¢y et par con-
séquent e* = 1 /vy

4 Gy + 2y —1)[r?) = 0.
Cette équation différentielle a pour solution
¥ =14 (Colr) + (Co]r?)
ot 'y et Cysont deux constantes d’intégration.

(26)

(27)
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Nous détermirons €, en utilisant Iégalité des
deux expressions de R; données par (19) et (22),
qui s’écrivent en remplagant e par yet v’ par y'[y

k= — (1]q) (D]A) P}
el R = —(1/2) v — (v’ [r) = — Cafrt  (28)
et commeD = ¢ =c2yet A =¢ =1[y, ona

(1]n) c2v2 P2 = C2[re. (29)

Aux grandes distances, P; est newtonien et égal
a —/Km[r?, ou K est la constante de la gravi-
tation égale & 6,67 x 10—8 et v tendvers Punité ;
de plus (27) montre que C, a pour dimensions le
carré d’une longueur ; or Km [C? a les dimensions
d’une longueur, donc 7 doit avoir les dimensions
de c®/K, c’est-a-dire celles d’une force multipliée
par le carré d’une vitesse, ['c2. Nous obtenons donc
finalement

Cy, = K2m?[ct (30)
1 = K (31)
P, = —VEKm[8rt. (32)

Pour obtenir la valeur de €}, nous remarquons
que le potentiel ®*dont dérive P, est défini par :

Py = — d®4[dr = —VEm[yr?
= —VEm](rt + C,r + K2m?[cY

et la solution la plus simple s’obhtient pour
C; = 2Km[C? donnant

P, =—VEm]r+ Km[‘cz)2 (33)
ot = —VEm|r + KEm|c?) (34)
vy= 1+ Kmfe?r) (35)

On remarque que lorsque r— 0 le potentiel tend
vers une valeur finie. La valeur numérique de K [C?
est 0,741 x 10—28,

2. Energie du champ gravitationnel. — La den-
sité d’énergie du champ gravitationnel est donnée
par
Ust o (4 = — (1 [an) 1R = — (1 [4w) 1% R}

= (1[4m) (c*|K) (1]c*¥)
(KEm2[ctrt) = (1 ]Jam) Km?[yrt

= (1[an) (Km2[r2(r - Km]c?)?). (36)

Enintégrant cette densité d’énergie dans 'espace
entier, on obtient I’énergie totale d’une particule :

W=fffG44dv= me?.

La plus grande partie de ’énergie est concentrée
au voisinage du centre de la particule. Pour un
neutron par exemple, moins de 10—1° de I’énergie
se trouve distribuée en dehors de la sphére de
rayon 10—42 cm.

(37)

3. Champ de torsion. — Pour trouver la forme
du potentiel vecteur ®3, nous cherchons dans le
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tableau (17) donnant I'énergie, les termes de U}

qui correspondent & la torsion ; ce sont (C'[A) Q7

et (C/B) Q5. En multipliant par g** pour avoir la

forme covariante, nous écrivons :

T4 = (1 ]an) [(CQTIAD) + (CQ;[BD)] (38)
= (1 [&r) [r?sin® yQF + sin® v Q2 [(1 -+ Km[c?r)?].

1l faut que les deux termes dans le crochet aient
mémes dimensions ; on peut obtenir ce résultat en
prenant pour le potentiel ®3’expression

o5 — Bcos b
(r + Knefc?)?
ou B est une constante & déterminer. On a alors
pour Q; et Q,
Q= —003or = 2B cos Of(r + Km/[c?)?
Qs = — P[00 = Bsin O/(r - Km/[c?)?

(39)

(40)
(41)
et

T4 = (1]4n) [B2r2sin2 0f(r + Km[c?)f]

(& cos® 0 4 sin? 0). (42)

L’énergie comprise dans I’espace entier est

ff T dp = (16]75) p2[(Kmc2). (43)
On remarque que l’énergie totale due & la torsion

est inversement proportionnelle & la masse de la

particule, comme ce qui se passe pour le spin.

On remarque dans I'expression (42) de la densité
d’énergie, que pour 6 = 0, T4 = 0, c’est-a-dire
que tout le long de l'axe de torsion, la densité
d’énergie est nulle. Le maximum de la densité se
trouve dans le plan perpendiculaire & I'axe de
torsion et il y a un maximum de densité en fonction
de la distance pour r = (1/2) (Km[c?).

On remarque d’aprés (43) que B a les dimensions
d’une masse magnétique.

4. Champ électrique. — Comme le champ élec-
trique dérive d’un potentiel scalaire, ce potentiel
doit faire partie de ®% que nous écrirons main-
tenant en deux parties :

Ot = o} + 0f (44)
@4 désignant le potentiel de gravitation et ®% le
potentiel électrique. Le champ sera

— (d®%)dr) = — (d®Y[dr) — (dDE[dr) (45)

soit
P,=PLE (46)
cu P = — d®}/dr est le champ gravitationnel

et £/ = — d®%[drle champ électrique.

Supposons d’abord qu’il n’y ait pas de champ
gravitationnel, c¢’est-a-dire que P = 0. Pour
trouver la forme du champ électrique, nous avons
deux conditions qui devront étre satisfaites. La
premiere est que la densité de charge électrique
intégrée sur I'espace entier donne la charge de la
particule ; la deuxiéme est que la densité d’énergie
intégrée sur espace entier donne la masse de la
particule électrique.
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La densité de charge est donnée par

Ju = (1]am) Fw = (1 JanV — g) d(Fwv—"g) [o.v (47)
ce qui donne
Jt = (1 [Jan r?) QEr?) for. (48)
L’intégrale étendue & I'espace entier est
1 O s 4 a0
fof%;(bl')‘b:lll 0d0dep dr = |Eryge,
La forme
E = el(r + e*]a)? (49)

ol « est une constante a déterminer, donne pour
Pintégrale la valeur e.

La densité d’énergic est (1 /47) E2, et I'intégrale
étendue 2 l'espace entier a pour valeur W = « [3.
Comme ceci doit étre égal & mc?, on voit que

o = 3mc3 (50)

Lalongueur e? [3mc? est égale 4 0,94 X 10-13cm®

* Si maintenant on considére le cas d’une charge
électrique superposée & une masse gravi-
tionnelle M, I’équation (46) donne pour la densité
d’énergie

Ut = (1[an) (PT]A) = (1]4n) v(P + E)*

= (1]47) v(P* + 2PE + R (51)

VK me
(r 4 KM{[c?)? (r + 2*]a)?

e2
+ e
L’intégrale du premier terme dans le crechet
donne la masse gravitationnelle M ; celle du troi-
siéme terme donne la masse de la charge électrique
et est égale &

(of3) 1 4+ (KMofc?e?) + K2 M2?a?[ctet]; (52)
I'intégrale du second terme du crochet donne
I’énergie de liaison de la charge et de la masse
gravitationnelle M ; elle est égale &

2VEK Mo e (53)
et dépend par suite du signe de la charge. On
remarque que la force entre deux charges ne peut
dépasser (e/10~13)2 méme aux distances inférieures
4 10713 cm. De méme la force entre deux masses
gravitationnelles a pour maximum KM?[(10-52)2
méme aux distances inférieures & 10—52 cm.

Km?
[(r T RMe T

5. Propagation des ondes. — Dans I’équation des
ondes électromagnétiques
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R (D, )op = Jy, — R @, (54)
on peut, dans des régions de I'espace éloignées des
centres des particules de I’Univers, négliger la den-
sité de charge J,. Comme la région considérée est
étoffée par les densités de masse réparties de toutes
les particules de 1'Univers, si une particule M
isolée, que nous supposerons pour le moment non
chargée se meut dans cette région, le fluide de
masse de cette particule, agissant sur le fluide de
masse scus-jacent de la région, y produira comme
on le démontre [5], des ondes se propageant a la
vitesse propre au milieu, qui est ici c.

Si en premiere approximation, la région est
considérée comme galiléenne, R} = 0, et I'équa-
tion des ondes devient simplement

CI® = 0 (55)
dont ure solution est [1, 2, 3, 4]
DO = (A]r) sin v(r + ct) (56)

ol v est le nomhre d’ondes.
Bien que cette scluticn, remplacée dans 1’équa-
tion (55) donne I’équation de Schrodinger
AD 4 v2 @ = AD + 4m>m? 02 DfR2 =0 (57)
elle n’est cependant pas suffisante pour deux
raisons. D’abord, au voisinage de la particule M,
R # 0, et c’est précisément la que les densités
d’énergie sont les plus grandes; or l'action de
I'onde sur la particule, qui est une action diri-
geante, dépend des densités d’énergie de ’onde au
voisinage de la particule. Pour cette raison nous
devrons conserver dans I’équation des ondes (b4)
le terme R% ®*. D’autre part, I’énergie de 'onde,
intégrée dans l’espace entier, devra étre égale a
I’énergie cinétique de la particule en mouvement ;
mais la solution (56) ne suffit pas pour permettre de
calculer cette intégrale. Pour ces raisons I’équation
d’ondes a résoudre devra étre, pour une particule
non chargée en mouvement dans une région
éloignée des autres particules de1’Univers

gﬁﬁ((l)u)aﬂ = - ng)oc (58)
ol Rj est ici égale & — K2 M2 [ct rt atrés peu prés,
en négligeant la densité d’énergie ambiante devant
celle due & la particule M.
Dans le cas ou la particule en mouvement est un
électron, il faudra évidemment conserver J,, qui
comporte des dérivées secondes de ®.

Manuscrit regu le 30 novembre 1956.
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