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,LE JOURNAL DE PHYSIQUE ET LE RADIUM

TOME 17, AVRIL 1956, PAGE 338.

LA THEORIE DES TEMPS DE RELAXATION EN RESONANCE QUADRUPOLAIRE

Institut Fourier, Faculté des Sciences, Grenoble.

par Yves AYANT,

Sommaire. — On développe une théorie quantitative des temps de relaxation en Résonance
Quadrupolaire, en supposant un modéle mécanique simple des vibrations moléculaires responsables
du couplage spin-milieu. Tout est déduit & partir des constantes de force et de couplage de ce
modéle, déja plus ou moins accessibles par I’effet Raman.

Introduetion. — On sait que la cause prépondé-
rante de relaxation en résonance quadrupolaire
réside dans les fluctuations du gradient dues & des
mouvements de libration de la liaison chimique [1].
Par exemple, dans le p-dichlorobenzéne, les molé-
cules sont animées de deux sortes de librations,

I’'une dans le plan moyen de la molécule, 'autre

perpendiculairement & ce plan [2].

.Si on désigne par 6 ’angle d’écart de la liaison
avec sa position moyenne, 1 /T, contient les densités
spectrales de 0, soit J;(w), et de 62— 02, soit J, (w),
prises pour la (ou les) fréquences cycliques de
résonance quadrupolaires (1). En fait, ces fréquences
doivent étre considérées comme trés petites devant
les fréquences mises en jeu par les mouvements
moléculaires, et il est donc légitime de prendre les
densités spectrales & la fréquence 0. Par exemple,
pour un spin nucléaire I = 3 /2, on a : [3]

YT =smar 40 + 5 0] o)

(wg = fréquence cyclique quadrupolaire).

Dans cet article, nous montrerons qu’il est pos-
sible de calculer J,(0) et J,(0), dans le cas ou le
‘modéle suivant est valable : les librateurs molé-

culaires sont tous identiques,formant donc une file.

homogéne, ou un réseau homogeéne a deux ou trois
dimensions ; chaque librateur n’est couplé qu’avec
les librateurs voisins de la. file; ou du réseau. (On
néglige par exemple un couplage éventuel avec les
ondes de Debye). '

1. Théorie générale (non quantique). — Nous
avons a faire & un systéme d’oscillateurs harmoni-
quement couplés, donc en prenant les notations
habituelles :

2t =IX ¢} (force vive
k7

2V = I 4;; 4,95 (2 x énergie potentielle)
()

On fait une transformation unitaire réelle sur les

" La somme de deux fréquences de résonance consé
cutives intervient aussi, car 02 est couplé avec (i),
ayant la régle de sélection Am = + 2.

g pour diagonaliser la matrice A, c’est-a-dire :
4= E—" Sir &
de telle sorte que :
(81 AS)y5 = A8y

Les &, correspondent aux modes fondamentaux,
¢, se meut comme le fait un oscillateur de fré-
quence propre :

o, = (AT’/])I/Z

Ces fréquences propres forment un spectre trés
serré, et ’on introduira une densité D(w), telle que :

(o el
ﬁ doD (o) =1;

ND(0) dw est le nombre de fréquences cycliques
propres contenues dans d, si /V est le nombre total
de degrés de liberté.

On tire de 14 Ia fonction de corrélation de g;,
soit :

Ky (1) = 2 8,8 (1) Sis&s (¢ +7) (2)

Il est clair que &, et &, sont totalement indé-
pendants (r 5 s) et par suite, les termes rectangles
disparaissent dans (2). Pour évaluer les termes
carrés, c’est-a-dire les fonctions de corrélation des
£, ; notons que :

£ () = acos (o, t + 0)

E, (1) & (¢ + 1) = a® cos (0, L + ) cos (0pt + O + w7
o - .
= Ea? COS 0y T == £Z COS 04 T.

On sait que :

d’ou finalement :
A T kT
E ()& (t +7) = Fco5 0,7

kT cos
Kisl) = = B (Sl =5

T

0 est 'un des ¢; ; sa fonction de corrélation, soit
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K,(7) est 'une des K;;, et I'identité de tous les
oscillateurs nous permet d’écrire :

kT 1 \Ycoso, 7 3)
I N w? :

r

K, (%) =%§K1‘i (r) =

parce que : X(S;,)% = 1 (S unitaire).
i

On exprimera (3) sous une forme intégrale,
en faisant intervenir le densité des fréquences
propres :

R WA (4)
Comme K,(t) est lié a la densité spectrale
J,(w) par:
K = f 1705 (o) ctos
on déduit de (4) :
. I (o) = % D il)?l) (5)

Pour calculer J,y(w), on pourra passer par I'inter-
médiaire de K,(t), fonction de corrélation de

02 — 0% ; on démontre que :
K, (v) = 2 (K, (v))® (6)

(On sait que (6) est valable pourles fonctions aléa-
toires du type Laplace-Gauss, c’est-a-dire celles
dont toutes les fonctionnelles linéaires ont des
fonctions de distribution gaussienne ; or, ¢’est bien
évidemment le cas des g¢;, toute fonctionnelle
linéaire des g; en est une des &, et ces derniers,
coordonnées d’oscillateurs harmoniques isolés, ont
chacun une fonction de distribution gaussienne,
fait bien connu).

2. Cas d’une file. — Nous n’introduirons que les
couplages entre voisins immédiats, c’est-a-dire que :

An,n:A; An,n:‘:1=A0(

les autres éléments sont nuls. On vérifie sans peine
que e3 constitue un vecteur propre possible de 4,
et on tire de 1a les fréquences propres :

A
7

w? =

1 + 2a cos @) (7)

Pour avoir la répartition de ces fréquences, il
suffit de savoir que @ est uniformément réparti de
042m

11 faut que |x| < 1/2. En effet le cas |x| > 1/2
est visiblement exclu, mais méme le cas |«| = 1/2
(qui se présente lorsqu’on développe une théorie
analogue pour les ondes de Debye) est également
exclu ici, caril ne peut pas y avoir une combinaison
linéaire des ¢; susceptible de croitre indéfiniment
dans I’équilibre statistique.
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Une conclusion importante est que, d’apreés (5)
et (7) :
I, (0) = o.
Ceci se retrouvera évidemment pour les réseaux a
2 ou 3 dimensions. Pour trouver Jl(O) non nul, il
faudrait introduire d’autres mécanismes, par

exemple coupler nos librateurs avec les ondes de
Debye, qui, elles, ont un spectre allant jusqu’a 0.

CALCUL DE J,y(0). — En prenant comme para-
métre @, on a, d’aprés (3) :

kT 1 2T COS WT
Kl (T) = 72_75.[ d@ m2

Nous ne pouvons effectuer cela qu’en faisant
Papproximation |«| < 1 et alors :

o = (4/1)12

o= 0y (1 + «cos ),

kKT 1 27

Kifr) = T 211:0)

da cos [w, (1 4 «cos @) 7]

kT €OS 0y T
27 w}

f dg cos (wg o 7 cos @)

;dj, €0s wg T.Jg (wg o 7)

(J o est la fonction de Bessel d’ordre 0).

kT\2 2
K, () =2 (R‘g) c0s? 0y 7. J3 (w4 % 7) (8)

qui au loin se comporte comme 1 /t. Done :

1 +00
2—71.' oo K2 (‘t‘) dT = oo,

Iy (0) =
Le modele de la file unidimensionnelie donne un
T, nul. Certes, si on calculait J, (wg), on trouverait
un résultat ﬁm, mais trop eleve pour 1 /T, ; de
plus, 1 /T, fait intervenir en toute rigueur Jy(0),
autrement dit les raies quadrupolaires devraient
étre inobservables. En fait, cela prouve simplement
qu’il faut faire intervenir les couplages négligés
jusqu’ici, dont le role sera prépondérant. Notam-
ment, les files qui interviennent dans les problémes
réels sont certainement couplées entre elles, il faut
donc examiner le réseau & 2 ou 3 dimensions. .-

3. Cas d’un réseau a deux dimensions. — On
repére chaque oscillateur par deux indices m et n.
Les seuls éléments que nous donnerons a la
matrice 4 seront :

Am,n;m, n=A' Amn'm:l;lu—_—-AOt; Am.'n mn:l:1=AB

On trouvera des vecteurs propres du type :
eima+n) et les frequences propres seront données
par :

w? =01 + 2acosd + 2B cos %) (9)
laf + [B] < 1/2.

On a la condition :
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" Pour obtenir le spectre de w, on notera que @ et
¥, sont distribués indépendamment et uniformé-
ment, chacun entre 0 et 2x. Pour pousser les cal-
culs il faudra encore supposer : «, § < 1.

kT 1
Ky (7)) =

_ kT 1 21
T I 4m?od )
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On tire de 1a :
Iy (0) = %j)‘w [K, (]2 de

kT‘ f dr cos? wg T J3 (g & 7) I3 (0 BT).

I(.«)2

o )
—I—lmﬁmgf_[ do dy cos @y (1 + xcos G+ Beosy) T

dg dy cos wg T.cos (w, & T cos D) .cos (6, B T cos ¥)

= -’icosmor.Jo (09 2 7) . T (029 B 7).

2
Io}

Ceci converge, parce que Pintégrant se comporte
au loin comme 1 /7% ; Papproximation concernant
« et B permet de remplacer cos? wyt par 1/2 et
d’écrire :

710 =L UT6g? ) dr T3 o0at) T3 laB) 10)

Introduisons la fonction :

1() = [ ©dr J3 (@) I3 (\1).
On peut donner a (10) la forme (10q) :
I3 (0) = (kT[T &3f)® (w e2g ) =1 1 (B/er)
On aintérét a supposer, ce qui est loisible, « > 8
en effet, la fonction I(A) ne varie guére, pour A < 1;
on peut prendre I(A) ~ 1,5 pour 1/20 < a </,

2042 est voisin de la largeur de la bande de fré-
quence, soit 2wy, et finalement :

Ty (0) ~ 0,5 (kT [Ter)? o4 (11)

(18a)

4) Caleul approché, dans le eas de bandes larges.
— Nous calculerons 52(0) a partir de J4(w) par :

a0 =2 [P ere= [Cn0

qu’on démontrera a I’aide de (6). Compte tenu de

() :

Pdo  (12)

3, (0) = (kT/Iy? / " do (D (o) fo?).

Nous essaierons pour D(w) une forme
D(0) = a 4 bw, nous ajusterons a et b pour que
les moments d’ordre 0 et 2 aient les valeurs cor-
rectes, & savoir 1 et wy2. En effet :

@ = éfﬁmdgdxw%(i + 20cos @ + 2B cos x) = w}

Tout calcul fait, en désignant par o’ et o” les

pulsations limites du spectre, on trouve que :
D (0) = 20/(0" — o (o <o <o’

RN

4 (O) d "
®’%)? /w’ ofo

s ()

o’)? (0" —o')o’o

(13)

Jq (0) = (KT /1)

(@™ —

= (kT/I)?

(@ +

Pour un spectre étroit o + o = 2w, ;
00" = 0} ; 0" — o = 20,

Ty (0) = 0,5 (kT/I)? . (15)
(11) et (15) sont en bon accord, cela permet d’espé-
rer que (14) est satisfaisant dans le cas général.

1 /0fes,.

* (sauf, évidemment si le rapport B/oc avait des

valeurs trop éloignées de 1).

5) Théorie quantique. — Il nous faut employer
les fonctions de corrélations et densité spectrales
quantiques [4].

La densité spectrale de la coordonnées &, est
nécessairement du type suivant, a cause des régles
de sélection de l'oscillateur :

I () = A8 (0 — 0,) + BS (0 + o),
avec :
A -+ B = ETZ 5
128 = A8 = r[2)
(8 = 1/kT).

D’autre part :
NG (——- o)) = J(r) (o)) e-Bh(t)
d’ou :
B = A e—Bror,

ce qui permet d’évaluer 4 et B trouvés égaux a :

%
= + 5% 2
AouB o, exPror/2[sh (87w, /2)

Comme :

(o) = F DA (o) () = B0 (@) (16)

(On démontrerait (16) en transposant (2) dans le

domaine quantique, et en passant aux transfor-

mées de Fourier),
Jy (w) =

D (loo]) eBrod/2[sh (Bher /2 (17)

(valable pour 2 O).
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Pour en tirer J,(0), il faut faire attention & la
non-parité des densités spectrales, et ne plus
employer (12) ;la formule exacte, valable d’ailleurs
pour les fonctions aléatoires du type de Laplace-
Gauss est la suivante :

Iy () = 2 [ ;Oodm’ 3, (') Iy (o — o)
Iy (0) = éﬁmdm Iy (©) Iy (— o)

‘o0
:4/) do |, ()2 e—Bhe

- e [ (D (@))?

Si le spectre peut étre considéré comme étroit,
on voit sur (18) que :

J, (0) = Cte. [sh? (B7cw,/2)

(18)

(17)

la constante se déterminerait par la théorie clas-
sique, puisque, pour Phw, < 1 ;

T3 (0) = Cte. /& (KT)?/(heag)? (20)

Si cette approximation est justifiée, nous obte-
nons donc une loi en sh2 (fw,/2kT) pour le temps
T,, ¢’est-a-dire essentiellement, uneloien 1 /72, aux
hautes températures, et une loi en exp (hwgy/kT),
aux basses températures.

Caleul approché pour une bande large. — Nous
utiliserons ’approximation (13) pour D(w), ce qui
nous donne :

% (0) = (/1) " — o) =2 [ dafsi (Braf2)

= /0 o — =2 5 (com B —corn 257
= e (21)

T I (0™ — o) Bsh (B#e’[2) sh (Bha"/2)

Coneclusion. — Nous n’avons pas détaillé dans
cet article le cas du réseau 4 3 dimensions, il semble
que les diverses relations rencontrées concernant le
réseau 4 2 dimensions doivent s’appliquer avec une
bonne approximation. Si I’on connaissait tous les
éléments de la matrice A, on serait ramené au cal-
cul d’une fonction étendant I(A) au probléme &
3 dimensions ; si ’on ne connait que les fréquences
limites du spectre, il faut utiliser les mémes for-
mules approchées que pour le réseau & 2 dimen-
sions.

Appendice I. — Etude de la fonction I(}).
10 = [ Tazf (e o) (22)

avec :
f (@) = J3 (a)
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On démontre facilement que la forme (22)
entraine les propriétés suivantes :

AL () = 1(1/%) (28)
) =—g 1)

L’intégration numérique fournit : I(1) = 0,901
(A 19).
Comportement au loin. — Pour A—> co, on écrit :

I()\)zﬁa/)\+ﬁ;+.[oo

en choisissant a tel que : 1 < a < A. En profitant
des propriétés asymptotiques de J,, cela peut
8’écrire :
1 =1 f “de J2 (0) + / * dx I} (a) [0z 4 1/m8ha
AJo a/\
a 1—J3 (:
M (N) -——~j dx (J% (z) — ———n—x"—(ﬂ) + (log ) /m + 1/n*Aa
o 1—J3 1
:f d:c(in(x)——m:"(—x)) +—logx

= 0,888 +;Elog7\ = 0,888 + 0,733 10g10 A

1,0 0/'

Fic. 1.

En fait cette formule donne de bonnes valeurs,
méme pour A pas trés grand. Ci-contre, le gra-
phique de I en fonction de -log A (A < 1). On
vérifie bien que I(2) varie trés lentement. (Par ex.
I(1) = 0,091 ; 1(1/2) = 1,11 ; I(1 /3 )= 1,24.)

Appendice II. — DEMONSTRATION DE (6) DANS
LE CAS QUANTIQUE :

Considérons d’abord un oscillateur harmonique,
de pulsation propre w, et de constante de force 4,
ayant les niveaux fw, (n + 1/2). Rappelons que :

o o
n=e 22sh%*; RB=e¢ 2 ch(a/2)/2sh2§' (24)

(o0 = #eso[kT).
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- Soient K,(t) et K,(t)les fonctions de corrélations
de ¢ et g3 Le calcul du par#graphe 5 nous donne

Ky (7) = (Acoo/4) [exp (% + oy 1)
+ exp (— ;——— icoo'r)] s.h%c

D’aprés les régles de sélection pour g2 on peut
poser :
K, (1) = a + d €207 4 ¢ e—2i0,T
avec :
a+b+c=?‘=3(?)2 (25)
cela parce que ¢ a une fonction de distribution
gaussienne,
b = ce—22 (26)

On calcule a par sa définition :

a= (n|¢®|n)? = (f/A)* (n +1/2)*

En utilisant (24), on trouve :
. a= (Ae29/24)2 (3 + ch «) /2 sh? («/2)
On. calcule ensuite b et ¢, & Paide de (25, 26),
d’our :
Ky (1) = (fiwg/2A4)2 (ch o + 3
4 % +20,T |} g—*—2iw,7) /2 sh? (%)
On vérifie facilement que : '
K (v) = 2 ky (7)) + (k1 (0))? (27)

On examine ensuite le cas d’une fonction linéaire
de coordonnées d’oscillateurs, et on démontre sim-
plement que (27) est encore valable. Or, (27) n’est
autre que (6). ’absence du terme constant dans (6)
provenant du fait que I’on y considére la fonction

de corrélation de 62 — 62, et non celle de 62.

Manuscrit recu le7 novembre 1955.
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