N
N

N

HAL

open science

Théorie cinétique des plasmas homogéenes faiblement
ionisés. II

Michel Bayet, Jean-Loup Delcroix, Jean-Francgois Denisse

» To cite this version:

Michel Bayet, Jean-Loup Delcroix, Jean-Frangois Denisse. Théorie cinétique des plasmas homogenes
faiblement ionisés. II. Journal de Physique et le Radium, 1955, 16 (4), pp.274-280.

rad:01955001604027400 . jpa-00235143

HAL Id: jpa-00235143
https://hal.science/jpa-00235143v1
Submitted on 4 Feb 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

10.1051 /jphys-


https://hal.science/jpa-00235143v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

LE JOURNAL DE PHYSIQUE ET LE RADIUM. TOME 16, AVRIL 1935, PAGE 274.

THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS HOMOGENES FAIBLEMENT IONISES. II.

Par MicserL BAYET,
Faculté des Sciences de Toulouse,

Jean-Loup DELCROIX,
Ecole Normale Supérieure, Paris,

et Jean-Francors DENISSE,
Observatoire de Paris, section d’Astrophysique.

Sommaire. — On poursuit ici I’étude du gaz de Lorentz parfait, commencée dans un article préce-
dent (%). Dans cette deuxié¢me partie, on étudie ’approximation du deuxiéme ordre de la fonction de dis-
tribution, c’est-a-dire les échanges d’énergie entre le champ électrique et le plasma; on obtient alors
un terme proportionnel au temps, donc divergent, qui s’interpréte comme un échauffement continuel
du gaz d’électrons, de sorte qu’il n’existe pas d’état stationnaire. Pour terminer, on définit et on calcule le
facteur de qualité « Q » du plasma, et 'on donne en Appendice la démonstration des formules utilisées
dans la partie I.

5. Calcul de I’'approximation du second ordre.
— a. CALCUL DES COEFFICIENTS C;n». — Portons
les développements (18) et (19) dans’équation (16);

et, d’autre part,

TvCio= (T singvy+Tcosye;)e;

9 2
nous obtenons —TIsing S; + I cosy 2020-2 vCo g)

N\ Ctm Cim+ et Stm) + Pvi(0tn Cim+ Sl Stm) Ty Ciy= (I singvy T cospvs)ve

CimCim = CppStm )+ D Vi(Clm Gl =+ Cpip Sin . 95
mC1 1St (e Cy I Stm :rsnnq;%f+l‘005¢%1, (66)
f)Clm ’ dSlm
-+ PZ (b[nz ov -+ blm oV ) I‘V.S“ — (l‘ Sinq)‘)y‘“ r COSL[JUZ)’U)-
-+ EZ (dblm Cln—+ d—'b}m S/m> =T sin,‘p}2v~000_écﬁo— Ca + T COS‘P_SS—.ZJ' (67)
v Ju Ju

= QZ m(c},,, Cim—Cim Sll]l)' (62) Portons les équations (64), (65), (66) et (67)

dans (63), ordonnons par rapport aux fonctions
sphériques et annulons le coefficient de chacune

Nous supposerons l'instant ¢ choisi de facon telle
que les anisotropies transitoires de la fonction f;
soient déja devenues négligeables; a partir de cet ins-
tant que nous appellerons ¢, nous pouvons réé-

d’elles; nous obtenons le systéme

Coo + cosw ¢ cosU( byo+ v 0b10
! 3 dv

crire (62) sous la forme + sinqa<b’“+ g d(l;;,>] =0 (Cu), (68)
) y ) (‘}1() -+ VyC19p = O (010)7 (69)
2(01,,1 Cim ~+ ¢ Stm) +Z vi(eun Cim—~+ Clm Stm) én +vie = Qc), (Cr1), (70)
aoC oC , dS8 Gy e, =— Qe S 71
+I‘<b10 d‘;o'*—b;l dv1|+b“ 6‘171) i“_'_w “—Q—I‘COSZt ( “), ( )
T'v /0by ’)b1 1 db; 1 c20 Yaeu
+T<7;C,0+—;;CJ1+WSM> 2c054)1%_5iﬂ4}1db&1 .
= S - —5—)=0 (Cxn), (72)
| 3 v dv Jv v Jdv
:QZm(c}m Clm—clmslm)~ (63) N b
Es1 — VaCy —f—l‘cosootw“P Wi _ g, (Ca), (73)
21 2021 3v dU = 21 21/
Or on trouve facilement Eyy + valy, + P eosowt
sing dbyy | cosy d0Y, )
- i —_— == ey 4
I‘<b1od§;0 + by %%1 by 05\;1) = < 3v dv 3v. dv > e (S (TD)
= I'(cos Y byo~+ siny ) ;) Coo (B5) iy 4 vaons — Teoso 208200 g (), (78)
- 6v  Jdv -
, , . sing 2o , e
Coo+Vacyy+1 (‘Uhv)f\:)_lijp (c); =—2Qcn (S), (76)

() M. BAYET, J. L. DELCROIX et J. V. DENISSE. J. Physique
Rad., 1954, 156, 795.
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puis &l 4+ Vvicp =0 (C ),
Cim—+ViCim= mQcy, Cim),
é}m -+ VlC}m =—mQcpy. (Slm)y

On voit que les anisotropies d’ordre 1 et d’ordre
supérieur ou égal 4 3 n’existent qu’en régime tran-
sitoire; puisqu’on a pour [ différent de o et de 2

Clp = KlO e—VlI7
cim= Kim eVt cos(yim— mQt), (77)

Cim = Kim eVt sin (Y1 — mQ1).

Enfin, quand on tient compte des expressions des
fonctions b trouvées dans le paragraphe 4, on voit
que les solutions générales des équations (68) a (76)
sont de la forme

coo = Koo+ Dot + Egocosa2wit + Fop sin2wt, (78)
Cy0 = Ky e~ Vs!
~+ Dyy + Es cos2wt + Fyy sinawt,
Coy = Koy eVelcos(yer — Q1)
~+ Dyy + Esy cos2wt+ Foy sin2wt,
chyy = Ky e Vrtsin( e — Q1) (79)
+ Dy, + EYy, cos2wt+ Fy, sinawt,
€9 = Kos € Vel cos (22— 2 Q1)
—+ Doy + Ess cos2wt + Fay sin2wlt,

Cyy = Kyp e Vel sin(yee— 2Q1)
+ Do+ EYy,cos2ut + Fy, sinaont.

En effet, dans ces formules, les premiers termes
des seconds membres représentent la solution géné-
rale du systéme homogéne obtenu en négligeant
dans les équations (68) a (76) les termes indépen-

a es fonctions inconnues c¢;,, c¢’est-a-di )
dants des fonctio nco c ’est-a-dire les

termes en I' : physiquement cette solution corres-
pond a un régime transitoire. On obtient la solution
générale du systéme (68) (76) en adjoignant
a ces premiers termes une solution particuliére du
systéme complet. On voit notamment que :

— la fonction de distribution f, contient des termes
modulés & une [réquence double de celle du champ
électrique;

— la parlie isotrope de cette fonction contient un
terme divergent Dy,t.

Calculons donc a titre d’exemple et étant donné
leur importance les coefficients Dy, Eo, et Fy,, figu-
rant dans la partie isotrope de f,; pour ceci récri-
vons tout d’abord I’équation (68) sous la forme (?)

1 Jd

Coo~+ T cosw i —

vt o |5 (brovost o+ 01 siny)| =o.

Or by, et b, étant des fonctions sinusoidales du
temps, nous pouvons poser
bigcosy + U, sing =2Rcoswl+ 28 sinwl,

(*) Dans les équations qui suivent, jusqu’a (104) exclue,
lire v au lieu de I'.

HOMOGENES FAIBLEMENT IONISES 273

d’ou
r d
e R —_— 3 2
Coot+ 35 [ dv(v R)2cos?wt
-+ i (v“S)z sinwtcoswt] =o,

r

Coo =+ 352

( 3R) + o— dv(zﬁR)coszwt

32dv

r d
+ 35 dv(v S)sin2wt=o,

d’ou la relation (79) avec

r d

Do():— §—{’—2 a—v('v'}R),

(80)

Egp= (v2.8), (81)

Gvdv

r

Foo= T dv( P R). (82)

Calculons maintenant R et S; des formules (47)
et (49) nous tirons facilement

R=— ) 2
2 ﬂliw+\'1cosq;
Tw + vy . 1 daoo
(iw+v1)2+Q2an)} T
= - cos?
2R = [U)_Z+v%cos¢
v,(%2+v;‘ _m2)+2(_02vj sin2g | L daool‘
(Q2+ v — w?) + fw2v} "lov do
. Y1 ( ) 1 dag
w2+ v} T v
avec
02(02 4 v} — 3w?)
— 2,
=S ey e ey 8P
d’ou, finalement,
r d( wu , daoo |
Du= 55wl G Gt (8
. Doo .
Fo = Pynh (85)
Nous avons, de méme,

(¢ ) da
=—R!- 2 o) o 1D das
28 . {lw+v1cos qJ+(z’m—i—v.)z—o—(zﬂSm ¢ v dov r

()
—__ c0S2
{m:’—f—v'f cos™ g
w(Q2—vi— w?) sinz Idaoo
[(Q— w)2+v3][(Q+ w)2+ vi] "
I daoo 5
=—w+vl( Tl)_ vl’
avec
n - Q2(02— w4 3v}) .
= s1n #[(52—0))2"‘\‘%][(&2"“('))2—0—\)?], (8())
d’ou, finalement,
N I2 d 1 ’ d(loo}
N — — 2 . 7
Eoo 1202 dv oﬂ-f—v‘f([ v dv § (87)
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Nous poserons enfin Ky + Eyn = o0 pour qu’a
Pinstant { = o on ait : ¢ = o.

b. DENSITE DES ELECTRONS DU PLASMA. — Il
est important de vérifier que nous avons bien

[ s fydv=n.

Pour calculer cette intégrale on peut d’abord
effectuer I'intégration sur une sphére de rayon v;
dans cette intégration toutes les fonctions sphé-
riques d’ordre [> 1 donnent un résultat nul de
sorte qu’'on a en régime permanent

EMfd_v:f [@oo =+ Doot + Egp(cos2wt —1)
0

+ Fyp sin2wt]4zov? dv.
Or on a

® 47!F2 Vi daoo “
2 = — — J— 2 — 0
.fo 4mvtDogdv 6 [oﬂ—l—v” (t—m)v dv ]o i

1

en effet, pour qu’'a l'instant zéro le nombre d’élec-
trons contenu dans le plasma soit fini, il faut que

@
f Qoo 42 do
0

soit fini, donc que quand v tend vers l'infini, v3a
tende vers zéro, d’ot 'on déduit facilement que
dago
dv
le terme divergent D,¢ a une contribution nulle
a la densité. Un calcul analogue peut étre fait
pour E,, et F,, de sorte que I’on a bien

ﬁfd_v:f ago 4o dov = n.
0

¢. ENERGIE DES ELECTRONS DU PLASMA. — (Cal-
culons maintenant l'intégrale d’énergie

IV=ﬂfé mv?dv.

On montre, comme pour la densité, que les termes
isotropes seuls donnent une contribution différente
de zéro de sorte que

1)2

tend aussi vers zéro, nous voyons donc que

®
W:f (aoo—,Eoo—l- Doot + Egpcos2wi
0

+ Foosin2wt) % mv? 4ot do,
soit
P
W =W, + Pt + 5o sin2w?—+ Wy(cosawt —1), (88)

avec
Wy = zr:mf Ay vt dv, (89)
0
P = 27:/)1[ Do vt do, (90)
0
Wy=2am Eyo vt do. 91)

0
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Nous allons montrer que les termes

P,
Pt + — sin 2 vt
2w

représentent I’énergie dissipée en chaleur par effet
Joule et que W,;(cos2 wi—1) représente 1’énergie
réactive; nous pouvons, en effet, partager I'énergie
Ej d¢ apportée par le champ pendant l'intervalle
de temps df a chaque centimétre cube du plasma
en deux parties en écrivant

=I5B+l %]E,
les deux tenseurs |[c || et iw || Tc” étant respecti-

vement la partie réelle et la partie imaginaire du
tenseur complexe || o ||; ||5 ]| est donc le tenseur

de conductivité réelle et || k|| le tenseur de pola-
risabilité; nous avons donc en remplacant iw par(—;);
pour revenir aux notations réelles

Ejdt=|c||BEd+|%]|E B ar

JE

vor = »w E, sin »?

ou, en posant E =E, cosw!

sin2wt
2w

A
Ejdt=||s|| By Bo

dt — || k]| EcEo de,

Y

soit, en intégrant de linstant zéro a
quelconque, ‘

l|5||2EoEot_|_

un instant

|5 || EoEg sinawt
2 2

1% EEo
"

W=Ww,+

(cosawt—1). (92)

Cette équation a la méme forme que (88) et
confirme notre interprétation des coefficients P
et W,; il reste a vérifier que les expressions (90) et
(91) de ces deux coefficients sont bien identiques
a celles contenues dans (92), c’est-a-dire que l'on a

HEHEoEO,

©
2w m Dyovtdv = 5

° HEES

kel
27T/ _l’:oo'l.)4 dv= 7
1

0

Un calcul simple que nous ne reproduirons pas
ici permet effectivement de voir que les expressions
trouvées pour Dy, Ey et pour || ¢ || satisfont bien
ces relations.

d. VITESSE D’ECHAUFFEMENT DU GAZ D’ELECTRONS.
— Il sera commode pour caractériser la vitesse
d’échauffement du gaz d’électrons de définir une
constante de temps v telle qu’au bout du temps <
I’énergie dissipée en chaleur soit égale a I'énergie
initiale W,, soit de poser
W,

2 (93)

T =
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Cette constante de temps est inversement propor-
tionnelle au carré du champ électrique; a titre
d’exemple nous allons la calculer dans le cas parti-
culier ou a linstant initial le gaz d’électrons est en
équilibre thermodynamique avec une source de
température T; on a alors

Wo=—3-nlcT,
2
onmI?2 [ _d V4 daygo |
P= 2 ) (1 — 1) V2 —
6 V[ v dv{w2+v% (1—=m)v dov ‘dv,
amI? dage*®
P = v
3 [u) 2 v} (1=m)v dv ]0

anmI2 vy
e B R < R I T
0

Il est facile de voir que le terme tout intégré
donne zéro; supposons, de plus, pour terminer le
calcul, que v, est indépendant de v; nous avons alors

2nmI? 2 daoo

P=— E w2+v2( Tl)f dv
oxmI? v, *
=——3-m( —71){[93“00]0—3[ vzaoodv}:
v n
P=2:rml‘2—ﬁ—\ﬁ(1——'q)ﬁ-
nmI? "
- s w2+v2 (a—=m) (93)
__3kT w2+vi 1
"7 mI? vy —n (96)

Nous pouvons écrire cette formule en posant

4z
2

w2+ v} =
T

(97)

et en appelant Wy 1’énergie acquise du fait du champ
électrique pendant un intervalle de temps ,,

Wg= é nm(T'7y)2,

d’ou, finalement,

i

1 W,
= W1 (98)

q.

Dans ces mémes conditions, nous pouvons d’ail-
leurs expliciter a,, et Do,

o)

muv?
kT

m

Goo= n(z—nT?_’) ¢
d’on, d’aprés (84) et (96),
]('T 1 d < d(loo)

mz 0% d
i mv’
(-
2mT

IS

v
1
z

2 mv? }
2kT ’

= n<2 =kT

THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS
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. o kT 5
soit, en posant = = Uy

n o1 —
ap= — —ze "I,
=2 Y0
7
2
n 1 1/ 3\ —3=
DOo=—;—;—3—<—§-—— e i,
2 vy T \v§ 2,

4Tv2(aoo—|— Doot) dv
_bdn e !
‘¢;%P+r

(99)

\ v FSRT
En prenant comme paramétre - et en négli-
0

4n
=) NOUS avons
T
représenté sur la figure 5 I'allure de la fonction de
distribution (99) depuis linstant { =0 ou l'on
applique le champ jusqu'a linstant ¢ =7; on

geant le facteur de normalisation

A.r
0,5k
0,4
0,3
0,2
0,1

0

-0,

remarque que la vitesse quadratique moyenne

c = gvo de la distribution initiale partage les

électrons en deux groupes : ceux de vitesse inférieure
a ¢ dont le nombre décroit et ceux de vitesse supé-
rieure a ¢ dont le nombre augmente au contraire
de facon que le nombre total d’électrons reste cons-
tant comme nous I’avons montré. On voit de plus

que pour > %T la fonction de distribution est

négative pour les faibles valeurs de v; ceci n’a en fait
aucun sens physique; comme nous I’avons annoncé
dans la paragraphe 2 [form. (13)] le développement
par rapport a I' n’est pas bien convergent pour les
faibles valeurs de v; le résultat obtenu ici montre
simplement que I’approximation d’ordre 2 ne repré-
sente correctement la distribution de vitesse des
électrons que pendant un temps {<r<.

e. FACTEUR DE QUALITE Q DU pPLAsSMA. — Nous
définissons le facteur Q du plasma par la relation
usuelle

(100)
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dans laquelle W représente la valeur moyenne de
I’énergie emmagasinée dans le plasma du fait du
champ électrique et P la puissance dissipée en
chaleur. Dans W nous devons inclure I’énergie propre
du champ electnque dans le vide de sorte que nous
avons

= eoF . gom?
W= 167 W= er167

— W, (101)

Calculons donc W; en utilisant les formules (87)
et (91); nous obtenons par un calcul analogue a
celui fait pour P

T mlI? e
W= 3w .[ uﬂ-—i—v"(l ")

Les formules (94) et (102) permettent de calculer Q
dans le cas général ou v, est fonction de v; si 'on
suppose que v, est indépendant de v on peut expliciter
totalement le résultat car on a alors

daoo
3 —— do.
aw

(102)

_ mmy? daoo
W= 3w w2 +v- - )f
amI? w
Wi=— w w2 +v~( -_'”4 (103)

Portons maintenant dans (100) les expressions
tirées de (95), (102) et (103); nous obtenons

_gm2 T2 2 (024+vi) 1

Q T Z nml1? V4

ou, en introduisant la fréquence des oscillations
de plasma,
pAmne

v = . (10%)

mey

[0) 02—+ v} ,
Q= +1—7|.

2vi(I1—m) w?

[{

(105)

APPENDICE.

dclm ISim

1. Calcul de
v

oc i
( dém >x= vt { 181m cosme sinb cosg

et de +—Ona

delm
db

+ cosme cosf cosg

mOp,
sin 0

sinm g sinop},

(106)

aC . .
<7vl£>y= vl—1 { 10, cosmo sin0 sino
+ delm

db

cosm¢ cosd sin ¢

m®y,,
sin B

sinmo coscp} (107)

oC
( dém>- = vl—t { 10, cosm o cosh

delm
do

cosme sinb % . (108)
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Entre les 0, on a les relations suivantes :
de cosf
"“d% =m sin > 6 elm el,m—H; (109)
Q)i 1 = (”I - 1) sin 00, + ‘305691,1)24—17 (110)
Oim="(1—4+m—1)s5in00,4 5+ cos00;y ,, (111)
2m cos®
91—1,m+1= ‘Tnﬂ"‘ [—1,m
—(l+m—1)({—m)O,_y . (112)

Transformons d’abord (106), nous obtenons

aC . de
<_m;’”)ﬁ‘= vi—t { COSMmo coso [lelm sin ) -+ dém cos 0]
. . melml
—+ sinmo sino — ’
' ¥ sind
(dclm
A
=v1—1{ é[cos(lﬂ—f—l)ﬂﬁ—-}—cos(nl—-‘l)fp]

de
< | 1Oy, sin 0 —+ I 6os 0
R
m®O i, }

1
-+ g[cos(m——l):p—cos(mq— 1)9] e

—_—_vl—lg‘écos(l)z+1)c?+gcos(lll—l)cp}, (113)
avec
dey,,
A= <l sin ) — m) 0, + 0 cos0,
soit, d’aprés (109),
A= (l—m)sinh0O,,—cosbO ni4
et, d’aprés (110),
A=—0/_4,m1; (114)
d’autre part
d m
<l sin ) + 0>61m dlﬁ cosh
[(l — m) sin® + ]’:0] 0/ — c0500; niq
= >m 91/11'—91—1 m+1,
sin 0
soit d’aprés (111) et (112)
B=om(l+m—1)8;4 m
+{l+m—1)({—m)®1y m—1, (118)

B=(U+m)(I+m—1)0,4,m—.

En combinant (113), (114) et (115), nous obte-
nons donc :

<d§vlm >r = é [ - Cl~1, m+1

+(I+m)(l+m—=1)Ciy ma] (116)
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Transformons maintenant (107), nous obtenons
delm
de
’nelmz
sinf |

JC (. ’ .
Pebn) — 1) sino cosmo 10, sinf) + cos0
IV /) | ' !

— sinmo cosg

— f

<()Clm> —
v )y 1

— ;[sin (m—+1)9—+ sin(m—1)¢]

é[sin(m +1)p — sin(m —1)9]

de;,

|
mB;m}
sinf §

< [191,,1 sinf + cos0

—ortfd g — B nim—1)s!
=v 1l251n(m+1)go 2sm(m 1):,0‘,

soit, d’aprés (114) et (115),

dC 1
. IV /,

= ;[_ Sty mir— (L +m) (L+m—1)S ] (117)
Enfin, nous avons pour (108)

) .
(%) =vi—tcosmo{(L— m)cos00, + sin 00,4 .

Or, d’aprés (112), on a
sin 08, ;41 =2mcosf6;,
— (L +m)(l—m—+1)sin08y,, 4,
d’ou
<dsz

oim ) — i1
g >z vi—tcosmo(l+ m)

< {cos88;,— ({—m—+41)sin08,,, |,

soit, d’aprés (110),

aC .
<ﬁ>5= vi—tcosmeo(l+ m)Bi4,m

ou

(118)

dC1m
(25) =t mn

On peut refaire tous les calculs que nous venons
de faire pour les fonctions S;»; on a

<%§éﬂ>m= vl g 18, sinm ¢ sinf coso
Im _.
+ I sin m 9 cosf cose¢
meO;, .
< cosme smcp},

ISim
JIv

) = 01*15 é[sin(m +1)9 + sin(m —1)¢]

. d6;m
> [lelm sin f + dg cos 0]
.. . ’nelml
— g[sm (m—+1)9 —sin(m—r1)¢] snd |

B .
= vl {g sin(m —+1)9 =+ 5 sin(m —1)¢ },

IS im
( (}‘lr >x=;-[—sl—1,m+1

+(L+m)(l+m—1)Siy,m—]; (119)
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et
IS im o ;
< Jav >3~_ v |

10/, sinmo sinf sin ¢

Om

dh

sin 7m ¢ cos 0 sin ¢

m0;,,
sin 0

cosme COSCP%

— vl—i% .;_[c()s(m—l)q) —cos(m —+1)¢]

48:m cos 0]

do
m®;,
sin

> [le,m sin 0 +
-+ %[cos(m+1)q:+cos(m——1)q>]

= vl {— ‘gcos(m+1)cp -+ Igcos(m—l)cp },

(dSlm

I
v > = 5 [Cl——i, m-1
y 2

+(l+m)({+m—1)Cr—1,m—]; (120)

dSlm a1 & delm .
(W)Z'—D 1smm<p[lelm cos — 0 sin0 |,
9Sim
<?f>z=(l+m).5'1_1,m. (121)
m d m
2. Galcul de I‘dcl et T Stm, _ Nous avons
ov av
T'r=o,
I'y=Tsiny,
[, =TIcosy,
d’ott
dCim  Tsi
I‘Tf = —S‘;E‘q—)[—sl—umﬂ
— (L +m)(l+m—1)Si—1, m—1)
+Tcosd({+ m)Ciy,m, (122)
ISim T sin
r d‘lr = ; ¢[01-1,m+1
+(l+m)(l+m—1)C11, m—1]
+Tcos¥(L+ m)Si—1,m- (123)

IC1m ISim
v av

dClm_ ICim _ 0Cim ICim
male(Re nv)jasal (%R2) o= () =)
dClm _ . . dClm dClm ]
v _stme[smcp(———’ >x—005?(_9v )y?

soit d’aprés (106) et (107)

3. Calcul de v, Q -— Nous avons

etv, Q

v R

dclm_ 1 melm .
v, 2 = = Qulsinf mp Sinme
ol
v.Q dg‘;'" =mQSin. (124)

Nous avons, de méme,

ISim _ . . dslm) . <dslm> ]
g _stmﬂ[sch( v ). cosel 5y . ’

v, 2
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d’ont
’)Slm

Vi Q v

=—mQCy,,. (125)

4. Calcul de J(Ci.) et J(Si..,). — De maniére
générale nous appelons ®/v le vecteur déduit de v
par une rotation ® dans l'espace des vitesses. A
une fonction de distribution f(v) nous pouvons
associer pour chaque rotation ® une fonction Sf
telle que

SHRV)=/[(V). (126)

Nous définissons ainsi un opérateur de rotations
agissant sur I’espace des fonctions f; nous allons
montrer que les opérateurs J et S commutent;
on a, en effet,

ssfey= [[1s/c)— S7(w)lp dp de,

u étant un vecteur vitesse initiale et w’' le vecteur
vitesse finale correspondant, nous pouvons écrire
ceci autrement en introduisant les vecteur v et v’
tels que

(127)
(128)

u=QaRv
u=QRRv.

Les vecteurs v et v’ sont les vecteurs vitesses
initiales et finales d’une autre catégorie de chocs;
en effet, par suite de la symétrie sphérique de la loi
de force, si 'on fait subir a la vitesse initiale une
certaine rotation ® la vitesse finale subit la méme
rotation. Dans ces conditions, on peut écrire

Isfw) = [[1S/(@v) = SF(@v)Ip dp de = If(v).

On a, par ailleurs,
SJf(n) = S[Jf(RV)],

soit, d’aprés (126),

SJf(u)=Jf(v),
. d’ou, finalement,

SJf(u)=JSf(u);
J commutant avec tous les opérateurs S, commute
en particulier avec les opérateurs p., p,, p; qu'on
peut associer aux rotations infinitésimales; donc
on peut trouver trois opérateurs J, p* et p. commu-

tant entre eux :
et compléte.

(129)
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ils ont une base propre commune

N° 4.

Or o* et g agissent seulement sur 0 et 9, et sil'on
fait abstraction de v, leur base propre commune
est bien définie : ce sont les fonctions sphériques

Ylm(o; ?) =0y, (’i"tq’;

on peut donc écrire
J[ Ym0, 2)] = vim(v) Vim (0, o)

dans laquelle on consideére v comme un parameétre.
Montrons que la valeur propre v;» ne dépend pas
de l'indice m.

Si f est une fonction propre de J avec la valeur
propre k, il est facile de voir que Sf l'est aussi

If=1f
entraine, puisque S et J commutent,
JSf=SIf=Skf=kS/.

(130)

En particulier, on en déduit que toute somme
du type

Z)\sss Ylm(07 ?)

est fonction propre de J pour la valeur v;»; or on
sait qu’une telle somme décrit la fonction sphérique
générale d’indice /; autrement dit on peut s’arranger
pour que

27\5&.1@,,1(6, o) = Fu(0, o),  avec pi£m.
s

Cela prouve que
J[Y 1,00, 0)] = vim Yip (9, 9),
Vim = Y.
On peut donc réécrire (130) :
JY1m (0, ) =—vi(v) ¥n(0, o).
On en déduit facilement, d’aprés (10) et (11),
J[vlYim] =—viv! Yim,
puis, par combinaison,

J(Clm)=—"lclm, J(Slm)='—"lslm (2) (131)

(?) Nous remercions notre colléegue M. Yves Ayant
(Laboratoire de Physique de I’E. N. S.) pour l’aide qu’il
nous a apportée dans la mise au point de cette démonstration.

Manuscrit recu le 17 mars 1954.




