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APPLICATIONS A LA THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS D’UNE SOLUTION EXACTE
DE GERTAINES EQUATIONS LINEAIRES OPERATORIELLES

Par A. VISCONTI (%),

The Physical Laboratories.

Sommaire.

The University Manchester.

— On étudie dans les premiers paragraphes un certain nombre de propriétés des équa-

tions linéaires dans ’espace de Hilbert : définition et propriétés de la résolvante, principes varia-
tionnels, etc. Chacun de ces paragraphes comporte des applications & des problémes quantiques.

On obtient ensuite une solution du type de Fredholm qu’on applique, en treautres, au probléme de
la diffusion des particules par un champ extérieur. Enfin cette méthode est généralisée et mise en
connection avec certaines méthodes de sommation de séries divergentes; puis elle est appliquée a
T’étude de la convergence de la matrice S en théorie quantique des champs.

Introduction. — Une partie de ce travail est
consacrée au développement d’une Note aux Comptes
rendus de I’Académie des sciences [17 ¢] sur une
solution des équations linéaires dans I’espace de
Hilbert et sur certaines applications a des questions
de renormalisation. Il nous a paru utile de placer
les développements de cette Note dans un cadre
plus complet en étudiant d’une fagon systématique
ces équations, tout en ayant constamment en vue
les applications possibles & la Mécanique quantique.

Nous étudions dans les quatre premiers para-
graphes les questions suivantes : définition de la
résolvante, principes variationnels, transformations
de contact, étude d’une solution (solution de Ia
largeur de raie) dans un systéme de référence par-
ticulier. La théorie générale exposée dans chacun
de ces paragraphes est illustrée par des applications
4 des problémes de Mécanique quantique.

La suite de ce travail s’occupe essentiellement
de I’étude d’une solution du type de Fredholm :
c’est-a-dire d’une solution se présentant sous la
forme du quotient de deux séries de puissances du
paramétre. Un paragraphe est consacré a la pro-
priété connue, mais généralement peu utilisée, des
équations linéaires de 1’espace de Hilbert de posséder
une solution unique, mais pouvant étre définie au
moyen de coefficients numériques arbitraires dans

() Chargé de Recherches au Centre National de la
Recherche Scientifique, Institut H. Poincaré, Paris.

une certaine mesure. Puis transformant 1’équation
linéaire opératorielle considérée en un systéme
infini d'‘équations algébriques du premier degré,
nous obtenons une solution (trés analogue a celle
que Fredholm a donnée pour les équations inté-
grales) dans laquelle ces coefficients numériques
prennent, des valeurs bien déterminées données
en fonction des traces de l’opérateur noyau .
Les formules ainsi obtenues s’appliquent, en parti-
culier, aux équations intégrales & noyau nombre-c :
elles se réduisent dans ce cas aux formules de Ple-
melj [13]. Enfin nous étudions dans les trois para-
graphes suivants : la transformation de Cayley de
la résolvante qui permet d’obtenir des approxi-
mations unitaires; le probléme de la diffusion d’une
particule par un champ extérieur donné et enfin
I’équation linéaire homogéne et sa solution. Le pro-
bléeme de la diffusion d’une particule ayant été
déja étudié par Abdus Salam et P. T. Matthews (2) [2],
nous nous sommes limité a quelques considérations
sur la normalisation des probabilités, telle qu’elle
a été faite par R. P. Feynman [4] au moyen des
diagrammes boucles (closed loops).

Le dixiéme paragraphe est consacré a une appli-
cation plus poussée de la méthode des coefficients
indéterminés : nous obtenons ainsi des conditions

(?) Notre étude est, en fait, indépendante de celle de ces
auteurs dont nous ignorions les travaux au moment de la
rédaction de la Note [17¢c].
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d’existence et d’unicité de la solution au moyen de
conditions de sommabilité de Nérlund de la série
des approximations successives. Puis la méthode
ainsi élaborée est appliquée a I’étude de la conver-
gence de la matrice S(®). Les procédés de renorma-
lisation ont pour but, comme il est bien connu,
de rendre finis tous les termes du développement
de la matrice S en série de puissances de la cons-
tante de couplage; ces procédés n’ont donc d’énoncé
précis que dans le cadre du calcul de 'opérateur S(f)

[équ. (11.1) de ce travail] par approximations -

successives. Lorsque tous les termes de cette série
ont été ainsi rendus finis, la série elle-méme peut
étre convergente ou divergente. Si la convergence
résout entierement le probléme, on ne peut pas
dire que la divergence de cette série exclut auto-
matiquement I'existence d’une solution : elle peut
tout aussi bien indiquer que, pour la valeur utilisée
de la constante de couplage, le développement
employé cesse d’étre adéquat. Le critére que nous
proposons peut précisément permettre de délimiter
les types de divergences de la série des approxima-
tions successives en lui donnant comme somme,
au sens de Norlund, la solution de I’équation a
résoudre. Ce critére semble donc mieux adapté
a la théorie quantique des champs que certains cri-
téres classiques : il peut, en effet, paraitre quelque
peu artificiel de chercher & donner des conditions
portant sur le noyau de I'équation intégrale de
départ [noyau H(f) de I'équation (11.1)] quand
chacun des termes de la série des approximations
successives doit étre modifié tellement profondément
par la suite.

Finalement, il s’agit de décider si les séries diver-
gentes qu’on rencontre en théorie quantique des
champs peuvent ou non définir une solution suivant
la méthode proposée. Il est malheureusement trés
difficile de donner des résultats définitifs : ces résul-
tats dépendent, en effet, du comportement des
diverses approximations successives qui — méme
pour le cas de 1'électromagnétisme — est trés mal
connu. Néanmoins nous basant sur certains tra-
vaux [8], [12], [16] portant sur des modéles quan-
tiques simples, nous pouvons conclure que certai-
nement dans les cas envisagés, probablement pour
Pélectromagnétisme, la série de la matrice S est
toujours divergente. Enfin, dans un dernier para-
graphe, nous étudions ’application d’autres méthodes
de sommation, en reliant ces méthodes au caractére
asymptotique de la série des approximations suc-
cessives.

Les conclusions de ce dernier paragraphe, comme
aussi celles de la remarque qui le suit, ne prétendent

(®) J. Hamilton [6] a directement étudié, par une méthode
trés différente de la nétre, I'équation de Popérateur S(f)
[éq. (11.1] de ce travail]. Nos conclusions au total concordent
avec les siennes. Nous tenons 4 le remercier pour des remarques
qul nous ont été utiles pour la mise au point des para-
graphes 10 et 11.
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pas étre exhaustives, mais tendent a définir les
directions possibles suivant lesquelles on pourrait
espérer trouver des solutions.

1. Généralités sur les équations linéaires.
La résolvante. — Considérons I’équation linéaire
opératorielle :

U= Uy+ KU (1a)

ou bien :

U= U+ UX; (1.1b)
U, et K (opérateur noyau) sont des opérateurs
connus, U l'opérateur inconnu et 2 un parameétre
réel ou complexe. Les opérateurs — en vue des
applications a4 la Mécanique quantique — appar-
tiennent 4 I'espace de Hilbert. L’existence et 'unicité
de la solution seront caractérisés plus loin (cf. § 11)
a partir du type de divergence de la série des approxi-
mations successives. Pour Iinstant, nous nous
intéresserons a certains résultats indépendants des
développements en séries. On peut définir un opé-
rateur résolvant ®(2) tel que : '

U=[1+*rR(\)]Us,
U= Us[1+rR(M)].

(1.2a)
(1.25)

11 est facile de vérifier en portant (1.2) dans (1.1)
ou (1.1) dans (1.2) que R satisfait aux deux équa-
tions :

R(\) =K + L KR(L), (1.3)
R(\) =K + AR(N)XK, (1.4)

d’ou I'on déduit
[R(%), K]=o0. (1.3)

La résolution de (1.1) est donc ramenée au calcul
d’un opérateur ne dépendant plus que du noyau K
et non de U, De plus, dans tous les cas ou 1 — 2K
admet un inverse, on a

1+AR(A)= (1— 1K) (1.6)
En fait, le probléme a étudier en Mécanique quan-
tique est plus compliqué par suite de l'intervention
d’'un second paramétre E que l'on peut le plus
souvent identifier a I’énergie totale. L’équation (1.1)
doit étre remplacée par

U, E)=Uy(E)+ 1 X(EYU(N E)  (1.7)
de telle sorte que les valeurs propres de A (constante
de couplage) sont fonction de E et qu'inversement
a4 un choix donné de A correspond une suite de
valeurs de E qui sont valeurs propres.

Par exemple, si 'on considére un systéme quan-
tique d’hamiltonien total

SH(t)=H\(t)+ g H,(1),
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Popérateur d’évolution U(Z, f,) du systéme est régi
par le systéme d’équations [17 c]

ot
Wity to) =1—i [ H (&)W, 1)
A
WL, o) = Wi (¢, to) (1.8)
t
—ig f W, (4, 2) Ha () U, 10) Y
lo

les opérateurs noyaux sont dans ce cas les opéra-

teurs intégraux
t
—if arm)y
to
L

_if}dt"u,i(t, O)H, (1) | -

ly

et

Dans un formalisme de matrice S [17 b], ¢, est
renvoyé a — o et en prenant la transformée de
Fourier par rapport au paramétre {, on est amené
a considérer :

u(E, g)=2nd,.(E — H,)

—2ind (E— H)Hu(E, g), (1.9)

" Les lettres minuscules représentent les opérateurs
transformés de Fourier et on a supposé que I’hamil-
tonien H, des particules libres.et celui d’inter-
action H' sont indépendants de f{. Dans ce cas
I'opérateur noyau est un opérateur usuel

—2ind(E—H,) H

et la position des points singuliers de u(E, g) dépend
des deux paramétres g et [E, ce qui complique
évidemment la structure du spectre des valeurs
propres.

A titre de deuxiéme exemple, nous pouvons
considérer I'équation régissant I’opérateur d’évo-
lution WU (a, b; ¢, t,) de deux particules a, b inter-
agissant par un potentiel H’'(f). Si I'on considére
la solution de l'équation [17 a]

WU (e, tb; 13, 18)
= Uo(2a— t2) U (26 — 28)

tae th
—i/ d‘t”f deb AUy (9 — &)Uy (25— <0y (1.10)
0§ I3

< Hy(t2, t2)U (x4, tb; ¢4, h),

avec
Hy(ta, tb) = H'(1e)8(25— tb). (1.11)
On peut voir que I'on a
lim (e, tb; ¢8, t8) =WU(a, b; t, t). (1.12)

1e=tb—=t
g==th=1t,

L’opérateur noyau est dans ce cas l'opérateur

intégral ,
I 1A
—if a’taf drb (10— 10)
73 4

&

< Uo(tb— t0)H, (12, t0)} |
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portant sur les deux variables 7, et 7;. Si I'on se
place en représentation x et si l'on représente
par K(3, 4; 1, 2), K% K’ les noyaux des opérateurs
intégraux correspondant a U et U, [K.. correspond
a linterprétation de Feynmann des antiparticules
et permet de considérer des limites infinies dans
Péquation (1.13)], on obtient une équation for-
mellement identique & celle de Bethe-Salpeter :

K(3,4;1,2)
= K?-<3’I)Kf-(472)

+ i [Ke(3,5) A2(4,6)6 (5,6:7,8) K(7,8,1,2) (1.13)

les intégrations sont faites sur les variables deux
fois répétées et

G(5,6;7,8)=H'(5)8(5,7)8(6,8).  (1.14)

Il est évident que linterprétation de I'équa-
tion (1.14) et de l'expression généralisée de G
par la théorie quantique des champs reste un pro-
bléme délicat.

2. Principes variationnels pour U et R. —
Considérons l'opérateur Q défini comme suit

Q=QR(U— Uy— NKU)— KU. (2.1)

En faisant varier indépendamment U et R, on
obtient
AQ = AR(U — Uy— 2K U)
+(R—ARK — K)AU.

(2.2)

Ecrivant que la variation AQ est nulle quelles
que soient les variations arbitraires AR et AU, on
obtient I'équation (1.1), sa résolvante (1.4) et la
relation

Qu=—XKU. (2.3)

Pindice st signifiant « stationnaire ». Dans le cadre
de la Mécanique quantique, ’équation (2. 1) s’écrit :

At
Q(e, to)—_—.J dt'{d{(t, )
lo

x[%(t’—to)——‘uo(l’—to)
+ig f (¢ — B () UGz, 1) dt]
—igUo(t — ) H'(¢) (Y, to)} 2.2

et il est facile de vérifier que les éléments de matrice
de @ stationnaire donnent directement les ampli-
tudes de transition [17 b].

Il est intéressant d’obtenir des principes varia-
tionnels portant sur des nombres-c et non des
opérateurs. Supposons d’abord que la trace de
Popérateur & existe

msTrQsZ(n{Q[n>, (2.5)



4 JOURNAL DE PHYSIQUE

on a alors

w="Tr{R(U—Up— 2KU)— KU}. (2.6)

Ecrivons la variation Aw en explicitant la trace,
on a

Aw = Z<n|Aa|n'><n'|U_ Up— KU |nd>
F IR R—ARK — K| 0 ' | AU | n ). (2.7)

n, n’

Les nombres—c{n|A®|n’> et (n|AU|n">
peuvent étre arbitrairement choisis de sorte que
par un raisonnement courant en calcul des varia-
tions, on conclut

' |U—=Up— 2 KUin)y=o, )

(| R—ARIK — K |n'>=o0.§ (2.8)

{n’| et |[n> sont des vecteurs quelconques d’un
systéme orthogonal complet, on a donc bien (1.1)
et (1.4).

Supposons en second lieu que ® soit divergent :
(1| et |o) étant deux vecteurs tels que (1|20,
a un sens (état final et initial en Mécanique quan-
tique), considérons le nombre

To=<1|Q | o >

= RU—Us— 2 KU)—HKU|o>, (2.9)

d’ou la variation

ATgo = Z<I|A&{|n>(nl U—Uy—rKU|0>

+ PR —ARK — K | )< n|AU[0). (2.10)
Posons alors

Usjo) =W,

(@ et @, représentent évidemment les vecteurs

d’état du systéme total et des particules libres en
Mécanique quantique), on obtient les équations :

WD =W >+ 2K | WD, )
AR =T K+ 12 TKR. |

Uslod>=|¥>  (2.11)

(2.12)

Ces équations sont moins générales que les équa-
tions (1.1) et (1.4), car elles intéressent uniquement
des vecteurs bien déterminés de I’espace de Hilbert.
Pour les applications & la Mécanique quantique,
on se reportera a l'article déja cité [17 b) ou ce
probléme est étudié de facon assez détaillée.

3. Les transformations de contact de 1'équa-

tion linéaire. — L’équation (1.1) est covariante
pour toute transformation canonique

U=S8-1US
et devient

U'= SUyS—t+ A(SHKS—1)U". (3.1)

N° 1.

Les exemples de ce type de transformation sont
nombreux en Mécanique quantique, par exemple
la représentation d’interaction fait correspondre
a UL, ty)

‘ul'“(t, to)=‘lL;1(t)‘lL(t, to)‘uro(to). (3.2)

11 est, peut-étre utile de noter que la forme opéra-
torielle (1.11) de I’équation de Bethe-Salpeter
prend une forme simple dans une représentation
d’interaction généralisée. Posons
%lnt(ta’ lb; e, tf)’) .

= WUy* (L) UG* (2) U (22, 05 ¢, 18) U0 (t2) Uo (), (3.3)

on voit immédiatement que U™ satisfait a1’équation

amt(za, b5 15, 1f)

p
Xf d‘thllm(‘L'a, ) UM (T4, 5 LG, tﬁ), 3.4
&

avec
H' (12, 20)

= UG (27) Ug" (20) Hy (29, 8) WUo (27) U (0), (3.3)

L’intérét de ces transformations réside en partie

dans le fait qu’elles permettent de simplifier le

noyau d’une équation opératorielle lorsqu’il est
somme de deux noyau

K = Ky + XK, (3.6)

et que la solution U, de I’équation relative au
noyau X; est connue

U1—_—I+)\J{:1U1. (3.7)

Considérons la solution de (1.1) par approximations
successives : a I'intérieur du domaine de convergence
de cette série et a I’extérieur de ce domaine par pro-
longment analytique de la fonction U de A, on a

U=(I-— )\Jci——)\JC2)_1 Uo

= [(1— AN Ky) (1 — A(1— NI K) 1 Uy (3.8)

et par application du théoréme sur I'inverse d’un
produit

U=[1—2(1—2IC)1 K21 (1 — A K1 U (3.9)

On transforme (3.9) d’aprés I'expression (3.7)
de U,

U=(I—-7\U15€2)'"1 U1 Uo, (3.10)
de sorte que finalement on obtient
U=U,Uy+ 2 UK, U, (3.11)

équation qui par multiplication gauche et droite
respectivement par U7' et U, donne I’équation du
transformé canonique;

U=U'UU;.

Les applications de cette transformation sont nom-
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breuses; considérons comme premier exemple I’équa-
tion de 'opérateur d’évolution d’un systéme d’hamil-
tonien; H,(f) + (H,(f), cet opérateur obéit a I'équa-
tion

U, ) =1— ift[m(t')+ Hy(£)]U(, to)dt (3.12)
Ly

qui peut se mettre sous la forme du systeme d’équa-
tions intégrales (1.8) par application des formules
(3.7) et (3.11).

Considérons comme deuxiéme exemple le cas
ou I’hamiltonien est celui de I'électromagnétisme,
on a

Hy(t) + H)(¢)

S ief@(x, ) 1w b(X, ) Ay (X, ) d'x (3.13)
e smfmx, 0 U(x, 1) dx.

Définissons I'opérateur V({, {;) solution de I'équa-
tion
V(t, ty)=1—dmc?

« f " f Uix, Y U(x, ) BV, 1),  (3.14)

alors l'opérateur du systéme matiére plus rayon-
nement obéit & I'équation

t
WA, to) = V(4 to)—ief vt t)
ty .
” f T, )7 U(x, ) Ay (X, ) XU, t). (3.45)

La transformation unitaire (3.1) engendrée par
V), tel que )
V(¢ ty) =V () V-2(t).

inclut dans l'opérateur d’évolution la correction
de masse : résultat classique démontré par Schwinger
de facon plus compliquée.

4. Une solution pour un systéme d’axes
particulier : la solution du type d’amortisse-
ment. — On peut se proposer de chercher une
solution de la forme :

U= (1+p)A, (4.1)

avec A différent de U,. Il est facile de prévoir qu'on
n’obtiendra ce faisant aucun avantage, sauf dans le
cas trés particulier oit I'on spécifie que le systéme
orthonormal complet choisi comme base'est celui
des vecteurs propres de U, On a alors une solu-
tion, qui bien qu’elle ne soit définie que pour ce
seul systéme de référence, permet d’obtenir en
Mécanique quantique la solution de la « damping
theory » sous la forme, par exemple, que lui ont
donné Arnous et Zienau [1]. Le choix de ce systéme
de r¢férence permet de décomposer chaque opéra-
teur A en deux opérateurs : le premier n’ayant
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que des éléments diagonaux A,, le deuxiéme des
éléments non diagonaux A, 4

A= Ag+ Ay (4.2)

Nous allons faire les hypothéses de départ (que nos
calculs confirmeront) : A est un opérateur diagonal
alors que p est un opérateur non diagonal.

Bien qu’il soit plus expéditif de porter direc-
tement (4.1) dans l’équation (1.1), nous allons
rattacher, cette solution a la résolvante (1.3) et (1.4)
pour des raisons d’unité d’exposition.

Utilisant (1.2), on a

U=Uy+ 2 RUy=Us+ 2RqUs+ 2R a U,

dentifiant avec (4.1), il vient

A= (1+ 2Ry)U,, (4.3a)
oA =X Rp.a U, (4.30)
d’on
)\mnd
- . Y
¢ I+ )\0{(1 (4 f)

Ces expressions résolvent en effet le probléme,
mais on peut voir qu'en Mécanique quantique
elles conduisent & des formes indéterminées et qu’il
est utile d’exprimer A en fonction de p et p en fonc-
tion de XK. Pour cela nous décomposons I’équation
de la résolvante (1.3) en deux

Ry =Ky +1KiRq + )\(Jcn aRy d)d;
Rpa= Jcn a+ A ch &n a+A %u aRa—~+h (JC,. dCRn,d)u d-

(4.3)
(4.6)

Tirons ®,; de (4.5) en utilisant le fait que 1—AXK,
est diagonal, donc posséde un inverse, et portons
cette expression dans (4.3 a)

s=[1+m(acndﬁ,.d)d]l—_-%. (4.7)

Si nous introduisons dans (4.7) I’expression
de Rnq=41pAU;* tirée de (4.3 b), nous obtenons
une équation en A

A= Uo—i—l(gc—i—ﬁcndp)dx\ (48)

qui se résout immédiatement puisque tous les
opérateurs sont diagonaux

— Uo
- I+)\[JC+J{ndp]d

(4.9)

En introduisant p dans (4.6), on obtient facilement
p=MX+HKsha (4.10)

En Mécanique quantique, I’équation (1.9) donne
Uo = 27‘[8+(E — Ho),

K=—oird (E—H)H; *=g.

Upe simple application de la formule (4.9)
montre que
_ 27!8+(E — Ho)
T l—eingo(E—H)(H+Hop)
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expression qui peut encore s’écrire
i

A= 7 7 *
E—Hy—g(H + Hp)

L’opérateur largeur de raie est alors propor-
tionnel a
&(H —+ H'p)n.a.

On voit enfin que p satisfait a I'équation de
Heitler
o=2ingd(E— Hy)(H + Hp a.

I1 n’y a aucune difficulté & retrouver les formules
que nous avons précédemment données [17 b]
lorsque H' dépend du temps (%).

5, La solution par coefficients indéterminés.
— Revenons a la solution de (1.1) au moyen de
la résolvante (1.2). Considérons un opérateur :

ony=¥a,.,

0

(5.1)

ou les @, sont des opérateurs indépendants de A,
et un nombre ¢ D(2)

D(A):Z("”"D,,.

= (5.2)

Ces deux séries sont pour l'instant purement for-
melles. Cherchons a représenter ®(2) par le quotient
de 'opérateur @(2) par le nombre ¢ D(})
@)
DA

En portant (5.3) dans l'équation (1.3) de la
résolvante, il est facile de voir que l'on obtient
la relation de récurrence

02,,...1 = D,,JC-— n.’}C@n

RO\ = (5.3)

(3.4)

qui montre que les @, sont univoquement déter-
minés par le choix des D, qui restent arbitraires.
Cette méme formule permet d’ailleurs d’exprimer D,
en fonction de D,, ..., et des puissances de 1 4 n
de X : on trouvera plus loin (6.8) cette expression.

Si donc I'équation (1.1) admet une solution
unique dans un certain domaine de 2 (les condi-
tions d’unicité seront précises au paragraphe 10) et
si 'on peut trouver un ensemble de nombre D,
tels que (5.1) et (5.2) soient tous deux conver-
gents dans ce domaine de A, on aura de ce fait
déterminé la solution de (1.1).

(9 Pour obtenir les résultats sous la forme donnée par
Arnous et Zienau, il faut poser

p=—2iIind (E—H,)U,

ol U représente 'opérateur défini par ces auteurs : opérateur
sans éléments dangereux dans le systéme des vecteurs propres
de H,. Nous tenons a remercier E. Arnous pour d’utiles dis-
cussions autour de ces questions.
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Le cas Dy =D, = o pour n ;1 donne la solu-
tion par approximations successives

cR(k):Z A o+t 5 (5.5)

ce cas montre d’ailleurs qu’il ne suffit pas que I'une
des deux séries (dans ce cas celle du dénominateur)
soit une série entiére pour que I’on ait une solution
valant quel que soit : On doit aussi noter que si
les séries (5.1), (5.2) et (5.5) sont a la fois toutes
convergentes, une simple application du théoréme
de Cauchy sur la multiplication des séries montre
que
wn n

RO = @D(X) _ D)Srngin+t

— n+a |
DY T D Eangn

(5.6)

Néanmoins le cas particuliérement intéressant,
celui qui peut a priori apporter un élargissement
dans la définition de la solution de (1.1), est celui
ol les deux séries (5.1), (5.2) étant divergentes,
®R(%) quotient de deux séries divergentes, posséde
quand méme une limite. Avant d’examiner ce point,
nous allons étudier le cas ou en utilisant des hypo-
théses assez restrictives sur & : en supposant par
exemple que X est un opérateur completement
continu, on peut former un opérateur ®(}) quotient
de deux séries convergentes.

6. La solution du type de Fredholm. — La
méthode de Volterra et Fredholm [18], pour la
solution d’une équation intégrale consiste & rem-
placer cette équation par un systéme d’équations
algébriques du premier degré, d’écrire explicitement
la solution de ce systéme par la régle de Cramer
et de chercher la limite de cette solution lorsque le
nombre d’équations de ce systéme tend vers I'infini.
C’est une méthode analogue que nous allons employer
et qui permettra de construire la fonction méro-
morphe en A solution de (1.1).

Soit un systéme orthogonal complet n> et |o)
un vecteur arbitraire, la solution de (1.1) est ramenée
par projection sur les divers vecteurs de ce systéme
a la solution de

N B —2m | K|y ><v[Uloy) ={m|Us|o> (6.)

dont la solution est le quotient de deux séries de
puissances en A. Le dénominateur s’écrit, d’apres
la régle de Cramer, sous la forme d’un déterminant
qui admet comme développement de Taylor ([18],
p. 223, form. (3) et sq.)

3mn—2{m|K|n>|
pRECAEANS
N,y
A KNV K NS KN K|N:D
> 2

=1— A

(_

2

-+

KN [ KN ) N |I|N:D
=y =My, (6.2)




N° 1.

Il semble d’aprés cette expression que le dénomi-
nateur dépende du choix de la base |n> : nous
allons montrer qu’il est, en fait, indépendant en
prouvant que les D, sont donnés en fonction des
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traces de K,, K?, .... Mais auparavant, considérons le
numérateur pour l'inconnue {I|U]o><I| étant
un des vecteurs de la base choisie. Soit <I|D®)|o>
ce numérateur, il est toujours donné par la méme
régle de Cramer [(13, p. 225 et sq.) sous la forme :

<I|w<1>|o>=<1|Uo|o>D<>\>+>\{2<Ilac|m><zmUo|o>

Ny

N
A

Ny

N,

CLH| NS (TEK [N

CVa N <N_,\JCIN_)>‘<N1IUOIO>+"'§ (6.3)

en faisant rentrer chacun des facteurs dans la déterminant qu’il multiplie, on a finalement

<1|w(>\)|o>=<1]0‘010>1)(>\>+>\§<1!JCU(,|<,>

o>,

— A\
‘lUﬁp)\Z(”') @

“n—+1
n==~0

Ces formules écrites, revenons au dénominateur;
on vérifie que chacun des déterminants formant D(?)
est de la forme générale :

Bn,n,  Bn,n, By,
AI\ N. AN N. AN N

| Bn,; ANy AN, | = e 2 Ml (6.5)
AN,,N, 141\’,l Ny ANn Vo

et que ces déterminants vérifient la relation de

récurrence
Z |BN‘;AN,...AN,,\
Ny...Np
= 2 | AN, ... An,_, | Tr B
Niw.Np—y
—(n—1) Y (4B)x;; An,...An,|, (66)
avec

TrA =Z<N1|A|N1>

Ny

invariant indépendant du choix du systéme | N >.
Appliquant cette relation de récurrence aux divers
déterminants entrant dans le développement (6.2),
on trouve aisément la formule de récurrence

D= (n ——1)'2(——1)V+1 D"*“ Loy e g,

v =1

Dozl (67)

Ainsi donc le dénominateur se trouve exprimé
en fonction des traces des diverses puissances de K.
Le calcul du numérateur peut se faire soit par
I'application de (5.4) avec le choix (6. 7) pour les D,,
soit encore en formulant pour les @, définis par (6.4)
une relation de récurrence analogue a (6.5). L’une

I KUplo> LT[ KU|N D
1| KUslod> (N | KU | Ny +}

(6.4)
et l'autre méthode conduisent aprés quelques
calculs a (%

J),,:(n——l}!z(———l)\‘ﬂ D"*' I K. (6.8)
v=1
En comparant avec (6.7), on tire :
D,=Tr®,, (6.9)

ce qui réduit finalement le calcul 4 I’évaluation
des ?, successifs et & leurs traces.
Finalement, dans l’expression de

o,
DO _ :
Boy 2(-4)"

n!

RO = ’ (6.10)

n

0

la détermination des D, et @, successifs est assurée

(%) Les trois premiers termes de @ (2) et D(A) sont explici-
tement donnés par P. M. Morse et H. Feshbach ([10], p. 1023,
form. (9 1, 6.1), ouvrage publié postérieurement a [17 c]).
Il est d’ailleurs trés intéressant de rapprocher le point de vue
de ces auteurs du nétre : M. et F. supposent dés le début
que les seuls points singuliers de la solution sont des pdles
et ils se proposent de déterminer leur fonction yx (2) [qui
n’est autre que notre D(A)] de telle sorte qu’elle ait pour zéros
les péles de la solution. Cette unique condition laisse une
certaine indépendance dans le choix de y (1) : un des choix
les plus simples consiste & poser :

L)

7.(%)

Leur méthode est sensiblement plus compliquée que celle
que nous employons et les formules qu’ils obtiennent moins
maniables. Remarquons que les péles & I’encontre des points

singuliers essentiels et des points de branchement sont des
points d’unicité (singuliers) de la solution.

=Tr{XK(r—AX)1].
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soit par (6.8) et (6.9), soit par la relation de récur-
rence (5.4)

@pir=KTr®,— nK®D, (6.11)

combinée avec (6.9).

Considérons pour donner une premiére appli-
cation de ces formules une équation du type de
celles que l'on rencontre en théorie des collisions

U()= Uo(t)+f+n5"(t, OYU(t)dr, (6.12)

ou & (,t") est un opérateur des paramétres fet ¢’ :
cette équation est évidemment une équation inté-
grale essentiellement différente de celles considérées
par Fredholm : 'opérateur X est dans ce cas

-+ x
f &F (1, 7))

et le calcul des nombres-c D, se fait par linter-
médiaire des nombres-c

At
Tr{j dF(t, 1) }},

+ o
Tr{f _drF (1, 1) |

Soit ¢, un systéme orthogonal complet formant
le domaine de définition des opérateurs, o (t—1)
représente alors un autre systéme complet pour les
fonctions de variables ¢ et ¢’ de telle sorte que I’équa-
tion (6.12) est définie dans l’espace sous-tendu
par le systéme orthogonal complet : ¢,0 (t—1¢').
Par suite

“+ »
Tr{f dF @, 1) | ;}

=f+mdt’2<%8(t—t’)

n

+ o
xlf T (t,7) " | ond(t—1 )

=2<<p,,’/_‘“:i(t, t)dt,%> (6.13)
et ’
+
Tr{[ arF(t, t)) ;(z)}
=V <en f—“g(t, 2) F (5s, t)dey dt | o>

Ces formules permettent le calcul du dénominateur,
pour le numérateur on remarquera que chacun
des opérateurs @, est un opérateur intégral

D,_,

n—v.

(Dn=(n—1)12(—1)"+‘

-+
xf d=F(t, <) ] | (6.14)

N° 1.
de noyau opératoriel

(n—1) !2(— 1)u+t Doy

n—v!

+ o
xf dby... dsF(0,,)... F(t, 7). (6.13)

@(}) est donc lui-méme un opérateur intégral.

On peut aisément vérifier que lorque 7 (1, 7) est
un nombre-c, 1a formule (6.12) est alors une équation
intégrale usuelle], les formules (6.9), (6.10), (6.11)
peuvent se ramener aux formules de Plémelj (13] et
[15]). Nous démontrerons enfin au paragraphe 11 que
si une ou plusieurs traces sont infinies, les formules
obtenues sont valables en remplacant les traces
infinies par des zéros.

7. Transformation de Cayley de la résol-
vante. — Nous allons faire correspondre a I’'opé-
rateur ® () un opérateur A (qui en Mécanique
quantique est 'opérateur réactance de Schwinger)
au moyen de la transformation de Cayley

7
—_— I
r RO =" ____?m ) (7.1)
1+ ;3(()\)
d’ou ‘
1— A
P (7.2)
1+ 53()\)

On sait que cette transformation jouit de la pro-
priété de faire correspondre a I'opérateur hermi-
tien AA un opérateur unitaire 1 + AR () et inver-
gement. Elle va nous permettre de résoudre un
probléme important en Mécanique quantique
obtenir une méthode de perturbations — suivant
le schéma de Fredholm — unitaire & chacune de
ses approximations. Il convient de remarquer tout
d’abord, que s’il est facile de donner des conditions
suffisantes pour que la solution de (1.1) soit hermi-
tique (par exemple si U, et 2K sont hermitiens, il
suffit : [X, Uy]= o), le probléme de son unitarité
est beaucoup plus difficile. Cette unitarité lorsque U,
est lui-méme unitaire s’exprime, comme on peut le
voir au moyen de la résolvante

QR+ AR + | A PR+R = o, (1.3)

mais cette formule est d’un maniement difficile.
En Mécanique quantique le probléme est heureuse-
ment plus aisé a étudier : on vérifie, par exemple,
facilement I'unitarité de S(f) en représentation
d’interaction [éq. (11.1)] en cherchant I’équation
différentielle a laquelle cet opérateur obéit. Le
probléme se complique d’ailleurs quand on consi-
dére S = S(+4 x). Nous allons donc supposer
dans (1.1) U et U, unitaires, il s’ensuit que 1 + AR,
I’est aussi. Considérons la solution (6.10) comme
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une solution approchée, c’est-a-dire arrétons le
développement du numérateur et du dénominateur
4 la puissance A* : la solution ainsi obtenue cesse
généralement d’étre unitaire.
Considérons, d’autre part, 'opérateur A, il satis-
fait en vertu de sa définition (7.1) a I’équation
AN = im—ga{a. (7.4)
Pour U unitaire, 23X est hermitien ainsi que
toutes ces itérées de sorte que tirant A.X 4 une approxi-
mation quelconque de cette équation et portant
dans (7.1), nous aurons obtenu ainsi une solution
approchée unitaire. Il est facile de donner le déve-
loppement de A A en fonction des opérateurs @,
et des nombres D,, écrivons

(=)
an)_E aT
A0 (=»)"

n!

A(h) = ) (17.3)

n

@, étant des opérateurs, A, des nombres indépen-
dants tous deux de 2. Portant (6.10) et (7.5)
en (7.4), on obtient :

AMNYD(ON) = iDd(\) A\ — Z_a:)(ma(m.

Développant chacun des opérateurs suivant les
puissances de A et égalant dans les deux membres
les coefficients des mémes puissances de 2, il vient la
formule de récurrence assez compliquée

V:O .
P
N (T d')p+1—p Dpii1—p ap

+Zl; p—o! pHi1—plfo—1V’ (7.6)
p=1

les coefficients A, demeurent indéterminées, mais
assujettis 4 rendre A (2) convergent. On peut vérifier
que dans la mesure ot un développement en série de
puissances de ® (1) et de A(2) est possible, c’esta-dire

dans la mesure ou I’on peut poser
Dy= Ay=1, D,=A,=0 (n #1),

les formules se simplifient et donnent

A =K, A= ;:ch,

Il est enfin utile de signaler une propriété basée
toujours sur I’hermiticité de 2. Ecrivons aprés
multiplication par A I’équation (7.4) ainsi que son
adjointe; ajoutons et retranchons les équations
ainsi obtenues

AA =(— AR )i — %(mz),,x,a,

ARy= 2 O R)anr X
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en remarquant que A commute avec R et en dési-
gnant comme on le fait habituellement

,‘A—Fﬁﬁ, 3alzzﬂ—3+'

2 27

3/1 =

Eliminant A(R)h entre ces deux équations, on
obtient .

AA)=(—rR)an— ;i(lm)anﬂ. (71.7)

Cette derniére relation met en évidence une
propriété importante de I'opérateur A& : cet opé-
rateur ne dépend que de la partie antihermitienne
de I'opérateur AR. Cette propriété est utile en théorie
de la matrice S : elle a été signalée par J. Schwinger,
S. N. Gupta, etc. et est employée pour simplifier
certains calculs de sections efficaces.

8. Application a la diffusion d’'une parti-
cule par un champ extérieur donné. — Ce
probléme a été étudié de facon trés compléte par
A. Salam et P. T. Matthews [2]. Ils ont envisagé
le cas d’'un champ de fermions quantifiés en inter-
action avec un champ extérieur donné dépendant
du temps. Ils ont montré en utilisant certains résul-
tats de F. Smithies [15], que pour l’ensemble des
champs considérés en Physique — champs différant
de o dans un domaine fini d’espace-temps — la
solution du probléme existe et est unique.

Nous ne reviendrons pas sur ce probléme, mais nous
allons considérer un probléme connexe : le probléme
du vide tel qu’il a été posé par R. P. Feynman dans
sa théorie du positon ([4], p. 756) ou 'on définit
particule et antiparticule suivant que I’on se trouve
suivre le cours du temps ou bien le remonter. Soient ¢
le spineur fonction d’ondes du fermion, posons :

A(z)=eyy Ap(z)

ol A, représente le quadrivecteur potentiel du champ
extérieur donné. On sait que Y (x) satisfait a I’équa-
tion intégrale

Y(2) = bo(2)—ie [ Koz, QWD Vi, (8-1)

dbo(2) est la fonction d’ondes du fermion libre,
K. (2, 1) une fonction de Green (propagateur) parti-
culiére de 1’équation d’ondes du fermion libre (la
fonction Sr en notation habituelle), d V; un élément
de volume spatio-temporel autour du point z,.
L’opérateur intégral a ici pour expression

JC:de1K+(2, DA 1. (8.2)

La densité intégrale } (2, 1) de la résolvante

0{(2)=de,6{(2, n{ ) (8.3)
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satisfait en vertu de (1.4) a I'équation
0{(?7 )= K.(2, I)a(l)
- iefl(+(2, HAGB)IR(3, 1)dVs (8.4)
et donne la solution de (8.1) sous la forme

Y(2)=to(2)—ie [ R DAV (8.3)

D’autre part, en vertu des formules (6. 8) et (6.10)

on a
2(:?" @ pia(2,1)
R(2,1)= j~(ie)“ , (8.6)
n! 7"
avec [cf. (6.15) et (6.16)]
D"—V
Da(2,1)= (R —1) 1Y (— 1t

v=1
xdev/...dVlrlx'+(2, v)
XAW) Ky (Vv —1). K (2, 1)A(1)d(1,1") (8.7)
et

Dn=TqudV1m,,(2, 1 }} (8.8)
Ainsi donc les termes entrant dans I’expression
_des nombres D, sont formés a 'aide des nombres

cy=TrXK: \
=de2dV1u~ (Ao (2, DA KL(1, 2)A(2)},

8.9
3= TrXKs ( )

ou le symbole tr indique la trace portant sur l'indice
spinoriel des spineurs entrant dans l'intégrant. On
peut voir en reprenant textuellement un raison-
nement de Feynman ([14], p. 756, note g) ou bien
en ayant recours au théoréme de Furry que

Tr K2e+1 = o. (8.10)

De plus les graphes relatifs a chacun des termes (8. 9)
sont des polygones fermés a 2n sommets, c¢’est-a-dire
représentent n créations et n annihilations succes-
sives de paires et correspondent & la polarisation
du vide. Il convient de remarquer que o, corres-
pondant & la boucle formée par deux fermions est
infini : cela ne représente qu’une difficulté appa-
rente, il suffit suivant une méthode remontant a
Poincaré (cf. § 10, Remarque 2) de le remplacer
par o. En combinant (8.7) et (8.8), on obtient
finalement

n
D,
Dp=(n—1) Y (=11,
v=1

qui permet le calcul des D, par récurrence a partir

N° 1.

de Dy=1. Dans le cas o, vu la grandeur de la
constante de couplage, la série des approximations
successives est convergente, on a en vertu de (8.8) :

D()\)=exp [ TrZ(_—w)—nJC”]

= exp [ (_ e )"

Cette derniére relation peut étre interprétée trés
simplement en termes de boucles fermées ([4, p. 756)

et montre que D(}), facteur de renormalisation,
donne la probabilité pour que le vide reste vide.

l] =exp—L

9. L’équation homogeéne. — On sait que lorsque
pour A =2%":D(}) =o; I’équation non homogéne
gene (1.1) ne peut avoir de solution, nous nous
proposons d’étudier pour cette valeur de A les
solutions de I’équation homogéne en suivant d’aussi
prés que possible la marche classique en théorie
des équations intégrales. Considérons la dérivée
d’ordre N de D(). On a en vertu de (6.9)

dvD(y) _ o (—*)
v Tr a)—N Tl @
— A
:(—I)NTI‘Z( — ) D
= (—1)NTrAy(}) (9.1)
et nous définissons les nouveaux opérateurs
Am(x)_? ” Diin. (9.2)
On voit en particulier que
TrAo(A)=D()), A(N)=®d\).  (9.3)

Considérons, d’autre part, Ay(2); on peut par appli-
cation de la formule (5.4) le mettre sous la forme

AN()\)EZ(_ ) DneN
(— 1)

[KDpn_1—(n+ N—1) K®DpN—4). (9.4)

Utilisant de nouveau D,= Tr®,, on a aprés quelques
calculs simples .

ANO)=TrAn_ (). — (N —1) KAn_s+ 2 KAy, (9.5)

Cette derniére formule permet de résoudre I’équation
homogeéne : en effet, soit A = A’ une racine multiple
d’ordre o de D(1) = o, alors

d«

T2 DO )] = (—1)*TrAg(N)

n’est pas nul et I’on peut trouver un entier o < m =<«
tel que A, (') ne soit pas identiquement nul, alors
que A;(2), ..., A,—i(»') le sont. La relation (9.5)
s’écrit alors

A (M) = 1K AL (W) (9.6)

An(2) est donc une solution de I’équation homo-
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géne. Signalons pour finir une formule bien connue,
si I'on fait N = 1 et si I'on suppose que 4 est suffi-
samment petit pour que la série des approxima-
tions successives ait un sens, on peut combinant (9.1)
et (5.6) écrire

d ”
FPM==Tra() = D(X)Trzmw 5(9.7)

d’ou

D()) = exp [— TrY %)T Jc'z]

1
= exp[— Trlog(1— A XK))]. (9.8)
M. Neumann a appliqué cette théorie a la déduction
de I’équation de Bethe-Salpeter [11], nous ne revien-
drons pas sur ce point. Pour le calcul par approxi-
mations successives des fonctions et valeurs propres,
on se reportera a Morse et"Feshbach ([10], p. 1018).

10. Généralisation de la méthode de Fred-
holm, — Il est facile de voir que si I’on fait un choix
arbitraire des nombres-c D, la formule (5.4)

permet toujours d’écrire l'opérateur @, sous la
forme (6.8)
@0 = (n i)t Sy L
v=1
n—1 D
:(n——l)‘Z(——I)’l‘P — o, (10.1)
p=0

ou les D, nombres arbitraires, sont uniquement
assujettis a4 rendre convergents numérateur et
dénominateur de R (A) qui s’écrit en utilisant (6.10)

N n D
R 2}@2(_,)9;_? HKon+1—p
0 0

RO)= lim .
¥ >\)n%

N,N' ==
On peut espérer élargir la définition de ®R(2) en
prenant N = N’, ce qui permet d’inclure le cas
ou numérateur et dénominateur sont divergents
quand on les considére séparément, mais ont un
rapport fini. Pour avoir des expressions plus com-
pactes, posons

D,
dn=(— 2 24

(10.2)

A=K, (10.3)

définissons aussi les opérateurs s, sommes par-
tielles de la série des approximations successives

s,l_ZIVJC'-? Av.

v=1

Ecrivons alors le numérateur de (10.2) en mettant
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en facteur les coefficients dg, d, ..., dy; il est facile
de voir que I'on obtient

N

ZdN—vSw-i

R(1)= lim =" (10.4)
N=wx
pAE
0
ou en prenant les éléments de matrice
CTR(N)|0p
fdol1]snmlod>+dilIlsn]oD+...
ol +dnIs o>
= P Ara— (10.5)

D’aprés la définition méme des moyennes de
Norlund (%), on a le théoréme

La somme de Noérlund — quand elle existe — de
la série des approximations successives fournit une
solution du probléme.

Le probléme de I'unicité de la solution de I'équa-
tion (1.1) est évidemment lié au probléme de la
consistance de la méthode de Noérlund : si plusieurs
ensembles de nombres d, permettent de sommer
la série des approximations successives, les sommes
ainsi obtenues sont-elles toutes identiques ? Il est
bien connu (et nous esquissons une démonstration
plus loin) que la consistance de cette méthode est une
conséquence de sa régularité, qui est assurée si la
sommation peut étre faite a l'aide de coefficients
satisfaisant aux inégalités [9] :

m m m
Ed\. 42|dv|£_:11 Zdv (m=1,2, ..), (10.6)
0 0 0
avec H indépendant de m et si
lim ”f’"*" = (10.7)

(®) Rappelons briévement que, étant donné une série :
a, + a; + a, +... divergente, de sommes partielles S,, S,, ... et
un ensemble de nombres p,, p;, ..., on dit que cette série
est sommable au sens de Norlund si :

PN SyPA—_1S17t e PoSy
Dot P

lim
N=w

existe. Une méthode de sommation est dite réguliére si appli-
quée & une série convergente, elle permet d’obtenir la somme
de cette série. Si, de plus, cette méthode de sommation dépend
de certains parameétres arbitraires, elle est dite consistante
si la somme qu’elle permet d’obtenir a4 partir d’une série
divergente est indépendante du choix de ces paramaétres.
Les conditions, de consistance et de régularité de la méthode
de Norlund sont données dans le courant du texte (pour une
étude détaillée, c¢f. [7]). On sait enfin que la méthode de
Cesaro, particuli¢rement bien étudiée, est un cas particulier
de la méthode de Norlund.
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Des deux inégalités en (10.6), il est évident que seule

celle de droite introduit une restriction sur les d,,

de plus la deuxiéme condition (10.7) lorsque Xdv

tend vers l'infini peut étre remplacée par
lim d,

M (10.8)

= 0.
m

o

0

Le lien entre les conditions de régularité et de consis-
tance est assuré par le théoréme de Voronoi (la
démonstration donnée par L. Hardy dans [7], p. 65,
th. 18, doit étre légérement généralisée afin de
pouvoir tirer tout le parti possible des conditions
(10.6) et (10.7) plus générales que celles qu’il
donne). Ce théoréme permet de conclure que si la
série des approximations successives est sommable
par une méthode réguliére de Norlund pour la
valeur A =1’ du parameétre : cette série a un rayon
de convergence non nul, la fonction qu’elle repré-
sente est méromorphe dans un cercle de rayon |1’
et tend vers la somme de Norlund lorsque A s’ap-
proche de 2’ en restant intérieur a ce cercle; ce
dernier point établit précisément la consistance de
la méthode. Ce méme théoréme fait apparaitre
quand on considére une équation intégrale ordi-
naire les relations entre la méthode de Fredholm
et la solution par sommation : il montre que cette
derniére méthode inclut la méthode de Fredholm.

Remarque 1. — Revenons a la formule (10.4);
il est souvent utile de présenter cette formule comme
une pondération de la série des approximations
successives : on voit, en effet, que (10.4) peut
s’écrire de facon légérement différente

. I
ROV= lim

N
= [7\ {}CEd,
0
N—1
+)\2362261‘,4—...4—)\N+IJCA+1d0:|. (10.9)
0

Posons alors
P

(— M)p
2 p! Dy
0
N -~
=k,
0 e

@, ~(2) sont des fonctions rationnelles de 2 dont
le degré p du numérateur est inférieur ou égal au
degré N du dénominateur. La résolvante se met
sous la forme

d0+...+ d,, _
do—f—.u—f— djv -

wp,N(A) = ; (10.10)

N
®R()= lim ZmN_v,N(x)wﬂacw. (10.11)

v=0
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Les conditions de régularités (9.6) et (9.7) s’écrivent
alors
N
D iwn0) —wen N ()]

1=0
N
<H| Yo n0)—wn®)|,  (10.12)
0
J\I/‘im { IB‘N_,,,N()\) — E’N—n«i,N()\) } = 0. (’1013)

Remargque 2. — Cette méme technique des coeffi-
cients indéterminés permet I’élimination des traces
infinies (en supposant qu’il n’en existe qu'un nombre
fini pour la méthode de Fredholm) et fonde I’exten~
sion de la méthode de Poincaré : il suffit, en effet,
de remplacer chacune de ces traces par o.

11. Application de la méthode de Fredholm
généralisée a 1'étude de la convergence de la
matrice S. — Nous considérons le probléme de la
matrice S tel qu’il a été posé dans I'introduction.
Soit donc un systéme physique décrit par I’hamil-
tonien

.c,rH(z):gfgc(;, t) &' x A1.1)

en représentation d’interaction. La matrice S sera
solution du systéme

S(t):x-zgfl H()S(t)de,

-+ w

H()S@)de.

(11.2)

S =1—1g

—

Cherchons la solution de la premiére équation (11.2)
a laide de la méthode des coefficients indéter-
minés, K est dans ce cas 'opérateur intégral

¢
K= dmi)i .

Il en est de méme pour les opérateurs R (1), D(2)
que nous écrirons @ (ig, f) et des coefficients @, (f)
de @(}). Nous aurons de plus

. D(—7
S(t):l—zgdﬁ)-l

_._ g (ig)n
=1 1)<—z:-:.’)nz_0 ni P ()1

Par, une simple application de la formule (10.1)
chacun des coefficients s’écrit

(11.3)

Dn—v—H
n—v—+r1!

n
Duer (1= 01 Y (— 1)t

V=1

¢ 7,
><f d—.‘,...f de H(%,). . H(x), (11.4)

portant ces expressions dans la deuxiéme des équa-
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tions (11.2), on est amené & calculer les intégrales

+
f deH ()Pt (0)1
v‘wﬂ+1 '
n.
=2 (0 e D
v=1
-+ t Te
><f dt[ d-c,,...f de H(2). .. H(xy)
Il—lr—‘l—‘u'J e o
—y+1
—2<_«I>v+l nv ‘:1 !
v=1

+ o +w +»
><f dcf f d=, P[H(0)...H(x)). (11.5)
ou P désigne 'opérateur d’ordination chronologique.
Considérons pour fixer les idées un probléme de
diffusion de particules. Les éléments de matrice,
des intégrales multiples n’ont de sens que s’ils ont
été renormalisés, désignons par

mn(kl,ko)
:<1f den...du P [H(z). . .H(z)l 0>, (11.6)

—®

toutes renormalisations ayant été faites. On, est
une fonction bien définie des vecteurs impulsion-
énergie k, et k, des particules initiales et finales.
En revenant a (11.2), il est facile de voir que I’élé-
ment de matrice de I'opérateur S peut se mettre
sous la forme

S—I—d—igja
D, OM,io

n-+2 n—; e n+2 P
D(—lé’)z(g) Z( ey el nya—p!

En posant comme au paragraphe précédent

Sn :Z M,,

on peut facilement mettre (11.7) sous la forme

+°O'I{(t)dt 0>

a1.7)

.. D .o
dn=(1g)"7l—;’, M, =(— ig)" —n—!n,

<I‘S—x+igf+wH(t)dt 0>

= lim dosNpor+diSn1+. ..+ dns,
T N== do+...+dn

y (11.8)

d’out le théoréme :

Si le développement en série de puissances de g de S
renormalisée est, pour une cerfaine valeur de g, som-
mable au sens de Noérdlund, la somme ainsi oblenue
est une solution du probléme.

Nous arrivons ainsi au cceur du probléme qu’il
faut résoudre : déterminer dans quelle mesure cette
méthode peut permettre de sommer les séries de la
théorie quantique des champs. En d’autres termes,
il s’agit de caractériser par des conditions néces-
saires et suffisantes de sommabilité au sens de
Nordlund les séries auxquelles nous serons amené
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a nous intéresser. Une condition nécessaire se déduit
immédiatement du théoréme de Voronoi énoncé
4 la fin du paragraphe précédent : si la série des
puissances de g de I'opérateur S est sommable par
une méthode réguliére pour ¢ = ¢', il faut que cette
série ait un rayon de convergence non nul et qu’elle
représente une fonction meromorphe dans un
cercle de rayon ¢'.

I1 n’est évidemment pas facile d’étudier d1recte-
ment sur un développement la nature des singu-
larités de la fonction définie par le prolongement
analytique de cette série, mais en revanche ’étude
de la convergence de ce développement, tout en
restant difficile, est possible. Or, nous venons de
voir que les seules séries que nous pouvons espérer
sommer doivent avoir un rayon de convergence non
nul. D’autre part, un certain nombre de travaux
récents [8], [12], [16] faits sur un modéle simplifié
de champs interagissants (en représentation d’inter-
action, la densité d’hamiltonien est ¢g[®(x)]?, ® étant
un champ de bosons de spin o) montrent que la série
de la matrice S a un rayon de convergence stric-
tement nul. Si donc ces conclusions pouvaient se
transporter a I'électromagnétisme sans aucun cor-
rectif, la méthode précédente serait a priori tota-
lement inopérante; néanmoins, il convient de
remarquer que cette étude n’a pas encore été faite.

Remarque 1. — Dans quelques cas particuliers,
la formule (11.8) peut permettre des sommations
effectives, supposons par exemple que

M= f(n) A" (A = const. positive)
et que f(n) satisfasse a une relation de récurrence
a p termes

af(m)~+...+apf(m—p)=o (a; = comst.),

ce qui est le cas lorsque f(h) est un polynome. On peut
voir que le deuxiéme membre de (11.8) peut se
mettre sous la forme
((aof(2) A2+ [0 f(3) +ar f(2)] A +... |
I oo f(p—1)4. ..oy f(2)] AP §
a4+ o A 4. ..+ ap AP

Un des cas les plus simples auxquels cette
méthode peut s’appliquer est la diffusion des
mésons scalaires par des nucléons infiniment lourds.

Remarque 2. — Par une marche tout a fait ana-
logue a celle qui nous a conduit a la formule (10.11),
on peut mettre la solution (11.8) sous la forme d’un
développement en série suivant les puissances de la
constante de couplage dans lequel chaque terme
est pondéré par une fraction rationnelle et cette

constante :
p
Y - D
Z(’g VST

wp, N( &, Dn)—

. Z(zgw o
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cette fraction doit satisfaire de plus a (10.12)
et (10.13).
La solution (11.8) se met sous la forme

<1 S—~1+z'gf+wH(t)dt 0>

My

= ]ImS‘(-—— gV 2oy _v N(g, n) ;ﬁ
formule qui montre que la solution proposée se
déduit de la solution usuelle des perturbations en
affectant d’un poids convenable les contributions
des graphes de Feynman d’'un méme ordre.

12. Application d’autres méthodes de som-
mation (). — Il est facile en examinant de plus
prés la méthode de résolution des équations (11.2)
de voir en quoi cette méthode différe de celle ordi-
nairement utilisée. La premiére des équations (11.2)
est du type de Volterra et I'on sait que pour une
classe assez étendue de noyaux [5], elle admet
comme solution valant pour toutes les valeurs de g,
la série des approximations successives. D’autre
part, les procédés de remormalisation qui inter-
viennent dans le calcul des éléments de matrice
modifient profondément la structure des termes
de cette série; c’est de cette modification dont nous
nous sommes efforcé de tenir compte en introduisant
les coefficients indéterminés. Mais ainsi que nous
venons de le voir, cette méthode, quelle, que soit
I’extension qu’on lui donne, est essentiellement
une méthode de prolongement analytique pour des
fonctions pour lesquelles le point ¢ = o n’est pas
un point singulier.

Si donc la série des perturbations a un rayon de
convergence nul, il faut faire appel a d’autres
méthodes tenant compte de certaines autres pro-
priétés de la série. Dans le cas particulier de I’électro-
magnétisme, vu la petitesse de la constante de
couplage, cette série peut étre envisagée comme un
développement asymptotique valant autour de g =o
et ce fait est bien en accord avec le principe de
correspondance [14]. On peut donc pour des pro-
blémes de cette classe essayer une autre voie d’at-
taque en se proposant de trouver une méthode de
sommation qui soit (si possible) :

a. Une méthode de prolongement analytique :
en effet, supposons que la série des approximations
successives admette un prolongement analytique,
la fonction définie par ce prolongement est solu-
tion de (1.1) en vertu de la permanence des rela-
tions fonctionnelles. Cette condition assure donc le
raccord entre cette méthode et les résultats des
méthodes classiques;

b. Soit une méthode de sommation des séries
asymptotiques, ce qui doit assurer la consistance
de la méthode.

(") On se reportera également 4 un travail de R. Bellman [3].
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On peut au moins essayer de caractériser les
directions suivant lesquelles on peut espérer pou-
voir donner une réponse méme partielle 4 ces ques-
tions; mais en tous cas la réponse définitive devra
dépendre du comportement des termes de S, compor-
tement mal connu actuellement.

Considérons la série divergente de la matrice S

renormalisée
3t Tl 1

et proposons-nous d’utiliser une méthode de som-
mation par les moments ([7], p. 81). Comme il est
bien connu, on définit un ensemble de nombres

(12.1)

. :fwf(u)u"du (12.2)

de telle sorte que I’expression

(—ig)

o, - o DM
= [ e g o

ait un sens et 'on s’efforce en outre, de choisir la
fonction f(u) de telle sorte que la série de (12.3)
ait une somme connue (5).

Cette méthode est effectivement avec certaines
restrictions sur les w. ([7], p. 84) une méthode de
prolongement, mais, et c’est 14 un premier inconvé-
nient, elle ne prolonge pas la série dans tout son
domaine d’existence, mais uniquement dans un
certain domaine dit de sommabilité dépendant du
choix des .

Ainsi donc quand la série de départ a un rayon
de convergence différent de o, la méthode de som-
mabilité étudiée est consistante, (au moins pour
certains décrits par g), mais en dehors de ce cas elle
perd cette propriété.

Le reméde a cette difficulté consiste a tenir compte
du caractére asymptotique de la série (11.1) en
faisant appel & des théorémes tels que celui
de Watson [19] qui permettent moyennant cer-
taines conditions remplies par les coefficients et le
reste de la série de trouver la méthode des moments
adéquate qui donne une expression compacte
dont (11.1) est le développement asymptotique ().

L’application de cette méthode suppose la connais-

(12.3)

(®) "Avec
n 1— I =0

Sf(u)= ée_ Xy ——)

on trouve facilement :

O (— zg)" et
/0‘ dve” ) Tl I‘(na+1)’
a2 = 1 correspond a la méthode B* de Borel.
(*) Pour donner un énoncé plus précis, écrivons (11.1)
sous la forme :
N

Y (—igr T+ RN (g)-
0
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sance de l'ordre de grandeur de la perturbation
d’ordre n : cette expression est mal connue. Indépen-
damment de ce point, il faut aussi remarquer que
ce qui précéde n’a de sens que si la constante de
couplage, est suffisamment petite, ce qui semble
exclure toute application aux théories mésiques.

Remarque. — Supposons que nous ayons obtenu
une solution pour la valeur g = g’ de la constante
de couplage. Nous venons de voir que les seuls
points singuliers intérieurs au cercle de rayon g’
ne peuvent étre que des poles. Les solutions a points
singuliers essentiels et a points de branchement
sont donc exclues et il est facile de voir pourquoi :
en ces points la solution prend plus d’une valeur,
ce qui contredit au postulat d’unicité de la solu-
tion dont nous sommes parti. Cette unicité est
étroitement liée a la régularité de la méthode de
Norlund et 'on pourrait certainement étendre la
classe des solutions envisagées si 'on cessait de
s’astreindre 4 employer des méthodes de Norlund
réguliéres, c’est-d-dire si I'on cessait de considérer
des solutions univoquement déterminées et indépen-
dantes du choix des D,. Si donc, on était a méme de
fixer pour chaque probléme les -coefficients D,,
qui sont essentiellement des poids pour les graphes
de Feynman, par des conditions plus physiques
indépendamment des conditions de régularité (10. 6),
(10.7), les limites de validité de la solution pourraient
8tre étendues par linclusion des points singuliers
essentiels et des points de branchement, Il resterait
d’ailleurs & résoudre la question difficile de I'unicité
(ou du moins du choix de la détermination conve-

Si les conditions suivantes sont remplies :

m, | . .
ln—! —O(n!c ),
|BRN(g)| <O {(N—+1)!laN+1gN+1) (¢ = const. ),

1a fonction génératrice de la série est donnée par la méthode B*

de Borel. Par exemple, si
m,=(n!t)yA4r (A const. ),

la fonction cherchée est :

» e
‘/0‘ 1—ig Au du.
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nable) de la solution autour des points singuliers.
En tous cas, il ne semble pas facile, ou méme pos-
sible, de déduire cette signification des postulats
quantiques de base.

Conclusions. — Aprés 1’étude d'un certain
nombre de propriétés des équations linéaires dans
I’espace de Hilbert et de leurs solutions, nous avons
développé a partir du paragraphe 5 des méthodes
donnant des solutions exactes de ces équations :
ces méthodes utilisent les éléments de matrice
de la théorie usuelle des perturbations, mais les
assemblent de facon différente en les affectant de
coefficients D,. Le choix de ces coefficients est
déterminé par des considérations de sommabilité
au sens de Norlund et rend inutile le calcul des
traces exigées par la méthode généralisée de Fredholm.

L’application de cette méthode & la série des per-
turbations de la matrice S montre que, pour certains
cas relativement simples, permettant I’étude de Ila
convergence de cette série autour du point ¢ = o,
I’équation étudiée cesse d’avoir une solution méme
dans le cadre de la méthode précédente. Il reste
le recours au caractére asymptotique de cette série,
recours certainement valable pour 1'électroma-
gnétisme. »

Ce travail commencé a 1'Institut Henri Poincaré
(Paris) sous la direction de M. le Professeur L. de
Broglie a été terminé a4 Theoretical Physics Depart-
ment Manchester University sous la diection de
M. le Professeur L. Rosenfeld. Je suis heureux
de pouvoir leur témoigner ma gratitude pour les
avis et encouragements qu’ils n’ont cessé¢ de me
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M. le Professeur A. Lichnerowicz et 4 M. le Directeur
de Recherches Al. Proca pour I’aide qu’a titres divers
ils m’ont apportée dans ce travail. Enfin, je tiens
aussi & remercier M. I’Assistant-Professeur H. Ume-
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