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LE JOURNAL DE PHYSIQUE ET LE RADIUM.

TOME 12, FEVRIER 1931, PAGE 81,

THEORIE UNITAIRE AFFINE DU GCHAMP PHYSIQUE
Par Mme M. A, TONNELAT.

Sommaire, — Je suppose qu'une fonction d’action quelconque dépend uniquement des coefficients de
connexion de la variété affine par lintermédiaire des cing tenseurs du second ordre que I'on peut
former par contraction du tenseur de courbure. J'obtiens ainsi une équation qui généralise I'équation
fondamentale de la relativité générale. J’en déduis la solution générale rigoureuse, c’est-a-dire I'expres-
sion de la connexion affine en fonction des densités résultant des tenseurs de base. Il est alors possible de

déterminer les équations rigoureuses des champs.

Introduction. — Les théories unitaires classiques
ont pour but d’interpréter les phénoménes gra-
vifiques et électromagnétiques comme des manifes-
tations des propriétés géométriques de 1'univers.

Ce but peut étre poursuivi dans deux directions
différentes :

On peut modifier le nombre des dimensions de
I'univers, considérer, par exemple, un univers a
cing dimensions. Cette voie, inaugurée par Kaluza
(1921), a €été reprise par Einstein dans sa deuxiéme
théorie unitaire (théorie d’Einstein-Mayer). Les
théories projectives telles que celles de Shouten et
de Pauli s’y rattachent en ce sens qu’elles constituent
aussi une modification du groupe de transformation
de Lorentz. Comme le fait remarquer trés justement
Einstein, ces tentatives constituent des théories uni-
taires au sens forf, car électromagnétisme et gravi-
tation apparaissent comme deux phénomeénes qu’on
peut représenter par les composantes d’un méme
étre géométrique. Ils ne peuvent étre envisagés indé-
pendamment 'un de l'autre. Il s’agit d’une synthese
analogue a celle qu’a réalisée la Relativité restreinte
pour les champs électrique et magnétique.

On peut, au contraire, ne pas modifier le groupe
de Lorentz, mais généraliser les hypothéses qui
président au transport paralléele d’'un vecteur le
long d’un contour fermé infiniment petit. Il est
possible, en effet, de considérer des wvariétés a
connexion affine plus générales que les variétés
riemanniennes :

1. Soit en supposant, avec Weyl, que le transport
paralléle d’'un vecteur modifie sa longueur. Géomé-
triquement, cela revient a4 supposer que la variété
considérée est douée d’une courbure supplémentaire,
dite courbure d’homothétie. Analytiquement on est
amené a envisager, a cOté des changements de coor-
données et indépendamment de ces derniers, des
transformations de jauge. L’ensemble est nécessaire
pour déterminer complétement la connexion de
I'univers et pour ahoutir aux équations générales
du champ physique.

2. Soit en supposant que le déplacement paralléle

d’'un vecteur ne modifie que sa direction, comme
dans la géométrie de Riemann. Toutefois on généralise
cette géométrie en postulant que ’univers admet une
torsion. Les espaces tordus, introduits par M. Cartan
ont été utilisés par M. Eyraud (1926) pour 1’édifi-
cation de théories unitaires, puis par Infeld (1928),
enfin par Einstein (1929), qui essaya de construire
une théorie unitaire en supposant l’existence d’'un
parallélisme absolu, c’est-4-dire d’un espace doué de
torsion mais sans courbure.

Dans les deux cas, la conservation du groupe de
Lorentz implique que le champ électromagnétique
et le champ de gravitation doivent étre regardés
comme des étres géométriques indépendants, liés
seulement par les équations auxquelles ils obéissent.
Ils sont « formellement » unifiés. Il s’agit 1a d’une
unification au sens faible si I'on désire reprendre la
terminologie d’Einstein.

Ici, nous considérerons uniquement ce deuxiéme
type de théorie unitaire et, a l'intérieur de celui-ci,
les théories du groupe 2 qui, seules, constituent la
généralisation naturelle et immédiate de la Rela-
tivité générale.

Dans le cas d'une connexion affine générale,
c’est-a-dire des que I'univers est supposé doué simul-
tanément d’une courbure et d’une torsion, il est
extrémement difficile de mener jusqu’au bout la
théorie de facon rigoureuse. Autrement dit, la
connexion affine de la variété ne s’exprime pas d’une
facon simple en fonction des tenseurs fondamentaux
si ’on ne restreint pas arbitrairement le nombre de
ces derniers.

Plus précisément, le probleme est le suivant :
Les équations de la théorie se déduisent d’'un prin-

cipe d’action :
) f Adrt=o

appliqué a une fonction & indéterminée, mais qu’on
suppose dépendre des coefficients de connexion et
de leurs dérivées par lintermédiaire d’'un ou de
plusieurs tenseurs du second rang. La généralisation
la plus simple de la Relativité générale consiste a
supposer que & dépend, d’ailleurs arbitrairement,
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d’un tenseur Ry, qui se déduit du tenseur d’Eins-
tein RW, en remplacant les symboles de Riemann
Christoftel { {L,} par des coefficients quelconques Af,.
On aboutit ainsi 4 un systéme de 64 équations
linéaires dont la résolution, théoriquement élémen-
faire, est pratiquement inextricable.

Certains auteurs, partis d’une connexion affine
générale, ont tourné la difficulté en supposant que
& ne dépend pas d'un Ry, ainsi défini (*). Récem-
ment Einstein et Schrédinger ont repris la question
en revenant au tenseur R,,. En dépit d’ingénieuses
combinaisons, il ne semble pas que le probléme théo-
riquement simple de la détermination de la connexion
affine en fonction des champs ait recu une solution
rigoureuse et en méme temps exploitable (?). Alors
que sa résolution est immédiate en Relativité géné-
rale, sa généralisation la plus naturelle semble donc
se heurter a de grandes complications. Tout au plus
peut-on dire avec Schriodinger que le probléme est
soluble d’une facon approchée et que l'on peut
calculer les coefficients de connexion en fonction des
champs avec ’approximation que I’on veut. Mais cette
conclusion est loin d’étre satisfaisante et constitue un
obstacle dés que I'on veut poursuivre effectivement
les calculs. Cependant, la théorie semble si naturelle,
écrit Einstein, qu’elle justifie de grands efforts. Tel
est précisément le but de ce travail (3).

1. Les tenseurs fondamentaux et la connexion
affine. — Nous considérons une variété purement
affine dont la connexion est définie par les 64 coeffi-
cients Af,. Nous distinguons les parties symétrique
et antisymétrique de ces coefficients en posant

af, = 1@ \f“ )
Les I i;, étant symétriques et les \Ew antisymétriques

en u, v. Les 24 Af, sont les composantes du tenseur
de torsion de la variété. Avec Einstein, remarquons
que les A peuvent introduire deux formes de transport
paralléle pour un vecteur £

dgf =— Af, ev dav, (2)
de? = — Al v da,
tandis que les I' définissent sans ambiguité le trans-
port paralléle habituellement considéré
dgf = — rf, e da. (3)
A Taide des Aﬁv on forme le tenseur de courbure

R0 (A) = 0g A, — 0y Ay + A5, Ay, — Ay, AT, (%)

) A. EinstEIN, Ann. of Math., 1945, 46, 578 ; The mea-
ning of relatavity (Appendix 2¢ édition); E. SCHRODINGER,
Proc. of the Roy. In. Acad., 1946, 51 A &, }2; 1947, 51 A 13,
163; 1948, 51 A 16, 295; 1948, 52 A1, 1.

(*) Cf. StrAUSS, Rev. Mod. Phys., 1949, 21, 414.

(®) Cf. M. A. ToNNELAT, C. R. Ac. Sc., 1950, 230, 182;

1950, 231, 470, 487, 512.
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Mais on peut aussi former un autre tenseur de
courbure avec les coefficients transposés
A, = af,.
On a
17405 (B) = 0, Ajy — 0y A7, —+ A, Al — A%, AT (B)

A partir de chacun de ces tenseurs on peut obtenir
deu‘x tenseurs contractés de premiére et de seconde
espéce :
Pyy = RPyy(A)
=0, AL, — 0y Al + A"VAP — Ay, AL (6)
Sy = ROy (A) = 0, A, — 0, A
Quv= Ry (3)
=y ASy— 0y A%, + A, AF, —
Tyy= Roguy(8) = 0, AL, — 0y A,

pV?

A A/?: (7)

Ces tenseurs, joints au tenseur
]p.vzl\(.LAw (8>

constituent donc cing tenseurs dont peut dépendre
a priori toute fonction d’action arbitraire. On peut,
comme je 'ai montré ailleurs, développer toute Ila
théorie en supposant que la fonction d’action dépend
des cing tenseurs Pyy, Quv Sy, Ty et Iuv’ et
trouver, méme dans ce cas, la solutlon des équations
fondamentales de la théorie.

Néanmoins, on simplifie beaucoup les calculs
sans diminuer notablement l'intérét des résultats
obtenus en adoptant, comme le propose Einstein
dans un travail dont je viens de prendre connais-
sance (%), un principe d’« hermiticité ».

Une expression A est dite hermitienne par rap-
port a j et v si elle ne change pas quand on trans-

forme simultanément 1 en v et A en A. On a
Apy(A) = Ay (3).
Une expression A est antithermitienne en p, v si
Agy(A) =— A4, (R).

Einstein suppose que la fonction d’action dépend
des seules combinaisons hermitiennes des tenseurs
de base. On est donc conduit & former les combi-
naisons linéaires

Ryy= [Py (8)+ Pyu(3)]

_ %[sw,(A)a-Svg(&)]

©)

I < A A 7
=, Al — 5 @uly=+ 0,Ty) Ay o — Ay, A%,

Hyo= Suo(A) + Sy (8) = dy A, — 0y Ay,

I!lV = L\HL\\,;

() A. EINSTEIN,
2¢ édition).

The meaning of relativily (Appendix
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et
Ly = [ Pus(8) = Py (3)] — 2[5,8) = 8, (B)]

N I
= A{W Ay — 5 (Ou Ay dyAy), 10)

Ryy=— ; [Sua(8)— 84, (3)] = a1y — a1y

et a postuler que la fonction d’action dépend des
seules combinaisons Ry, Hyy, Iy..

Enfin, avec Einstein, on peut substituer au tenseur
la combinaison linéaire suivante

. 1 I
Up.szuv"i‘ gng_‘aIuw (11)
qui reste invariante dans une transformation
by ()
Af, = A, + (899 — 85 9u). (12)
En particulier, si
1 .
vo=—gAp (13)
c’est-a-dire si
6 AP _ Lise N -
Al =48, — a(ow\,,—ovAp), Ag=o, (14)

le tenseur U,.(A) = R&w(&) ne dépend pas de A,.
Définissons les densités tensorielles

I, O P
()Up,y

vV — = —_—
aw TH’ T

(1)

et posons
R = Gy — F v, (16)
gvv et —Fvv étant les parties symétrique et anti-
symétrique de ®R¥.
Considérons maintenant un tenseur r,, dont les

éléments forment le déterminant r. Désignons
par rr#” le mineur relatif a chaque ry,.
Par définition
Pugr¥P = regy, rot- = 3%, 7))
dr = rry dryy=— rry, drav. 18)
11 résulte de (17)
drwy = — ruhrey dl‘p), d";m: — TuxTpy drer. (19)
Les rvv se rattachent aux densités ®¥ en choi-
sissant
RV = /= 7wy, (20%
On en déduit
P = gy — fuv, 21
en posant
Fur=Trfe, Gy Trge.  (22)

Désignons maintenant par v,, et par — o, les parties
symétrique et antisymétrique du tenseur ry,

Py = Ton— B (23)
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Appelons v et ¢ les déterminants |vu,| et |9y ],
vY** et g les mineurs relatifs aux éléments vy,
et ¢ . On a les relations habituelles

oY= 35, P (24)

'
v

Le calcul du déterminant r en fonction de v et de ¢
conduit aux résultats suivants :

R R SR (25)

et le mineur rr* a I’expression

. — v p Y
rrwv = FYBY — QoY — RO yYD Pap

I

+YYPe (— Tyt — *r*”v“) ot Fals

: (26)

dont on déduit, en comparant avec (21),
~ I .
gV = _"‘ VY 4 vps (; vy Yﬂ‘ — Ty m> 2t %0h (27)

(28)

. o -
BV gy L RO gy

2. Obtention de l'équation fondamentale. —
Cela étant posé, nous devons déduire les équations
de la théorie d’'un principe variationnel appliqué 2
la fonction d’action A

3 [@d=o. (29)

Dans une théorie purement affine on suppose
que &, par lintermédiaire des tenseurs de base,
dépend uniquement des coefficients de connexion.
On doit donc considérer uniquement les variations
des 64 fw. Les équations d’Euler

= 30)
dz7 gAf,  oAf, (

dx°

équivalentes a (29), nous conduisent aux relations
suivantes entre les densités

RE: o= L(BRN— 5 @w)

— (3 —aF) (31)
et
Jg30p = JPo A g, (32)
en posant
Fo=d,Few, (33)

et, selon les notations d’Einstein,

R¥V5 o= dy RWY+ Af ROV 4 Ap g RUT— RV, (34)

. ¥
Si Pon remplace ; p par la dérivée covariante; p

obtenue en substituant dans (34) les coeflicients 5&,
définis par (3), I'équation (31) s’écrit simplement

N * 1 v Y
REL; o= — g (BpFV— 3, Fw). (33)
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. Enfin, on peut éliminer complétement le second

nombre de (35). Il suffit pour cela d’écrire la dérivée
covariante ®"”; o’ 4 'aide de coefficients A¥, tels que
AP T N N ;
Ay = Ay + 27 unf?— 5 (op.r)\‘,— Gy Iy )_/'

2 (3G ra— o ra) (/1 + /3,

(36)
Iy =T -+ 3op/0= = dpr,
AL =o2rp (fA+ ),
en posant
fo=—==750  fi=1P00/% (37)
I'équation (35) s’écrit simplement -
RYEY 5 "= o. (38)

Ainsi les équations de la théorie se scindent en deux
groupes dont I'un (35) ne dépend que des 6o 5{1\,

indépendants C\p = 0) et dont lautre (23) ne
dépend que des .\,.

Si l'on écarte la solution triviale \, =o, les
équations en divergence (32), jointes a la définition

II!“ = dp' A, —0, A[,_,

montrent que s vérifie des relations qui différent
des équations maxwelliennes par le second membre
de (32). A, joue donc le role d’un potentiel du type
mésonique.

En ce qui concerne le groupe (38) [ou (34)] son
développement en fonction des Af, s’écrit encore

Dp RV + Af ROV 4 A/ 5 R0

N I v s Ny
—(Rwlp—a—é(b‘r,d{w\— BRW)

=— ((akgv—3a,50). (39)
En multipliant par -[: I,y on obtient
[ —p
Py= — dyr — ~og fh (40)
0= 5% 3 ek

La substitution dans (39) donne alors simplement

1

¥ N 1 LY
rYie=—3 (3psfr— Opf"') -3 rivon fh o (4)
ou, ce qui revient au méme,
i e =o. (42)

Sous la forme (38) ou (42) les équations fondamen-
tales de la théorie constituent une généralisation
simple des équations de la relativité générale

gW; p =0, (43)
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Les équations (42) ne sont pas modifiées sil’on change
les indices 1. et v 'un dans l'autre et si I'on remplace
simultanément Af, et r,, par
i ‘

&,pp.v = A::pp‘a ;‘p.vz oy (44)
On constate facilement, en utilisant les définitions (13)
et (36), que les conditions

&g.v = Asy.’ ;'pw = I'vp. (45)
entrainent (44). (On a fe = — fe et fe = /7). L’her-
miticité des tenseurs de base réalisée dans I’hypo-
thése (45) est donc bien cohérente avec ’hermiticité
de (43) et I'hypothése (44).

C’est la résolution rigoureuse de la trés simple

équation (42) qui va maintenant nous occuper.

3. Résolution de l'équation fondamentale et
détermination de la connexion affine. — L’équa-
tion fondamentale (42) s’écrit

A A’,;ELP rov 4 A'r:',, rs=o. (46)
Les composantes r,3 satisfont une équation analogue
qu'on obtient en multipliant (46) par r,, r,s. On a,
d’aprés (17) et (19),
Dy Tuv— Ay oy — AL, Tus = 0, (47)
Scindons (47) en parties symétrique et antisymé-
trique en p, v en utilisant la décomposition (23).
On obtient ainsi

VG o e
’)p Yy — <*(G‘Ll veF Vay | E‘-P>

1 ’ Z .
-+ g(?o‘p.A\vo;/_*'?fr*/AEfp):O: (Sl)
I 4 G
dp Puv— Py (Ycu Avp -+ Yav App,)
‘ -+ (%-p. l‘:,ap— gy I"[fp) = 0. (AY)
Nous allons introduire maintenant les symboles
] .
[y, p| = 5 (D tvp = 99T — g Yuv )y
(48)

I
: lfv ; =3 769 (9. Yoo+ Ay Tpo— IoTuv)s

et appeler D la dérivée covariante qui utilise ces
symboles

g

o ' g
Pogun= dospr=— g HP} o 3 v $ Tee 49

avec, par définition,

Dyyyu=o. (50)
Permutons o et p puis p et v dans (S;) et dans (A,).
On obtient des équations (S,) et (A,), puis (Sy)
et (Ay). Formons (S;) + (Sz) —(Sy), ainsi
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que (Ay) + (Ag) + (Ay). 11 vient

2 Ypl u{iv -+ (?‘A{L‘\;’b - ":‘7.‘1‘\ ;g) =0, (S)
— Tyup+2Dp5uy+ Top Ay

+2(?O'p,u3-p_’?cvug,p>=ov (A)

en posant

b P e 5
tyy =Ty — % 1wy s (51)
et

Tyvg = dpopy =+ Iy 900+ duvge (52)
Notons quen formant (Ap) + (Ay) —(A)

et (Sy) + (S3) + (Sy), on obtient les équations (A’)
et (S), qui sont aussi les conséquences de (A) et
de (S),

— Tyop =+ Yop Ay + Yo A gu+ Tou Ay =0,  (A)
Yapup.v‘*“ Yavupu“*‘ “!ap.uvp: 0. (89

En multipliant par v*® nous tirons de (S) :
2u?‘w:—y7\9(<pwz\'\f‘;+ eav i )s (33)

et, en substituant dans (A), nous obtenons finalement

Viwg— ‘(07 (20v VP-MJ Qcp.vv)\p>

—2yOh oy ¥, o ‘P‘TH Vers)

-+ Vp,vp— V;,wo—-—Ql)p‘Dpv"’" ]p.vp; (E)
en utilisant les notations

Vp,v,p = YPO'A;,;‘H

Vuvp = o N Vive= (Pp‘AA,yA;n (54)

Voo =91 Vv .5,
et

Vp.vp: V}W_p—l— Vpp”x,—l— V"P’P"

Visg = Vv + Vopi+ Voo (33

vapz Vp,v,'(j——i— V};p_ﬁ—l— valﬁ‘

Les 64 équations (47) peuvent donc étre remplacées
par les 40 équations (S) qui expriment les coeffi-
cients symétriques uf, en fonction des AL{ et par
les 24 équations (E) qui expriment les coefficients
antisymétriques en fonction des champs. Finalement
tout se rameéne donc & la résolution des 24 équa-
tions (E).

Cette résolution étant assez compliquée, nous
I’examinerons avec quelque détail. Pour la mener
a bien il est utile d’introduire les notations suivantes :

V;.V”’) = {‘I €yuval Ya)‘ Y{So- V)\O',(n (56)
I 5 e
A= 5~(W*{"Hgow Vas.e (57)
I ©
B, = ) oY Vg (58)
Nous avons d’autre part
N S Ve . .
obY = ; \/;awpo%m Suy TEWW?"” (39)
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On peut calculer les expressions

Ya)‘(?ava}\.ﬁ—?ap‘ Vp)ﬁ): Ve et —ngp

qui figurent dans (E) en fonctionde V., A, B,
et A,. Aprés substitution dans (E) et réduction des
termes semblables on trouve

2V o

Vive— N we+ Vv

-+ YOO‘ Y""( V? Epvap — Pap f«?p,v) Vp)\q
-+ 29y, lAp"‘ \/;‘{“7‘ Y7 0qp eune B
— (l —_— = = ) Vp,vp
l
— (puvAg =+ 9pu Ay gvp-1y)
—+ Euvpo Prs V¢ YOB papg VS
— 7“7‘[ \/;EuvpaAi
~+ Php (Ppvdo+ Pap dy + ?vaA{L)]
= Jovp— 2> Do 9uy- (E)

Calculons A, B;, V., en fonction des quantités
connues, c¢’est-a-dire des champs et de leurs dérivées :
L’équation (A’) s’écrit encore

V}WP = I(“"P' (60)

D’autre part, la multiplication de (E’) par é‘?’"’
nous donne

Ay + Bp— ; YERYPT 90 Vg

= é(p/"l([,,qp——2lo)pq>,,q). (61)

Enfin la valeur de B, nous est donnée facilement

par (A). En multipliant cette équation par é(p/”/,

on trouve en effet
B = lora(r Dyopg) ’ 52
p2Up= 59 pep— 20 9pg (up=up),  (62)

et, par conséquent, en substituant dans (56),

I » W
Ap= 3 YERYEY 9 qu Dvp — 2 L. (63)
Or on a, d’une part,
I o \ 3 1
3 9 (Ipgo— 2 Dy9pg) = 0y Log é + 59 gy (64)
D’autre part,
_V__‘)\?_i _.__.I,. —1 0‘,’_‘ 5
u,=1ry 'P7\5_2"()pr zydpy_ deLObY (63)
Il en résulte, d’aprés (62) et (63),
r I
B,= dyLog 8o+ 5 ¥ uve) (66)
r 1 -
AP__dPLOg§ +5Y“’YM’?G}L1/\’r (6[)
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Substituons les valeurs (66) et (67) dans (E').
Nous obtenons

Vg — —=== Vi o+ Vw5 = By, (8)
V=1
avec
. \/@
Ryvg=—2Dp%u+ lysy— —==1ly),
‘
r o r
“+ 29,40, Log; + — (W)o, 20hdg Log s
i —Y T
E r_ Ve o,
— \\/h_ oy dp Log 8§ — Wi CHNELS Py
— Y Y —_—
»
— Ve Suvph 97 dg LO%;
- «{&7\[ \/5811‘/(/‘1‘\3
+ 961 (9o A+ Fuady = pupde) | (68)
En multipliant par y*¢ on obtient
- . r .
lyp= \/<P Euvpe 927 d) Log Pl (69)
ce qui donne finalement
: ; 9
Ryvp=—2Dgou,+ Ve Euvpn §4° dg Log Y
r . * d Logo A
+ 29uy dp Log—\; — 2 opy dp Log s
-+ ".’“)‘l \F?Epwpoc"\{/\
+ 9an (Do A+ Spadl+ owdy) | (70)

Nous avons donc, en définitive, & résoudre 1'équa-
tion (&) dans laquelle Ry, , est une quantité connue.
Formons pour cela &, et &,,3, cn tenant compte
des relations

Vﬁ:\zp:— V&“v? (71
et
§ (P l/' 1 "~ P l/ = F"\,)
V[w,p:—§ pvp— 2 (7 —v—%) Vi (72)
i
On obtient
o 2 * @ *
Viw,e+ = pr"‘ va,p Ry (&%)
8 VE -
Vs Vs T— = V N
B0 \/—Y BE Ty T
I =
— = (r—1—2) I/u\,7;‘= I{[w_?. (&)

~

En éliminant V;,3 et V,, 7 entre (8), (6*) et (&),
il vient

aVyp— 0V 5y,
g V) 2 @ * = e
\ i
en posant
7 (‘)»J 2 \/g < r 3) -y
a=9— 4+ %, b= C(3—=+<=) (7T
Y \"“Y Y v
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et en formant a &; + b &] nous obtenons
(@2—b2) Vyy o= @Sy bS5, o, (74)
avec
. r 2 \/0 . e
Suvp=(2— 3 + Ryyp— R{L' o — Ruvg, (79)

(74) détermine la partie antisymétrique des coefli-
cients de connexion. La partie symétrique de ces
coefficients est donnée par (53), qui s’écrit encore

1, -
uw,,p: ;(I/p,p,v"f' va’p,). (16)

Les coefficients de connexion

A= TRV g et l‘[f, 3 }:v é ~+ yon Uy,

pr =0
sont donc entiérement déterminés par (68), (74),
(75) et (76).

4. Equations des champs. — Dans une théorie
métrique, le principe variationnel

de::o

donne a priori et quel que soit ¢t deux sortes de rela-
tions : les unes se déduisent de la varition des coeffi-
cients de connexion Af,, les autres de la variation
des ®¥ considérés comme variables indépendantes.
Dans une théorie purement affine, seules les rela-
tions dues aux variations des Af, peuvent étre
obtenues directement et indépendamment de Ia
forme de . Les ®» sont des fonctions de Af, défi-

nies par (15)
R = 2L

.
T (13)

Quelle que soit la forme de ¢t cette fonction sera
donc du type suivant :
I . -
aA = 50’»&*" Uy, (77)
mais seules les variations oU,, sont a considérer.
C’est ce que nous avons fait dans ce qui précéde.
Les variations o®R¥” susceptibles de conduire aux
équations du champ

Upy(A) = Ry, (3) =0

ne se déduisent pas d’'un principe variationnel,
puisque les ®¥¥ ne sont pas des variations indépen-
dantes.

Pour aller plus loin, il faut attribuer a la fonction
une forme particuliére. Les équations du champ
se déduisent alors de la définition (15). Posons,
par exemple,

@4 =|;—\/-—}§

| 2y = 1y (A), = R(A) = detry,(A)],

(78)
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(15) s’écrit alors

= = 2R
V_ i Ry, (79)
<I~‘? RYY = min }}u),
c’est-a-dire
Ry =11y, (80)
En posant comme en (20)
R = =7 riv, (20)

Mais nous avons, d’aprés (9),
R (R) = 0, (3) = 0,40,

(9uTy 0, 1y) + A, Iy — Al

NG
v A%

1
2
= 0y Ay — 2 (L dyTy)
+ AZ{V I — Aﬁ‘p Af, -+ '21‘ Puy 0 /7
+ 30 fy— O fu) = 5 (D f5— 0uf5)
+ e )
— (P o) Lt 80

En scindant en parties symétrique et antisymé-

trique
Ryy= Guy— Fuy, (82)
les équations du champ
Guv= "y, Fow=23ps (83)

s’écrivent encore
< c 1
Gw,= Gy + Dy, uﬁ\,— ;( Dyw, - 1)y, ty,)
Lo LN a
-+ u&.,up— Uyghy— 7“\ R
I o - 1 - 1 . NN
o Yuy Dyfe+ - Yo SP o = (fufo TS p)

I, . | S SR .
— g]p/v“‘ Ef@fv"" gf%hf" = AYuv, (84)

12 1.
—Fu= D\ 5A\yfi,up
1 IS ! o 'n 1 ° -
- (uupA\ﬁ,—l— uf, A W) -3 ouv Do f8
1 - 1
— - QP up+ 3 (DuSv— M fu)

1 - — I : - 5 «
— 5(()uf7— N JE) + G (fuSo — S Su)=—"13ps (89)

en désignant comme précédemment par bp la
dérivée covariante écrite avec les symboles { |
et par Gy, le tenseur contracté éerit avec les mémes
symboles

Z;p.v=Rp.v(: })::Ppw(f DS (86)

THEORIE UNITAIRE AFFINE DU CHAMP PHYSIQUE
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Il nous reste a remplacer les coefficients de con-
nexion uf, et \,{ par les valeurs obtenues au
chapitre précédent.

Jusqu’a présent, nous n’avons fait aucune approxi-
mation. Supposons maintenant que les o, et leurs
dérivées soient des quantités petites ¢ par rapport
a l'unité et convenons de négliger les termes en &
D’aprés (28) f*¥ est de l'ordre de o,,. Un calcul
facile montre qu’a Plapproximation admise on a
simplement

Gepw -+ 59 ufp, — é i)u ﬁv Logr

— %A;i‘p Nf o Do By fo— sSufy =21 (8T)
DoAE,+ %(d@f\,— Do fu) = — 205y (88)
avec
Vi g Ry~ — 2 Dy 9+ Ly g (89)
Uyy g™ — Y”q(‘P‘/p [)q Qun—+ Sup ]37 )
-+ %x""/(?vplw‘qﬂh oup Ling)- (90)

Considérons d’abord I'équation (88). Elle s’écrit
encore
ﬁ Quv+ Yo (:"/’pp.v S
==y (‘PW Gog— Sup Gw)
I
+ 5 Oufo— 0 fu) = 22hgps, (91)

en posant
Oopr= 10" Dy Dy, 0y (92)
et en tenant compte des identités
(Dg Dy— Dy Dy) pin = Grogy. 9y~ Grgusps (93)
(;']'WP - é/’pw -+ é"vw = o,
ct de l'approximation
100 Doy [ (91)

Mais d’aprés (87) on peut substituer dans (91) a

Papproximation admise
(95)

Pl N
Gy & WYy

et I'on obtient

B s I . .
Oguv—+ Y2 Gl oy o pn— 5 (dp.,/v”' dv,/p.) =o. (96)
‘ 3

En supposant qu’a lapproximation du premier
ordre

o= ;‘\(7’95& 8 — 0 24), (97)

expression compatible évec (95), on a
Clopr+ § Opfim 0ufy) = LI (98)
Multiplions (98) par YW’Dp- En tenant compte
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des identités (93) il vient
Qfe= =/ (99)

Enfin, en appliquant V'opérateur (3 =y D,D,
a (98) on obtient

o [ o 2 P 2%
D(D?p.v—‘ —3"‘ ?p,v) =— '2‘ <D Quv— ”‘3— ‘-?p.‘))-

Posons

(100)

Dy = — ; (Dufo— o fu)- (101)

D’aprés (98) et (100), ¢y, vérifie I'équation de
propagation

W~

Oy =— =y (102)
Ainsi, le champ en rotationnel Y, qui satisfait
I’équation de propagation (102) n’a pas une diver-
gence nulle, méme a lapproximation admise. En
effet, d’apreés (99) et (101),

yen Dy, = :_;f,, (103)

Revenons maintenant a P'équation (87). Elle

s’écrit encore

1o

Gyn— 5 G+ gy =21}, (G =vatGu), (104)

avec
(103)

. I
Ip.‘az T,p_\,——— ;YP‘\,T (T =Yal}‘:u//);

. 1
Tw=—2D; u{m + 5 Dy D, Logr

A SSufe (106)

" 'p LY z
va N+ Yy Dy —

-

.L\’)—l

Les équations de la gravitation dans le vide

: g \
Gyy— > G+ Myuy=0

sont donc vérifiées au second ordre pres. L’influence
du champ électromagnétique se traduit par le
tenseur du second ordre T)..

En résumé, les résultats acquis peuvent s’énoncer
de la facon suivante

10 L’équation r¥¥; o’ = o (premiére équation
d’Einstein) résultant de la seule variation des
coefficients de connexion affine est conservée meéeme
si ft=#o. Elle permet de déterminer complétement
la connexion affine en fonction des r,, et conduit
aux solutions rigoureuses (74) et (76) de notre
théorie.
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20 L’équation Ry, =Ary,, qui résulte du
choix (78) de la fonction d’action se traduit par les
équations électromagnétiques (84). Au troisiéme
ordre preés, elles se réduisent a (98) et a (104).

30 Une conséquence de r¥:”; o’ = o est

1 S
2 dg Logr — I'g = §f(‘"
La condition 2 ', = d, Logr (équivalente a la condi-

tion w;p=o0 d'Einstein) entraine I'équation de
conservatlon

= iropmu=o.
Postuler cette condition revient a confondre les A"

avec les Apf. Au troisiéme ordre prés, le champ %,
disparait. Le champ ¢,, dont la divergence est nulle
1er Dpgip ™ fu=0
vérifie 'équation de propagation
2 A
[_Jou V= 3 P
Par contre si w; o' = o (w; p 7 o) le champ {,, en
rotationnel apparait. Il satisfait aux équations de
propagation (102) du type habituel, mais sa diver-
gence n’est pas nulle. 11 est donc comme le champ
Jewr du type mésonique et sa divergence est liée
a la valeur de la constante 2.

40 La condition A, =o0 (quatriéme équation
d’Einstein) permet d’éliminer complétement de
la théorie le champ antisymétrique ac*¥ du groupe II.
La théorie se rapporte alors uniquement a la den-
sité ®wv. De toutes facons les champs se% et Rw”
appartiennent a deux groupes séparables dont le
premier dépend du quadrivecteur arbitraire A, et
dont le second suffit a déterminer la connexion

affine A.
50 La densité de courant électrique

1
Jo = 6 EP‘VPGIP,VP

satisfait I'’équation de conservation ds;J° = o. La
densité
- O B
Jo= g EWE0 Sy g,
avec
T = Dy Yo+ Dy -+ Dy Yy =

est identiquement nulle.

Manuscrit recu le 12 juillet 1g5o0.




