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15.

ÉTUDE DE LA RÉPARTITION DE LA CHALEUR DANS L’ANTICATHODE D’UN TUBE A RAYONS X

Par M. MATRICON.

Docteur ès sciences,
Directeur du Centre de Recherches Physiques de la Compagnie française Thomson-Houston,

Ingénieur Conseil à la Compagnie Générale de Radiologie.

Sommaire. - Plusieurs auteurs ont étudié la répartition de la chaleur dans l’anticathode d’un tube
à rayons X (A. BOUWERS, Z. Techn. Physik, I927, 8, 27I; W. J. OOSTERKAMP, Thèse de doctorat, Delft;
F. R. ARBOTT, J. Appl. Phys., juin I942).

Toutefois, aucune des solutions analytiques proposées ne permet d’étudier facilement, et d’une

façon suffisamment précise, la répartition de la chaleur dans une anticathode constituée de deux 
métaux (cible de tungstène enchâssée dans une masse de cuivre). Nous nous sommes proposé de 
traiter cet aspect du problème et de déterminer l’épaisseur optima qu’il convient de donner à la
cible de tungstène selon le régime de fonctionnement choisi. Dans les trois premières parties, nous
avons rétabli des résultats connus en utilisant, d’une façon systématique, la méthode de la transfor-
mation de Laplace; dans les autres parties, nous avons développé ces résultats et nous les avons

appliqués aux cas réels des anticathodes de tubes à rayons X.
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1. Foyer de dimensions illimitées sur une

anticathode homogène. - Soit A la face frontale
de dimensions illimitées d’une anticathode homo-

gène (fig. y. Soit Ox un axe perpendiculaire à A.

Fig. i.

A partir de l’époque t = o, la face A reçoit, sur toute
sa surface, Q calories par seconde et par centimètre
carré.
La température T en un point de l’anticathode ne

dépend évidemment que de la distance x de ce

point à la face A et de l’époque t considérée.
Nous nous proposons donc de déterminer cette

fonction T (x, t) en supposant qu’à l’époque initiale
la température de l’anticathode est uniforme et

égale à To et que, de plus, cette température To se
maintient à toute époque à l’infini.

Si l’on désigne par k, c et F respectivement la
conductibilité thermique, la chaleur spécifique et la
masse spécifique du métal constituant l’anticathode,
et si l’on pose oc2 = k , on sait que la tempéras-

03BCC

ture T (x, t) doit satisfaire à l’équation de la chaleur :

avec la condition initiale 
*

et les conditions aux limites 

Prenons comme fonction inconnue

Les données du problème à résoudre prennent la
forme suivante :

Appliquons à ce système la transformation de
Laplace :

qui fait ainsi correspondre à une fonction U (x, t),
dite fonction originale, une fonction u (x, p) dite
fonction image, ce qui se représente par la notation
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On sait que

puisque

De même,

et

Le système à intégrer devient

Ce n’est plus qu’une simple équation différentielle
aui a pour solution

Pour passer de u (x, p) à la fonction origi-
nale U (x, t) il faut appliquer à u (x, p) la transfor-
mation inverse de la transformation de Laplace.
En fait il existe des tables des fonctions trans-

formées, et si nous nous référons par exemple à

H. S. Carslaw et J. C. Jaeger (Conduction of Heat
in Solids. Table of Laplace Transforms, p. 38o et 38I),.
nous trouvons

Suivant une notation connue, nous poserons

et

erfcç dç = ierfer,

ce qui nous permet d’écrire

et

2. Foyer de dimensions illimitées sur une

anticathode bimétallique. - Soit A la surface
frontale plane illimitée d’une anticathode (fig. 2)

et B le plan parallèle au plan A constitué par la
surface de séparation entre le métal superficiel 1

d’épaisseur a et le métal support 2.
Soit Ox un axe perpendiculaire aux plans A et B.
La température en un point quelconque de l’anti-

cathode ne dépend que de x et de t. En employant
des notations analogues à celles du paragraphe pré-
cédent nous appellerons ai et k1 les constantes

thermiques du milieu 1, (X2 et k2 les constantes ther-
miques du milieu 2, vl (x, 1) la fonction température
dans le milieu 1, et U2 (x, t) la fonction température
dans le milieu 2. Nous supposerons que la face fron-
tale A reçoit Q calories par seconde et par centi-
mètre carré. Dans ces conditions, les équations du
problème sont :

1° Milieu 1 :

2° lVlilieu 2 :

30 Conditions exprimant l’égalité des flux de
chaleur et des températures à la surface de sépa-
ration des deux milieux.

Appliquons la transformation de Laplace à ce
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système; il devient

On trouve facilement que la solution de ce sys-
tème est

avec

Pour trouver les fonctions originales de Ul et

de U2, nous appliquerons d’abord à Ul et u2 le déve-
loppement

ce qui met ces fonctions sous la forme

Tous les termes de ces deux sommes sont du
K 

-même type: . j- e-D Bt f7, et l’on sait que la fonc-
p v P

tion originale est 

On en déduit donc

On peut donner de ces formules une interprétation
physique curieuse qui nous servira plus tard dans le
cas des foyers de dimensions limitées, lorsque les
ressources de l’analyse nous feront défaut.
Examinons d’abord la formule (2) et rappelons

que la distribution de la température dans une anti-
cathode homogène est donnée par (1) :

On peut donc considérer la distribution de tempé-
rature donnée par la formule (2) comme résultant
de l’action dans un milieu homogène de cons-

tantes k1, ai d’une source principale de densité

d’énergie Q située sur la face A, et de sources auxi-
liaires de densité d’énergie (-m)n Q situées à des
distances (2na + x) et (2na - x) du point consi-
déré On voit facilement (fig. 3) que l’emplacement

Fig. 3.

de ces sources s’obtient en prenant le plan 1 symé-
trique du plan A par rapport au plan B, puis le

plan 2 symétrique du plan 1 par rapport au

plan A, etc. De plus, cette interprétation suppose
que chaque source d’énergie est placée sur une face
frontale d’anticathode, c’est-à-dire que la chaleur
fournie par une source ne peut diffuser que dans la
direction allant de cette source vers le point
d’abscisse x. On peut toutefois conserver l’image
plus satisfaisante d’un milieu vraiment homogène
à condition de doubler l’énergie de toutes les sources
pour tenir compte de la diffusion dans les deux
directions.

Cette interprétation ne change d’ailleurs pas la
formule (2) puisque, seule, la chaleur diffusant vers
le plan d’abscisse x doit être considérée.
De même la formule (3) peut être interprétée de

la façon suivante :
La température dans le plan d’abscisse x situé

dans le milieu 2 (x &#x3E; a) est la même que celle qui
serait atteinte en un plan d’abscisse a + (x - a) a03B11 
situé dans un milieu homogène de constantes kl, 03B11
sous l’influence des sources de chaleur de den-
sité Q(I -m) (- M)" et situées sur des plans régu-

2
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lièrement espacés comme il est indiqué sur la

figure 4.

Fig.4.

3. Foyer ponctuel sur une anticathode homo-
gène. - Considérons un foyer constitué par une
empreinte hémisphérique à la surface d’une anti-
cathode indéfinie. Soit or le rayon de cette empreinte
et Q’ la densité d’énergie appliquée à la surface du
foyer.

Fig. 5.

Appelons r la distance d’un point quelconque de
l’anticathode au centre de l’empreinte. Par raison
de symétrie la température ne dépend que de r et
le problème est défini par les équations et condi-
tions : 

Introduisons l’énergie totale dépensée au foyer

et faisons le changement de fonction inconnue

Le. système devient

Appliquons la transformation de Laplace. Un
obtient

La solution de ce système est

On trouve dans la table des fonctions transfor-
mées la fonction originale V(r/Q d’où l’on déduit

On passe au cas d’un foyer ponctuel en faisant
tendre or vers zéro, ce qui donne

4. Foyer ponctuel sur une anticathode bimétal-
lique. - Nous allons calculer la distribution de la
température due à des sources ponctuelles fictives

disposées suivant la même loi que celle que nous
avons mise en évidence à la fin du paragraphe 2
pour des sources planes de dimensions infinies.

Fig. 6.

Tout d’abord, remarquons que si nous utilisons
deux coordonnées d’espace, p et x suivant la

figure 6, on a

en désignant par S la source de chaleur ponctuelle
et par P le point où l’on veut déterminer la tempé-
rature. Dans ces conditions, la formule (5) s’écrit
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dans laquelle ds représente la surface infiniment

petite du foyer ponctuel et Q la densité d’énergie
appliquée à ce foyer.
La température due à un ensemble de sources

ponctuelles disposées sur un même axe Sx perpen-
diculaire à la face frontale de l’anticathode et

réparties selon la loi représentée sur la figure 3,
a donc pour expression

De même la température due à un ensemble de
sources ponctuelles réparties selon la loi représentée
sur la figure 4 a pour expression

Examinons avec quelle approximation les for-
mules (6) et (7) peuvent être considérées comme
apportant une solution au problème de la répar-
tition de la température dans’ une anticathode

bimétallique sous l’influence d’un foyer ponctuel.
Ce problème est défini par les équations et condi-

tions suivantes :

(la densité d’énergie étant infinie sur un foyer
ponctuel)

On vérifie facilement que les conditions (10)
et (11) sont satisfaites par chacun des termes qui
figurent dans les sommes de formules (6) et (7).
En utilisant des groupements convenables des

termes figurant dans les sommes des formules (6)
et (7) et en faisant intervenir la définition du para-
mètre

on vérifie également que les conditions (12),
(13) et (14) sont satisfaites.

D’autre part, la formule (6) satisfait à l’équa-
ton (8) puisque tous ses termes sont du type (5)
qui est la solution de l’équation (4); or, l’équa-
tion (8) et l’équation (4) sont équivalentes puisqu’elles
représentent l’équation

respectivement en coordonnées cylindriques et en
coordonnées sphériques.
Par contre, l’expression (7) ne satisfait pas à

l’équation (9) car si l’on pose

on voit que tous ses termes sont solution de

Mais

et, par conséquent, l’expression (7) est solution de

qui peut s’écrire

Remplaçons 03B11 et ri2 par leurs valeurs

l’expression précédente devient

et sous cette forme on voit, par référence à la forme
développée de l’équation de la chaleur, qu’elle
caractérise la propagation de la chaleur dans un
milieu dont la masse spécifique et la chaleur spéci-
fique sont P.2 et c,, dont la conductibilité thermique
est k2 dans la direction Sx, ce qui correspond bien
au problème réel, mais dont la conductibilité ther-

mique radiale est égale à :;-2 C2 .03BC1 cI

Dans une application où le milieu 1 serait du

tungstène et le milieu 2 du cuivre, cette conduc-
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tibilité radiale serait voisine de la moitié de celle
du cuivre.
On peut tout de même penser que dans la pratique

les formules obtenues donneront des résultats utili-
sables car :

io On s’intéresse surtout à la température obtenue
dans la cible de tungstène; or, la relation fournissant
la température dans le milieu 1 satisfait sans aucune
approximation aux équation et conditions du pro-
blème dans ce milieu.

2° Si la relation fournissant la température dans
le milieu 2 tient compte d’une conductibilité ther-
mique radiale plus faible que la conductibilité réelle,
par contre, le fait de supposer infinies les dimensions
de l’anticathode dans le sens radial conduit à sur-
estimer la diffusion de la chaleur dans le sens radial,
et ces deux inexactitudes vont en sens contraire
l’une de l’autre.

3° Au total, la chaleur se transmet axialement dans
une anticathode et la formule donnant la tempé-
rature dans le milieu 2 tient compte d’une conduc-
tibilité thermique axiale qui est la conductibilité
correcte du cuivre.

5. Foyer de dimensions finies. -- Rappelons
que l’équation de la chaleur étant linéaire la somme
de plusieurs solutions de l’équation est également
une solution et cette propriété s’étend à une somme
d’un nombre illimité de termes et, par conséquent,
à une intégrale.
Nous considérerons donc un foyer de dimensions

finies comme constitué par un nombre infini de

foyers ponctuels et la température en un point de
l’anticathode résultera de la somme des contribu-
tions de chacun des foyers élémentaires.

Fig. 7.

Si l’on considère un foyer rectangulaire (fig. 7)
de largeur 21 et de longueur 2L rapporté à ses axes
de symétrie Oxyz établi sur la face frontale d’une
anticathode homogène, la contribution à la tempé-
rature en un point P (x, y, z) due au foyer élémen-
taire dy’ dz’ de coordonnées x = o, y = y’, z = z’

sera

et la température totale en P sera

Cette intégrale se prête mal au calcul numérique.
Pour obtenir des expressions plus maniables nous
procéderons de la façon suivante : rapportons le

foyer à un système d’axes tels que l’axe perpendi-
culaire à la face frontale passe par le point P dont
on veut calculer la température. Soit Ox cet axe
et soit 0 le point où il perce la face frontale de
l’anticathode. Rapportons les foyers élémentaires à
un système de coordonnées polaires d’origine 0.
Nous allons calculer la contribution à la tempé-

rature en P de toute la partie de la surface focale
située entre des cercles de centre 0 et de rayons R1
et R2 (fig. 8) et comprise dans le même angle au

Fi g. 8. 

centre 9. On a

Le foyer élémentaire autour du point M a pour
surface p dp dcp et la température en P a pour
valeur

Après quelques calculs élémentaires faisant inter-
venir une intégration par parties et la définition de
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a fonction erfc v on trouve

soit

Pour déterminer la température due à la totalité
du foyer il suffit de le décomposer en un nombre
convenable de secteurs concentriques et d’appliquer
à chacun d’eux la formule ci-dessus. On obtient
ainsi

En appliquant le même raisonnement à chacun
des termes qui constituent les sommes (6) et (7)
donnant la température dans le cas d’une anti-
cathode bimétallique, on obtient immédiatement

Avec ces formules, nous allons étudier la tempé-
rature maximum atteinte par le tungstène et le

cuivre d’une anticathode fonctionnant en régime de
radiographie pour différentes valeurs du temps de
pose, pour différentes dimensions de foyer et pour
différentes épaisseurs de la cible de tungstène de
façon à déterminer quelle est, dans chaque cas,
la meilleure épaisseur à donner à cette cible.
Mais avant d’aller plus loin remarquons que la

température maximum n’est pas atteinte simultà-
nément à la surface du foyer et à la surface de

séparation du tungstène et du cuivre. A la surface
du foyer, la température maximum est atteinte à la
fin du temps de pose car elle commence à diminuer
immédiatement après la cessation du bombardement
électronique. Il n’en est pas de même à la surface
de séparation entre le cuivre et le tungstène à cause

de l’énergie emmagasinée dans la cible. Nous allons
donc étudier à quelle époque postérieure à la cessa-
tion du bombardement électronique cette surface de
séparation atteint sa température maximum.

6. Évolution de la température après la ces-
sation du bombardement électronique. - L’équa-
tion de la chaleur étant linéaire, il en résulte que la

température en un point d’un système est la somme
des contributions dues à chacune des sources du sys-
tème quel que soit leur emplacement, leur variation
en fonction du temps et leur signe (source chaude
ou source froide). Par conséquent, pour établir la
loi de répartition de la température après cessation
du bombardement électronique, il suffit de supposer
qu’on maintient la source chaude, mais qu’on lui

superpose une source froide de même valeur absolue
et, évidemment, de signe opposé.

Si l’on désigne par U (t) la loi d’évolution de la
température, à la fin du bombardement électronique
de durée AI la température atteinte était U (AI)
et à l’époque postérieure àt -f- at la température
devient la somme de la contribution due à la source
chaude : U (at + at) et de celle due à la source

froide : - U (ôt), soit au total

Après cessation du bombardement électronique
la température à l’intérieut de l’anticathode continue
à croître, passe par un maximum pour décroître
ensuite.

L’époque de ce maximum est donnée par
soit

Nous allons calculer l’époque de ce maximum dans
le cas d’une anticathode homogène lorsque, d’une
part, la surface focale est infinie, et d’autre part,
lorsqu’elle est ponctuelle.

a. Cas d’une surface focale infinie. - Dans ce cas,
la température est donnée par la formule (1) :

d’où l’on déduit

et la relation (17) donne

en remplaçant x par a pour déterminer l’époque
du maximum de température à la profondeur a.
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Posons

et l’équation (18) devient

b. Cas d’une sur f ace f ocale ponctuelle. - La
température a pour expression

L’équation qui donne l’époque at du maximum
de température à la distance a du foyer s’obtient
facilement :

Si l’on extrait la racine cubique des deux membres
et si l’on pose

cette équation prend la forme

identique à (19).
On trouve facilement dans les tables les valeurs

correspondantes de X et y qui satisfont à l’équa-
tion (19), ce qui permet d’établir, par exemple,
le tableau ci-dessous.

TABLEAU ! 1 ( 1 ).

On en déduit en fonction du temps de pose AI
l’époque ai du maximum de température à la pro-
fondeur a, le temps ai étant compté à partir de la
fin du temps de pose, la profondeur a ayant pour
valeur 1, 2 et 3 mm, et ceci respectivement dans le
cas des foyers de dimensions illimitées et des foyers
ponctuels sur une anticathode de tungstène. Dans
les Tableaux II et III ci-dessous, on a compté AI
et ai en secondes.
On voit qu’après une impulsion brève (Ai = o) le

maximum de température se produit aux profon-
deurs de 1, 2 et 3 mm au bout de temps ai qui sont
entre eux comme les carrés des profondeurs, ce qui
caractérise bien l’impossibilité de définir une vitesse
de propagation de la chaleur. De plus, pour les

temps de pose longs la quantité 8t est négligeable,

(1) Dans les tableaux, les longueurs sont mesurées en milli-
mètres, les temps (t At ôt) en secondes; les températures (U)
en degrés centigrades, les charges spécifiques (Q) en kilowatts
par centimètre carré, les charges (Q’1 ) en kilowatts.

et il en est donc de même de l’accroissement de

température correspondant. Pour les temps de pose
très courts la quantité dt est plus importante, mais
nous verrons plus tard que, dans ces cas, la charge
de l’anticathode est limitée par la température
atteinte à la surface de l’anticathode.

TABLEAU Il.

Par conséquent, dans toutes les applications
numériques nous pourrons négliger cet effet d’accrois-
sement de la température à l’intérieur de l’anti-
cathode après cessation de la charge du foyer.

7. Applications numériques. Température
maxima atteinte au foyer et derrière la cible
d’une anticathode. - Les tubes à rayons X que

Fig. g.

nous considérons sont tels que la normale à la face
frontale de l’anticathode fait un angle de 200 avec
l’axe du tube. Pour qu’un foyer rectangulaire soit
vu selon une direction perpendiculaire à l’axe du
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tube suivant un carré, il faut que le rapport des
deux côtés du foyer soit égal à sin 20° ( fig. 9).
D’où :

Il est évident que la température maxima sera

atteinte au centre du foyer si nous le supposons
uniformément chargé.
’ D’autre part, pour simplifier les calculs numé-

riques, il y a intérêt à décomposer le foyer en un
nombre de secteurs circulaires aussi réduit que
possible. Nous remplacerons donc le foyer rectan-
gulaire réel représenté en trait plein par l’ensemble
des secteurs de rayons R, et R2 représentés en trait
ponctué ( fig. 10).

Fig. 10.

Les quantités Ri, R2, yi et CP2 ont été déterminées
de façon que le foyer fictif ait une surface équi-
valente à celle du foyer réel et que sa forme, au voisi-
nage du centre, se rapproche le plus possible de la
forme du foyer réel. On a été ainsi conduit à adopter

De plus, nous avons utilisé les constantes ther-

miques du tungstène et du cuivre données par
A. Bouwers (Z. Techn. Physik, 1927, 8, 271) :

d’oÙ

Dans ces conditions, les formules donnant les

températures dans l’axe du foyer, d’une part à la

surface du foyer (Ucu), d’autre part derrière la
cible (Uw) prennent la forme

On voit que l’expression donnant Uw peut se

décomposer en quatre termes de la façon suivante :

A. Température à la surface focale d’une anti-
cathode homogène, les dimensions du foyer étant
infinies. 

B. Correction pour un foyer limité sur une anti-
cathode homogène.

C. Correction pour une anticathode bimétallique,
le foyer étant infini.

D. Complément de correction pour une anti-
cathode bimétallique, le foyer étant limité.

Nous avons appliqué ces formules pour des temps
de pose de 0,014, o,056, 0,224, 0,896 et 3,584 s,
des épaisseurs de cible de tungstène de 1, 2 et 3 mm
à des foyers dont la largeur est de I,4, 3,3 et 4,5 mm.

On trouve, dans Carslaw et Jaeger (Conduction of
Heai in Solids, p. 373) une table des valeurs de la
fonction ierfc x qui couvre tout le domaine des
valeurs utiles de la fonction. Les valeurs de la
variable sont suffisamment nombreuses pour per-
mettre une interpolation précise quand c’est néces-
saire. 

Les résultats sont rassemblés dans les tableaux
ci-contre.
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TABLEAU IV.

TABLEAU V.

TABLEAU VI.

8. Applications numériques. Détermination
de l’épaisseur optima de la cible de tungstène.
- Nous adopterons pour températures maxima de
fonctionnement d’une anticathode les valeurs sui-
vantes :

Tenons compte du fait que la température moyenne
d’une anticathode pendant une , journée de travail
peut être prise égale à 1000 C, ce qui laisse, pour
l’élévation de température admissible au moment

d’une radiographie :

ce qui donne

Les rapports Uw pour les foyers étudiés précé-UCu 
demment sont donnés pour les valeurs du temps de
pose

dans le Tableau VII ci-dessous.

TABLEAU VII.

Valeur- du rapport uw  UCu

Nous voulons déterminer pour chacun des trois

foyers étudiés l’épaisseur de cible qui donne au

rapport UW la valeur optima 3 pour chacun des
Ucu

temps de pose considérés : 0,224 et o,8g6 s. Pour
cela, il suffit d’utiliser les chiffres du Tableau VII
en leur appliquant la formule d’interpolation de

Lagrange. 
On obtient ainsi :

TABLEAU VII.

Épaisseur optima de la cible de tungstène (en mm).

En appliquant de nouveau la formule d’interpo-
lation de Lagrange aux chiffres des Tableaux IV,
V et VI on obtient, pour les épaisseurs optima,
des cibles de tungstène les températures suivantes :

TABLEAU IX.
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On en déduit les régimes de charge indiqués dans
les tableaux ci-après et dans lesquels Q représente
la charge spécifique du foyer exprimée en kilowatts
par centimètre carré et QI la charge totale du foyer
en kilowatts.

TABLEAU X.

Charge du foyer de 1,4 X 4,2 mm.

TABLEAU XI.

Charge du foyer de 3,3 x 9,,g mm.

TABLEAU XII.

Charge du foyer de 4, 5 x I3,5 min.

Si l’on trace la courbe de la charge d’un foyer
(fig. II) en fonction du temps de pose on constate
que cette courbe comporte un point anguleux (A, B)

qui correspond au temps de pose pour lequel on a
simultanément Uw = 2 700.o C et Ucu = 900o C. Ce

point anguleux sépare la région des faibles temps de
pose pour lesquels la charge appliquée au foyer est
limitée par la température atteinte par le tungstène,
de la région des forts temps de pose pour lesquels la
charge appliquée au foyer est limitée par la tempé-
rature atteinte par le cuivre.

Fig. 1 1 .

Les résultats obtenus ci-dessus supposent que la
charge spécifique du foyer est constante. On peut
augmenter la charge totale appliquée à un foyer
en répartissant l’énergie à sa surface de façon qu’en
tous ses points soit atteinte la température maxima
de 2 700° C. Ceci conduit à augmenter la charge
spécifique sur les bords du foyer par rapport à ce
qu’elle est au centre.
Mais si cet effet est exagéré on peut être amené à

diminuer la charge totale appliquée au foyer pour
que la température maxima atteinte n’excède

pas 2 7000 C, bien que l’endroit de ce maximum
de température ne soit plus le centre du foyer.

L’exposé qui précède représente la partie théo-
rique de tout un ensemble de travaux sur la charge
des foyers des tubes à rayons X entrepris dans les
laboratoires de recherche de la Compagnie générale
de Radiologie.

Manuscrit reçu le 7 juin 1950.


