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241.

REMARQUES SUR LE CALCUL DE LA PRESSION THERMODYNAMIQUE -
EN STATISTIQUE QUANTIQUE

Par J. HOROWITZ.
Fort de Châtillon, Fontenay-aux-Roses.

Sommaire. 2014 Différents calculs quantiques de la pression thermodynamique ont été présentés
récemment pour démontrer que celle-ci est ou n’est pas égale à la pression cinétique. La question a été
reprise ici. Nous concluons à l’égalité des deux pressions et analysons l’origine de certaines inexactitudes.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE ET LE RADIUM., 
’ 

TOME Il, MAI 1950,

Considérons N particules identiques dans un

volume V. Nous supposons que ces particules n’ont
pas de degrés de liberté internes. Le potentiel d’inter-
action est rr(ri¡) et il n’est pas nécessaire pour la
suite de préciser à quelle statistique ces particules
obéissent. L’équilibre .étant réalisé à la tempé-
ratùre . T, la pression thermodynamique p est donnée
par la relation _

F est l’énergie libre, Z la somme d’état définie par

la sommation- étant étendue sur tous les états

propres de l’énergie. Les dérivéçs partielles sont
-prises à température constante. , 

Si les particules étaient libres de se mouvoir dans
tout l’espace nous pourrions, sans précisions supplé-
mentaire§, écrire l’hamiltonien 3è sous la forme

Nous devons cependant décrire le rôle des parois
limitant le -volume V. Pour cela, nous pourrions
introduire un mur de potentiel de grande hauteur
mais qui aurait l’inconvénient de laisser déborder
les fonctions d’onde en dehors du volume V et de
donner pour dè-grandes énergies un spectre continu.
Il vaut mieux ’limiter les fonctions d’onde au
volume V : il devient alors indispensable d’introduire
des conditions aux limites. Nous imposons aux
fonctions d’onde d’être nulles sur la surface limitant
le volume V, cette condition se déduisant assez

naturellement de la considération d’un mur de

potentiel dont la hauteur tend vers l’infini.
D’autres conditions sont. mathématiquement pos-
sibles. D’ailleurs le raisonnement qui va suivre et,

par suite, la formule finale,, sont dans une large
mesure indépendants de ce choix.
Les conditions aux limites assurent l’hermiticité
de l’hamiltonien Je et précisent son domaine de

définition, ses fonctions et valeurs propres. A deux
systèmes de conditions aux limites différents corres-
pondent, en- générale, des opérateurs totalement
différents (1). ,
Modifions maintenant légèrement le volume V.

Pour simplifier, nous allons lui faire subir une homo-
thétie et nous ramener au volume primitif par le

changement de variables

Nous avons ainsi -à considérer dans le même
volume V, avec les mêmes -conditions aux limites
(nullité sur la surface), les hamiltoniens dépendant
du paramètre -E : 

’

et les sommes d’état

Pour obtenir l’expression de la pression p nous
devons calculer 

n 

dE; 0) s’obtient par la. méthode de perturbation

(1) Voir par exemple J. voN NEUMAN, Malhemàtische
Grundlayen der Quantenmechanik, p. 79. 

(2 ) Nous écrirons dZ (o’) pour .=.
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habituelles

où n &#x3E; représente le nième état propres de l’hamil-
tonien H(o). De (1), (6) et (7) on déduit

où la barre indique la moyenne sur l’ensemble cano-
nique. La relation ,(8) exprime l’égalité des pressions
thermodynamique et cinétique. Le mode de raison-
nement ci-dessus, a déjà été publié (3). 
Born et Green conduisent les calculs autrement (4)

et concluent à l’inégalité des pressions thermody-
namique et cinétique, la différence devant surtout
être sensible à basse température. De Boer (5)
établit la relation (8), mais son calcul renferme des
imprécisions analogues à celles qui conduisent au
résultat inexact de Green. Examinons maintenant
ce qui est à critiquer dans ces démonstrations.
Nous avons déjà insisté sur le point suivant :

c’est’ seulement après introduction des conditions
aux limites que les hamiltoniens 3ev(e) (relatifs au
volume V) se trouvent définis à partir des opéra-
teurs H(s) (applicables à tout l’espace). La multi-
plicité des fonctions d’onde pour lesquelles les cev (e)
sont définis est plus restreinte que le domaine de
définition des ie. (s). Il en résulte que certaines

égalités entre opérateurs cessent d’être vraies et que
certains opérateurs construits au moyen des (e)
cessent d’avoir un sens quand oe., (s) est remplacé
par (e). De Boer ét Green (6) récrivent

(3) J. YvoN, Colloque de Mécanique statistique de Florence.
mai 1949. L’auteur utilise les conditions cycliques de Born
comme conditions aux limites.

(1) H. S. GREEN, Physica, 1949, p. 882.

sans se préoccuper de savoir si les opérations précé-
dentes et ce développement ont un sens. 
De Boer affirme que les commutateurs ne donnent

pas de contributions dans le calcul de la trace.
Green, par contre, calcule ces commutateurs en

utilisant en fait les propriétés des opérateurs ae,,,(E)
et obtient ainsi un résultat différent.

Noues, allons illustrer ces points à l’aide d’un

exemple, simple. Considérons une seule variable x
dans l’intervalle (0,1). Pour rendre hermitique et

définir réellement l’opérateur A (s) = i! + ’ex dans
1 

( ) dx +

l’intervalle considéré, nous imposons aux fonctions
d’onde la condition aux limites f(i) - f(o).
Les valeurs propres sont

les fonctions propres

En conséquence

ce qui résulte aussi facilement du calcul de pertur-
bation puisque

D’autre part il vient _

Si pour calculer oE ( 0 ) nous voulions suivre unepour cal cul er dE nous vou lons suivre une

méthode analogue à celle de De Boer ou à celle de
Green, nous devrions considérer les opérateurs et
écrire 

Dans un cas analogue de Boer affirme’ que le
deuxième terme, qui implique le commutateur, "est

(8) DE BOER, Physica, 1949, p. 843.

(6) Nous suivons ici le développement de de Boer. Celui
de Green lui est pratiquement équivalent.
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nul, ce qui conduit au résultat correct. Si, en suivant
l’esprit du calcul de Green, nous écrivons 

nous obtenons pour OP- "Il (0) la valeur inexacte En (0) + i
En réalité, l’exptession A ( 0) dA..} ( 0 ) f n (0) écrite ci-

uS
dessus n’a pas de sens : la fonction

ne satisfait pas à la condition dp périodicité et même
par prolongement il n’est pas possible de définir

l’opérateur A(o) = i::X pour cette fonction. Pour s’en
rendre compte, il suffit de considérer le dévelop-
pement 

où

L’opérateur idx appliqué au second membre donne

Cette série ne converge pas en moyenne ce qui
montre l’impossibilité du prolongement. 1

Cet exemple montre quelles erreurs péuvent s’intro-
duire dans les calculs s’il n’est pas tenu compte de ’
l’existence de conditions aux limites imposées aux
fonctions d’onde et des modifications que celles-ci
apportent aux propriétés des opérateurs. 

Je tiens à remercier le Professeur J. Yvon de
m’avoir conseillé d’entreprendre ce travail.

Manuscrit reçu le I3 janvier 1950.

CONSIDÉRATIONS SUR LE MÉSON 03C4

Par LOUIS LEPRINCE-RINGUET et CHARLES PEYROU.
Laboratoire de l’École Polytechnique, Paris.

emmure. - Discussion des phénomènes observés favorables à l’existence d’un méson T et des
expériences systématiques entreprises pour trouver ce méson et qui ont donné des résultats négatifs.

LE JOURNAL DE PHYSRQUE ET LE RADIUM. TOME 11, MAI 1950, PAGE 243.

Depuis plusieurs années, quelques photographies
en,faveur de l’existence d’un méson chargé (méson T)
de masse intermédiaire entre celle du méson z

et celle du proton ont été présentées par divers
auteurs [1 à 6].
La première [1] de ces photographies présente un

électron de collision obtenu dans une chambre de
Wilson avec champ magnétique; la masse de la’
particule incidente, mésurée en supposant la collision
élastique, est de l’ordre de i ooo mo (mo, masse de
l’électron). 
La seconde, photographie [2] obtenue dans une

chambre de Wilson avec champ magnétique s’inter-
prète comme la désintégration en vol d’un méson
très lourd chargé donnant naissance à une particule
neutre et à un méson chargé. 
La troisième indication [3] présente deux étoiles

observées dans une plaque photographique et reliées
par un méson z négatif : la première étoile donne

naissance au méson n et à d’autres branches habituel-
lement observées dans les étoiles, et paraît due à une
,particule se dirigeant vers son centre et s’y arrêtant :
l’aspect général de la trajectoire correspQndante
ainsi que le bilan d’énergie conduisent à attribuer
à cette particules une masse supérieure à 800 rn..
La quatrième [4] indication présente la trace

d’une particule se terminant dans’ l’ëmulsion d’une
plaque photographique après avoir parcouru une
longueur visible de plus de 2 500 P. et donnant
ilaissànce à une étoile de trois trajectoires dont l’une
est due à un méson 7r négatif lent facile à reconnaître,
dont une autre paraît due aussi, d’après les données
experimentales à un méson z et donf la troisième ne
peut être identifiée’ directement; l’étude du bilan
d’énergie et d’impulsion de ces trois trajectoires, qui
sont d’ailleurs coplanaires, est en faveur de la tripar-
tition d’un méson T en trois mésons.
La cinquième [5] est obtenue à la chambre de


