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REMARQUES SUR LE CALGUL DE LA PRESSION THERMODYNAMIQUE
EN STATISTIQUE QUANTIQUE

Par J. HOROWITZ.
Fort de Chatillon, Fontenay-aux-Roses.

Sommaire. — Différents caléuls quantiques de la pression thermodynamique ont été présentés
récemment pour démontrer que celle-ci est ou n’est pas égale a la pression cinétique. La question a été
reprise ici. Nous concluons a I'égalité des deux pressions et analysons l'origine de certainesinexactitudes.

Considérons N particules identiques dans un
volume V. Nous supposons que ces particules n’ont
pas de degrés de liberté internes. Le potentiel d’inter-
action est ¢(r,) et il n’est pas nécessaire pour la
suite de préciser a quelle statistique ces particules
obéissent. L’équilibre .étant réalisé a la tempé-
rature 7, la pression thermodynamique p est donnée
par la relation

p==

dF _ kT 0Z )
W = Z v

F est I’énergie libre, Z la somme d’état définie par
E,
zZ=Ye 17, (2)

la sommation étant étendue sur tous les états
propres de l’énergie. Les dérivées partielles sont
prises a température constante.

Si les particules étaient libres de se mouvoir dans
tout I'espace nous pourrions, sans précisions supplé-
mentaires, écrire 'hamiltonien 4¢ sous la forme

56=2;‘,—np?+§2k,q><r,k>. (3)
i 7

Nous devons cependant décrire le réle des parois
limitant le volume V. Pour cela, nous pourrions
introduire un mur de potentiel de grande hauteur
mais qui aurait I'inconvénient de laisser déborder
les fonctions d’onde en dehors du volume V et de
donner pour de grandes énergies un spectre continu.
Il vaut mieux limiter les fonctions d’onde au
volume V : il devient alors indispensable d’introduire
des conditions aux limites. Nous imposons aux
fonctions d’onde d’étre nulles sur la surface limitant
le volume V, cette condition se déduisant assez
naturellement de la considération d’'un mur de
potentiel dont la hauteur tend vers [Iinfini.
D’dutres conditions sont mathématiquement pos-
sibles. D’ailleurs le raisonnement qui va suivre et,

par suite, la formule finale, sont dans une large
mesure indépendants de ee choix.

Les conditions aux limites assurent I'hermiticité
de T’hamiltonien #¢ et précisent son domaine de
définition, ses fonctions et valeurs propres. A deux
systémes de conditions aux limites différents corres-
pondent, en général, des opérateurs totalement
différents (¥). s

Modifions maintenant légérement le volume V.
Pour simplifier, nous allons lui faire subir une homo-
thétie et nous ramener au volume primitif par le
changement de variables

— T,
=
P+ €

Nous avons ainsi 4 considérer dans le méme
volume V, avee les mémes conditions aux limites
(nullité sur la surface), les hamiltoniens dépendant
du parameétre - :

ge(e) = (I—Jéﬁ %n—ZP?—F %Zk"q:[r,/.(ws)]- (4)
z ]

et les sommes d’état
L.

Z(e)=Ye . ‘ 3)

n

Pour obtenir I'expression de la pression p nous
devons calculer

0Z(0) 1 0Z(o)
W 3V T o
1 JEn(0) — T,
=~ IVKT PP £ (6)
dE,(0)

5 S'obtient par la méthode de perturbation

() Voir par exemple J. voN NEUMAN, Mathematische
Grundlagen der Quantenmechanik, p. 79.
dZ (o) 0Z(e) .

% P de |e=o

(%) Nous écrirons
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habituelle
9En(0) _ n>

de
1 I
=-——2<n ;nzplz—z k"]/u >, (7)
4 J

ol |n> représente le n*m¢ état propre de T’hamil-
tonien #¢(o). De (1), (6) et (7) on déduit

=353

o

dp(rsx)
o1 4k

rm

By (0)
W(r//c) T
. 42.‘ >e
2 d‘P(’“//-)
=35 2P 62 orn (8)

13

ot la barre indique la moyenne sur I’ensemble cano-
nique. La relation (8) exprime I'égalité des pressions
thermodynamique et einétique. Le mode de raison-
nement ci-dessus_a déja été publié (3).

Born et Green conduisent les calculs autrement (4)
et concluent a l'inégalité des pressions thermody-
namique et cinétique, la différence devant surtout
étre sensible a4 basse température. De Boer (%)
établit la relation (8), mais son calcul renferme des
imprécisions analogues & celles qui conduisent au
résultat inexact de Green. Examinons maintenant
ce qui est & critiquer dans ces démonstrations.

Nous avons déja insisté sur le point suivant :
c’est seulement aprés introduction des conditions
aux limites que les hamiltoniens 2€y(c) (relatifs au
volume V) se trouvent définis & partir des opéra-
teurs 4¢_ () (applicables a tout I'espace). La multi-
plicité des fonctions d’onde pour lesquelles les ¢y (¢)
sont définis est plus restreinte que le domaine de
définition des 4¢_(c). Il en résulte que certaines
égalités entre operateurs cessent d’étre vraies et que
certains opérateurs construits au moyen des #¢_(c)
cessent d’avoir un sens quand 3¢, (¢) est remplacé
par #¢y(e). De Boer et "Green (%) écrivent

I ()

Z(g) = tracee T |
e (0)
9Z(o) 1 4 v
oV = 3—I7 (—)Etracee
. 2 (0)
F
= 337 Lace S-e ,
_xw 1 04¢(o) dae(o)
9 T “{*ﬁ Je +(kT) [ge( )
de
I I
T ol (kT)
aeo)

< [secon, faecor, ]+ e

(®) J Yvon, Colleque de Mécanique statistique de Florence.
ma1 1949. L’auteur utilise les conditions cycliques de Born
comme conditions aux lhimites.

() H. S. GREEN, Physzcg 1949, p. 882.
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sans se préoccuper de savoir si les opérations précé-
dentes et ce développement ont un sens.

De Boer affirme que les commutateurs ne donnent
pas de contributions dans le calcul de la trace.
Green, par contre, calcule ces commutateurs en
utilisant en fait les propriétés des opérateurs 4¢, ()
et obtient ainsi un résultat différent.

Nous allons illustrer ces points & I'aide d’un
exemple simple. Considérons une seule variable x
dans lintervalle (o,1). Pour rendre hermitique et

définir réellement Popérateur A () =i (%c + ex dans

Pintervalle considéré, nous imposons aux fonctions
d’onde la condition aux limites f(1) = f(o).
Les valeurs propres sont

€
E”(e)=2nn+§, avec n=o0, =1, =2,

les fonctions propres

Sfu(e)=c e“’[En(s)"“s %]

En conséquence

ce qui résulte aussi facilement du calcul de pertur-
bation puisque

1 1
py w(0)do = [ zdr=1 9d(o) _ 1.
[f(o)xf(o)x /‘;xz 5 [dx ]
D’autre part il vient
dF (o) 2 En(o )dEn(o) — En(o).
JE2(0)

Si pour calculer nous voulions suivre une

de

méthode analogue a celle de De Boer ou & celle de
Green, nous devrions considérer les opérateurs et
écrire .

dA;s(o) _ Ao )dA(o) dA(o)A( 0
_ dA(O)A( )-l-[A( ¥ dA(O)]
L) s [ f1(0) 2 (o) futor e
O] RIS PAGEE
= o)+ i@ 4, 22 o

Dans un cas analogue de Boer affirme que le
deuxiéme terme, qui implique le commutateur, est
() DE Bokr, Physica, 1949, p. 843.

() Nous smivons ic1 le développement de de Boer. Celu:
de Green lui est pratiguement équivalent.




NO

e

nul, ce qui conduit au résultat correct. Si, en suivant
Iesprit du calcul de Green, nous écrivons

[ 402 [ ] -

JdE%(0) . .
nous obtenons pour —ge lavaleurinexacte E,(0)+i

dAd(eo)fn(o) éerite ci-

dessus n’a pas de sens : la fonction

JdA(o)
de

En réalité, I'expression A (o)

fn<0) — g e—2TnT

ne satisfait pas a la condition de périodicité et méme
par prolongement il n’est pas possible de définir

opérateur A(o) =i 5~ pour cette fonction. Pour s’en

rendre compte, il suffit de considérer le dévelop-
pement
1 — Opnk

_z‘e—‘.'mn'r=2 M “+ — | e2Tiky
- | 2 ani(k—n) ’
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ou
si n==k,

5, 1
=10 si n#k.

L’opérateur i (—z—v appliqué au second membre donne

, I— 8ni n

nxd, 4+ e—2mkr

Z [ nk 1 k— n]
k B

Cette série ne converge pas en moyenne ce qui
montre I'impossibilité du prolongement.

Cet exemple montre quelles erreurs péuvent s’intro-
duire dans les calculs s’il n’est pas tenu compte de
I’existence de conditions aux limites imposées aux
fonctions d’onde et des modifications que celles-ci
apportént aux propriétés des opérateurs.

Je tiens 4 remercier le Professeur J. Yvon de
m’avoir conseillé d’entreprendre ce travail.

Madnuscrit regu le 13 janvier 1gbo.




