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DEFINITION CINEMATIQUE DES OSCILLATIONS DE RELAXATION

Par JeE\N ABELE.

Sommaire. — L’auteur propose une définition cinématiqug des oscillations de relaxation conduisant

au systeme suivant d’équations paramétriques

5 == cosh — f(sinb),

5] .
wt = f —sin0 4o,
Jo,

dz
J6

fdésignant unc fonction arbitraire assujettie a vérifier certaines conditions énoncées au cours de 1’article.

Il justifie cette définition en montrant :

1o Qu’elle généralise la définition de I’oscillation sinusoidale comme projection du mouvement circu-

laire;

20 Que les équations qui en résultent permettent, en adoptant pour f une fonction contenant un
coefficient arbitraire, d’obtenir des oscillations évoluant, suivant la valeur de ce coefficient, de la
forme sinusoidale aux formes les plus caractéristiques des oscillations de relaxation;

39 Que ces équations conduisent a des équations différentielles analogues a celle de Van der Pol,
plusieurs propriétés dynamiques des oscillations de relaxation apparaissant dés lors comme des

conséquences de leurs propriétés cinématiques.

Introduction. — Depuis les travaux de Van der
Pol, 'attention des physiciens s’est portée avec un
intérét croissant sur les phénomenes périodiques
auxquels cet auteur a donné le nom d’oscillations
de relaxation.

Ces phénomeénes périodiques sont caractérisés
par une dissymétrie entre les phases de croissance
et de décroissance de la wvariable oscillatoire, la
croissance étant lente et la décroissance rapide, ou
réciproquement, et par le fait que le passage de la
phase de croissance & la phase de décroissance a lieu
lorsque la variable oscillatoire atteint une valeur
déterminée, qui constitue des -lors son maximum et
définit 'amplitude de D’oscillation.

C’est ainsi que varient, par exemple, le niveau
de T'eau dans un vase de- tantale alimenté par un
mince filet liquide et la tension électrique d’un

condensateur chargé a travers une résistance élevée
et déchargé par une lampe au néon.

Une pareille forme d’oscillation suppose la variation
4 tout instant de I’énergie totale de loscillateur.
Celui-ci ne constitue pas un systéme clos, mais un
systéme ouvert sur Pextérieur, ce qui entraine une
dépendance de la vitesse de croissance ou de décrois-
sance, et par suite de la période, vis-a-vis des gran-
deurs caractéristiques du milieu ou loscillateur
puise et restitue son énergie.

Ainsi Uamplitude des oscillations de relaxation est
bien déterminée et constante, tandis que leur période
est plus ou moins arbitraire et sujelte a variations.
On sait que l'inverse est vrai pour les oscillations
sinusoidales conservatrices d’énergie.

Malgré les caracteéres opposés de ces deux formes
d’oscillations, il est possible d’insérer entre les types
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extrémes d’oe<cillateurs qui sont, d’une part, l’oscil-
lateur rigoureusement sinusoidal, d’autre part ’oscil-
lateur & passage discontinu de la phase de crois-
sance a la phase de décroissance, toute une série
de types intermédiaires qui les relient. Le grand
mérite de Van der Pol a été de montrer qu'une
méme ¢équation différentielle contenant un para-
metre variable peut rendre compte du fonctionne-
ment de tous ces oscillateurs.

Rappelons, en la généralisant quelque peu, la
forme de cette équation

o — =Gl ges ~ b =0, ()

z et (wf) sont des variables sans dimensions, ou
variables réduites;

¢ est un coefficient positif, lui aussi sans dimension;

9;(2) est une fonction paire, comprise entre zéro et
I'unité pour les faibles valeurs du module de z,
et croissant rapidement avec ce module lorsqu’elle
est supérieure a l'unité;

U;(2) est une fonction croissante de z, contenant le
parametre ¢ de telle facon qu’elle tende vers z
quand ¢ tend vers zéro.

En posant pour simplifier o,(z) = 2%, Uy(2) = z.
» = 1, on obtient I’équation suivante

(;‘Tf—s(lwzﬂ)g—f +z=0

qui est la forme originale et devenue classique de

I'équation de Van der Pol. Nous désignerons

I'équation (1) sous le nom d’équation généralisée de

Van der Pol.

Bien avant les travaux de Van der Pol, Lord Ray-
leigh avait étudi¢ une équation différentielle non
linéaire semblable, que nous écrirons d’une facon
analogue a (1)

dzz L [ds (i_d= ba(z) =0 (2
twr ~ 1 % aten [ aes e =0 ©

et que nous désignerons sous le nom d’équation
généralisée de Lord Rayleigh. Une fonction de d—(t—l—)
remplace la fonction de z présente dans le coefficient
du second terme de (1) et est soumise aux mémes
conditions.

Méme sous sa forme simplifiée, la discussion de
I’équation de Van der Pol exige des calculs d’approxi-
mation assez longs ¢t des intégrations graphiques
pénibles dont les résultats, bien que trés intéressants,
sont limités. Si I’on en cherche la raison, on est tenté
de répondre qu’elle se trouve dans le caractére
non linéaire de l’équation, dont la solution est une
fonction transcendante.

Cette réponse, en partie exacte, est en partie
inexacte, car la fonction sinusoidale est, elle aussi,
une transcendante. Mais cette transcendante nous
est familiére et nous disposons, pour la définir, de
multiples ressources autres que l'équation différen-
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tielle du second ordre & coefficients constants. Elle
s’introduit en particulier en mécanique comme
projection du mouvement circulaire uniforme, c’est-
a-dire par une définition purement cinématique.

L’absence d'une semblable définition des oscil-
lations de relaxation nous parait étre la principale
lacune de nos connaissances en leur domaine. Le
but du présent travail est de la combler.

Nous montrerons, dans une premiére partie, que
la projection sur un axe fixe parallélement a un aze
mobile d’un mouvement circulaire non uniforme
convenablement choisi, permet d’engendrer des
oscillations possédant les propriétés ci-dessus décrites
comme caractéristiques des oscillations de relaxation,
et nous déduirons de ce mode de projection des
formules générales qui en donnent une expression
analytique.

Au cours de la seconde partie, nous construirons,
dans un cas particulier choisi comme exemple, les
courbes correspondant aux différentes valeurs d’un
parametre variable, et nous donnerons la formule
permettant de calculer les fréquences ainsi que la
courbe correspondant & cette formule.

Nous passerons, dans une troisiéme partie, de la
cinématique a la dynamique en formant, dans le
méme cas particulier, I’équation différentielle du
second ordre, et nous vérifierons qu’elle se ramene,
soit & I’équation généralisée de Van der Pol, soit a
Iéquation généralisée de Lord Rayleigh.

I. Génération cinématique des oscillations de
relaxation par projection sur un axe fixe,
parallélement a un axe mobile, d’'un mouve-
ment circulaire non uniforme.

1. Conventions relatives au mode de projec-
tion. — Considérons, comme pour la définition
des fonctions trigonométriques, un vecteur uni-
taire OM décrivant l’angle 0 a partir de OZ dans
le sens indiqué par la fleche (fig. 1). Sa projec-
tion Om = z sur le diametre ZZ’ du cercle engendré
par M définit une variable réduite égale au quotient
par une amplitude A de la variable non réduite qui
lui correspond. Cette derniere sera désignée par le
produit (Az).

I’axe YY’', parallelement auquel est effectuée
la projection, peut osciller autour de O. L’angle 3 qu’il
forme avec ZZ' est donc variable, ainsi que son
complément o.

Les coordonnées z et y sont données par les
formules

sin(3—0)

cos( 6 4+ a)
sin 3 -

& =

= — = ——. 3
cosa sinff ~ cosa )

I suffit d’adjoindre & I’expression donnant =z
une relation entre un des angles x ou 3 et O pour
que z soit complétement déterminé en fonction de 6
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L’oscillation de l'axe YY' peut étre apériodique
ou périodique et, si elle est périodique, elle peut
étre asynchrone ou synchrone de la rotation du
vecteur OM; nous avons utilisé ailleurs (%) la premiére
de ces trois hypotheses, nous n’envisagerons ici

que la derniere.
N

rA
ﬁ
X 9 q
Y<
L

N
Fig. 1. — La lettre 8 désigne I’angle ZOY, et non MOY.

2. Génératrice d'une oscillation de relaxation.
— Lorsque les deux mouvements sont synchrones,
il est avantageux de déterminer z en fonction de 0
par une relation entre le vecteur Op = y et un des
angles o ou (3. Cette relation est 1’équation en
coordonnées polaires de la courbe C décrite par le
point p, projection de M sur ’axe oscillant.

Si de I’équation de C en coordonnées polaires nous
passons & son équation en coordonnées cartésiennes
rectangulaires dans le systéme d’axes (OX, OZ)
et si nous désignons par f(x) 'ordonnée ¢p, la figure 1
montre que la courbe C jouit d’une propriété remar-
quable. On a en effet

s=pM=¢gM— f(z),

gM = cos¥b, o = sinf,
d’olt
z = cosf — f(sinf). (4)

Construisons dans un systéme d’axes rectan-
gulaires (O, 0, z) la courbe d’équation (4) et la
sinusoide z = cos 0 que nous appellerons sinusoide
de référence (fig. 2). La fonction f(sin 0) est égale
4 la différence des ordonnées de ces deux courbes

(*) Theése, Paris, 1943 et Annales frangaises de Chrono-
métrie, 1942, fasc. 3-4; Ire Partie, Chapitre V. L’objet de
cette thése est de démontrer la possibilité de réaliser, en théorie
et en pratique, un oscillateur a la fois non linéaire et rigou-
reusement sinusoidal, susceptible en conséquence de concilier
la stabilité de ’amplitude et la stabilité de la fréquence.
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(indiquée avec son sens par des fleches). Elle mesure
la transformation subie par le mouvement projeté
de M, du fait de l'oscillation de 'axe parallélement
auquel a lieu la projection.

A la courbe C, définie par la fonction f(x) qui repré-
sente son ordonnée dans le systéme d’axes (0X, 0Z),
nous donnons le nom de ¢génératrice de l'oscillation
de relaxation.

~[A .

Fig. ». — En trait interrompu :
En trait continu :

courbe d’équation z = cos 0,
courbe d’équation z= cos 0 — f (sin ).

3. Conditions imposées a la génératrice. —
Déterminons les conditions a imposer & la généra-
trice en vue d’obtenir des oscillations douées des
propriétés essentielles des oscillations de relaxation.

La premiére de ces conditions est que la fonc-
tion f(x) et ses deux premieres dérivées s’annulent
en méme temps que z, en sorte que la génératrice
passe par l'origine et y ait un point d’inflexion a
tangente horizontale. En vertu de cette condition,
les maxima et minima de la courbe d’équation (4)
sont égaux a ceux de la sinusoide de référence et
ont lieu pour les mémes valeurs de 0. De plus, les
deux courbes se traversent 4 chaque maximum
et minimum (cf. fig. 2), en sorte que, si I'oscillation
de relaxation croit plus lentement que la sinusoide
immédiatement avant un maximum, elle décroit
plus rapidement immédiatement apreés, et réci-
proquement.

Ainsi sont sauvegardées l'invariance de I’ampli-
tude et la dissyméirie de croissance, propriétés que
nous regardons comme caractéristiques des phéno-
menes de relaxation.

La seconde condition concerne l’évolution de la
génératrice de part et d’autre de l'origine et en
restreint le ‘domaine a 1’espace limité par deux demi-
cercles tracés de Z et Z' comme centres avec I'unité
comme rayon et tangents en O (fig. 3).

En vertu de cette condition le module de z ne
peut étre supérieur a I'unité et les maxima et minima
relatifs atteints pour ) = k= sont aussi des maxima
et minima absolus.

De plus, la partie de la génératrice effectivement
parcourue par la projection de M sur l’axe mobile
est limitée par deux droites paralleles & ZZ' passant
par X et X', en sorte que les points ol la génératrice
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coupe ces droites sont, pour le point mobile p,
des points de rebroussement.

Nous imposerons enfin, mais uniquement en vue
de simplifier notre étude, une {roisiéme condition
a la génératrice, en exigeant qu’elle admette 1’origine
comme centre de symétrie. Il y a alors dans le
plan (z, -0) symétrie par rapport 4 I'axe des 0 des
deux moitiés, positive et négative, de la courbe
représentative de l’oscillation si on les déphase
d’'une demi-période (cf. fig. 2).

— 7 B
—
m M
D
P
X' X
)
c
A >
Fig. 3.

Une conséquence de cette symétrie est que la
période de 'oscillation de I'axe est égale a la moitié
de la période de rotation du vecteur OM.

4. Loi de mouvement du vecteur tournant. —
Soit w la vitesse angulaire constante du vecteur OM
lorsque, o restant constamment nul, la projection
de M sur ZZ' se meut d’'un mouvement sinusoidal.
Nous adopterons le produit (w#) comme variable
temporelle réduite. On a alors

d—ﬁf——f) =1 et (wt)y=10— 0. (%)

Recherchons la loi de mouvement qu’il convient
d’adopter lorsque 'axe YY' est animé d’'un mou-
vement oscillatoire synchrone du mouvement de
rotation.

Une question préalable se pose. Nous avons vu
que Doscillation de I’'axe YY' transformait, moyen-
nant quelques conditions simples imposées & la
génératrice, la sinusoide de référence en courbes
présentant les caractéres des oscillations de relaxa-
tion. Puisque le mouvement uniforme défini par
les équations (D) conserve la forme de ces courbes
lorsqu’on passe de la variable 6 & la variable (w?),
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il peut sembler inutile d’introduire entre ces variables
une relation non linéaire. Deux raisons cependant
concourent & rendre cette introduction nécessaire.

La premiére raison est tirée du caractére de varia-
bilité de la période que nous avons signalé dans notre
description initiale des oscillations de relaxation. Les
facteurs concrets responsables de cette wvariabilité
sont représentés mathématiquement par les para-
meétres qui figurent dans la fonction f(r). La loi
de mouvement du vecteur tournant doit donc
dépendre de cette fonction.

La seconde raison est tirée de l'impuissance du
systéme de projection par axe oscillant & rendre
compte, a lui seul, des formes extrémes que peuvent
revétir les oscillations de relaxation.

Pour démontrer cette impuissance, donnons & la
génératrice la limite des formes qu’elle peut recevoir
en la constituant par les deux quarts de cercle ACO
et ODB et étudions les variations de 1’élongation
lorsque l'extrémité M du vecteur tournant décrit
a vitesse constante l'arc de cercle X'ZD (fig. 3).
L’élongation étant égale au segment PM mené
parallélement & OZ de la génératrice au cercle, on
voit qu’elle reste constamment égale & I'unité pendant
que M décrit 'arc X'Z et qu’elle décroit de 'unité
4 zéro pendant que M décrit I'arc ZD. Tandis que
la croissance infiniment ralentie qui préceéde le
passage de M par Z donne bien la limite du ralen-
tissement que l'on observe sur les parties a faible
pente des courbes obtenues par Van der Pol, la
vitesse de décroissance qui suit le maximum, loin
d’étre une limite supérieure, est inférieure a celle
des parties & forte pente de ces mémes courbes et
I'on ne comprend pas qu'une discontinuité puisse
séparer ces deux phases de l'oscillation.

Ces caractéres ne peuvent étre obtenus que par
une variation de la vitesse angulaire du vecteur
tournant. Cette vitesse doit passer, plus ou moins
rapidement, d’une valeur inférieure & l'unité & une
valeur supérieure lorsque M passe par Z dans le
sens indiqué sur les figures 1 et 3.

L’hypothese la plus simple permettant d’obtenir
ce résultat consiste 4 donner a la vitesse angu-

laire H—%:T) la valeur que posséde le rapport de la

pente de Uoscillation de relaxation a la pente de la
sinusoide de référence dans le systeme de réfé-
rence (O, z, 0) de la figure 2.

Nous poserons donc

dz
de db
diw?)  “sn6’ (6)
d’ou
d(wt) = f;‘_“ede. (6bis)

Cette convention recevra sa pleine justification
de T'étude des cas particuliers.
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5. Equations paramétriques générales des
oscillations de relaxation. — L’adjonction a
I’équation (4) de lintégrale de 'équation (6 bis)
constitue un systéme d’équations paramétriques
reliant 1’élongation z & la wvariable temporelle
réduite ot

. s =cosf — /(sinf), (&8
— sin®

<wt)=_£0 3

o

de. (7)

15

=9
=)

Ces équations résultent de la définition cinéma-
tique que nous avons donnée des oscillations de
relaxation. Mais on pourrait les poser a priori,
dans l'esprit de la méthode axiomatique, avec les
conditions précédemment énoncées pour la fonction
arbitraire qui y figure, conditions auxquelles il
faut ajouter celle d’aprés laquelle l'intégrale du
second membre de (7) prise entre o et 27 doit
toujours étre positive et finie. On aurait ainsi une
définition analytique formelle des oscillations de
relaxation; les considérations qui précedent n’en
donneraient qu’une représentation. Au lecteur de
choisir le point de vue qu’il préfere (?).

Nous allons appliquer les équations (4)-(7) a
un cas particulier, en étudiant successivement
quelques propriétés cinématiques et dynamiques de
la famille d’oscillations obtenue en adoptant pour
la génératrice I'équation la plus simple satistaisant
aux conditions imposées.

II. Propriétés cinématiques
de la famille d’oscillations définie
par la gémératrice d’équation f(r) = ax’.

1. Equations paramétriques. — La fonction f(x)
la plus simple qui s’annule ainsi que ses deux pre-
miéres dérivées en méme temps que x et qui soit
symétrique par rapport a l'origine est ax® Les autres
conditions pourront étre satisfaites en limitant le
domaine des valeurs du module de a.

Les équations (4) et (7) deviennent alors

z=cos0 — a sin? 0, (8)
0
0
(wt) = f d
-0,

1+ Jasin0 cost

(®>) Il se trouvera peut-étre des lecteurs qai estim-ront
arbitraire le choix des propriétés (constunce de ’amplitude,
variabilité de la période, dissymétrie de croissance et de
décroissance) par lesquelles nous avons caractérisé les oscil-
lations de relaxation; choix qui est au point de départ de
notre construction cinématique. Nous les invitons a lire
dans les Principes fondamenlaux de physique théorique de
J.L.DestoucHES, t. I, Chap. V.,les obs.rvations de cct autcur
sur la nécessité préalable a toute axiomatique d’une Synthése
inductive (cf. en particulier les paragraphes 10 et 11). Nous
avouerons ensuite sans aucune géne que nous ne prétendons
point convaincre le lecteur, mais que nous espérons entrain-r
son adhésion en lui permettant de saisir intuitivement I’idée
générale qui nous a guidé.

()
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L’équation (9) s’intégre sans difficulté et donne

3
. tgh + d
(wl) = /—h arctg ————
9 . 9 o
I—e a2 1— 2 a2
Vel Vi1
3
tg 0, + Sa
—arctg— - (10)
[8] >
11— a=
Vi
En faisant 0 = get 0p =— > et en doublant le

résultat du calcul, on obtient la période (»T)

o
(07)= ———-
\/1“ 9 o

4

2. Variation de fréquence en fonction du
coefficient a. — La période donnée par la rela-
tion (11) varie de 27, + <« lorsque |a, varie
de o & 2/3. Mais il est plus simple et plus intéressant
d’étudier les variations de la fréquence définie par

(1)

I 1

9,
F= —— = — —_
(o) :m\/I i

\

(12)

0,2 \\
0,1

: L
01 0.2 03 04 0,5 0,5 0,7 o

Désignons par F, la fréquence correspondant
4 a = o. Si nous portons en ordonnée, avec une

échelle graduée de o a 1, les fréquences relatives I%
et si nous portons en abscisses |a! avec une échelle
dilatée par rapport a la précédente, le coefficient
de multiplication des intervalles étant 3/2, la courbe
donnant la variation des fréquences est un quart de
cercle de centre O (fig. /).

3. Variation de forme des courbes en fonction
du coeificient a. — Pour comparer les courbes
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obtenues en donnant différentes valeurs au coeffi-

cient a, il est intéressant de changer I’échelle des

abscisses de facon & rendre les périodes identiques.

Il suffit pour cela de substituer 4 la variable (w{)
¢ . . .

le rapport dont 'expression s’obtient en divisant
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II1. Propriétés dynamiques
de la famille d’oscillations définie
par la génératrice d’équation f(xr) = ax®.

1. Expressions générales de la vitesse et de

. l'accélération. — De 1’équation (6) qui détermine
membre 4 membre les équations (10) et (11) ] . L) 1 ©) g
s la vitesse angulaire Tl du vecteur tournant OM
¢ (e g8+ ~a on déduit )
7= (oT) o= arc tg = dz dz\*
\/1_:/az ds _dz d0 _dz o \do u
; ) d(ws) ~ d6 d(w¢)  db —sinh  —sinb’ (14)
tg 0+ L@ I (E 2 ds
—arctg———— (13) d2z d do db
PP (o) — d [ “sinb | “sins (13)
\/ 1 — i «? (wi) — sin — sin
5 2. Formation de l'équation différentielle du
06 deuxiéme ordre admettant (8)-(9) comme solu-
/ 04 tion périodique. — Nous allons appliquer les
0-(2] \A a=02 . formules générales (14) ct (15) & I’équation (8) :
T % 3 97 foigg 0T \oZ 3 ok |5 ps/|T 2 = Co8 0 —asin®0 et n(/)”us montrerons que la rela-
-0k / ; _as Pz A : .
6 tion entre z, FIEYS et ~ ol)? peut étre mise, suivant
8 le signe de a, sous la forme, soit de I’équation géné-
Ml = S ralisée de Van der Pol, soit de I’équation généralisée
0.18 de Lord Rayleigh
p o8|\ dz .
- — _— _ 3
L/ g: \ d(wt) d(Lv)Z)(COSﬁ asin’d) )
/ [ =0k t =—sin0(1+ 3asin0 cosh)?, (16)
el L N U i jp2 o3 ok o5 Jos IT s -=— [ cosO(1+ 3asinfcosl)?
<04 \ d(wie)?
08 \ // — Gasin0(1-+ 3a sind cos)(cos?f — sin26)]
08 X (1+ 3asinf cosl)
12 =— [cos0+ gasinbcos?( — 6asin? 0]
% > (14 3asinf cosl)?
I/l 06 \\ = — 3 a(2sin20 — 3 cos20)[—sin b (1-+-3 asin 0 cos §)2]
Ok —cosO(1+ 3asinb cos)2.
| 02 =06
05] S A o | e IM e _‘;_ L’équation différentielle cherchée est donc, 0 pouvant
e - gi \\ - : [ étre, considéré comme une fonction, soit de z, soit
= dz
fig \ I’ de d(wt)’
al i dzs R , . dz
s W—n—ia(zsm-@—— ;COS_G)d(U)t)
ig. 5.

Nous poserons 0, = o, ce qui revient & prendre
pour origine l'abscisse du maximum de z. 11 suffit
alors de faire varier 0 de O a m pour obtenir la
moitié de la courbe, l’équation (13) donnant les
abscisses et 1’équation (8) les ordonnées. L’autre
moitié s’obtient par glissement et retournement.

Les trois courbes de la figure 5 ont été obtenues
en donnant a a les valeurs -+ o,2, + 0,4, -+ o,6.
En adoptant les valeurs négatives correspondantes
on obtiendrait des courbes symétriques des précé-
dentes par rapport a Oz.

L’analogie de ces courbes avec celles gu’a obtenues
Van der Pol est frappante.

+ ¢os0(1+ 3asinl cosl)? = o.

(A7)

Supposons d’abord a < o, nous écrirons (17)
sous la forme suivante :

_dis -0—611( ) 0520 _ds
d(we)2 T, )d(mt)

+¢cos0(1+ 3asinfcos0)? =o. (17%%)
Il suffit alors de poser
6a =—: (e>0), (18)
;cos‘lﬂc 21(3), (19)
cosO(1+ 3asinfcosh)?
=c056(1—isin6 0058>2=,p,(z) (20)
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pour que I’équation (17 bis) se raméne & I'équation
généralisée de Van der Pol :

d2z
d(wt)e

dz

d(wt) -

e[1— 24(5)] bilz)=o. (1)

Supposons maintenant a > o, nous écrirons (17)
sous la forme suivante :

2z (= Dsinee) 4
d(wep 9%\ 73 d(wt)
+c0s0(1+ 3asinlcosb)?=0. (I17¢7)

11 suffit alors de poser

ga=: (e>o0) (21)

S dz -

3sin 0 =09, [——d(wt)], (22)
cosO(1+ 3asinb cosh)?

=c056(1+%sinﬂcos(J)‘:'[us_.(;) (23)

pour que I'équation (17 fer) se raméne & ’équation
généralisée de Lord Rayleigh :

dzz dz dz 5
—{i—naen) aten T GI=0 @

d(wz)?
3. Variation des fonctions ¢;(z) et J,(z). — En
associant I’équation (8) aux équations (19) et (20)

A 25 Az C
k\ 2 4 "/
"' 15 )
4 /
1
N, 05 . /,/

2 - . .

nous obtenons un systéme d’équations paramé-
triques qui permet de construire les courbes repré-
sentant les variations des fonctions ¢,(z) et ,(2).

z = cosf — asin3®, (8)
5

91(3) = 500520, (19)

$1(z)=cosO(1+ 3asinaxcosb)2. (20)

La méme méthode permettrait d’étudier les fonc-

tions ¢, [-di] et U,(z)al’aide des équations (8), (16),

d(wt)
(22) et (23).
La figure 6 donne deux courbes représentant la
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variation de ¢,(z) : 1° pour a = o (en trait inter-
rompu), 2° pour a =—o,2 (en trait continu). La
premiére est une parabole a axe vertical dirigé vers
le haut, dont le sommet est a l'origine des coor-
données. Elle est identique, 4 une constante pres,
a la parabole représentant la fonction z% qui figure
dans le coefficient du second terme de l'équation
simplifiée de Van der Pol. La seconde courbe résulte
d’une déformation de la premiére, les extrémités A
et C restant fixes et le sommet subissant le long de
I’axe des z une translation égale 4 — a.

1P

08

06

04

02 . / —

T8 06 B 0z 0 70z 0F os 108 1~

/ A

Fig. 7.

Cette déformation ne modifie pas essentiellement
le mécanisme de ’amorcage des oscillations et de la
limitation de leur amplitude. Pour les faibles valeurs
de | z!, ¢,(2) reste inférieur a l'unité et ’amortis-
sement est négatif, ce qui provoque l’amorcage
des oscillations. Pour les valeurs élevées de z,,
0,(z) est supérieur & l'unité et croit rapidement,
I’amortissement est alors positif et rapidement
croissant; de la résultent la limitation dé ’amplitude
et Dlexistence d’un régime permanent.

Remarquons que, du fait méme de notre définition
des oscillations de relaxation, I’amplitude du régime
permanent est rigoureusement constante, alors
qu’elle est légérement wvariable dans l'oscillateur
régi par 'équation simplifiée de Van der Pol lorsque
l'on fait varier .

La figure 7 donne de méme deux courbes repré-
sentant la variation de y;(z) : 1° pour a = o (en
trait interrompu), 2° pour a = —o,2 (en trait continu).
La premiére est une droite passant par l’origine
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et bissectant I'angle des axes de coordonnées, elle
est identique & la droite représentative de la fonc-
tion z qui figure dans le troisiéme terme de I’équation
simplifiée de Van der Pol. La seconde peut étre
considérée comme une déformation de la premiere,
la partie médiane subissant, avec une légere ondu-
lation, une translation vers le bas et les parties
extrémes étant fortement incurvées. Cette défor-
mation appelle deux remarques.

1°© On sait que dans le cas de I’équation linéaire
a coefficients constants le facteur d’amortissement,
s’il est faible, influe peu sur la période qui est
surtout déterminée par le coefficient du troisieme
terme. De méme, dans le cas de l'équation non
linéaire, le troisieme terme joue un réle plus impor-
tant que le second dans la. détermination de la
période. Dans 1’équation simplifiée de Van der Pol,
qui respecte la linéarité du troisiéme terme, la
période varie peu pour les faibles valeurs de ¢ et
elle ne tend vers I'infini que lorsque ¢ tend lui-méme
vers l'infini. Dans 1’équation généralisée (17 bis)
la non-linéarité du troisiéme terme entraine une
variation beaucoup plus rapide de la période en
fonction de ¢ et celle-ci tend vers l'infini quand ¢
tend vers 4.

o0 L’altération progressive du troisiéme terme
pour des valeurs croissantes de ¢ suit normalement
celle du second terme dans I’équation de tout oscil-
lateur concret entretenu par lintroduction d’une
résistance négative. Une semblable résistance n’est
en effet presque jamais une résistance pure, c’est-
a-dire que la force .d’entretien n’est presque jamais
rigoureusement en phase avec la vitesse.

Elle se comporte comme la somme de deux compo-
santes, 'une en phase et I'autre en quadrature avec
la vitesse. La premiére rend non linéaire le second
terme de 1’équation et la seconde rend non linéaire
le troisiéme terme.

La composante en quadrature peut étre diminuée
ou partiellement compensée par divers procédés,
elle n’est jamais completement négligeable; elle
lest d’autant moins que la valeur moyenne de la
force d’entretien est plus élevée, c’est-a-dire que ¢
va en croissant. Ainsi I’équation que nous avons
proposée dans l'introduction sous le nom d’équation
généralisée de Van der Pol et qui se distingue de
I'équation simplifiée du méme auteur par la substi-
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tution de la fonction U;(2z) a z, est-elle plus proche
des conditions réelles d’entretien. Il est d’autant
plus intéressant de constater que c’est & une semblable
¢quation que conduit, dans le cas particulier étudié
ci-dessus, la définition des oscillations de relaxation
que nous proposons.

Conclusions. — Bien que nous n’ayons étudié
dans la IIe et la I1Ie Partie de ce travail qu’'un cas
particulier et que notre intention soit de généraliser
cette étude avant de formuler des conclusions
d’ensemble, nous croyons cependant que les résultats
déja obtenus jettent un jour nouveau sur la méthode
avec laquelle il convient d’aborder I’étude des
phénomenes de relaxation.

S’il s’agit de phénomeénes concrets, tels que les
battements du cceur, I’évolution statistique de
certaines espéces biologiques, etc., les équations
auxquelles nous avons abouti permettront de
rechercher la forme de génératrice qui leur corres-
pond, ct I'exemple étudié ci-dessus nous autorise a
penser que des génératrices relativement simples
aideront a représenter, & comparer et a classer ces
phénoménes.

S’il s’agit d’étudier les propriétés théoriques des
oscillateurs entretenus, la création d’une cinématique
des oscillations de relaxation permettra de classer
ces propriétés en deux catégories : celles qui pro-
viennent de la non-sinusoidalité des intégrales et
qu’il nous apparait désormais possible de déduire
directement du systéme d’équations que nous
proposons, et celles qui proviennent de la non-linéarité
des équations différentielles et qui exigeront toujours
une ¢étude de ces équations (c’est le cas par exemple
de la synchronisation et de la démultiplication de
fréquence) (3). Mais méme pour l'étude de ces
derniéres, une cinématique des oscillations de
relaxation sera utile et permettra en particulier de
mieux comprendre le mode de formation des équa-
tions différentielles.

(®) Le fondem>nt de la distinction de ces deux catégories
de propriétés repose sur I’existence d’équations non linéaires
admettant une solution de régime permanent parfaitement
sinusoidale, les oscillateurs régis par ces équations étant
susceptibles d’étre synchronisés et démultipliés. Cf. Y. Rocarbp,
Dynamique générale des vibrations, Chap. XV, Paris, Masson,
1943 et notre theése déja citée,

Manuscrit regu le 24 mars 1943,




