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'EQUATIONS DE DIRAC-MADELUNG

Par J. YVON,
Faculté des Sciences de Strasbourg.

Sommaire. — Madelung a mis la mécanique de Schrodinger sous une forme qui rapproche celte
mécanique, appliquée a 1’électron. de 1’électrodynamique classique relative a un fluide électrique
continu. Nous montrons dans le présent article que la mécanique relativiste de Dirac peut subir 1a méme
transformation. Les formules tensorielles obtenues présentent encore ici un certain aspect électrodyna-
mique classique; elles mettent en valeur le caractére géométrique des scalaires, vecteurs et tenseurs
atlachés a I’électron. Ces résultats pourront peut-étre rendre service pour obtenir les perfectionnements
que parait nécessiter ’actuelle théorie quantique du rayonnement.

1. Notations. — Nous utilisons le langage
géométrique et les notations propres a la relativité
restreinte. Un point quelconque de I’Univers ou
espace-temps est défini par ses quatre coordonnées
contrevariantes (réelles)

xy. e,y d’espace. oy =ct de temps:

le module carré du vecteur qui joint I'origine a ce
point est

PRI o)
en pratique nous choisirons des axes rectangulaires
ordinaires; le module carré précédent s’écrit alors

L34+ 23+ oy — a3 (2)
les vecteurs du genre temps ont donc un module
carré négatif, c’est le cas des vitesses; les vecteurs
du genre espace ont un module carré positif.

Un grand nombre de nos formules, établies en
axes rectangulaires, sont aussi valables en axes
obliques quelconques, pourvu toutefois que le chan-
gement de coordonnées résulte d'une transfor-
mation (linéaire) de déterminant égal a + 1.

Nos notations demandent une justification. Il a
paru commode, suivant ’exemple donné par beau-
coup de physiciens, d’adopter les indices inférieurs
pour les composantes contrevariantes et les indices
supérieurs pour les composantes covariantes, tout
simplement parce que les composantes contre-
variantes sont d’'un emploi plus courant que les
autres. D’autre part le module carré (2) est souvent
pris avec un signe différent : cette convention ne
parait préférable que pour les problemes relatifs
a la mécanique du point matériel.

Le volume d’espace-temps construit sur quatre
vecteurs «a,, b,, ¢, d,, soit

0y da Ay

by b, by b,

¢y ey ooey oy
dy oy dy d,
sera noté

1‘/“a,~b,-ckd1;

les «/# sont les composantes covariantes d’un
tenseur; leurs seules valeurs possibles sont — 1,
0, + 1. En particulier a124¢ = | 1.

Dans la géométrie de l'espace-temps le produit
vectoriel de deux vecteurs a; et b, est un tenseur
antisymétrique

£ = ab;— a;b,

appelé bivecteur. Parmi les composantes non nulles
on envisage en général dans les applications les six
composantes indépendantes

nous associons au bivecteur un tenseur antisymeé-
trique appelé bivecteur associé formulé par
! kL
Y= 5 Ayjhl A"

dans le systeme des coordonnées rectangulaires fonda-
mentales cette définition s’explicite

Il

Yoy = L1y S = L2hy Y2

Mg = — L. Yo = — J34, Y= — el
nous noterons que

1 .
ri=— =ik )k

Enfin nous utiliserons une notation abrégée pour
dérivées partielles, qui est possible ici parce que nous
n’aurons a envisager des dérivées que par rapport
aux seuls parametres x;, %, %3, %,. Nous poserons
simplement )

s

)= ——
I)J‘[ )

autrement dit les o, sont les composantes symboliques

contrevariantes de l'opérateur gradient d’espace-
temps.

2. Formules d’'électrodynamique classique. —
La théorie de Maxwell-Lorentz des phénomenes
électriques ne peut plus étre appliquée aujourd’hui
au domaine de la physique microscopique; elle n’en
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reste pas moins un guide indispensable pour l'édifi-
cation de descriptions plus parfaites de la nature.
Aussi devons-nous transcrirz certaines de ses équa-
tions dans notre formalisme. Il faut s’arréter a ce
probléme, résolu en principe depuis longtemps, en
raison de l’indécision qui a régné jusqu’a présent
dans le choix des notations.

On imagine un milieu, régi par la géométrie de la
relativité restreinte, dans lequel se trouve défini
en chaque point un vecteur d’Univers densité de
courant électrique j,; ce vecteur est du genre temps;
j, est la densité électrique d’espace en unités électro-
statiques; dans le cas de I’électron c’est une quantité
négative; j,, ja J; sont les composantes de la densité
de courant électrique d’espace en unités électro-
magnétiques; enfin il y a conservation de 1'élec-
tricité, ce qui s’écrit

Ji, = o. )

Au courant est 1ié un potentiel vecteur d’Univers

donné par la formule des potentiels retardés

Vi= ///‘ ;j; (/ —- %) day daesda,.
N \

valable seulement avec les axes fondamentaux et
suffisamment explicite. Du potentiel vecteur dérive
le tenseur antisymétrique champ électromagnétique

Fy=00,—d,V (3)

(8

ce tenseur se dédouble dans le langage ordinaire
en un champ magnétique

Il .= Fy, Iy = Iy, ;= F), (6)
ct un champ électrique
Eo=—Fy,  Ey=—1Fy,,  E,=—Fy; (1)

le champ magnétique est exprimé en unités électro-
magnétiques et le champ électrique en unités électro-
statiques.

Lorsque le fluide électrique est soumis a l'action
d’'un champ électromagnétique, que ce soit le champ
électromagnétique qu’il produit lui-méme ou que
ce soit un champ imposé, il y a lieu de considérer en
chaque point de I’Univers un vecteur densité de
force

Ji=Fij*. (8)

Introduisons le vecteur u,, de module carré égal
a — 1, qui est parallele au vecteur densité de courant,
mais de sens contraire; nous appellerons ce vecteur
la vitesse d’Univers, quoique ses dimensions ne
soient pas celles d’une vitesse. Nous poserons alors

Ji=—chu,; Gy

dans cette formule e est la charge de I'électron en
valeur absolue et en unités électrostatiques; D est
une densité scalaire d’Univers, toujours positive.

Le transport de I'électricité est accompagné d’un
transport de matiére. L’hypothese la plus simple
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consiste a admettre que les vecteurs représentatifs
de ces transports sont dans un rapport constant;
autrement dit elle consiste a écrire le vecteur densité
de courant de matiére

molhu, “m

m, est la masse au repos de l'électron. Sous l'in-
fluence de la densité de la force résultante f, le
mouvement de 1’électricité se déduit alors de la
relation

moe2 Dy dku; = [ i)
compte tenu de (5), (8), (9), cette relation peut
s’écrire encore

P / [ N
wk [:},— ( myeu . — p 1 A-> — (/n‘.ru,_ - 17 )J =o0. (12)
N :

Introduisons le vecteur densité d’impulsion-énergie

\

B

/

/ 4
Dg,=0D ( ngeu,— - 17,
P

une solution particuliere de (12) s’obtient en admet-
tant que ¢, vérifie ’équation

C oy .
g —djgi= myc (i, — dju,) — ;I',/z o. (13

On notera que le résumé précédent ignore l'exis-
tence de polarisation électrique et de polarisation
magnétique.

. 3. Equations de Dirac. — Nous devons porter
notre attention maintenant sur une théorie plus
correcte des phénomeénes électriques : les équations
de Dirac permettent le traitement de I’évolution
d’'un électron dans un champ électromagnétique
imposé, qui est donné par son potentiel vecteur
d’Univers V,. Ce traitement est conforme au prin-
cipe de relativité restreinte. L’électron est envisagé
comme un fluide continu défini en chaque point de
I'espace par quatre fonctions d’onde imaginaires

Uy Uy, Wy UG

qui définissent, par une combinaison linéaire appro-
priée (%), non pas un vecteur, mais un spineur.

Le lecteur sait que I'on considére habituellement
I'électron comme ponctuel; dans cette conception
le fluide continu dont il vient d’étre question a
seulement une signification statistique; cette maniere
de wvoir les choses rend les plus grands services
lorsqu’on se pose des problémes complexes, par
exemple le probleme de l'interaction de deux élec-
trons; mais elle est absolument superflue pour
Iexamen intrinseque des équations de Dirac : il
semble que nous pouvons mieux parvenir a les
comprendre en ne leur faisant pas dire ce qu’elles ne
contiennent pas.

(M) IE. CartaN, Legons sur la théorie des spineurs, 11, Paris,
199>,
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A partir des fonctions d’onde nous pouvons

attacher 4 chaque point de 'espace les grandeurs
tensorielles suivantes (?) :

Deux invariants..................... Q) et Q,

Le vecteur densité de courant ........ Ji

Le vecteur densité de spin............ 5,

Le tenseur antisymétrique polarisation
magnétique et électrique........... wij

Précisons le sens du tenseur; dans un élément de
volume d’espace dr existe un petit aimant dont le
moment électrique a pour composantes

{J.zgd'x., M31 Llf7 }1.1-3(11:

et un petit doublet électrique de composantes

punds, pecds, pads.

Nous poserons

Y= k23, Moy == 31, Mz = M2

Pz s (- sont les composantes de la polarisation
magnétique ou intensité d’aimantation; de méme

Myp=pay, O, =pa, Mg = pay,

sont les composantes de la polarisation électrique.

Au tenseur de polarisation nous devons rattacher
deux vecteurs densités de courant, d’une part la
densité courant électrique de polarisation

D (1%)
le vecteur
Ji— i
représente alors le courant électrique « vrai ».
Envisageons maintenant le bivecteur
1 ki o
Vi]':;‘xi/'kl}i N (l:))

il y a une densité de courant magnétique de polari-
sation (®) dont les composantes s’écrivent
— 0iv,;. (16)

Le Tableau suivant rappelle comment les seize
grandeurs physiques se déduisent des fonctions
d’onde ().

Pour obtenir I'une des grandeurs physiques,
multipliée par la constante mentionnée, il suffit
de prendre dans la ligne correspondante les fonctions
d’onde indiquées, avec le signe, de multiplier chacune
d’elles par I'imaginaire conjuguée qui est en téte
de sa colonne, puis d’ajouter. La densité électrique j,
est nécessairement négative.

(*) L. pE BroGuIE, L’éleciron magnétique, Paris, 1934.

(®*) E. HExRior, Les couples de radiation et les moments
électromagnétiques, Paris, 1936.

(*) ¥ représente I’'imaginaire conjuguée de v, 2= hestla con-
stante de Planck.

No 1.
o, Wy v, U
1. N
E‘]1 ........ L ) llf.., \Flfj v,
=i ) — v, Wy — W
1. a - - -
e—.]-; ........ q v —11,; ‘I'a -‘13
Ej" ........ — Uy — Wy - — U’
2 B B
700 Uy Uy 03 Uy
2 . .
T ALEEEEERE Wg — Y, Uy — Wy
2 . . .
708 I, — Uy Iy — W
2 g I P /N
7% — Uy — — Wy — Uy
2 mye . . - .
oh Hag. .. ll"j lla ——l_[r] ———ler
.2mye
-1 ehi) Y31 .. Wy — W, — g — Wy
21mC . . . .
Tl Te —Wy —V P
2 v u U5 v
oh M4 — Hg — v 8 o
2myc . . . .
7 L} -, —Ug Yy
.2myc . R . .
Uyl LR —ILY U’y Uy —‘I’g
Q. v, Ve Wy W
—iQs. . v, Uy — Wy — g

Les composantes diverses que nous venons d’envi-
sager ne sont pas indépendantes; on a démontré
les relations suivantes (%) :

Jkok= 0. (17)
o N . . 4 ) 8
Qv = L= dhnot, ()
1 o o . . . N
pij = — (QF + Q) [Qa,jp jRol — Qu (o — jj50) )5 (19)

myc

il ne peut y avoir d’autre relation indépendante.
Il est avantageux d’écrire ces formules en faisant
apparaitre le vecteur unitaire u; et en introduisant
un nouveau vecteur unitaire s, de module carré
égal & + 1, paralléle et de méme sens que le vecteur o..
On trouve alors que

upsk=o, 20)
1
5= hDs, (21)
QI+ Q3= 02 (22)
nous pouvons poser
Q=D cosr, Q,= D sinr; (23)

(®>) L. pE BroGuIg, Loc. cit., et J. Yvon, C. R. Acad. Sc.,
1937, 205, p. 1367.
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la densité de polarisation s’écrit maintenant

wij = D (sin« (u;s;— wujs;) — cosnq.apurst].  (24)

2Mmyec
Notons encore la formule utile

h . .
e D cosn(u;s;— ujs) + sinn.azpukst]. (23)

Ecrivons maintenant les équations aux dérivées
partielles de Dirac, qui régissent 1’évolution des
fonctions d’onde et par suite des grandeurs physiques:

(1 + X+ K)W o (1014 Y 1-02+0 X5) W+ (103+ .X7) lFY =0
(—i0+ X+ K) W+ (id'+ Y1 +02-1 X,) II"".’_( B+ I)Us =0
(i XK ) Wors (101 ¥y X)W (1054 X)Wy 0
(=i + X = K)W g+ (i + V1402 Xo) Wy —(id3+ X3) W=

(26)

Nous avons posé 14, pour alléger tout une série de
calculs intermédiaires,

K= myc:h,
Xi=Vi.e:ch.

4. Elimination des fonctions d’onde. — Nous
nous proposons maintenant d’éliminer des fonctions
d’onde de maniére & établir la théorie sur des rela-
tions ou figurent explicitement le courant, le spin,
les deux invariants et les grandeurs tensorielles qui
s’y rattachent. Nous entreprenons donc 4 propos de
I'électron de Dirac ce que Madelung (®) a réussi a
propos de I’électron quantique non relativiste.

Nous rappelons d’abord deux relations diffé-
rentielles qui s’établissent aisément en combinant
linéairement les équations de Dirac a l'aide des
imaginaires conjuguées des fonctions d’onde; ce
sont 1’équation de conservation de I’électricité

dji=o0 ou i Du;= o (27)
et I’équation qui montre qu’en général le vecteur
densité de spin n’est pas conservatif,

2 MmyC

I)iDSZ‘ -+ 7

D sinm = o. (28)
Les fonctions d’onde peuvent toujours se mettre
sous la forme

W, = Fy e, (29)

olt  est un des indices «, B, v, J, et ¢ une quantité
réelle. Nous choisissons ¢ de maniére que F3, par
exemple, soit une quantité réelle. En combinant

linéairement les formules issues du Tableau I
on trouve que
AW Wy = Duy— Dss— @+ 201 (30)

nous pouvons alors poser, avec un signe inva-
riable dans un domaine ot Fg ne s’annule pas,

el

oy =+ <Du,,-—Ds,»,——Qi+2m°c up> ; (1)

h U7

(¢) . MApELUNG, Zeil. fiir Phys., 1926, 40, p. 322.
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posons encore

9 m,e 2 mye
ay= — Du, + TEY ty=—Du,— Wiy
eh eh
2mc
ay=  D(uy—s;. a, = Q4+ TN
eh
2 m,c 2mye (32)
2 & £ (UAES
a; = 1)31— : k23 ag = DS-z— ST
eh eh
2 myc
a; = Du, — Dsy— Q)+ Yia;
eh

les indices affectés a la lettre a n’ont naturellement
aucune signification tensorielle. Les parameétres a
sont des intermédiaires utiles de notre calcul. Ils
permettent d’éliminer les F a 1'aide des relations

4FsF o= a1+ ta,,
4FFy = a,+ ias,

4EFSFg= a3+ ia,
/;F,%: asy.

(33)
Il est facile de montrer que les a vérifient les
relations
a;(Vo—Ty) + as(Po— ;) — a; (o —1T7) \\
=Ka,—PBas+da,+ L (— @+ agd3—ay*)a;
20ty
a7 (020 —Xs) + ay (Bo—A3) — ar(dvo+.X0)

. T 3
=Ka,+Pas—dta,+ — (a:0'— a; P+ a0 a;
204

. (34)
ag (Mo —X)) — as (Pe—IX) — a, (do+.1X))
1 .
=Ka,+'a;+*as—0* a,+ b (—asdt-a ?-a;P+a %) a,
2015 X
ay(Mo—X)) — a, (P —X5) —a, (Po—1X))
I y
= a+ Pars—dPa,+ e (a1 = a2+ cayP-a0v) aq
20t |
et
a (Po-X)+az(Po-X,)+ ax(Po-X;3)—ay(dic+ 1)
= — Kay+90'ay—Pa,~+dPa,+dva,
1
4+ — (— ay) + a,)*— a1+ a0 a;
2t
3 (0o -X1)— ai (o -X3) +ai(Po-X3)—a,(dro+ X))
= — Kay— Na,— Paz— Pa,+d*a,
1 ,
A+ — (@ + ay i+ asP—a It a;
26{/7 2
(33)

y (o -A7)) + ay(9?20 - Xy) — as(Po-Xy) —az(dre+ 1)
= — Ka;— ' ay~+ Pa,+ P,
-+ L (s — 10— a,03) ay
20t
a, (No-X)) 4+ ag (e -X,)— a;(Po-Xy) — az(dre+.1,)
= — Ka; — M ay+ a;—+ dta,

I "
+ — (aed— 50— a,d¥) as.
20t-

Considérons comme inconnues les quatre expres-
sions

Mo —X,. Jo—X, e —TF, do+ 1
par rapport 4 ces inconnues les équations (34) ont
un déterminant qui vaut simplement — (22, a,)?; les

résoudre n’est pas une entreprise désespérée; sur



22 JOURNAL DE PHAYSIOQUE

les quatre expressions obtenues nous
seulement les deux derniéres

retiendrons

2Qs (d,3 — 13)
2 M,C
= — 22 iy,
el
1
—+ —(asdyan + aydascts ~+ s dy Dty + Dsy dsas).
s

) (36)
2 Q._) (()f,C‘D — ._I ',.\
— 2‘._’21(. )1\,,”

eh

1
“+ — (, 0y + gy + azd,Dus~+ Ds,dyas):
ay

des combinaisons linéaires obtenues par tatonne-
ment a partir maintenant des huit équations (34)
et (35) a la fois nous donnent enfin quatre relations
résumées par

> Q (dio — X7

2 nye .
= (eDu;—+ i)

1 .
~+ ——(@adict\ =100+ D =30 i+ gdict = D). (3T)
s

Dans le domaine ol nous nous sommes placé
les équations de Dirac sont équivalentes a I’ensemble
des équations (27), (28), (36) et (37).

Des calculs assez longs permettent ensuite de
montrer que

(e0,day 4+ wydas + adDuy+ Ds,da;)
= —+ a; Dstou;.cosm,

~+D2sinn X : [ug cosm + (10983 — 11382)] duey

|y cosy + (UzS) — UyS3) | Uy

—+ [wrysing + (wr$a— 10381)] Qg — wysinrdu,
-+ |— sy sinn — (WS, — 1;85) ] I8y

—“+ |51 cosn + (w18 — 1,81)]dsy— sy 5in7 sy

~+ [s3 81D — (U182 — U281) 108, + (—ug =+ s3) 07,

2 My Ly

. o] 2@
—+ (\smv, D >.S’r)ll,§, (38)

et que

(asday — aiday + a,das— a;da,+ agdas— a,day)

= — 20a;D.stdu,.sinn —+ o> D2 cosr, | o3

Poeee s

le crochet non explicite qui figure dans (39) est le
méme que celui qui figure dans (36). Nous pouvons
maintenant éliminer J;o — X, entre la premiére
équation (36) et la troisieme équation (37) et opérer
d’une maniére analogue pour d,¢. Les deux relations
obtenues s’écrivent d’une maniére générale

. 1, 1 .
moyc [sm I <I)u4~+ Z W}h’/) -+ : cosT, _I)Jv,/-]

/ .
=" Dsid,: (40)
)
la premitre relation obtenue correspond a lin-
dice i = 3, la deuxiéme a l'indice i = 4. En réalité
les relations qui correspondent a l'indice i =1
et a I'indice i = 2 sont également vérifiées : en effet

o .

ces quatre relations ne sont pas indépendantes;
compte tenu des propriétés des vecteurs u, et s,
(orthogonalité, module carré égal a + ou — 1)
et des équations (27) et (28), de ces quatre relations
il en est deux seulement d’indépendantes, qui
peuvent étre choisies arbitrairement; leur wvérifi-
cation entraine celle des deux autres.

Nous avons donc remplacé dans notre systeme
d’équations les relations (36) par les relations (40).
Nous allons maintenant porter notre attention sur
les équations (37); nous pouvons éliminer ~, qui n’a
pas de caractére tensoriel, en formant les six expres-
sions

Ditdie) —djdo.

le calcul est pratiquement inabordable par suite
de la complication de l'expression (39) qui figure
dans le second membre. On s’en tire en utilisant
I'invariance relativiste de la théorie de Dirac et en
imaginant d’utiliser des axes particuliers pour
lesquels, en un point donné de l'espace-temps au
voisinage duquel nous raisonnons, les vecteurs
orthogonaux u, et s, soient chacun réduits & avoir une
seule composante. Il est facile ensuite de revenir
aux axes orthogonaux quelconques. Ainsi trouvons-
nous

Djdye) —di(djw)

", ", s, ",
/T Sy Sa S5,
=du;—dig,+- |
o sy disy  0iss diS,
r)/'$| l),’.\'l f)/'S;; !)I'Sr,
1y ", s u,
h| s §) Sy sy o o
- =0, (%
o | dity Dy, daey Jda,
dyy Ay djuy diy

il a fallu introduire un nouveau parametre g; défini
par

e 1. 1. .
Dg, —_—;l)l ,—mo(-[cosn( Du,~+ ;r)/g,-i>—£51n'qr)/v,-,-J; (42)

le vecteur Dg, semble généraliser 1e vecteur densité
d’impulsion-énergie de la théorie classique. Ce que
nous avons appelé le transport de matiére au para-
graphe 2 prend une expression assez compliquée;
une partie du transport de matiére est liée au courant
électrique vrai, comme au paragraphe 2, 4 condition
de multiplier au préalable la densité de courant
correspoidant par — cosv. De méme un transport
de matieére est lié au courant de magnétisme, toujours
avec la méme relation de proportionnalité, a condi-
tion de multiplier au préalable la densité de ce
courant par - sinv.

Les équations (41), ol les ¢, seraient les inconnues,
sont intégrables, cela résulte de la maniére méme
dont elles ont été obtenues, mais ce résultat peut
s’établir aussi directeiment en profitant des pro-
priétés des vecteurs u, et s, qui figurent dans les
deux déterminants.
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Dans les formules (40) ct (42) explicitons les
densités de polarisation en fonction des vecteurs u.
et s;; il vient, compte tenu de (27) et (28), les rela-
tions respectivement équivalentes

apjrpthstdin 4+ sidju,— wids, = sidu, . D
e .
—&i= -1+ myccosn.u,
¢
1 F . 1
+ = | (wsj— wps) i — D Wj k! ]),,/.S/]‘ A
R4

A toute solution des équations de Dirac correspond
une solution des équations tensorielles. La réci-
proque n’est pas vraie. La discussion des solutions
de ces équations nécessite donc une étude, que nous
n’aborderons pas dans cet article. Voici néanmoins
quelques remarques.

Il est d’abord bien entendu que nous considérons
seulement, & propos des équations tensorielles, les
solutions qui sont uniformes (sauf peut-étre en ce
qui concerne le parametre 1), continues et dérivables.
Alors D a partout nécessairement le méme signe.
C’est par convention le signe positif.

Avec les équations de Dirac, u, est partout
positif. Avec les équations tensorielles, il n’est pas
impossible a priori que u, puisse changer de signe
d’un point & l'autre. Nous laisserons ces solutions
de coté. Mais il existe certainement des solutions
pour lesquelles u, est partout négatif. Soit une
certaine solution

Wi s, 10, D, w,>o, (43)
qui correspond & un certain potentiel imposé V,;
changeons V, en — V,; nous obtenons immeédia-

tement une solution du nouveau probléme avec

— . Sy, e D u <o (A6

si (45) représente un électron négatif, (46) représente
un électron positif. Mais nous pouvons trouver
encore une autre solution du nouveau probléme:

-

. — s 6 +w D, ow o, (47)

S’il est permis de faire abstraction de la formule

].i = —eDu,.

I'électron (47) est un électron positif, comme le
montrera clairement le paragraphe suivant.
Limitons-nous maintenant aux solutions pour les-
quelles u, est positif. Ce sont des solutions du systeme
de Dirac seulement si le parametre a, défini par (32)
est positif. Nous indiquerons rapidement que ce
parameétre est sirement positif si cosn est négatif,
mais que si cosv est positif un choix approprié
des axes peut rendre a, négatif (u, restant toujours
positif aprés le changement), au moins dans certains
domaines. Comme on va le voir, le cas ol cosv
est positif se rattache & 1'électron positif tel qu’il
est interprété par (47). Il semble donc que les équa-
tions tensorielles different assez profondément des
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équations de Dirac pour ce qui concerne les deux
sortes d’électricité. Il est d’ailleurs impossible d’ap-
profondir cette question en-I’absence de théorie du
ravonnement.

5. Approximation non quantique. — Nos équa-
tions tensorielles permettent aisément de trouver
ce que devient D'électron quand la constante de
Planck tend vers zéro. L’équation (28) nous montre
qu’'a la limite

st = o1
par suite,
COS'rp = "7 1.

Les équations (41) et (41) deviennent respecti-
vement

-
Hi=—- I — myct, . cos,

(A
«

gi—d,8i=0: A6

le mouvenient de Iélectricité est celui que nous
avons rencontré en ¢électrodynamique classique,
lorsque le champ défini par V comprend seulement
Ie champ imposé et que le rotationnel d’Univers du
vecteur impulsion-énergie est nul. Tenons compte
seulement des solutions telles que u, soit positif;
le cas cosn = -—1 correspond a lélectron ordi-
naire, le cas cosv = + 1 correspond a l’électron
positif. I.’équation (11) est alors valable.

Le systéme des équations limites comprend aussi
I’équation de conservation de I’électricité. Par contre
le spin et le tenseur de polarisation sont annulés.
Toutefois I'équation (43), qui régit I'évolution du
vecteur unitaire s, paralléle au vecteur densité de
spin, conserve une signification. Elle s’écrit

wjdisi= — s/ (dje;— dju;); (A7)
une fois résolues les équations (45) et (46) on peut
résoudre d’'une part I’équation de conservation, ce
qui donne D et d’autre part l'équation (47) : elle
donne I'évolution du spin, devenu infiniment petit,
le long d’une trajectoire de courant. Le spin ne joue
plus qu’un role passif, qu’il est néanmoins intéres-
sant d’examiner. L’équation (13) permet d’éliminer

daui—dju,,
de I'équation (47), qui s’écrit maintenant

II/I)/.\'/ = =+

Fipsi (48)

myc?
en méme temps notons I'expression actuelle de la
densité de polarisation

ceh

= O agy prtkst. AN

9 Mmye

Cette évolution du spin est identique a celle
imaginée par Kramers (7). Dans la théorie élémen-

() H. A. Krayers, Physica, 1934, I, p. 825,
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taire des aimants, un aimant placé dans un champ
magnétique est soumis a un couple. La générali-
sation relativiste la plus simple possible donne le
tenseur densité de moment mécanique angulaire

y.,kl"j‘ — ‘U.]‘]L-F‘/f. (30)
ou, d’apres (49),

eh
=+ Dajjpi (smFmkul — w, Froksly;
2mycC

compte tenu des propriétés générales de u,;, s,
de (46), la relation (48) est équivalente a la relation

I
= heumdm (a;jrackst)
2

4 eh

=+ aiir (SmBFmkuw, — u,, Fmhg)). (31)
PTG ijkt{Sm { m 1);

ce qui montre l'identité des formules de Kramers -

et des notres. Kramers raisonnait en fait sur un
modele ponctuel, mais il serait facile de ramener
notre approximation, qui est une approximation
d’ « optique géométrique », au modéle ponctuel.
Le tenseur

1
N heagjriukst

joue le méme réle, & propos de I'action des couples,

que le vecteur
moycu;,

a propos de I'action des forces.

Il serait sans doute intéressant de reprendre ce
traitement classique du spin en remplacant le champ
imposé ou champ extérieur par le champ total et en
essayant de formuler les théoréemes de conservation
suivant la méthode préconisée par Henriot (*).

6. Approximation non relativiste. — On déve-

. . 1
loppe cette approximation en regardant o0 Up Uy, U

comme infiniment petits; cependant EV reste fini.

Nous supposerons de plus que s; a une direction a
peu pres invariable, par exemple celle de Oz; alors sg
est voisin de + 1, s;, Sy, S, sont du premier ordre,
sinr; du second. On peut regarder cosw comme
constant et, nous limitant au cas de 1’électron ordi-

(*) E. HENrRIOT, Loc. cit.

AL

naire, comme égal 4 — 1. Le champ magnétique
n’est pas arbitraire : il doit étre parallele & Oz. Une
fonction S permet d’éliminer les vitesses u,, Uy, U;
par les relations )

JS e

myeuy = — +— 7y,
l).l’] c
a8 e
MyCUs = —+ -V,
du,  c

a5 e
mycus = -— + - Vy;
dx, c

cette fonction doit vérifier la relation

gl eVﬁ,-J'—~—-l
Jt 2my
< <£+fy1 '+<1}£ +%v,) + i‘sl_,_fr/g )
\dzy ¢ dry ¢ dry ¢
eh h% A \/T)_L;, —
omec | ° =0

2mo \ Du,

a laquelle il faut adjoindre I'équation de conser-
vation de I’électricité. Nous avons ainsi obtenu
I’équation de Schréodinger du probléme sous la
forme que lui a donnée Madelung (°). Le présent
article consiste donc essentiellement en la générali-
sation des idées de Madelung.

7. Conclusion. — Nous pensons avoir précisé
la signification des grandeurs tensorielles relatives
a ’électron magnétique ainsi que les relations qui
existent entre elles. Ces relations montrent que
Iélectron magnétique peut étre traité comme un
fluide continu, électrisé et polarisé, et qu’il apparait
alors comme pourvu d’un caractére fonciérement
classique, tant du moins que I’on ne considere que
le champ électro-magnétique imposé.

Dans ce domaine restreint, on peut prétendre
que la mécanique ondulatoire de I’électron n’est
rien d’autre qu’une conséquence de son aimanta-
tion : en effet les propriétés ondulatoires paraissent
étroitement liées & I’existence du tenseur de polari-
sation. Il ne faut toutefois pas oublier que notre
systeme tensoriel n’est pas strictement équivalent
4 celui de Dirac.

(*) F. MapEeELUNG, Loc. cit.

Manuscrit re¢u le 15 juillet 1939.




