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Résumé. 2014 Nous considérons le problème de la percolation site-lien sur un réseau triangulaire
modélisant un mélange aléatoire bidimensionnel de disques, l’absence d’un lien correspondant à un
défaut de contact entre deux disques voisins. Dans le cas du réseau triangulaire régulier, sur la base
d’une hypothèse sur la conduction d’une cellule du réseau direct et d’une cellule du réseau « concur-
rent », nous proposons un certain nombre de résultats sur les seuils de percolation et les lignes criti-
ques, en bon accord avec les résultats exacts connus et les résultats de simulations numériques.
Abstract. 2014 We consider the problem of site-bond percolation on a triangular lattice modelizing
a 2D random mixture of discs, an inactive bond corresponding to a lack of contact between two
neighbour discs. For a regular triangular lattice, a hypothesis about conduction of a cell of the direct
lattice and of a cell of the « rival » one permits us to propose some results about percolation thresholds
and critical lines, in good agreement with the known exact results and results of numerical simulations.
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Le probleme de percolation site-lien a d’abord été discute par Frisch et Hammersley [1]. 11 a fait
récemment l’objet de nombreuses etudes, soit par des techniques de renormalisation spatiale [2, 3],
soit par la methode des series [4, 5]. Coniglio, Stanley et Klein [6] ont propose un modele pour la
gelation des polymères base sur la percolation site-lien correlee.
De meme, alors que la percolation a été proposée pour modeliser le comportement d’un melange

de grains conducteurs et isolants [7], les experiences sur les empilements reels ont montre qu’il
fallait faire intervenir simultanement une percolation de sites (grains conducteurs ou non) et une
percolation de liens (contact existant ou non entre deux grains) [8, 9]. Ceci conduit a une repre-
sentation de type reseau des empilements reels au niveau de leurs propriétés de conduction. Cette
representation est du meme type que celle proposee par Dodds [10] pour leurs proprietes géomé-
triques. Ce dernier modele de géométrie statistique prend pour limite de tout empilement reel
2D de disques [11] un empilement dans lequel toutes les liaisons possibles entre disques sont
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assurees, ce qui conduit a une triangulation complete du plan. Les liaisons « coup6es &#x3E;&#x3E; de 1’empi-
lement reel Ie seraient de façon aleatoire par rapport a cet empilement limite.

L’etude des proprietes de percolation d’un tel empilement est donc celle d’un reseau site-lien
triangulaire, en general irregulier : les sites S de ce reseau ont la meme probabilit6p(S) de conduire
que les disques correspondants, les liens E ont la meme probabilite p(E) d’etre presents que les
contacts entre disques. Dans le cas le plus general, ce type de probleme n’a pas ete etudie. Une
premiere approche peut en etre faite, a partir d’une comparaison entre le reseau lui-meme et son
reseau « concurrent ». Cette notion de reseau concurrent a ete introduite par Sykes et Essam [ 12]
( matching lattice »). Elle peut ctre generalisee de la fa~on suivante ; nous construisons le reseau
concurrent du reseau direct par deux operations :

1) nous construisons la tesselation de Voronoi (cellules de Wigner-Seitz) du reseau direct; les
cotes des polygones de Voronoi ont pour support les mediatrices des liaisons du reseau direct [13] ;

2) un site est place a l’intérieur de chaque polygone de Voronoi et est relie aux sommets de
celui-ci.

Cette construction conduit a un reseau dont le nombre de sites et de liens est double de celui
du reseau de depart. A titre d’exemple, nous avons représenté dans la figure 1 Ie reseau triangulaire
regulier et son reseau concurrent.

Fig. 1. - la. Réseau triangulaire regulier. lb. Réseau concurrent du reseau 1 a,

[1 a. Regular triangular lattice,1 b. « rival » network of 1 a lattice.]

Si nous affectons a chaque site S’ et a chaque lien E’ du reseau concurrent des probabilites
d’existence respectives p(S’) et p(E’) telles que p(S’) +p(S) = I et p(E’) +p(E) = 1, la construction
precedente appliquee au reseau concurrent redonne le reseau direct, les sites (sommets des poly-
gones) et liens (interieurs aux polygones), toujours presents dans le reseau concurrent, disparais-
sent dans le reseau direct.
Ces relations entre reseau concurrent et reseau direct sont bien sur insuffisantes pour determiner

la ligne critique separant la zone conductrice de la zone isolante dans le plan (p(S), p(E)). Dans le
cas du reseau triangulaire regulier, a partir d’une hypothèse formulée par Wu [14] dans le cadre’
du modèle de Potts, et par transformation étoile-triangle des reseaux triangulaires et nid d’abeille,
Kondor [15] a propose une relation donnant cette ligne critique. Malheureusement l’hypothèse
formulée par Wu a ete infirmée [16]. Nous proposons ici une nouvelle relation donnant cette
ligne critique, egalement dans le cas du reseau regulier.
Nous considerons le reseau triangulaire regulier de la figure la, dans lequel les sites ont une

probabilite d’existence p(S) = s et les liens une probabilite p(E) = b. Les probabilites corres-
pondantes dans le reseau concurrent sont p(S’) = A et p(E’) = K, pour les elements non affectes
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de la probabilité 1. Nous pouvons considérer le réseau direct comme formé de cellules telles que
celles représentées sur la figure 2a, cellules ayant en commun les sites du réseau. Une representa-
tion du meme type peut etre donnee du reseau concurrent (Fig. 2b). Les correlations entre cellules
sont assurées, dans les deux réseaux par les sites communs a trois cellules. Nous formulons alors
1’hypothese suivante :
- au seuil les probabilites de conduction a travers une cellule triangulaire sont les memes

dans les deux reseaux, une cellule étant définie comme conductrice si on peut s’éloigner a l’infini
en n’empruntant que des cellules ayant des configurations équivalentes a la sienne.

Fig. 2. - 2a. Decomposition du reseau la en cellules triangulaires. Les probabilites de site et de lien sont
respectivement set b. 2b. Decomposition du reseau 1b en cellules triangulaires. Les probabilites de site et de
lien sont respectivement A et K.

[2a. Triangular cell partition of la lattice. Site and bond probabilities are respectively s and b. 2b. Trian-
gular cell partition of lb lattice. Site and bond probabilities are respectively A and K.]

Dans le reseau direct, une cellule est donc conductrice si on peut la traverser par deux sites
connectés. Dans le reseau concurrent, une cellule est conductrice si on peut la traverser :
- par au moins deux liaisons K si aucun site n’est conducteur,
- par au moins deux sites conducteurs,
- par un site conducteur et la liaison K opposee.
Sur la base de notre hypothèse, au seuil nous avons donc :

Avec A = 1 - s et K = 1 - b,1’equation de la ligne critique dans le plan (s, b) s’écrit :

equation très diff6rente de celle proposee par Kondor [ 15] :

On retrouve bien les resultats proposes par Sykes et Essam [12] pour les réseaux site pur
(se = 2, b = 1 et lien pur (s = 1, be = 2 sin n/18).
La figure 3 donne la ligne critique obtenue a partir de 1’equation (2) dans le plan (s, b), ainsi que

les valeurs (s, b) obtenues par simulations numeriques sur des reseaux triangulaires 100 x 100.
11 y a bonne concordance entre la courbe et les resultats numeriques.

Il nous a semble également interessant d’appliquer cette technique a un réseau triangulaire
« g6n6ralis6 &#x3E;&#x3E;, a savoir un réseau triangulaire dans lequel les liens correspondant aux trois direc-
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Fig. 3. - Ligne critique dans le plan (s, b) pour un reseau triangulaire régulier : - equation (2) ; ~ simula-
tions numériques.

[Critical line in plane (s, b) for regular triangular lattice : - equation (2) ; ~ numerical simulations.]

tions dans le plan sont affect~s de probabilites ditIérentes : b, b’, b". Ce problème a été etudi6 dans
des cas plus particuliers par Redner et Stanley [17] et Sykes et Essam [18] pour un r6seau carre
anisotrope (b =1= b’, b" = 0), par Tome et al. [5] et Guttman et Whittington [3] pour un reseau
triangulaire « anisotrope » (b = b’ ~ b").

Les deux reseaux (directs et concurrents) etant divises en cellule suivant le meme formalisme
que précédemment, 1’equation (1) devient :

Cette relation nous donne, dans certains cas particuliers :
..

- b = b’ b" resultats precedents.
- b’ - b" = 0 : le réseau est alors linéaire. La ligne critique a pour equation :

1-2~+~=0. (6)

Ceci donne comme points critiques uniques (se = 1, b = 1) et (be = 1, s = 1).
- z" = 0 : Pour s = 1, l’équation (5) donne Ie r6sultat exact [17, 18] b + b’ = 1.
Pour b = b’, nous sommes ramenés au problème de la percolation site-lien dans la r6seau carre.

Le tableau ci-dessous compare les resultats donn6s par liquation (4) avec ceux obtenus par la
méthode des series [5] lorsque b = b’ = set b" = d.

Il y a bonne concordance entre les deux series de valeur. La valeur du seuil pour b = 1 (~ ~
0,597) est très proche de celle obtenue par Sykes et al. [ 19] par la méthode des series : Se = 0, 593 ::t
0,02.
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Tableau I. - Valeurs de d et Sc donnees d’une part par la methode de series [5] et d’autre part
par 1’equation (4).

[Values of d and Sc given by series analysis [5] and equation (4).]
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