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ETUDE NUMERIQUE ET EXPERIMENTALE DU SCHEUA MODAL DE COQUES CYLINDRIQUES, 
FINIES, RAIDIES CIRCONF~RENTIELLEMENT"' 

B. LAULAGNET, C. BOISSON, M. GOTTELAND et B. GUERIN 

Laboratoire Vibrations-Acoustique, Bat. 303, INSA de Lyon, 20. Avenue 
Albert Einstein, F-69621 Villeurbanne Cedex, France 

~ é s u m é  - Nous proposons une méthode pour déterminer  l e  schéma modal d 'une 
coque cy l ind r ique  f i n i e  e t  r a i d i e  c i r con fé ren t i e l l emen t .  C e t t e  méthode dé- 
bouche en  p a r t i c u l i e r  s u r  un p r o g i c i e l  q u i  permet de déterminer  aisément les 
frbquences propres  e t  les modes propres  a s s o c i é s  de ce  type de s t r u c t u r e .  

Summarv - The o b j e c t i v e  of t h i s  work is  t o  ana lyse  t h e  modal scheme of a  
r i n g  f i n i t e  s t i f f e n e d  s h e l l ,  and t o  propose a  genera l  method which r e q u i r e  
easy  computations t o  o b t a i n  f requencies  and mode shapes of t h i s  s t r u c t u r e .  

INTRODUCTION 

L'étude d e s  v i b r a t i o n s  l i b r e s  des  coques cy l ind r iques  f i n i e s  e t  r a i d i e s  c i r -  
con fé ren t i e l l emen t  à f a i t  l ' o b j e t  de nombreux t ravaux [ I l ,  C21 ,  1 3 1 ,  [4]. Le 
b u t  de no t r e  p ré sen ta t i on  e s t  de  proposer une approche théor ique  de l ' é t u d e  

du shéma modal de c e s  s t r u c t u r e s  q u i  a b o u t i t  numériquement à une démarche 
f a c i l e  pour déterminer  l e s  fréquences propres  e t  l e s  rnodes propres  de c e s  
s t r u c t u r e s .  

II - APPROCHE THEORIQUE 

L 'ana lyse  v i b r a t o i r e  des  coques e s t  basée s u r  l ' approche  énergé t ique  [ S I .  Les 
hypothèses su ivan te s  son t  cons idérées  : l a  coque e s t  simplement appuyée, l e s  
r a i d i s s e u r s  c i r c o n f é r e n t i e l s  peuvent a v o i r  une s e c t i o n  d r o i t e  quelconque, e t  
pour une coque donnée l e s  r a i d i s s e u r s  peuvent ne pas a v o i r  l a  même s e c t i o n  
d r o i t e  : l e  long de l a  coque l e s  r a i d i s s e u r s  peuvent ê t r e  régulièrement  
r é p a r t i s  ou non ; théoriquement il n ' y  a  pas  de l i m i t e  pour l e  nombre de 
r a i d i s s e u r s  p ré sen t s  s u r  une coque. Considérons a l o r s  l a  fonc t ion  de Hamilton 
pour une coque r a i d i e  c i r con fé ren t i e l l emen t  p a r  N r a i d i s s e u r s  : 

1 
(1) $ = \ (TC-Wc)dt + if: (Ti-Wi!dt 

t0  - \ 
raidi"çseurs 

avec T : énerg ie  c iné t ique ,  W : énerg ie  de  déformation. 
a /  La fonc t ion  de  Hamilton de l a  coque non r a i d i e  c o n s t r u i t e  à p a r t i r  des 

hypothèses de  Donne11 e s t  c l a s s ique .  ( I n e r t i e  r o t a t i o n n e l l e  e t  e f f o r t  t r an -  
chant  n é g l i g é s ) ,  v o i r  modèle sur l a  f i g u r e  1. 

b/ Pour ce  q u i  concerne l e s  r a i d i s s e u r s  c i r c o n f é r e n t i e l s ,  no t r e  approche e s t  
basée s u r  l a  t h é o r i e  des  p r o f i l s  ouve r t s  en  v o i l e  mince [ 6 ] , [ 7 ] .  Voici les 
p r i n c i p a l e s  hypothèses : ( v o i r  f i g u r e  2 e t  f i g u r e  3 ) .  

(1) Dans l e  cadre  du c o n t r a t  no 1.588 (INSA Lyon) E.D.F. - D.E.R. 
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Figure 1 - Coque cy l ind r ique  r a i d i e  
e t  système de coordonnées 

Figure 2  - Déplacement de  l a  
s e c t i o n  d r o i t e  d ' u n  
r a i d i s s e u r  

Figure 3  - système de  coordonnées 
c u r v i l i g n e s  

1/ Dans l e  p l an  ( x , z )  l a  forme de  l a  s e c t i o n  d r o i t e  r e s t e  inchangée avant  e t  
ap rè s  déformation. 
2/ Les c o n t r a i n t e s  de  c i s a i l l emen t  dans l e  p l an  ( y , t )  son t  négl igeables .  Ainsi  
l e  champ de déplacement d ' u n  r a i d i s s e u r  de p r o f i l  ouve r t  peut -ê t re  exprimé en 
" v a r i a b l e s  de coque". 
A '  e t  M s o n t  des  p o i n t s  courants  dans l e  p lan  (x ,y)  de l a  s e c t i o n  d r o i t e  du 
r a i d i s s e u r  ; 1 e s t  l e  po in t  d ' a t t a c h e  du r a i d i s s e u r  e t  O l e  p o i n t  du f e u i l l e t  
moyen de l a  coque, il v i e n t  : 

avec : 
wA,  ( M ,  1) : a i r e  s e c t o r i e l l e  de pôle  A '  

La fonc t ion  de Hamilton e s t  a l o r s  exprimée en "va r i ab l eç  de coque" puisque l e s  
express ions  (2)  son t  i n t r o d u i t e s  dans (1) . 
Maintenant, l e  schéma modal de l a  coque non r a i d i e  é t a n t  déterminé , les 
déplacements de l a  coque r a i d i e  sont  a l o r s  exprimes su ivan t  l e s  développements 
su ivan t s  : 

Dnmjcos n y  COS m rx/L 

(3)  ] = 
@ 2 n j  [ s i n  n  if s i n  m ax/L 

(wJ n=O m=ï j=l o s  n  s i n  m ~ X / L  



avec : L : longueur de  l a  coque ; n e t  m, respect ivement  l e s  o rd re s  c i r con fé -  
r e n t i e l s  e t  longitudinaux ; j ,  type de mode ( f l e x i o n ,  t o r s i o n ,  t r a c t i o n -  
compression) ; Drim., E ., 1, composantes du vec teur  propre.  Tous c a l c u l s  
e f f e c t u é s ,  l a  miniAisaPYdn de l a  fonc t ionne l l e  de Hamilton donne l e s  équat ions  
modales du mouvement : 

(4 mpqk (aiqk-u2 a -u 2Mi 
+ C L' ( ~ i ~ ~ ~ ~  pqmjk) apmj = O avec : 

pqk i=l m = l  j=l 

rn 
pqk' w ~ q k  

: respect ivement ,  masse géné ra l i s ée  e t  p u l s a t i o n  propre.  

Mi Ri respect ivement ,  élément de l a  mat r ice  de masse géné ra l i -  
pqmJk' pqmjk ' sée ,  e t  élément de l a  mat r ice  de r a ideu r  géné ra l i s ée  

l i é s  au  ième r a i d i s s e u r ,  d ' a b s c i s s e  l ong i tud ina l e  x 
i' 

e t  l a  forme m a t r i c i e l l e  : 

Les pu l sa t i ons  propres  s o n t  l e s  s o l u t i o n s  de l ' é q u a t i o n  (5)  e t  l e s  vec teurs  
propres  a s s o c i é s  permettent  de c a l c u l e r  l e s  déformées propres.  

III - CALCULS-RESULTATS 

La p r i n c i p a l e  d i f f i c u l t é  numérique rencont rée  l o r s  de l a  mise au po in t  du 
p r o g i c i e l  r é s u l t a n t  e s t  l a  r é s o l u t i o n  d 'un  système l i n é a i r e  homogène c ' e s t - à -  
d i r e  l a  r é s o l u t i o n  d 'une  équat ion du type f  ( w )  = O. Le c a l c u l  des d i f f é r e n t s  
dé te rminants  e s t  d é l i c a t  c a r  l a  p réc i s ion  du r é s u l t a t  s e  r épe rcu t e  s u r  l e  
c a l c u l  des vec teurs  propres  a s soc i é s .  Nous avons u t i l i s é  l a  méthode de Gauss 
avec s t r a t é g i e  du p i v o t  p a r t i e l  avec, lo rsque  c e l a  é t a i t  néces sa i r e  du po in t  
de vue numérique, normal i sa t ion  de l a  mat r ice  de base. 
I c i ,  nous proposons une comparaison des r é s u l t a t s  obtenus par  n o t r e  approche 
avec ceux obtenus par  deux a u t e u r s  i 1 1, [ 2 1  s u r  une coque r a i d i e  donnée par  
Hoppmann [ 1 1. 

n m 1 2 3 4 Coque cy l ind r ique  de Hoppmann, 

2 ( a )  
1530 2040 3200 4440  aluminium ; rayon : 1.925 i n  ; 

(b)  1565 2174 3515 5091 épa isseur  : 0.065 i n  : longueur : 
15.53 i n  ; 19 r a i d i s s e u r s  c i rconfé-  

1705 2301 3590 5120 r e n t i e l s ,  de s e c t i o n  r ec t angu la i r e ,  
3  ( a )  4080 4090 4520 5000 hauteur  : 0.21 i n ,  l a rgeu r  : 0.125 i n  

(b)  4321 4312 4545 5123 m : o r d r e  l ong i tud ina l  
( c )  4189 4198 4449 5031 n : ord re  c i r c o n f é r e n t i e l .  

4  ( a )  - - 7560 7800 
(b)  8027 7972 7968 8089 
( c )  7625 7579 7585 7713 

5 ( a )  - - 11400 - 
(b)  11929 11882 11840 11842 
(c)  12012 11962 11915 11910 

( a )  fréquences expérimentales  [ 1 1 
(b) fréquences théor iques  (éléments f i n i s )  [ 2 ]  
(c)  n o t r e  approche. 
Lors de l ' exposé  nous présenterons  en  p a r t i c u l i e r  l ' a n a l y s e  de l a  d e n s i t é  moda- 
l e  d 'une  coque r a i d i e ,  e t  une comparaison théorie-expérience.  

I V  - CONCLUSION 

Nous avons p ré sen té  une méthode pour déterminer  l e s  fréquences propres  e t  l e s  
modes propres  a s s o c i é s  d 'une  coque cy l ind r ique  f i n i e  e t  r a i d i e  c i r c o n f é r e n t i e l -  
lement. Ce t t e  approche condui t  à un programme de s imula t ion  simple pour dé t e r -  
miner l e  shéma modal de ce  type de s t r u c t u r e .  
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