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FILTRES EN PEIGNE ADAPTATIFS POUR L'ESTIMATION DES COMPOSANTES HARMONIQUES
D'UN SIGNAL
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Laboratoire de Robotique de Paris de 1'Université Pierre et Marie Curie
(CNRS UA 1305), 4, Place Jussieu, Tour 66, F-75252 Paris Cedex 05,
France

RESUME

Nous présentons dans cet article les filtres en peigne adaptatifs (FPA).
La technique que nous avons mis au point permet d’estimer un seul paramétre.
Le FPA réalisé apparait comme une mise en cascade de cellules du second ordre,
ot seul le paramétre de la premiére cellule est estimé. La convergence vers un
minimum local est assurée si 1’ énergie du fondamental est suffisante.
L’algorithme est globalement stable si le paramétre de biais (r) est
convenablement choisit. Aucun test de stabilité n’est nécessaire. Si p est le
nombre d’harmoniques du signal, 1’algorithme développé ne nécessite que le
calcul de 10p additions et 12p multiplications.

ABSTRACT:

The Adaptive Comb (FPA) Filters have notches at multiples of the
fundamental frequency. For the FPA proposed in this communication, only one
parameter is adapted for removal of harmonic components. The FPA is
implemented as cascaded second order cells and only the parameter of the first
cell is estimated. Depending on energy of the fundamental frequency,
convergence to a local minimum can be realised. Some strategy (penality) can
be implemented to avoid this problem. It can be shown that the proposed
algorithm is globally stable provided that the debiasing parameter is
appropriately chosen. No stability test is needed. If p is the number of
harmonic components, only 12p multiplications and 10p additions are required
for the RML estimation of FPA parameters.

1 INTRODUCTION

Un grand nombre d’applications permet d’estimer un seul coefficient au lileu

¢ s

nécessitent le traitement de signaux ou de de} 2p pour ;;;Ametho?:sssi PI‘}ZS ou 45, Alpg (Z)‘:";thrrie
grandeurs physiques de nature harmonique, m,ethOdes . classiques. s bt

c’est a dire composés de sinusoides aux d’Adaptation Paramétrique (AAP obtenu

assure une estimation sans Dbiais et une
bonne capacité de poursuite des fréquences.
de fréquence la plus basse est appelée le I est robuste vis a vis des erreurs de
fondamental (f ).Les autres composantes  modélisation (nombre de  fréquences  sous
J estimé) et de la nature du bruit (cas de
bruit non blanc). Ces propriétés ont été
étudiées dans [3].

de sortie de processus non linéaires excités Aprés un bref exposé de la méthode de
par une sinusoide, comme les signaux de mise en oeuvre des FPA, nous étudierons la
parole  (voisée) ou de certains signaux  convergence et le biais d’estimation de ces

fréquences fo, 2f ., ..., pfo. La composante
[*]

correspondent  aux  harmoniques du signal
(2f , 3f,...pf ). C’est le cas des signaux
© ] (<]

biologiques. filtres. Puis nous présenterons l’algor‘i:chme

Dans ce type d’applications la  d’estimation de la phase et de I’amplitude
fréquence du fondamental (fo) est le plus  des sinusoides présentes dans le signal.
souvent inconnue et, compte tenu du

. . ADAPTATIFS.
caractére non-stationnaire des signaux 2 FILgiS ENI:iIi(g;::;S traite, y. s'écrit :
traités, fo peut varier au cours du temps. g k ' Ik
Pour ces deux raisons,. nous avons eu Trecours V= ¥ Alsin(l.w0k+¢x1) + e (1)
N . . . 1=1

aux systémes adaptatifs en introduisant des — R B nce
contraintes supplémentaires aux modéles ARMA avec © = 2n f /f , f  étant la fréque
pour l’estimation ou le filtrage adaptatif g'¢chantillonnage, Al et @ sont
de ces fréquences [1-2]. , i

L’utuqisation de filtres sélectifs respectivement ['amplitude et la phase‘ de la
adaptatifs dotés de bonnes propriétés, sinusoide de fréquence (If o) (harmonique de

accroit la charge de calcul car les

rang 1). On supposera que les harmoniques
fréquences f,2f ,...pf R sont parameétrisées
(4 ©

négligées,c’est a dire d'ordre supérieur a
indépendamment les unes des autres. p, sont contenues dans le bruit e

Au contraire, la mise en oeuvre de La modélisation ARMA du signal yk
Filtres en  Peigne Adaptatifs (FPA) [8],
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possede la particularité d’avoir dv?s
paramétres MA identiques a ceux de la partie
AR [3]. Cette derniére remarque explique
I’intéret d’utiliser un FSA. D’autre p.art,
nous pouvons appliquer une contrainte
supplémentaire pour réduire le nombre de
coefficients a estimer. ]
En effet, considérons le filtre
sélectif symétrique défini par :
p 1+a1rq +1"2q2 P
H@Q D= {5 = ‘nFLq % (2)
1=11 +a,q 1, q =
Les coefficients a de ce filtre ,
génerateur du signal Yo sont liés a la
fréquence du fondamental, par la relation :
a= -ZCos(wO.l) = —2cos(2n(fol/fe)) 3)
Nous pouvons ainsi _dléduir‘e les

coefficients 3 des filtres partir

Fl(q ) a

du premier coefficient a. En

utilisant les

relations  trigonométriques on obtient pour

le calcul des coefficients 3y

a, =-a2+2 si 1=2m (42)

2m m

a = -~ - il=

om+l a1 T 42y, S 1=2m+1 (4b)
Seule I’estimation du parameétre a

notée él, s’avére nécessaire. Nous' noterons

de plus que la partie MA du modéle (2) est
stable si si él est vérifie la relation :

r]; | < 1412
1

Ainsi le test de stabilité et la
procédure de stabilisation sont simplifiés.
L’adaptation du Filtre en Peigne se réalise
par la procédure itérative suivante :

(i) Calcul de €
€,=6,(q 16 (a™M..6_(¢ "Dy (5a)
k 71 2 “p k
en posant o
-1 1 1+aiq l+q 2
G(gq ) = = (5b)
! F.(q 1 l+ragq 1+r2q_2
(31) Mise a jour él(k) par minimisation du
crlt:are : 1k )
Vk(al,ei) =—3 € (6)
k i=1
(111) Calcul des nouveaux paramétres éz(k),
. ,é.p(k) en utilisant les relations (4).

Puis reprendre 2
du  traitement.

I’étape (1)
L’erreur de

Jjusqu’a la fin
prédiction €
résulte du filtrage du

signal y, par

Gl(q_l)

une

cascade de filtres & encoches (

inverses des filtres
L estimation de la

sélectifs  utilisés ).
fréquence f R est

le filtre Fl(q'l) ou G (a1

convergence pour

effectuée par

On peut écrire, en fin de
un signal stationnaire :

COLLOQUE DE PHYSIQUE

_1 ~
€ = Gl(q )yk n
~ p _5
L’ approche EPR (Erreur de Prédiction

Récursive) [1-2] permet de déduire un
algorithme du type Maximum de Vraisemblance

Récursif. Pour cela nous devons évaluer, la
dérivée de I’erreur de prédiction, par
rapport au parameétre qui nous donne

I’expression du gradient :

Bi(l—r)(l-rq_z)
Vg = (L 1.2 2.2 %k ©
i=1 (1+raiq +roq )
l/lk_1 s’obtient par filtrage des
mesures. Pour diminuer la complexité de
1’algorithme, essentiellement di au calcul
de P OO peut procéder a une légére
approximation de 1’expression de Pp-1
Soit fj(k) ( j = L...,p ) le signal
qui restitue, a la convergence, la
composante jfo du signal Yy Une séparation

de ces signaux peut étre obtenue a partir du
filtre représenté sur la figure 1.

yP? vy y°

-1 k k -1 k
Yy Gp (q ) - G ' (q ) €

+ ? - o + ,? _
fp( ) f 1( )

Figure 1 : Cascade de filtres a encoches.
Pour obtenir la composante supprimée
par suffit de soustraire la

le filtre Gj' il

sortie du filtre a son entrée. L’équation
(9) peut alors s écrire au551 :

= -4
lllk_l = 21[ ; (G (@ I‘[G (q X(

J= ;}

et P
T@H =T 6@ (10)
] i#]j

Dans I'équation  (10) Tj(q—l) apparait
comme un filtre éliminant toutes les
composantes différentes de jfo. On peut donc

identifier le signal issu du filtrage de Y
par Tj(q_l) au signal fj(k] (,si r est
proche de 1 ). A I’aide de cette
approximation, I’expression donnant wk—l
devient:

B (£ (k-D)-g_ )

v, = . = 1)
k-1 =11 + ra\Jq1+r2 q2 ¢

La mise a jour du paramétre éll se

réalise de la maniére suivante :
al(k) = al(k—l) + Fk—l I[lk_l €

F = Feg 7 O 9 P i)

(12)
(13)



3 ANALYSE DES PERFORMANCES DES FFA

3.1. Convergence

L’étude de convergence des méthodes de
PErreur de Prédiction Récursives pour
I’adaptation du FPA peut eétre réalisée de la
meme fagcon que pour les FSA. Les hypotheses

nécessaires sont vérifiées et nous pouvons
définir une Equation . Différentielle
Ordinaire (ODE) ( [1-3], [6]), avec 8 = ‘l:
( =) = R tore) (14a)
| 2 rm) = clelenrE@ (14v)
De plus :
fo) = E(y,_e » =19 B2 (15)
k-1"k 2 de k
La fonction de Lyapunov s’écrit :
A1 2
v(e) = 5 E{ € } (16)
Le long de la-trajectoire on a :
V(O (7)) = f(8 (1:)) R~ (‘c) f(es'c)) a7
Sachant que R est définie positive, on en

conclut que V(@) décroit en dehors de :

={e8/f6) =0) (18)
et que les trajectoires de I’ODE associé
convergent vers D quand T tend vers
I’infini. ¢

Si le nombre de fréquences est sous
estimé, la convergence se fera de fagon a

détecter le fondamental et les premiéres
harmoniques sous la condition que les
harmoniques de rang supérieur aient une
énergie plus faible que celles estimées.

Nous noterons, par ailleurs, que le probléme
éventuel de non convergence vers le minimum
global peut étre da a une mauvaise
estimation de la fréquence f o En effet, si

I’énergie du fondamental est inférieure a

celle de 1'une des harmoniques, le filtre G1
est suceptible de «caler sa fréquence sur
cette harmonique. On a, dans ce cas, intérét

de démarrer
initial a1(0)

un filtre en Peigne dont la fréquence f° est

un parameétre
correspond a

1’adaptation avec
proche de -2, qui

proche de zéro, et un gain d’adaptation
initial faible. Cependant, dans la plupart
des  applications. possibles des filtres en
Peigne Adaptatifs, [’énergie du fondamental

du signal est beaucoup plus
celle des. harmoniques.

importante que

3.2 Biais de 1’Estimation de la fréquence

Les points de convergence d% I’AAP
minimisant le critére V(é ) = E(ek ), sont
caractérisés par l’équation E( wk 1k } = 0.

L’expression de l/lk 1 nous permet d’écrire :

& = B8 =

soit encore : (19)

e =;P{E[ Bj (1-r)(1-rq 2)ek_1 €
f =t L (1+a Jq_1 +d2)(1+ra jq_1 +F
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Nous poserons :

¢ (w)-;P .ﬂ[ 8w ~ 1‘6’ }+ S(w + ltg)J + 0
=1
ot ¢ (w) est

2

la densité spectrale du signal

et o celle du bruit.

Si on note o laquelle

la pulsation a

G, présente une encoche alors lw1 sera celle

1

de G est proche de

I En supposant que ®,
@ , NOUS avons :
o

1mwo 1 si m=l (20)
Gyle [ 0 si m=l
Cette hypothése est légitime dans Ila
mesure ou la convergence de [’algorithme

signifie que la fréquence estimée @~ sera

proche de w. En tenant compte de (26)
]

I’expression de €. devient :

f
- _(1-r)
6"'—8f+€f——17——‘f B|+6F7_ (21)
1 2 =1
avee : 21lwo, 11w —ilwe -2il
Bl(l—re ©oye °(l+a1e “oLe vy
B,= - - - q
1 (1+ alellwo+ezxlwo)2(1+rale—1lwoﬂ_ze—211wo)
(22)
B8, (1-rz 3z _ »
g =AY b L TTG(zl)TTG()——
f2 24 (14ra z+272) 3744 i=t
IZ j*1
et :
(1—r) 2
A= 5h
Le premier terme, @n = 0 admet une
solution unique qui est
a =-2cos(w ).
1 o
Le second terme Efz est faible et
proportionnel a (1—r)24Finalement la

solution de [I’équation (24)
I’expression [3] :

sera donnée par

al——200s[w1) —Zcos(w )+(1-r )0‘ S(w ,r) (23)
ou E?(w1 r) est un terme dependant de la
pulsation w0, d’encoche du filtre G, et du

1
Ce terme
la contribution due au

parameétre de réduction de biais r.
(g(wl,r')) provient de

bruit dans !’expression de
puissance de I’erreur en
adaptatif. 11 caractérise

la dérivée de la
sortie du filtre
I’écart a la

so%ution obtenue dans le «cas sans bruit
{0"=0). Nous en déduisons que :

Aw .o Aw .

5— = sin( -2—) = sm((wl—wo)/z)

soit encore

b (-r) 2 Bloyr) (24)
2 Tar sin(w )

D’aprés (24}, le biais donc est
fonction de la variance du bruit o du
paramétre r et la fréquence du signal.

4. ESTIMATION DES AMPLITUDES ET PHASES
Dans cette partie, on supposera connues
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ou estimées les pulsations oy, et l'on
cherchera a estimer, en ligne, [’amplitude
et la phase des sinusoides de fréquence f 1
(ml=21tf1/fe).
Le rr‘l,odéle donné par (1) s’écrit aussi :
yk=1§1( glcos(w‘k) + hlsm(wlk) ) + Y
avec : tgla ) = sin(e )/cos(ocl) = gl/hl

_ 2.2 ,1/2
et : A1 = ( gl+h1 )

Compte tenu de ces deux derniéres
relations, il suffit d’estimer g et hl pour
en déduire o et Al.On se raméne ainsi & un
probléme classique d’estimation linéaire.
L’algorithme que nous utiliserons est celui
des Moindres Carrés Récursifs [7].

* Algorithme d'estimation de g e_tl h. 1
Vecteur paramétre estimé a l’instant k :
N T
= .. N S
O =lgy. g by, b (25
Vecteur de mesure : T
¢ =lcosw k,..,cosw k,sinw k,..,sin ki (26)
k 1 P 1 P
Estimation a priori & l’instant k :
% A~ T
Yk = 8q Pkor (27a)
Erreur de I’estimation a priori :
o _ °T
€p = Yy ek—l¢k—1 (27b)
Mise & jour du gain d'agaptation :
_1 Bt % % B
F = E _,~- (28)
KAkt 8 F ¢
k "k-1"k
Mise & jour du vecteur parameétre :
A R
ek—ek_1+Fk¢ke K (29)
Estimation a posteriori
~ AT
Ve = 8 A, (30a)
Erreur d’estimation a posteriori :
ey ot

€ =V T 0% (30b)

Le facteur d’oubli A permet de fixer
une police d’estimation du gain pour
améliorer la capacité de poursuite dans le
cas ol les amplitudes et les phases varient

dans le temps.

S APPLICATION .
L’utilisation de cet algorithme peut

etre étendue aux signaux en présence d'un
bruit a4 Moyenne Mobile sans porter préjudice
a la qualité des estimations.

Les résultats obtenus, pour un signal
comportant 3 harmoniques (fig 2) et pour des
signaux rectangulaire et triangulaire (fig3)
et pour différents rapport signaux (RSB) a
bruit, montrent ’efficacité des FPA.

L’algorithme proposé en
beaucoup plus complexe en calcul
présenté dans cet article [12] Le test
stabilité n’est pas nécessaire grace
I’utilisation d’un paramétre réduction
biais variant exponentiellement [3].

est
celui
de

a

de

4]
que
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0.3 estimated freguency 0. o5 estlmated frequency
f oz ¥
. 0.28 ¢ o2y ]
e . ¢
G 0.zf T L
. . 0. 1% 4
; 0 15k 1, .
Y VR . .
e 0.1} 4§ o 1
0. 95, 0 0o 150 % %g 50 160 15
a time b time k
Fi i 3 i 5
Elgure 2 Signal a trois harmoniques fo= fe/s.
a) RSB=8de)RSB=2dB
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g s 0.2
H q
0.15 |
§ f V|
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fooal f
s [
0. 08 c 1
B 0 SO 100 15¢ b 0 S0 100 150
a time k time X

Figure 3 a) Signal rectangulaire RSB = 12 dB
b) Signal triangulaire RSB = 10 dB

En coclusion nous préciserons qu’il est
possible  d’utiliser une largeur de bande
différente pour chacune des fréquences. Ceci

peut etre utile dans le cas de systémes non
linéaires excités par un signal a bande
étroite. Le signal de sortie sera alors
composé de toutes les fréquences présentes a
I’entrée et de leurs harmoniques.
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