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SUR LES CRITERES DE LOCALISATION DE LA DÉFORMATION PLASTIQUE DE 
TRACTION SIMPLE 

C. F r e s s e n g e a s  e t  A. M o l i n a r i  

L. P. M.M., GRECO "Grandes Déformations et Endommagement", ILe du SauZcy, 
57045 Metz Cedex, France 

Résumé - L ' i n s t a b i l i t é  d e  t r a c t i o n  s i m p l e  ( s t r i c t i o n )  est d é c r i t e  pour  un 
m a t é r i a u  t h e r m o - v i s c o p l a s t i q u e ,  c o n d u c t e u r  d e  l a  c h a l e u r ,  d a n s  le  c a d r e  
d ' u n  schéma u n i d i m e n s i o n n e l .  Une méthode d e  p e r t u r b a t i o n s  r e l a t i v e  permet 
d e  t e n i r  compte d e  l ' a s p e c t  i n s t a t i o n n a i r e  d e  l ' é c o u l e m e n t ,  e t  d e  f o u r n i r  
d e s  critères d e  l o c a l i s a t i o n .  On d i s c u t e  1' i n f l u e n c e  d e s  - p a r a m è t r e s  
mécaniques du m a t é r i a u  : é c r o u i s s a g e ,  s e n s i b i l i t é  à l a  v i t e s s e  d e  
d é f o r m a t i o n  e t  à l a  t e m p é r a t u r e ,  c o n d u c t i o n  t h e r m i q u e ,  a i n s i  que  d e s  
c o n d i t i o n s  aux f r o n t i è r e s  s u r  l a  l o c a l i s a t i o n  d e  l ' é c o u l e m e n t  p l a s t i q u e .  

A b s t r a c t  - L o c a l i z a t i o n  o f  p l a s t i c  f l o w  i n  t e n s i o n  ( n e c k i n g )  i n  a  t h e r m a l  
v i s c o p l a s t i c  h e a t - c o n d u c t i n g  m a t e r i a l  is d e s c r i b e d  w i t h i n  t h e  framework o f  
a  u n i x i a l  t h e o r y .  A r e l a t i v e  p e r t u r b a t i o n  method is used ,  which a l l o w s  t o  
a c c o u n t  f o r  n o n - s t e a d i n e s s  o f  p l a s t i c  f l o w ,  and p r o v i d e s  l o c a l i z a t i o n  
c r i t e r i a .  E f f e c t s  o f  m a t e r i a l  p a r a m e t e r s  : s t r a i n  h a r d e n i n g ,  s t r a i n  r a t e  
s e n s i t i v i t y  and  t h e r m a l  s e n s i t i v i t y ,  h e a t  c o n d u c t i o n ,  a s  well a s  t h e  
i n f l u e n c e  o f  boundary c o n d i t i o n s  on  n e c k i n g  a r e  d i s c u s s e d .  

1 - INTRODUCTION 

Parmi les méthodes s o u v e n t  u t i l i s é e s  pour  d é c r i r e  l a  l o c a l i s a t i o n  d e  l ' é c o u l e m e n t  
p l a s t i q u e ,  f i g u r e n t  les t e c h n i q u e s  c l a s s i q u e s  d e  l i n é a r i s a t i o n  ( 1 , 7 ) .  Dans le  cas 
d ' u n e  b a r r e  e n  t r a c t i o n  s i m p l e ,  elles f o u r n i s s e n t  une bonne a p p r o x i m a t i o n  d e  l a  
d é f o r m a t i o n  c r i t i q u e  d e  d é b u t  d e  l o c a l i s a t i o n  l o r s q u e  l e  m a t é r i a u  p r é s e n t e  un 
comportement i n d é p e n d a n t  d e  l a  v i t e s s e  d e  d é f o r m a t i o n ,  e t  si l e  p r o c e s s u s  d e  
d é f o r m a t i o n  est q u a s i - s t a t i q u e  : les e f f e t s  d e  l ' é c r o u i s s a g e  e t  les e f f e t s  
t h e r m i q u e s  s u r  l ' i n i t i a t i o n  d e  l a  s t r i c t i o n  s o n t  a l o r s  c o r r e c t e m e n t  déc ; i t s .  En 
r e v a n c h e ,  l o r s q u e  l e  m a t é r i a u  e s t  s e n s i b l e  à l a  v i t e s s e  d e  d é f o r m a t i o n  (81, ou 
l o r s  d ' u n  p r o c e s s u s  dynamique, un d é l a i  c o n s i d é r a b l e  à l a  s t r i c t i o n  p e u t  
i n t e r v e n i r  ( 6 , 7 ) .  Comme les méthodes l i n é a r i s é e s  f o u r n i s s e n t  s e u l e m e n t  l e  d é b u t  
d e  l a  l o c a l i s a t i o n ,  elles a p p a r a i s s e n t  i n c a p a b l e s  d ' e s t i m e r  les temps c r i t i q u e s  
d e  r u p t u r e ,  ou les v a l e u r s  limites d e  d u c t i l i t é .  

En o u t r e ,  les a n a l y s e s  l i n é a r i s é e s  c l a s s i q u e s  n e  s o n t  p a s  e n  mesure d e  f o u r n i r  
d e s  critères d e  l o c a l i s a t i o n .  Ceux-ci  n ' o n t  été o b t e n u s  q u e  d a n s  un nombre 
r e s t r e i n t  d e  c a s  p a r t i c u l i e r s ,  p a r  exemple à f o r c e  c o n s t a n t e  l o r s q u e  l e  m a t é r i a u  
n ' e s t  p a s  c o n d u c t e u r  d e  l a  c h a l e u r ,  a u  moyen d ' a n a l y s e s  non l i n é a i r e s  e x a c t e s  
,-, 

L ' o b j e t  du t r a v a i l  p r é s e n t é  est d e  f o u r n i r  d e s  critères d e  l o c a l i s a t i o n  p l u s  
é t e n d u s ,  p r e n a n t  e n  c o n s i d é r a t i o n  l a  c o n d u c t i o n  t h e r m i q u e  a i n s i  q u e  d e s  
c o n d i t i o n s  aux  limites v a r i é e s .  Ce r é s u l t a t  est o b t e n u  g r â c e  à l ' i n t r o d u c t i o n  
d ' u n e  méthode d e  p e r t u r b a t i o n  r e l a t i v e  l i n k a r i s é e  ( v o i r  a u s s i  ( 9 )  d a n s  ce volume, 
d a n s  l e  c o n t e x t e  d e s  bandes  d e  c i s a i l l e m e n t )  ; c e t t e  méthode prend  e n  compte 
l ' a s p e c t  non s t a t i o n n a i r e  d e  l ' é c o u l e m e n t  p l a s t i q u e  homogène. 
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L'étude est basée sur un modèle unidimensionnel de la traction simple, contenant 
une non-uniformité initiale des variables ; elle est donc limitée a 
l'approximation classique des grandes longueurs d'ondes, et l'aspect 
tridimensionnel de la distribution des contraintes n'est pas pris en 
considération. 

Les équations fondamentales du problème sont tout d'abord formulées, et les 
résultats obtenus précédemment (7) résumés. Puis la méthode de perturbation 
relative est présentée ; enfin, certains résultats nouveaux sont brièvement 
évoqués. Une présentation plus détaillée et plus complète est fournie dans la 
référence (13). 

II - FORMULATION DU PROBLEME 

Considérons une barre axisymmétrique, de longueur et de section initiales 10 et 
so, soumise à une sollicitation de traction simple ; le matériau est supposé 
incompressible, et de masse volumique p . Dans un premier temps, une loi de 
comportement très simple est adoptée ; nous supposerons que : 

- ?, 

a = p eV Èm En (2.1) - - 
où 0, 8 , c et E désignent respectivement la contrainte vraie, la température, 
la vitense de déformation et la déformation naturelles. p, v , m et n sont des 
constantes empiriques ; v , m et n caractérisent respectivement la sensibilité à 
la température, à la vitesse (m > O )  et l'écrouissage. 

Les équations gui gouvernent le problème sont, avec (2.1) : 

f et v" sont respectivement le temps et la vitesse de la section de coordonnée de 
Lagrange f ,  et de coordonnée d'Euler %. 

C, K et 6 désignent respectivement la capacité thermique volumique, la conduction 
thermique, et la proportion de l'énergie de déformation plastique convertie en 
chaleur (coefficient de Taylor-Quinney) ; ces  aram mètres sont considérés comme 
constants dans cette étude. Les effets de conduction dûs à la variation de 

aG aE section : - K sont très petits dans l'approximation des grandes longueurs - - 
d'onde, et pourraient être négligés comme en (7) ; ils disparaîtront dan% gne 
analyse linkarisée. Notons en outre que (V, E ,O ) sont des fonctions de (X,t), 
de sorte que leurs dérivées partielles par rapport au temps sont aussi leurs 
dérivées matérielles. Les frontières sont soumises aux conditions (2.6.1) ou 
(2.6.2) : 

(V désigne la vitesse de l'extrémité mobile de la barre ; V peut être constante, 
ou pilotée de manière à obtenir une vitesse de déformation constante) 



F est la force constante appliquée à l'extrémité de la barre. La surface 
latérale de la barre est supposée adiabatique, ainsi que les extrémités de la 
barre, pour lesquelles : 

Lorsque les variables adimensionnelles : 
- . - -  . . 

t = E  t ; E x  E / E O  
O 

sont introduites, où et E désignent respectivement les valeurs uniformes 
O - 

initiales de la température et de la vitesse de déformation , reliées à O Fo et 
V (la vitesse initiale de l'extrémité mobile) par : O' 

les équations fondamentales se réduisent à : 

a, v , x ont été éliminés; p , k et a sont des paramètres adimensionnels, po est 
significatif des ef Rets d'inertie : 

Po = pVo2 / $ (2.13) 

k est la conductivité thermique réduite : 
- 

k = K/CloZ 

a contrôle le terme source de chaleur : 

Les conditions aux limites réduites sont : 
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Pour les conditions initiales homogènes : 

les équations (2.10 ; 2.12) admettent une solution homogène exacte ou approchée 
selon les conditions aux limites adoptées (13) : ( E O, E O, O O). D'une manière 

classique, la stabilité d'une solution homogène est testée en recherchant une 
solution inhomogène de (2.10 ; 2.12) de la forme : 

Ê(X,t) = Êo(t) + 6Ê(t) exp (i<X) 

c(X,t) = ~ ~ ( t )  + 641) exp (EX) 

O(X,t) = Oo(t) + ôat) exp (i<X) 

où les incréments (6E, 6c, 60) sont supposés petits devant (fO, OO). 5 est le 
nombre d'ondes de la perturbation. La substitution de (2.18) dans (2.10 ; 2.12) 
et la sélection des termes du premier ordre en (6E, 6 ~ ,  60) conduit à un système: 
dX 

= A (t) X d'équations différentielles ordinaires dont les coefficients 

dépendent du temps. A titre d'exemple, l'analyse de l'équation caractéristique : 
det (A - nI) = O fournit, dans le cas d'un matériau non conducteur, peu sensible 
à la vitesse de déformation, en chargement quasi-statique, à la condition 
d'instabilité (7) : 

qui s'est révélée être en très bon accord avec les données expérimentales 
présentées par Ferron ( 5 ) ,  en raison de la faible sensibilité à la vitesse de 
déformation de l'acier inoxydable utilisé. Cependant la croissance des 
perturbations (2.18) doit être beaucoup plus forte que celle de la déformation 
homogène pour valider ce critère, car la solution homogène doit être stationnaire 
dans la théorie linéarisée classique. Nous présentons maintenant une méthode de 
perturbation tenant davantage compte de l'instabilité de la déformation homogène. 

III - ANALYSE DE PERTURBATIONS LINEARISEES RELATIVES 

Définissons les variables relatives : 

La substitution de (3.1) dans les équations réduites (2.10 ; 2.12) fournit les 
équations : 



Il est clair que la solution homogène de ces équations est : 

A = 1  , $ o = l  , rpo=l 
O 

et qu'elle ne dépend plus du temps. Nous cherchons maintenant une solution 
inhomogène de la forme : 

X(y,t) = 1 + 6X(t) exp (i5 X) 
$(y,t) = 1 + 6$(t) exp (i5 X) 
cp(y,t) = 1 + 6q(t) exp (i 5 X) 

L'examen de la croissance du défaut relatif ( 6 A ,  641 , 6rp ) conduit à des 
conclusions relatives à la localisation, alors que la croissance du défaut absolu 
est représentative de l'instabilité (11,12,13). La linéarisation des équations 

(3.2 ; 3.4) conduit à un système différentiel linéaire : - dX . =  Nt). X dont les 
dt 

coefficients dépendent du temps ; l'analyse de ce système au moyen des résultats 
de Coddington-Levinson (10) montre que pour des matériaux tels que : v < 1 la 
localisation de l'écoulement ne peut être évitée, pour aucune des conditions aux 
limites : (2.15.1 ; 2.15.2 ; 2.15.3). Pour des materiaux thermo-durcissants tels 
que : v > 1, les résultats concernant la localisation dépendent au contraire des 
conditions aux limites, ainsi que de la sensibilité à la vitesse de déformation 
(13). 

REMERCIEMENTS 

Les auteurs remercient la D.R.E.T. pour le support financier fourni dans le cadre 
du contrat 8311071. 

REFERENCES 

/ 11 Hart, E.W., Acta Metall., E, 351 (1967). 
/ 21 Campbell, J.O., 3. Mech. Phys. solids, 3, 359 (1967). 
1 31 Jonas, J.J., Holt, R.A. and Coleman C.E., Acta Metall. 3, 911 (1976). 
1 41 Argon, A.S., the Inhomogeneity of Plastif Flow, Chapter 7, American Society 

of Metals, Metals Park Ohio (1973). 
/ 51 Ferron, G., Mater. Sci. Engng 9, 241 (1981). 
/ 61 Taylor, J.W., Harlow, F.H. and Amsden, A.A., 3. Appl. Mech., 45, 105 (1978). 
1 71 Fressengeas, C. and Molinari, A., Acta Metall., z, 387 (1985r 
1 81 Hutchinson, 3.W. and Neale, K.W., Acta Metall. g, 831 (1977). 
1 91 Fressengeas, C. and Molinari, A., A Relative Stability Analysis for Shear 

Band Formation, Dymat Paris (1985). 
1101 Coddington, E.A. and Levinson, N., Theory of Ordinary Differential 

Equations, Mac Graw Hill, New York (1955). 
1111 Molinari, A., 5eme Colloque Mécanique et Métallurgie de Tarbes, ADISTA/ATS 

pp 1-43 (1984). 
1121 Molinari, A., J.M.T.A. to be published (1985). 
1131 C. Fressengeas ; A. Molinari, to be published. 


