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RELATIVITÉ GÉNÉRALE. 
L'EXPÉRIENCE SOREL ET LES THÉORIES DE LA GRAVITATION 

C. MARCHAL 

ONERA, 92320 Châtillon 

Résumé. - Les différentes théories de la relativité générale et de la gravitation mises au point 
depuis celle d'Einstein aboutissent à des expressions variées de la courbure de l'espace-temps au 
voisinage d'une masse importarite comme le Soleil. Les « perturbations relativistes » qui en résultent 
sont suffisamment différentes pour qu'une expérience précise d'analyse du mouvement libre d'une 
sonde interplanétaire permette de déterminer quelle est la théorie qui correspond à la réalité. 

Abstract. - The different theories of general relativity and gravitation find out since that of 
Einstein lead to various expressions of space-tinie curvature around an important mass such 
as the Sun. The resulting « relativistic perturbations » are sufficiently different to afford the possi- 
bility of a check experinient by the accurate analysis of the free motion of an interplanetary drag- 
free probe. 

1 .  Introduction. - Après celle d'Einstein, vieille 
d'une soixantaine d'années, diverses théories de la 
relativité générale et de la gravitation ont été mises 
a u  point en utilisant des Iiypothèses variées et contra- 
dictoires sur la nature de la matière et de l'énergie. 
L'expérience SOREL, proposée par le Professeur 
J. Blamont et  préparée par I'ESRO et par la NASA, 
doit servir à les départager. 

2. La courbure de l'espace-temps. - « L'espace- 
temps est un  continuum non euclidien à quatre 
dimensions. » 

Cette simple phrase a le don de décourager un grand 
nombre de  bonnes volontés et combien d'entre nous 
ne se sont-ils pas dit en la lisant : « j e  ne comprendrai 
jamais vraiment la relativité générale ... ». 

Pourtant une phrase analogue : « le niveau nioyen 
des mers est un contiiiuum non euclidien à deux 
dimensions » ne nous trouble plus comme elle pou- 
vait troubler nos ancêtres, la Terre n'est pas plate ni 
même exactement sphérique et les habitants des anti- 
podes marchent sans aucune gêne « la tête en bas ». 

Reprenons donc l'examen de l'espace-temps. Tout 
d'abord « l'espace-teinps est un continuuiii à quatre 
dimensions », autrement dit i l  faut quatre para- 
mètres pouvant varier de façon continue (ce qui n'est 
plus vrai si l'on descend à l'échelle des quanta) pour 
caractériser un point de l'espace-temps ; par exemple, 
l'explosion d'un satellite pourra être repérée par sa 
latitude, sa longitude, son altitude et son instant 
T. U. O n  pourra bien entendu utiliser d'autres sys- 
tèmes de coordonnées, le seul point important étant 
de  pouvoir passer de l'un à l'autre sans ambiguïté 
exactement comme le capitaine d ' ~ i n  navire sait passer 
du  système du méridien de Greenwich à celui du 

iiiéridien de Paris ou bien du temps uiiiversel au temps 
des éphéinérides ou au  teinps solaire local moyen ou 
au temps solaire local vrai ou encore au temps du 
fuseau horaire où i l  se trouve. 

Enfin « l'espace-temps est non euclidien », cela 
signifie simplenient que les formules de la géométrie 
euclidienne n'y sont pas applicables : par exemple, 
si sur Terre sur uii plan à peu près horizontal (coinilie 
la surface d'un stade) nous traçons un cercle de 100 111 
de rayon, le rapport de la longueur de la circonférence 
à celle du diamètre n'est pas le nonibre théorique 71 

égal i la limite de la suite 4 

c'est n - 3,5 x 10-19. ~ i e n  entendu la différence est 
si faible que nous sommes très loin de pouvoir la 
mesurer et à l'échelle de la Terre les géodésiens 
n'auront à tenir compte de la courbure de l'espace 
que lorsque la précision de leurs mesures atteindra le 
centimètre ; nous sommes d'ailleurs accoutuniés 
à des approxiriiations bien plus grossières, un ai-chi- 
tecte lie considère-t-il pas que les verticales sont paral- 
lèles et qu'un gratte-ciel est un prisme et non un tronc 
de pyramide dont le sommet serait le centre de laTerre4? 
(pour l'Empire State Building, la différence dépasse 
un demi-centimètre). 

3. Expression de la courbure de l'espace-temps. - 
Pour étudier la courbure de l'espace-temps au voisinage 
d'un corps pesant et de symétrie sphérique comme 
le Soleil on utilise généralement soit les coordonnées 
de Schwarzschild, soit celles de Robertson [ I l .  Le 
passage d'un système à l'autre est aisé et ces deux 
systèmes utilisent le même paramètre t appelé temps 
cosmique » (dénomination d'ailleurs tout aussi 
impropre que celle de « temps univei-sel » l i E  en fait 
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à la rotation irrégulière cie l:i Terre) ; le temps cos- 
mique r est le tetnps marqué par une horloge située 
infiniment loin de la masse étudiée et dont la vitesse 
eît nulle par rapport i cette masse ; imaginons donc 
une korloge atomique repère, iinmobile par rapport 
titi Soleil et située à une ou deux années-lumière. 

Le5 trois autres coordonnées de Scl-iwarzschild 
sont : 

r la « distance radiale », 
(p la latitude. 
L la longitude. 

Etaiit donné la symétrie sphérique, cp et L sont des 
paramètres géoinétriques ordinaires mesurables par 
des visées astronomiques ; par contre r n'est pas 
physiquement mesurable : on le déduit des calculs 
d'orbites. 

Imaginons maintenant une horloge située au point 
( I . ,  cp, L, t )  de l'espace-temps et se déplaçant avec 
une vitesse de  composantes dr/dt, dqldt ,  dL/dt ; 
son temps propre s sera donné par la forn~ule  de 
Schwarzschild : 

ds' = F(r) d t7  - 

- c - ' [ ~ ( r )  dr' + r2(dv7 + cos' (p d ~ " ]  ( 1 )  

c étant la vitesse de la lumière. 
Dans le cas de la théorie d'Einstein on obtient 

t ~ i  étant le « rayon relativiste » de l'astre étudié (soit 
1,477 km dans le cas du Soleil et 4,4 m m  dans celui 
de la Terre) ; nous allons voir qu'il y a d'autres théories 
pour lesquelles F ( r )  et G(r) sont différentes. 

Dans le système de Robertson les 3 autres coor- 
données sont : 

.Y « l'abscisse », 
*v « l'ordonnée », 
z « la cote P. 

On en déduit la distance radiale de Robertson : 

et les paramètres (p et  L de Schwarzschild sont liés 
à .Y, J., z, p par les formules euclidiennes ordinaires : 

.Y = p cos <p cos L 

y = p cos 47 sin L 

z = p sin cp . 

La distance p est choisie par Robertson précisément 
de fiiçoii que la formule (1) devienne de la forine : 

ds2 = f (p) dt2 - c-'.&) [dx' + dy2 + ds'] (2) 

cc qui iiiipose évidemment 

d'oit, diii-is le cas de la théorie d'Einstein : 

Les autres théories de la gravitation (celies de 
Jordan, Thiry. Brans-Dicke, etc. [2]) sont basées sur 
des notions de  iiintière et  d'énergie fort différentes 
de  celles d'Einstein ; elles conduisent à diverses 
foi~ctions f ( p )  et g ( p )  ( l )  et pour les étudier nous 
utiliserons les expressions : 

2 y i n  
g(p) = 1 f + .-. 

P 

/? et 7 sont égaux à 1 dans  le cas einsteinien n u i s  
par exeinple y est de  l'ordre de  0,85 dans la théorie 
de Brans-Dicke. 

Remarquons que ,f (p) et g(p) tendent vers 1 quand 
p tend vers l'infini, l'expression (2) tend donc vers le 
« ds2 de Minkowski » de la relativité restreinte : 

ce qui correspond bien au  cas sans gravitation. 
D'autre part, les deux premiers ternies du  dévelop- 

pement de ,f(p) sont les mêmes dans les diverses 
théories ; ils sont en effet imposés par la nécessité 
de respecter la vieille théorie newtonienne qui a 
conduit à une si excellente approximation du  mouve- 
ment des planètes : le rayon relativiste i n  est lié ii 
la constante G de la (( loi de l'attraction universelle )) 
et à la masse Jt du  corps étudié par : 

Pour départager les diverses théories de la gravi- 
tation i l  nous faut mesurer les coefficients et  21 
des éq. (5) et (6) ; tel est le but de l'expérience SOREL 
dont la réalisation n'est plus qu'un problème financier 
(ce qui est malheureusement essentiel). 

4. Mouvement dans un champ cciitral. - Comment 
peut-on faire apparaître ces coefficients P et  y  ? 
On le peut en étudiant le mouvement de  sondes 
lancées à travers le système solaire ; en effet, le mou- 
vement libre d'un corps de rnasse négligeable est 
déterminé très siiiiplement par I'éq. (1) ou I'éq. (2) : 
entre deux points donnés de  l'espace-temps r,, cp,, 
L,, t ,  et r,, vf. L,, t ,  fou  bien s,,j*,, L,, t ,  et s,. y,, z,, t,) 

(1) Pour certaines théories (Yilmaz, Papapetrou, etc. [2]) 
la symétrie sphériq~ie n'est n~êfiic plus respectée et la métrique 
dépend de la vitesse et de la direction du Soleil par rapport à 
la Galaxie ; l'analyse est alors pl~is conlplexe mais elle reste 
analogue à celle développée dans les pages ci-aprcs. 
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la sonde qui va de l'un à l'autre utilise le chemin 
de temps propre sr - so maximal. Les corps célestes 
font comme les êtres vivants : ils maximisent leur 
durée de vie propre (pour être juste il convient d'ajou- 
ter que ceci n'est vrai que si le chemin considéré 
fait moins d'un demi-tour autour de l'astre central, 
au-delà le temps propre s, - s, est stationnaire et 
non maximal). Parmi ces chemins de temps propre 
maximal ceux de temps propre nul correspondent 
aux rayons lumineux dont les mouvements sont donc 
régis par la même loi que ceux des corps célestes. 

On peut donc considérer le problème du mouvement 
libre d'un corps céleste comme un problème d'opti- 
misation (ici de maximisation) et cela conduit aux 
résultats suivants : 

Utilisons les coordonnées de Robertson, posons : 

p = vecteur (v, y, z), donc II p II = p , 

V = dpldt = dérivée de p par rapport au temps 
cosmique t. 

Le problème possède les intégrales premières : 

d t 
f (p) - = k, = Cte 

ds 

p A V g(p) = k 2  = vecteur constant 
f (PI 

et l'accélération de p par rapport au temps cosmique t 
est donnée par : 

Ces éq. (9) et (10) sont valables pour n'importe 
quelles fonctions continuement dérivables f (p) et 
g(p) ; dans le cas des fonctions données en (5) et (6) 
elles conduisent à : 

117' c2 + termes d'ordre - 
P 

On peut vérifier que pour les faibles vitesses le terme 
principal est bien celui de l'attraction newtonienne : 

5. Intégration du mouvement dans un champ 
central. - 5.1  CAS D'UN CORPS LENT. - L'intégra- 
tion de (11) avec l'aide des intégrales premières (9) 
conduit à un mouvement presque képlérien quand 

les vitesses sont faibles, nous l'exprimerons avec 
l'aide d'un mouvement képlérien auxiliaire très 
voisin dont les constantes seront comme d'habitude 
appelées tz, a, p, e et les anomalies v ,  E, M avec : 

n = moyen mouvement angulaire, 
a = demi grand axe, 
n2 a3 = G A  = 3nc2 = Cte gravitationnelle, 
e = excentricité, 
p = a(1 - e2) = paramètre, 
M = E - e sin E = anomalie moyenne, 
E et u : anomalie excentrique et vraie 

E 1 - e  u 
tg-  2 = , / = t g z .  

Ce mouvement képlérien auxiliaire est celui utilisé 
dans [3] ; i l  est légèrement différent de celui utilisé 
en [4] et donne les résultats beaucoup plus simples ; 
il est relié aux intégrales premières (9) par : 

et conduit à : 

A) le mouvement libre est plan, dans un plan 
contenant l'origine ; supposons-le par exemple dans 
le plan équatorial d'équation cp = O (ou z = O), 

B) les paramètres p, L, (longitude), s et t sont 
alors donnés par : 

Y p = a(1-e cos E) = 
1 + e cos o 

Ces équations sont valables (au second ordre près) 
pour n'importe quelle excentricité et avec la symétrie 
sphérique pour n'importe quelle inclinaison. 

L,, s,, t ,  sont 3 constantes d'intégration et M/n 
est, à une constante près, le temps propre de l'orbite 
képlérienne auxiliaire. 

Remarquons que : 

A )  Pour une révolution, les effets perturbateurs 
obtenus sont de l'ordre du rayon relativiste m ; 
on doit donc s'attendre à observer des écarts de 
1 à 10 km. 

B) Le seul effet visible A longue période sur une 
planète est lié à l'expression de L ; c'est l'avance 
séculaire du périhélie dont la vitesse angulaire est 
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C)  Les termes négligés du second ordre ne donnent 
que des écarts de l'ordre de m2lp soit toujours moins 
de 1 cm dans le système solaire. 

D )  f i  n'apparaît que dans l'expression de L. 

E) La différence t - s est indépendante de f i  et y ; 
une expérience de dérive d'horloge (red shift) ne per- 
met donc pas de mesurer ces paramètres. 

5 .2  CAS D'UN RAYON LUMINEUX. - Imaginons un 
rayon lumineux partant du point ( O ,  y,, O) dans la 
direction positive de l'axe des x ; l'intégration de (11) 
pour un temps propre invariable (ds = O) conduit à : 

Donc la déflexion totale d'un rayon lumineux 
passant près d'une masse pesante est 2 m(l + y)/y, 
radian et le temps de transit t ,  - t, entre deux points 
comme la Terre et une sonde spatiale (Fig. 1) est 
donné par : 

c(t,- t,) = D, - m(l +y) Log 

. (17) 
m2 D, + ordre 

p+ sin2 A 

Terre 

s°Fe euclidien 1 

Frc. 1. - Analyse d'un rayon lumineux. 

D, étant la distance euclidienne calculée à partir 
de p,, p, et de l'angle Terre-Soleil-sonde, donc D, 
correspond aux éq. (15) et est égal à 

(P+ + p: - 2 p, p, cos c ) " ~  

6. Mesure de f i ,  y et du coefficient J2 du soleil. - 
Le terme m(l + y) Log (tg A/2 tg B/2) de (17) peut 

atteindre près de 30 km pour un rayon lumineux qui 
rase le Soleil ; la variation rapide de ce terme lors 
des conjonctions supérieures donne un moyen de 
mesurer y avec précision ; c'est ce qui a été fait avec 
les engins Mariner 6 et 7 [5] et l'on a obtenu ainsi 
y = 1 à environ 8 % près. L'imprécision vient bien 
sûr en partie de l'imprécision des mesures de dis- 
tance par radar, mais elle provient surtout d'une part 
des effets de la couronne solaire, effets particulièrement 
importants pour les rayons rasants, d'autre part de 
la difficulté de l'analyse du mouvement de la sonde 
compte tenu de toutes les sources de perturbations 
non relativistes dont certaines, comme les pertur- 
bations dues à la pression de radiation ou au vent 
solaire, sont difficiles à évaluer et à modéliser. 

Pour éviter ces effets perturbateurs, l'expérience 
SOREL sera faite soit avec un laser, soit avec une 
double fréquence radar, ce qui permet de corriger en 
grande partie les effets de la couronne solaire, et elle 
utilisera une sonde « à traînée compensée » c'est-à-dire 
comportant une masse d'épreuve intérieure (et donc 
protégée de la pression de radiation et du vent solaire) 
et une enveloppe protectrice assujettie à accompagner 
la masse d'épreuve grâce à des capteurs de position 
(optiques ou électrostatiques) et à de petits réacteurs. 

La sonde sera lancée sur une orbite tangente inté- 
rieurement à celle de la Terre et de période voisine 
de 6 mois (distance périhélique 0,25 à 0,30 unité 
astronomique) ; cette orbite fournira de nombreuses 
conjonctions supérieures. 

On espère pouvoir ainsi mesurer f i  avec une pré- 
cision de à y avec une précision de 
à IOw4 et le coefficient J ,  lié à l'aplatissement du 
Soleil avec une précision d'environ  IO-^. Ce coef- 
ficient Jz est bien entendu lié lui aussi au mouve- 
ment des planètes et des sondes ; par exemple l'avance 
du périhélie de Mercure (connue à 0,4" d'arc par 
siècle près) fournit la relation 

J ,  joue un rôle important dans l'analyse du Soleil : 
si J2 est d'ordre le Soleil est un astre à rotation 
à peu près uniforme (légèrement plus rapide à l'équa- 
teur qu'aux pôles) ; si au contraire Jz est de l'ordre 
de quelques IOe5 (comme sembleraient le confirmer 
certaines observations de l'aplatissement géométrique 
du Soleil faites par Dicke), le Soleil possède une très 
importante rotation différentielle, sa vitesse de rota- 
tion moyenne étant plus de deux fois celle de la sur- 
face. 

7. Conclusion. - L'expérience SOREL de I'ESRO 
et de la NASA permettrait de déterminer quelle est 
celle des théories de la gravitation qui correspond à 
la réalité, ce qui revient à choisir entre des notions 
très différentes sur la matière et l'énergie ; de plus, 
elle donnerait des précisions importantes sur la 
dynamique interne des étoiles. Souhaitons qu'elle 
soit un jour réalisée. 
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