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CONTRIBUTION A L'ETUDE DU FACTEUR DE FORME DANS LES MACHINES TOKOMAK

Roland Nakach
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Département de la Physique du Plasma et de la Fusion Contrdlée
Service 1IGn - Centre d'Etudes Nucléaires
Cédex 85 ~ 38 GRENOBLE Gare (France)

Régumé
==ssume

On résoud analytiquement les &quations de 1'équilibre magnétostatique dans un systéme

-~

axisymétrique toroidal dont la section droite est une courbe appartenant i la famille

des ovales de Cassini.

Abstract

The equations of M,H.D. equilibrium are analytically solved for an axisymmetric toroidal

system whose section is a Cassinian oval.

On se propose de résoudre analytiquement les
équations de 1'équilibre M.H.D., dans un systéme to-
roidal axisymétrique dont la section droite est une
courbe appartenant & la famille des ovales de Cas-
sini.

Cette famille dépendant d'un paramétre, présen—

te 1'intérét de fournir des courbes fermées qui
ressemblent 3 celles que l'on a proposées dans le
but d'améliorer les paramétres physiques d'équili-
bre des décharges Tokomak et &ventuellement leur

stabilité.

En effet selon la grandeur du paramétre on
pourra avoir une ovale d'aspect circulaire, ellip-
tique, en forme de doublet dont la courbure peut
etre plus ou moins accentuée, en forme de poire
pointue {(moitié de la lemmiscate de Bernoulli) ou

de poire arrondie.

Il est donc possible 3 partir des solutions
analytiques dépendant du paramétre de la famille
d'étudier en méme temps les équilibres dans ces

différentes formes de coque.

Le systéme des &équations de la M.H.D. idéale
se raméne pour une configuration axigymétrique i
1'équation aux dérivées partielles pour la fonc-
tion flux F, bien connue [l 2] .
z
Te-adk 3R Lho
,?;2ﬁont les coordonnées cyllndrlques dans le

systéme ol Zest 1'axe principal du tore.

R est le grand rayon du tore.
° =

p et B” sont la pression cinétique et la pression

magnétique, fonctions que de F.

J? la densité de courant de décharge.

On résoud 1'équation (1) dans le cas ol P(F)
etb(F)sont des expressions lindaire, guadratique

ou exponentielle de F & 1'intérieur du domaine
défini par une ovale de Cassini f: ,» avec la condi-
tion que F est constante sur le contour r: .

(contour surface &quiflux).

On donne la solution sous forme d'un dévelop-
pement au 1° ordre suivant le paramitre de toroi-
dicité :

§= 2 <1
ol a est la distancJQEaractéristique transversale,

de 1'ordre du rayon du plasma.

';';Elé'-
p=hrhF - AF®

B By b F+ by F )

ol he, P, etc... sont des constantes.

Le systéme &€tant de révolution il convient de

F= R%*G(R,2)

En passant dans le systéme d'axes cartésien

faire la transformation :

dans le plan méridien, et en développant suivant

on obtient 1'8quation :

26 ’_b_Q Gl +06xe-]= a ea ey
2x?

ot les coef£1c1entscn» ,%0--, s'expriment en fong-
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tion de Pys Pyere Dans le premier cas on spécifie

les coefficients b, et p, de manidre 3 annuler of,
et of,, on obtient ainsi une &quation de Poisson.
Cette équation correspond & un profil de courant

presque plat.

La solution de (3) est la somme d'une solution
particuliére et de l'équation gans second membre,
(Laplace) avec la condition que G est nulle sur le
contour., On se raméne donc au probléme de Dirichlet
pour le contour l'; ol 1a distribution sur le con-
tour est égale 3 1'opposée de la distribution de la

solution particuliére.
Par la transformation conforme [3] :
., W (Y2
3= i(e +1)

et en posant € =} on transforme le contour f: en

ot 3= :c+iry : w:yu')“ %)

un cercle de rayon F, . La solution finale s'écrit:

Foo+ §[xf - Rl (5)

Eo -a_e[xz*gz‘ic:e (H-Ye) nyj
Y

nxo

et 4 hO) be)
= & [t 3 smn‘dn

@, , @,s'expriment en fonctxon des constantes p,,
pp etc... et les nombres C C som: 1es coeffi-
cients de Fourier des expressions x.*g et x(xog)
exprimées sur le contour grice aux formules de la

transformation conforme.

On exprime enfin la solution en fonction uni-
quement de X,y par les formules :
e Yeos ¥ = y* L x®1
e’sim¥= - 2xy

2éme Cas : Dans ce cas, et, en partant des rr@u.ss

expressions(2)de p et 32 on impose que JY , Vp

soient nuls sur le contour f',', .

La relation nécessaire et suffisante que doivent vé-
rifier les coefficients pour qu'il en soit ainsi est
@,p;: b,P, et F est alors égal 3 la constante -5.%

23

sur le contour F,’, .

En faisant les transformations G- F+5-%z et
H: RﬁG(R,Z)passant dans le systéme d'axesg car-—
tésien dans le plan méridien et développant sui-

vant s , on obtient les &quations d'Helmholtz i

1'ordre O et 3 1'ordre 1 guivantes :

2H
-aH‘;_*';S""’*K H—OavecH Sux ‘: . (8)
2% $*

. NAKACH

_S;.:t¢._;_,.,K:H4=—k4xl'1.3VeC H,=o sur r‘o . ®

2 .
ol K, et K, sont des constantes qui s'expriment en

fonction des coefficients deP(F) et B3 (E).

On fait le changement variable :
Qodb = 3 - x*
e Sin® e —'2,3:5
L'équation (8) devient :
2 Ho 2H, _']_ He K.
[aez *3 ¢ e o 36‘]+—

avec la condition au contour que H =0lorsque 9 et @

H,::O (10)

sont liés par 1'@quation de f‘

?—2?60694-4—- ,z.-.oz X an

en posant : ¢006 = QJ(P) = P_;—;;E 12)
la solution a_l'ordre 0 s'écrit :

H, = 2‘)»,‘ T, (ke 0%) cosm @ an

m=o
oll m est un entier positif. JameSt la fonction de
Bessel d'ordre 2m,K,est déterminé comme la plus
petite racine de 1'équation aux valeurs propres
obtenue en annulant le déterminant infini que nous

fournit la condition au contour :

H, d‘)_i L Cee®) T (W) (4

ot\'—r; est le polyndme de Tchebicheff d'ordre m.
Pour avoir une solution non triviale (les A non-
tous nuls) on obtient un systéme linéaire d'équa-
tions infini aprés avoir développé lé"-?"‘)":(‘“@’)
en série de puissance de @ .

La convergence de ce systéme &tant assez bonne,
on se limite pratiquement 3 un systéme d'équations
algébriques d'ordre 5 ou 6, selon la précision dé-

sirée, pour trouver les coefficients A

Quant 3 1'équation (9), la solution s'éderit
comme la somme d'une solution particuliére de 1‘'é-
quation compléte et de la solution de 1'équation
d'Helmhotz homogéne avec la condition qu'au contour
la distribution doit €tre l'opposée de la distri-

bution de la solution particuliére.

Une solution particuliére de (9) compte tenu

de ce que H vérifie (8) est :

s [y Qe - 2 5,n]

On calcule cette grarndeur sur le contour Fen fonc-

15)

tion de P et & et la solution de 1‘'équation homo-

géne pourra s'écrire :

Ay .
- Sl et smiese
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ol les coefficients/&' sont obtenus en identifiant

les 2 séries infinies en puissance de @ :
P r * rﬂ
ge H, (M) et Hiy (Te) (an
La soluticn finale s'écrit :
P "}
H = H° + S[ H1 + H4

3éme Cas @ Cas de 1'équation de Liouville -

A l'ordre O c'est-i-dire en géométrie droite,
on est ramené svec le choix d'expressions exponen-
tielles pour P (Fy et B*(F 2a 1'équation :

26 26 = N e®
dx? ’Zg’-

2
ol X.est une constante,

(18)

La solution générale de 1'Equation de Liouville

€ s ‘-
“ e _ 3 A@AC)
T NTAGAE ]

oli A(é)est une fonction quelconque de la variable

(19)

complexe 2 = 3¢+£g avec B'ca): 2—,_2 - a:-ig

Le contour r: a pour équation : 22 2
(‘dz.x",4)"+4xg =

-2 2
(241 X2+ =h (20)

Le probleéme est donc de trouver la fonction

soit :
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Aca)telle que sur le contour f',' c'est-3-dire lors-
que Z et Z sont lids par 1'équation (20), on ait
G, - 9, = constante.
2%
En faisant le changement de variable é: e,
§= iz‘* 1
Yo
et en posant = §+§— et A(a): BCg) -_-“CCu')
on obtient 1'équation différentielle ordinaire :

2 2 2
Vi ru e (a8 C )= k[ Ceuy o]

ce qui permet de déterminer la founction A(Z)par une

le contour a pour équation §§ =1,

quadrature, laquelle s'exprime en fonction des po-

lyndmes de Gegenbauer de la variable Sinz'f/z oii :
e 4 _ 2% 4 L
A A Bl T

Cette solution est &videmment trés compliquée

et nécessite un programme numérique pour l'exploi-
ter ; par contre, pour les &quilibres linéaires
(équations de Laplace, Helmholtz), la solution ana-
lytique du probléme de 1'équilibre M.H.D., dans la
famille des ovales de Cassini, s'exprime en fonc-
tion d'expressions algébriques qui ne semblent pas

trop compliquées,
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