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EQ'JATIONS DL! EILAX DE SYSTEYI:S COMPRENANT DES 1NTERFACF.S 

Roger Prud'homme 

L a b o r a t o i r e  d ' A é r o t b e r m i q u c  du C . P . R . S .  & t e r ,  r o u t e  d e s  G a r d e s  92-Xeudoii 

L ' i i i t e r f a c e  e s t  souvci i t  c o i i s i d c r é c  comme uiic s i ~ p l e  s u r f a c e  d c  s é p a r a t i o n  e n t r e  deux  mi- 
l i e u x  homogèiics, d c  s o r t e  que  l e  b i l a i i  d ' u n e  g ra r ideur  que lcor iquc  s e  r é d u i t  à l l é g a l i t C  d e s  
f l u x  normaux e i i t r a i i t  e t  s o r t a i i t .  Les é q u a t i o i i s  du b i l a i i  é t a b l i e s  i c i  sor i t  p l u s  g é n é r a l e s  
e t  c o n c c r n c r i t  uii m i l i e u  i i i t e r f a c i a l  cil mouvcmciir, a y a n t  d e s  p r o p r i é t é s  i n t e r n e s  c t  pou- 
v a n t  ê t r e  l e  s iCge  d e  phéiiomèrics i r r é v e r s i b l e s .  Les  c o i i d i t i o r i s  aux  l i m i t e s  s o n t  p r é c i s ê c s  
pour  l e s  é q u a t i o i i s  ob tc r iucs .  

The i n t e r f a c c  i s  o f t e i i  t r e a t c d  a s  a  s i m p l e  s c p a r a t i o r i  s u r f a c c  be twccn  two homogcneous media ;  
i r i  t h a t  way, t h e  b a l a n c e  e q u a t i o i i  f o r  ariy q u a i i t i t y  i s  o b t a i n e d  th roug l i  t l i e  e q u a l i t y  o f  
riormal f  l u x e s  e i i t e r i r i g  arid l e a v i n g  t t ic  mcdia.  T'ie b a l a n c e  e q u a t  i o n  c s t a b l  i s i i ed  h e r c  a r e  
more g e n c r a l  aiid a p p l y  t o  a  movirig i r i t c r f a c i a l  medium, c a r a c t e r i s c d  by i n t e r n a 1  p r o p c r t i c s  
arid a b l e  t o  b c  a  s o u r c e  of i r r c v c r s i b l e  pliciiomciia. The l i m i t i r i g  c o i i d i t i o r i s  a r e  e s t a b l i s h e d  
f o r  t t ic  e q u a t  ioi is  t!ius o b t a i r i e d .  

1. I n t r o d u c t i o n  

Dans d c  iiombreux pliéiiomè:ies ( c r o i s s a r i c e  d e s  c r i s t a u x  O u t r e  l e s  l i y p o t h è s c s  h a b i t u e l l e s  pour  l e s  m i l i e u x  

couclic l i m i t e  a b l a t i v e ,  oiides d e  clioc, e t c . )  i n t e r -  homogiliies s i t u i i s  a e  p a r t  e t  d ' a u t r e  d e  l ' i n t e r f a c e  

vicr i r icnt  d e s  i n t e r f a c e s  cri mouvemerit. Dcwx é t a p e s  o n  admet q u e  l e s  q u a i i t i t é s  thcrmodyriamiques 

d o i v e n t  G t r e  Era r ic l i i c s  a v a n t  d e  p o u v o i r  r é s o u d r e  c e s  ( é n e r g i e  i n t e r r i e ,  e n t r o p i e ,  e t c . )  e x i s t e n t  s u r  

p r o b l è m e s  : i l  e s t  r i G c c s s a i r e  d e  c o i i r i a i t r e  l e s  équa-  l ' i r i t e r f a c c  e t  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  l a  p o s i t i o n  e t  

t i o i i s  d e  l a  thcrmodyriamiquc d e  l ' i i i t c r f a c c  cri é q u i -  d u  temps uriiquemiint. Ces  f o n c t i o n s ,  d a n s  l e  domaine 

l i b r e  ; i l  e s t  i i C c e s s a i r e  S e  cor i r i a i t r e  l e s  é q u a t i o n s  e i i v i s a g é ,  s c r o r i t  c o n s i d é r é e s  comme d e s  f o n c t i o n s  

du b i l a r i  d e s  s y s t è m e s  comprciiaiit  d e s  i n t e r f a c e s  en c o n t i n u e s  d e s  c o o r d o n n é e s  d ' e s p a c e  e t  d c  temps. L e s  

niouvcmerit. 3aris c e t t e  é t u d e  nous e s s a y e r o n s  d ' é c r i r e  f l u x  u i i i t a i r c s  ( p a r  u i i i t é  d e  l o n g u e u r )  e t  l e s  p ro-  

c e s  ~ q u a t i o ~ i s  d e  b i l a n  m a c r o s c o p i q u e s  eri f a i s a n t  i n -  d u c t i o n s  f p a r  u n i t é  d ' a i r e )  s o n t  é g a l e m e n t  d e s  

t c r v e i i i r  f l u x  c t  p r o d u c t i o r i s  comme d a n s  l e s  é c o u l e -  f o n c t i o n s  c o r i t i n u c s .  T o u t c s  c e s  f o n c t i o n s  s o n t  dé- 

Tierits homogènes. Nous i i ' c i iv i sagcons  p a s  i c i ,  d ' u n e  . r i y a h l c s .  1 1  e s t  p o s s i b l e  q u e  t o u t e s  c e s  h y p o t h è s e s  

façori  g é i i é r a l e ,  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  f l u x  c t  f o r c e s  l i m i t e n t  q u e l q u e  peu l e  champ d r a p p l i c a t i o n  d e  l a  

conmc or1 l e  f a i t  eii thermodyriamique d e s  phériomèries t h é o r i e ,  m a i s  nous  n ' a v o n s  p a s  e n v i s a g é  i c i ,  d a n s  

i r r é v e r s i b l e s  cl], c e l a  d o i t  c o n s t i t u e r  une  é t a p e  l e  d é t a i l  c e  champ d ' a p p l i c a t i o n  ; l ' i m p o r t a n t  

t i l t é r i e u r e .  Les  p r o b l è m e s  d ' i n t e r f a c e s  sc r i t  c n  gé-  é t a i t ,  d a n s  c e  t r a v a i l ,  d e  p r o p o s e r  un erisemble co- 

n é r a l  t r a i t f s  e n  a d m e t t a n t  un iquement  l ' e x i s t e n c e  h f r e n t  s u s c e p t i b l e  d ' ê t r e  a p p l i q u é  à une  s é r i e  d e  

d e  f l u x  à t r a v e r s  l ' i n t e r f a c e  ( d i f f u s i o n .  t r a n s f e r t  p rob lèmes .  

d e  c h a l e u r )  e t  e n  n é g l i g e a n t  l e s  f l u x  p a r a l l è l e s  à 2 .  S u r f a c c  d e  s é p a r a t i o n  e t  i n t e r f a c e  

l ' i r i t e r f a c c .  P a r  a i l  l e u r s  l e s  p r o b l è m e s  d ' a d s o r p t i o n ,  E n v i s a g e o n s  un volume ( i ) d e  c o n t r ô l e  c o n t e n a n t  

d e  d é s o r p t i o n ,  d e  r é a c t i o n s  c h i m i q u e s  S e  s u r f a c e ,  l a  zone  i n t e r f a c i a l e  q u i  l e  d i v i s e  e n  d e u x  domaines  

q u i  peuveri t  f a i r e  i n t e r v e n i r  d e s  p r o d u c t i o n s ,  sor i t  ( 9 -) e t  ( g') ( f i g .  1 ) .  La n o r m a l e  5 c n  un p o i n t  

e n  g é n é r a l  t r a i t é s  d a n s  l e  c a s  d e  l a  v i L e s s e  d e  dé-  d e  l ' i n t e r f a c e  é t a n t  o r i e n t é e  de(-)  v e r s  (+), l ' é -  

p l a c e m e n t  n u l l e  12). De même on a p p l i q u e  souveri t  à c r i t u r c  d u  b i l a n  d ' u n e  p r o p r i é t i .  F p o u r  l e  volume 

l a  c r o i s s a n c e  c r i s t a l l i r i e  d e s  l o i s  d e  l a  thermodyiia- ( 9 ) e t  pour  l e s  domaines  ( q-) e t  ( 9') permet  

mique d ' é q u i l i b r e  a l o r s  q u ' i l  s ' a g i t  d'uri phénomèné d ' a b o u t i r  à l ' é q u a t i o n  s u i v a n t e  [a : 

I iors  d ' é q u i l  i b r c .  

11 e s t  donc  n é c e s s a i r e  d ' e s s a y e r  d c  d é g a g e r  l a  f o r -  

mc g é n é r a l e  d e s  é q u a t i o n s  du b i l a n  à u t i l i s e r ,  c e l a  

d e v r a i t  n o u s  a i d e r  à r é s o u d r e  d e  nombreux p r o b l è m e s  

d ' i n t e r f a c e ,  ou t o u t  a u  moins n o u s  pouvons d i r e  que  

l a  c o n n a i s s a n c e  d c s  é q u a t i o n s  du b i l a n  e s t  une  con- 

d i t i o n  n é c e s s a i r e  à l a  r é s o l u t i o n  d e  c e  t y p e  d e  

p rob lème.  S i g n a l o n s  e n f i n  q u e  l ' é t a b l i s s e m e n t  d e  c e s  

é q u a t i o n s  n é c e s s i t e  un c e r t a i n  nombre d ' h y p o t h è s e s .  

a v e c  l e s  n o t a t i o n s  : 

]f, d i f f é r e n c e  d c s  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  l 1 e x p r e s -  

s i o n  e n t r e  c r o c h e t s  d e  p a r t  e t  d ' a u t r e  d e  

1' i n t e r f a c e ,  

2~ , v e c t e u r  f l u x  d e  l a  p r o p r i é t é  f p a r  u n i t é  

d ' a i r e  e t  d e  t emps ,  

e , masse  v o l u m i q u e ,  
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EQUATIONS DU BILAN DE SYSTEMES COMPRENANT DES INTERFACES 

{ , grandeur par unité de masse, 

11 , vitesse particulaire, 
\/ , vitesse de déplacement de l'interface Nous désignerons par le symbole X l'opérateur 

définie à un glissement arbitraire près ainsi introduit, tel étant un vecteqr fonc- 

de la surface sur elle-même. 
tion de l'espace et du temps : ~ . X = ~ . [ V A ( ~ A % ) ] .  

L'équation (1) n'est applicable aux différentes 
S'il n'existe pas de lignes de discontinuité dans 

grandeurs caractéristiques du milieu en mouvement 
la zone interfaciale considérée, l'équation (3) 

qu'en l'absence de tension d'interface, de réaction 
permet d'écrire : 

chimique de surface ou de flux de chaleur dû à la + 
conduction le long de l'interface notamment. En- '5) at s~f+g-(9+~f~)+[JF+e$@-~)]:~ = jF . 
visageons de tels flux et productions d'interface Il nous reste à appliquer l'équation (5) aux di- 

dans 1e.cas le plus simple, celui de l'interface verses propriétés du milieu hétérogène. En utili- 

plane. Si la surface plane ( Z ) n'échange .rien sant l'équation de conservation de.la masse et en 

avec les volumes en contact, le bilan est analogue introduisant la dérivée particulaire 6 = 3 + ~ *  v , 
à un bilan de volume réductible à deux dimensions. l'équation (5) devient : 

d t  at 

Si la surface plane n'est pas isolée des volumes 

en contact, il suffit d'ajouter dans le premier mem- 

bre de l'équation du bilan le premier membre de Les principales équations du bilan sont obtenues 

l'éauation (1). On obtient ainsi : par une technique analogue à celle utilisée pour 
. . 

+ le volume [ 4 ] ,  153 . 
(2)  "d+~.k,+c) +bcpf(*V)]:5 = AF 

a t 3. Conditions à la lisière 

avec leq notations suivantes relatives au milieu Deux ou plusieurs interfaces sont limitées par une 

interfacial : a , masse superfacique ; . gran- lisière commune. On peut, en général, considérer 

deqr F par unitê d e  masse ; TF, vecteur flux cette lisière comme une simple courbe de sépara- 

unitaire (par unité de longueur) de la grandeur F ; tion, de sorte que le bilan de la ~ro~riété F se 

I\o, vitessegarticulaire ; hFtaux de production réduit à : 

de surface de la grandeur F . "hl \fil (71 [y(?.crW# (4 -W)] .t@L 0 , 
Le bilan de.llinterface plane ne fait intervenir Cc 
que la divergeqce du flux, cela n'est pas le cas 

pour une,surface (r) quelconque, conme.nous allons 

le voir. Ecrivons 1e.bilan sous brme intégrale : 

(3) + 
+ J[=)[aF + e f ( ~ - - ~ ) ] ~ ~ d s = ~ ~ ~ ~ ~ d S *  

Chaque terme de cette équation peut s'écrire sous 

la forme d'une intégrale de surface, cela est vrai 

en particulier pour le second terme. En effet, (c) 

est une courbe fermée,? est sa normale contenue 

dans le plan tangent à la surface (x) telle-que: 

q = -5 /\ ,t étant la tangente à la courbe 

( C  ) (vecteur normalisé), de sorte qu'en appliquant 

le théorème de Stokes relatif à la circulation d'un 

vecteur le long d'-courbe fermée, lisière de la 

surface (El, on obtient : 
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où la somme est étendue à toutes les interfaces 

concourant suivant la courbe ( C ) .qw est la 
normale à (C ) contenue dans le plan tangent à 

((91 (r ) e t w l a  vitesse de déplaceqent de la 
lisière. 
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