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EQUATIONS DU RILAN DE SYSTEMES COMPRENANT DES INTERFACFES

Roger Prud'homme

Laboratoire d'Aérothermique du C.N.R.3. 4ter, route des Gardes 92-Meudon

L'interface est souveat considéréc comme une simple surface de séparation eatre deux mi-
lieux homogénes, de sorte que le bilan d'une grandeur quelconque se réduit 3 1'&galité des
flux normaux entrant et sortant. Les équations du bilan &tablies ici sont plus générales
et concernent un milicu interfacial en mouvementi, ayant des propriétés internes et pou-

vant étre le
pour les équations obtenucs.

siége de phénoménes irréversibles. Les conditions aux limites sont précisées

The interface is often treated as a simple scparation surface between two homogeneous mediaj
in that way, the balance equation for any quantity is obtained through the equality of
normal fluxes entering and leaving the media. The balance equation established here are
more general and apply to a moviang iunterfacial medium, caracterised by internal properties
and able to be a source of irreversible phenomena. The limiting conditions are established

for the equations thus obtained.

1. Introduction

Dans de nombreux phénoméanes (croissance des cristaux
couche limite ablative, ondes de choc, cte.) inter-
viennent des interfaces en mouvement. Deux €tapes
doivent Ctre franchics avant de pouvoir résoudre ces
problémes : il est aécessaire de connaftre les équa-—
tions de la thermodynamique de 1'interface en équi-~
libre ; i1 est nécessaire de connaltre les équations
du bilan des systémes comprenant des interfaces en
mouvement. Dans cette étude nous essayerons d'écrire

ces €quations de bilan macroscopigues en £aisant in-

tervenir flux et procductions comme dans les &coule-
ments homogénes. Nous n'envisageons pas ici, d'une
fagon générale, les relations entre flux c¢t forces
conme on le fait en thermodynamique des phé&noménes
irréversibles [1], cela doit constituer une étape
ultérieure. Les problémes d'interfaces scnt en gé-
néral traités en admettant uniquement l'existence

de flux d travers l'interface (diffusion, transfert
de chaleur) et en négligeant les flux paralléles a
1'interface. Par ailleurs les problémes d'adsorption,
de désorption, de réactions chimiques de surface,
qui peuvent faire intervenir des productions, sont

en général traités dans le cas de la vitesse de dé-
placement nulle [2). De mEme on applique souveant 3
la croissance cristalline des lois de la thermodyna-
mique d'équilibre alors qu'il s'agit d'un phé&noménc
hors d'équilibre.

Il est donc nécessaire d'essayer dec dégager la for-
me générale des équations du bilan 3 utiliser, cela
devrait nous aider & résoudre de nombreux problémes
d'interface, ou tout au moins nous pouvons dire que
la connaissance des &quations du bilan est une con-
dition nécessaire d la résolution de ce type de
probléme. Signalons enfin que 1'établissement de ces

équations nécessite un certain nombre d'hypothéses.

Outre les hypothéses habituelles pour les milieux
homogines situés de part et d'autre de l'interface
on admet gue les quantités thermodynamiques
(énergiec interne, entropie, etc,) existent sur
l1'interface et sont des fonctions de la positigan et
du temps uniquemcnt. Ces fonctions, dans le domaine
envisagé, seront considérées comme des fonctions
continues des coorcdonnées d'espace et du temps. Les
flux unitaires (par unité de longueur) et les pro-

ductions {par unité d'aire) sont également des

fonctions continues. Toutces ces fonctions soat dé-

riyables, Il est possible que toutes ces hypothéses

limitent quelque peu le champ d'application de la
théorie, mais nous n'avons pas envisagé ici, dans
le détail ce champ d'application ; 1'important
€tait, dans ce travail, de proposer un ensemble co-
hérent susceptible d'€tre appliqué 3 une séric de
problémes.

2. Surfacc de séparation et interface

Envisageons un volume ( ¥) de contrdle contenant
la zone interfaciale qui le divise en deux domaines
('Q]'-) et ( }2?+) (fig. 1). La normale ® en un point
de 1l'interface &tant orientée de(-) vers (+), 1'é-
criturc du bilan d'une propriété F pour le volume
(%) et pour les domaines ( ¥ 7) et (‘?+) permet
{ €3

W [3-+ ed(w-V)]*5=0,

avec les notations @

d'aboutir 2 1'équation suivante

E ]j,différence des valeurs prises par l'expres-
slon entre crochets de part et d'autre de
1'interface,

é}p s vecteur flux de la propriété F par unité
d'aire et de temps,

e , masse volumique,
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grandeur par unité de masse,

{
L4 : vitesse. particulaire,
V , vitesse de déplacement de 1'interface
définie 3 un glissement arbitraire prés
de la surface sur elle-méme.

L*équation (1) n'est applicable aux différentes
grandeurs caractéristiques du milieu en mouvement
qu'en l'absence de tension d'interface, de réaction
chimique de surface ou de flux de chaleur di i la
conduction le long de 1‘'interface notamment. En-
visageons de tels flux et productions d'interface
dans le _cas le plus simple, celui de l'interface
plane. Si la surface plane ( Z ) n'échange.rien
avec les volumes en contact, le bilan est analogue

3 un bilan de volume réductible 3 deux dimensions.
Si la surface plane n'est pas isolée des volumes

en contact, il suffit d'ajouter dans le premier mem-
bre de 1'équation du bilan le premier membre de

1'équation (1). On obtient ainsi :

# -
2) ?.%?-g.v‘ PF*‘ U?w) +DF+Q¥(¢V)]' S = Wy
avec les notations suivantes relatives ay milieu
interfacial : ¢ , masse superfacique ; # , gran—

deyr F par unité de masse ; r , vecteur flux
unitaire (par unité de longueur) de la grandeur F;
M), vitesse particulaire ; (;)Ftaux de production
de surface de la grandeur F .

Le bilan de 1l'interface plane ne fait intervenir
que la divergence du flux, cela n'est pas le cas
pour une surface ( =) quelconque, comme nous allons

le voir. Ecrivons le bilan sous forme intégrale :

2 o Fds o[ (g + cTw)mds
I@)[aweﬁ oV .SolS=J( @.dS,

Chaque terme de cette &quation peut s ecrire sous
la forme d'une intégrale de surface, cela est vrai
en particulier pour le second terme. En effet, (c)
est une courbe fennée,"’z est sa normale contenue
dans le plan tangent & la surface (Z) telle que:
‘n = —.S/\ ] ,c gtant la tangente 3 la courbe
(C ) (vecteur normalisé), de sorte qu'en appliquant
le théoréme de Stokes relatif 3 la circulation d'un
vecteur le long d'ume courbe fermée, lisiére de la

surface (Z.), on obtient :
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() jé?;*- o) als.—_L ,371\[5,'\(?#0’?0)] } 5dS

Nous désignerons par le symbole X 1'opérateur

ainsi introduit, tel que,x étant un vecteur fonc-

tion de 1'espace et du temps :X.X:S.[VA(SAX)]-
$®il n'existe pas de lignes de discontinuité dans
la zone interfaciale considérée, l'équation (3)

permet d'écrire :

(5) ?_if;.x. tﬂ»o’fw)«g-[a,i-e.f(qr_V)];S = Q.

I1 nous reste 3 appliquer 1l'dquation (5) aux di-
verses propriétés du milieu hétérogéne. En utili-
sant 1'équation de conservation de_la masse et en
introduisant la dérivée particulaire i:I-‘-)—-i-‘u]'.v ,
1'équation (5) devient : dt 2t

N +
© 4 Kpre[Brveltm-V)J5= e
Les principales équations du bilan sont obtenues
par une technique analogue & celle utilisé@e pour
le volume [4],[57] .
3, Conditions 3 la lisiére

Deux ou plusieurs interfaces sont limitées par une
lisiére commune. On peut, en gé&néral, considérer
cette lisiére comme une simple courbe de sépara-
tion, de sorte que le bilan de la propriété F se

réduit a :
@ % [q(“ Cul w)]@),l(&)

ol la somme est €tendue 2 toutes les interfaces

(ﬂ)f(i

concourant suivant la courbe (¢ ).’q est la
norm(ale 4 (C ) contenue dans le plan tangent 3
(Z ) etha vitesse de déplacement de la

lisiére.

©)

Figure 1
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