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Résumé 

Les m d è l e s  "mul t ip le  Water ~ a g "  (N 20) e t  "Cauchy d ' o r d r e  é l evé"  (N 12) s o n t  des  p l u s  u t i l e s  
pour  c a l c u l e r  l e s  impédances propres  e t  mu tue l l e s  de d i p ô l e s  e t  quad r ipô le s .  Ce la  v i e n t  du 
f a i t  que l e  c a l c u l  des  champs à cour t e  d i s t a n c e  implique l ' u t i l i s a t i o n  de tous  l e s  p ô l e s  de 
l a  r e l a t i o n  de d i s p e r s i o n .  De p l u s ,  l e  modèle m u l t i p l e  WB approxime t r è s  e f f i cacemen t  une 
f o n c t i o n  de d i s t r i b u t i o n  obtenue expérimentalement.  

A b s t r a c t  

The m u l t i p l e  (N 20) Water Bag and the  h igh  o r d e r  (N 12) Cauchy models a r e  ve ry  u s e f u l  t o  cour 
p u t e  t h e  mutual and s e l f  impedances of d i p o l e s  and quadr ipo le s  (p lane  and s p h e r i c a l  geometry).  
Th i s  is due t o  t h e  f a c t  t h a t  t he  computation of f i e l d s  a t  s h o r t  d i s t a n c e  imp l i e s  a l 1  t he  p o l e s  
of t he  d i s p e r s i o n  r e l a t i o n .  Moreover t h e  m u l t i p l e  Water Bag approximates v e r y  e f f i c i e n t l y  an 
expe r imen ta l ly  g iven d i s t r i b u t i o n  func t ion .  

1 - INTRODUCTION 

Nous nous proposons de  c a l c u l e r  l e s  champs 

é l e c t r i q u e s  c r é é s  p a r  des  systèmes de g r i l l e s  p l anes  

ou sphé r iques  e t  d ' en  dédu i r e  l e s  impédances des  

condensateurs  p l a n s  e t  sphé r iques  formés p a r  deux de 

ces  g r i l l e s .  Le plasma e s t  homogène, s ans  c o l l i s i o n ,  

s a n s  champ magnétique e x t é r i e u r ,  e t  non r e l a t i v i s t e .  

Les i ons  peuvent ê t r e  cons idé ré s  comme immobiles. 

Les g r i l l e s  s o n t  supposées couplées  é l ec t r iquemen t  

mais non mécaniquement au plasma, ce  q u i  e s t  cer-  

tainement r é a l i s a b l e  au moins pour des  plasmas 

s p a t i a u x .  

Le c a l c u l  des  champs é l e c t r i q u e s  n é c e s s i t e  l a  

connaissance  de  l a  c o n s t a n t e  d i é l e c t r i q u e  long i tu -  

d i n a l e  du plasma. Cel le-c i  peut s e  dédu i r e  de l a  
3 

f o n c t i o n  de d i s t r i b u t i o n  des  v i t e s s e s  F(V) d e s  

é l e c t r o n s  (normal isée  à 1 quand on i n t è g r e  s u r  l f e s -  

Pace des  v i t e s s e s )  : 

où w e s t  l a  p u l s a t i o n ,  l a  p u l s a t i o n  de plasma, 
-+ P 
k  l e  vec t eu r  nombre d'onde. [ l ]  

v 
Cependant, l e  c a l c u l  de C(k,  W )  e t  des  r a c i n e s  
-f 

de & ( k , w )  O pour une p u l s a t i o n  donnée, ou  pour 
* 

un vec t eu r  nombre d'onde k donné, n ' e s t  p a s  a u s s i  

s imple  qu - ' i l  semble 2 première vue e t  des  d i f f i c u l -  

t é s  à l a  f o i s  t héo r iques  e t  numériques a p p a r a i s s e n t .  

Auss i ,  avan t  d ' é t u d i e r  l e s  problèmes p r a t i q u e s  de l a  

dé t e rmina t ion  d e s  champs é l e c t r i q u e s  e t  des  impé- 

dances,  nous a l l o n s  p a s s e r  rapidement en revue 5 

modèles. Ensu i t e ,  nous adopterons  l ' u n  de  c e s  mo- 

d è l e s  - l e  supercauchy- co rne  base  de  l a  d i s c u s s i o n  

des  problèmes c i -dessus .  

II - LES MODELES 

2.1. - Modèle du plasma f r o i d  

(2) F (5 = d(vf où 6 désigne  l a  d i s c r i b u -  

t i o n  de  Di rac .  On e n  d é d u i t  : 

( 3 )  a ( k , ~ ) )  = I - a 2  l u 2  
P 

L e s t  indépendant du nombre d'onde k. Le d é f a u t  du 

modèle e s t  que c ' e s t  un c a s  l i m i t e  où l e  mouvement 

thermique e s t  t o t a l emen t  absen t .  

2 .2 .  Modèle Maxwellien 

Dans ce  modèle l a  f o n c t i o n  de d i s t r i b u t i o n  des  

v i t e s s e s  e s t  : 

( 4 )  F(?) = ( Z R ) - ' /  "UT3 exp (-Y' 12 Y;) 

où VT - (K T/rn)'''. avec  K l a  c o n s t a n t e  de 

Boltzmann, m l a  masse de  l ' é l e c t r o n ,  T  l a  tempéra- 

t u r e .  On o b t i e n t  a l o r s  : - 

où Z e s t  l a  f o n c t i o n  de FRIED e t  CONTE [ 2 3  . Le 

nombre des  r a c i n e s  de l ' é q u a t i o n  de d i s p e r s i o n  e s t  

i n f i n i  e t  d e s  d i f f i c u l t é s  t héo r iques  de convergence 

peuvent s e  p r é s e n t e r .  DENAVIT 1 3  J montre p a r  exem- 

p l e  que dans l e  problème des  o s c i l l a t i o n s  l i b r e s ,  l a  
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s é r i e  : 

(6) 2 Bj e x p ( i  w .  t )  dans l a q u e l l e  l e s  B s o n t  
J j  

j = l  

l e s  f a c t e u r s  d ' e x c i t a t i o n  assoc iés  aux rac ines  w. 
J 

de l ' équa t ion  de d i spe rs ion  pour un k r é e l  donné, ne 

converge pas  uniformément lorsque t tend v e r s  O. 

On peut  s ' a t t e n d r e  à des d i f f i c u l t é s  p lus  graves 

dans l e  problème des o s c i l l a t i o n s  fo rcées .  

2.3. - Modèle "Supercauchy" 

Ces d i f f i c u l t é s  mathématiques nous o n t  condui ts  

à envisager  de nouveaux modèles, dont l e  premier,  

appelé  "Supercauchy" C4] u t i l i s e  l e  f a i t  que l a  

d i s  t r i b u t i o n  

(7) Fn(V) = 
V: TT 

tend pour n suffisamment grand v e r s  l a  d i s t r i b u t i o n  

de Maxwell dont ,  à p a r t i r  de n=12, e l l e  ne d i f f è r e  

que pour l e s  p a r t i c u l e s  très suprathermiques q u i ,  

de tou te  manière, sont  en nombre nég l igeab le .  Le 

problème e s t  mathématiquement re la t ivement  simple. 

L'équation de d i spe rs ion  a une forme polynomiale, 

possède n r a c i n e s  e t  nous avons un t r a i t ement  ma- 

thématique complet. Toutefois ,  à t r è s  grande d i s -  

tance de l a  source,  seu les  l e s  p a r t i c u l e s  à t r è s  

grande v i t e s s e  con t r ibuen t  au champ e t  ce modèle ne 

donne pas la forme asymptotique cor rec te .  Remar- 

quons que c e t t e  forme n ' e s t  va lab le  que pour des 

champs t r ê s  f a i b l e s ,  e t  que pour nos problèmes il 

e s t  p lus  i n t é r e s s a n t  d ' avo i r  des  formules va lab les  

à dis rance  f i n i e .  Pratiquement des é tudes  numéri- 

ques [ 5 1  ont  montré que pour n=12 l e s  r é s u l t a t s  

pour l e  champ son t  va lab les ,  à t i t r e  d'approxima - 
t i o n  du champ qu i  s ' o b t i e n t  avec l a  d i s t r i b u t i o n  

maxwellienne, pour des d i s t a n c e s  a l l a n t  jusqu'à 60 

longueurs de Debye. 

2.4. - Modèle du "Water Bag" 

Le "Water Bag" a é t é  u t i l i s é  par  GRARD 163 

dans des  c a l c u l s  de sondes quadr ipo la i res .  Il 

s ' a g i t  de l a  fonc t ion  de d i s t r i b u t i o n  

P r o j e t é e  su r  l ' axe  des x c e t t e  d i s t r i b u t i o n  s 'é-  

c r i t  : 
1 

(9) F(Vx) = 2-H (Vx + a )  - H (Vx - a )  

(10) H(u) = O s i  u < O 

1 s i  u ) O  

Dans c e s  cond i t ions ,  on o b t i e n t  : 

+ 
(1 1) €. ( k , b )  = 1 - 4 Pour un w donné 

aa- k1 a2 
l ' é q u a t i o n  de d i spe rs ion  n ' a  que 2 r a c i n e s  e n  k. 

Ce modèle a pour p r i n c i p a l  dé fau t  d e  ne pas com- 

p o r t e r  l e  phénomène d'amortissement Landau. 

2.5. - Modèle du "Multiple Water Bag" 

Récemment [ 7 ]  l e  modèle du Water Bag a é t é  géné- 

r a l i s é  avec une fonc t ion  de d i s t r i b u t i o n  pour chaque 

composante a x i a l e  de l a  v i t e s s e  donnée par  
N 

F ( v ~ )  = E A .  [ H ( v ~  + a . )  - H ( V ~  - aj)] (12) 
j  J J 

avec l a  condi t ion de normal isat ion : 

(13) 2 2 a A .  = 1 : Il s ' a g i t  de l a  superpo- 
j = l  j J 

s i t i o n  de N "bags" chacun ayant l a  hauteur  A . .  Ce 
J 

modèle permet d'approximer tou te  fonc t ion  de d i s t r i -  

bu t ion  à symétr ie  sphér ique,  c 'es t -à-dire  i so t rope .  

Il e s t  même par t i cu l i è rement  adapté  au cas  où l ' o n  

connai t  l a  fonc t ion  de d i s t r i b u t i o n  seulement sous 

forme de tableau numérique. On peut  d i r e  que l e s  

"bags" cons t i tuen t  a l o r s  l e s  b r i q u e s  é lémentaires  
-f 

avec l e s q u e l l e s  on peut  approximer F(V), (qui ,  

avec des  A .  n é g a t i f s ,  peut  t r è s  b i e n  ne pas  être 
3 +' 

monotone décro i s san te  en [VI). La constante  d ié lec -  

t r i q u e  s ' é c r i t  : 

Pour une pu l sa t ionodonnée ,  l ' équa t ion  de disper-  

s i o n  a 2N r a c i n e s  r é e l l e s .  Mais l 'amortissement 

Landau a p p a r a i t  sous forme d'un mélange de phase 

"à l a  Van Kampen" ; il s u b s i s t e  pendant un temps 

(dans un problème à o s c i l l a t i o n s  l i b r e s )  ou s u r  une 

d i s t ance  (dans un problème à o s c i l l a t i o n s  fo rcées )  

qui  e s t  d ' au tan t  p l u s  long que N e s t  p lus  grand. 

Parmi l e s  nombreux avantages du modèle mul t ip le  

Water Bag, s ignalons l a  s i m p l i c i t é  du c a l c u l  des 

rac ines  de l ' équa t ion  de d i spe rs ion  pour k donné. 

Par exemple, s i  tous l e s  A .  son t  p o s i t i f s ,  l a  
J 

rac ine  W. e s t  t e l l e  que : 

k a i < m i < k a i + l .  En conclusion, ce modèle s e  r é v è l e  

des  p lus  u t i l e s t a n t  su r  l e  plan théor ique que s u r  

l e  p lan  numérique. 

III - LES PROBLEMES 

3 . 1 .  - Dif fé ren tes  géométries, 

Nous a l l o n s  comparer l e s  champs c r é é s ,  d 'une 

p a r t  par  une g r i l l e  plane de d e n s i t é  de charge 

s u p e r f i c i e l l e  C c o s ~ t ,  e t  d ' au t re  p a r t ,  par  une 

charge ponctuel le  q c o s w t .  Leur c a l c u l  n é c e s s i t e  

* une i n t é g r a t i o n  dans l 'espace des  k .  Dans l e s  deux 

cas ,  l ' express ion  de C ( k , U )  e s t  l a  même e t  l a  

seu le  d i f f é r e n c e  provient  des  poids d i f f é r e n t s  dans 
v 

l ' e space  des k. Tous l e s  c a l c u l s  f a i t s  il a p p a r a i t  
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que l e  champ en géométr ie  p l ane ,  e t  l e  p o t e n t i e l  e n  

géométr ie  sphé r ique ,  son t  donnés pa r  d e s  expres- 

s i o n s  analogues .  Supercaychy donne : 

(1 5)en  géométr ie  p l ane  E(x) = 

(16) e n  géométrie sphé r ique  .: 

" 
0 t - u  

C f  e s t  l a  cons t an t e  d i é l e c t r i q u e  d 'un  plasma 

f r o i d  de  même d e n s i t é  e t  l e s  Bi l e s  c o e f f i c i e n t s  
J 

d ' e x c i t a t i o n  a s s o c i é s  ault r a c i n e s  ki de l ' é q u a t i o n  
J 

de d i s p e r s i o n .  

3.2.  - Etude de c e r t a i n s  c a s  l i m i t e s  

A) z x e - r - L e $ b e n Ç - ~ e r s - z i r o  

Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  on a  (0) = ?2. Comme il  e s t  

a i s é  d e  montrer que : ( ( 8 )  E-'+ f Bj = l  
f  j = l  

O- 
On v o i t  que (19) Eo(x) =- (20) V,(r) =A 

4 f l k r  

On r e t r o u v e  l e s  formules du v i d e  ce q u i  correspond 

b i e n  a u  f a i t  que dans un plasma chaud l ' e f f e t  de  

p o l a r i s a t i o n  ne joue  qu'au-delà d 'une c e r t a i n e  

d i s t a n c e ,  q u i  v a r i e  avec l a  f r équence .  

Bl-=-xel.-r-Le_nbenL-~ers~IIi_nfi_ni 
Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  $(u) tend v e r s  O e t  l ' o n  r e -  

t rouve l e  r é s u l t a t  du modèle plasma f r o i d ,  s o i t  l e  

champ ou l e  p o t e n t i e l  du v i d e  d i v i s é  par  
L f '  

C) - LJ tend v e r s  W ------------------ P 

Il e s t  a l o r s  i n t é r e s s a n t  de  remarquer que l e  terme 

plasma f r o i d  e t  l a  c o n t r i b u t i o n  des  p ô l e s  de Landau 

( j=1 ,2 )  s e  d é t r u i s e n t  p a r t i e l l e m e n t .  Les formules 

(15)  e t  (16) deviennent  respect ivement  : 

où d e s t  un f a c t e u r  numérique q u i  t end  v e r s  513 

l o r sque  n t end  v e r s  l ' i n f i n i .  Dans l e s  membres de 

d r o i t e ,  l e  l e r  des  termes e n t r e  pa ren thèses  tend 

v e r s  l ' i n f i n i  l o r sque  W tend v e r s  W c a r  k f  
P' 

tend a l o r s  v e r s  O ; l e s  a u t r e s  termes r e s t e n t  f i n i s .  . 

(21) e t  (22) montrent une d i f f é r e n c e  i n t é r e s s a n t e  

e n t r e  un système p l an  e t  un système sphé r ique  dans 

l e  c a s  d 'une e x c i t a t i o n  d i p ô l a i r e :  l e  terme domi- 
nan t  e s t  b i e n  un terme d i p ô l a i r e  dans l e  c a s  d 'une 

géométr ie  p l ane  (c-à-d p ropor t ionne l  à , où b 
e s t  l a  d i s t a n c e  e n t r e  l e s  2  g r i l l e s ) ,  a l o r s  qu 'en  

géométr ie  s p h é r i c i a ~  l e  terme correspondant  s 'an-  

nu le .  

3.3. - Constantes  d i é l e c t r i q u e s  appa ren te s  de  

condensateurs  à g r i l l e s  en  géométr ies  p lane  e t  

sphé r ique  : E p  e t  E s  .O 2 

Géométrie p l ane  : 1 
( 2 3 )  - 9 

n. 
(24) = + -2- B. 

( k j  
12) 

n- J=-I J 

avec  (25) 
* t (t-u) 

En p a r t i c u l i e r ,  dans l e  c a s  l i m i t e  où W t e n d  v e r s  

de  s o r t e  que L tend v e r s  O l o r sque  Gitend v e r s  
P  

W ~ '  
Géométrie sphé r ique  : Comme nous l ' avons  d é j à  d i t ,  

l e  cas  sphé r ique  e s t  t r è s  d i f f é r e n t .  S i  l ' o n  con- 

s i d è r e  2  sphè re s  concen t r iques  de  rayons  a  e t  b ,  on 

peu t  d 'abord  o b t e n i r  l a  formule géné ra l e  : 

S i  l ' o n  t i e n t  compte de  l a  forme asymptot ique  (26) 

on démontre que lo r sque  U tend v e r s a  & ne tend 
P '  

pas v e r s  zé ro ,  mais v e r s  une l i m i t e  f i n i e .  

Ce genre  d ' e x c i t a t i o n ,  p r é s e n t e  donc l ' i n t e r -  

r e s s a n t e  p a r t i c u l a r i t é  d e  m e t t r e  en j e u  l e s  modes 

é l e c t r o s t a t i q u e s  au d e l à  des  p ô l e s  p r i n c i p a u x  de  

Landau, e t  l a  forme des  courbes de  réponse d o i t  

pe rme t t r e  de p r é c i s e r  l e s  paramètres  du plasma. 
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