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Résumé

Les mod&les "multiple Water Bag" (N 20) et ''Cauchy d'ordre élevé" (N 12) sont des plus utiles
pour calculer les impé&dances propres et mutuelles de dipSles et quadripdles. Cela vient du
fait que le calcul des champs A courte distance implique 1'utilisation de tous les pdles de
la relation de dispersion. De plus, le modéle multiple WB approxime trds efficacement une

fonction de distribution obtenue expérimentalement.

Abstract

The multiple (N 20) Water Bag and the high order (N 12) Cauchy models are very useful to com
pute the mutual and self impedances of dipoles and quadripoles (plane and spherical geometry).
This is due to the fact that the computation of fields at short distance implies all the poles
of the dispersion relation. Moreover the multiple Water Bag approximates very efficiently an

experimentally given distribution function.

I — INTRODUCTION

Nous nous proposons de calculer les champs
électriques créés par des systémes de grilles planes
ou sphériques et d'en déduire les impé&dances des
condensateurs plans et sphériques formés par deux de
ces grilles. Le plasma est homogéne, sans collision,
sans champ magnétique extérieur, et non relativiste.
Les ions peuvent &€tre considérés comme immobiles.
Les grilles sont supposées coupl@es électriquement
mais non mécaniquement au plasma, ce qui est cer-
tainement réalisable au moins pour des plasmas
spatiaux, -

Le calcul des champs électriques nécessite la
connaissance de la constante diélectrique longitu-
dinale du plasma. Celle-ci peut se déduire de la
fonction de distribution des vitesses F{?) des
électrons (normalisée 3 | quand on intégre sur 1l'es-
pace des vitesses) :

() e@e) =1+ w2 W dFW /O T 4PV
k? w-¥ .7V

oli w est la pulsation, «w la pulsation de plasma,

¥ le vecteur nombre d'onde. [1]

Cependant, le calcul de &(;:(d) et des racines
de € (E:cu) = 0 pour une pulsation donnée, ou pour
un vecteur nombre d'onde K donné, n'est pas aussi
simple qu'il semble 3 premiére vue et des difficul-
tés 3 la fois théoriques et numériques apparaissent.
Aussi, avant d'étudier les problémes pratiques de la

détermination des champs électriques et des impé-

dances, nous allons passer rapidement en revue 5
modéles. Ensuite, nous adopterons 1'un de ces mo~-
déles ~le supercauchy- comme base de la discussion

des problémes ci-dessus.

II - LES MODELES

2.1, - Modéle du plasma froid
4 . - .
(2) F (V) = JKVB ot 5.dé51gne la distribu-
tion de Dirac. On en déduit :

(3) e, W) =1

- w2 /(—02

P
€ est indépendant du nombre d'onde k. Le défaut du
modéle est que c'est un cas limite ol le mouvement
thermique est totalement absent.

2.2, Modéle Maxwellien

Dans ce modéle la fonction de distribution des
vitesses est @
-y - -
@ FW = @MYV exp (<2 /2 VD)
ol VT = (K T/m)l/z, avec K la constante de
Boltzmann, m la masse de 1'électron, T la tempéra-

ture. On obtient alors :

N o
(5) €(k,w) =1 5y Z(KVT\/':I)

ol Z est la fonction de FRIED et CONTE [2]. Le

nombre des racines de 1'&quation de dispersion est
infini et des difficultés théoriques de convergence
peuvent se présenter. DENAVIT [3] montre par exem

ple que dans le probléme des oscillatioms libres, la
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série :
(6) }Ei Bj exp(icujt) dans laquelle les Bj sont

j=1
les facteurs d'excitation associés aux racines oﬁ
de 1'équation de dispersion pour un k réel donné&, ne
converge pas uniformément lorsque t tend vers O.
On peut s'attendre 3 des difficultés plus graves
dans le probldme des oscillations forcées.

2.3. — Modéle "Supercauchy"”

Ces difficultés mathématiques nous ont conduits
3 envisager de nouveaux moddles, dont le premier,
appelé "Supercauchy" [ 4] utilise le fait que 1a

distribution F VQ' ~n
- n 1r
N Fn(v) \/13_ w /% (Zr\.-s)wﬁ“(n—%) ( ("—f\-’-‘)v‘g

tend pour n suffisamment grand vers la distribution
de Maxwell dont, & partir de n=12, elle ne différe
que pour les particules trds suprathermiques qui,
de toute maniére, sont en nombre négligeable. Le
probléme est mathématiquement relativement simple.
L'équation de dispersion a une forme polynomiale,
posséde n racines et nous avons un traitement ma-
thématique complet. Toutefois, & tr&s grande dis-
tance de la source, seules les particules a trés
grande vitesse contribuent au champ et ce modéle ne
donne pas la forme asymptotique correcte. Remar-
quons que cette forme n'est valable que pour des
champs trés faibles, et que pour nos problémes il
est plus intéressant d'avoir des formules valables
i-distance finie. Pratiquement des &tudes numéri-
ques [5] ont montré que pour n=12 les résultats

sont valables, & titre d'approxima -

pour le champ
tion du champ qui s'obtient avec la distribution
maxwellienne, pour des distances allant jusqu'id 60

longueurs de Debye.

2.4, - Modéle du "Water Bag"
Le "Water Bag" a été utilisé par GRARD [6 ]

dans des calculs de sondes quadripolaires. Il
s'agit de la fonction de distribution

A
0..?"

q
8 FM = Sw-aoav=|v].

Projetée sur 1'axe des x cette distribution s'é-

crit
-1 _ _
(9) F(Vx) = ?fb.H (Vx + a) H (VX a)
(10) H(u) = 0si u<oO
1 si u>»0

Dans ces conditions, on obtient :
> 2
(1) & (k,») =1 T AT Pour un w donné

1'équation de dispersion n'a que 2 racines en k.
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Ce modéle a pour principal défaut de ne pas com—

porter le phénoméne d'amortissement Landau.

2.5, - Mod&le du "Multiple Water Bag"

Récemment [7 ] le mod&le du Water Bag a &té géné-
ralisé avec une fonction de distribution pour chaque
composante axiale de la vitesse donnée par

N
F(V) = J?':_'l a (v, + 2 - w0 - 2] a2
avec la condition de normalisation :

s
13 2 , A, =
(13) = ag A

1 : Il s'agit de la superpo-
sition de N '"bags" chacun ayant la hauteur Aj' Ce
mod&le permet d'approximer toute fonction de distri-
bution & symétrie sphérique, c'est—-a-dire isotrope.
I1 est méme particuli@rement adapté@ au cas od l'on
connait la fonction de distribution seulement sous
forme de tableau numérique. On peut dire que les
"bags" constituent alors les briques &lémentaires
avec lesquelles on peut approximer F(GS, (qui,
avec des Aj négatifs, peuti;rés bien ne pas &tre
monotone décroissante en [VI). La constante diélec-
trique s'écrit :

N . .
1wk £ 20y A}

(14) Ea(k':',"*’) =
3=1 klm%-._wz

Pour une pulsation wdonnée, 1'&quation de disper—
sion a 2N racines réelles, Mais 1l'amortissement
Landau apparait sous forme d'un mélange de phase

"a la Van Kampen" ; il subsiste pendant un temps

(dans un probléme 3 oscillations libres) ou sur une

distance (dans un probléme 3 oscillations forcées)
qui est d'autant plus long que N est plus grénd.
Parmi les nombreux avantages du modéle multiple
Water Bag, signalons la simplicité du calcvl des
racines de 1'équation de dispersion pour k doané.
Par exemple, si tous les A, sont positifs, la
racine W, est telle que : )

kai< 02i< kai+]. En conclusion, ce mod&le se révéle
des plus utilestant sur le plan théorique que sur

le plan numérique.

IT1 - LES PROBLEMES

3.1. - Différentes géométries,

Nous allons comparer les champs créés, d'une
part par une grille plane de densité de charge
superficielle Gcoswt, &t d'autre part, par une
charge ponctuelle q cos Wt. Leur calcul nécessite
une intégration dans 1'espace des-z. Dans les deux
cas, l'expression de a(EtOJ) est la méme et la
seule différence provient des poids différents dans

-
1'espace des k. Tous les calculs faits il apparait
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que le champ en géométrie plane, et le potentiel en
géométrie sphérique, sont donnés par des expres-

Gj’}‘l(k x)]

sions analogues, Superca%chy donne :

N

pu
(15)en géométrie plane E(x) = o€, [4_ L2 Z
a 1

o
&
(16) en géométrie sphérique :

2 [s L5 B F(x
YwE, LE( rra-i ¥

sin t
o (17) 3{"(u) _/ dr

o t-u

w(T) =

6f est la constante diélectrique d'un plasma

froid de méme densité et les B, les coefficients
d'excitation associés aux racines kj de 1'équation
de dispersion.

3,2, -~ Etude de certains cas limites

A) -x et r tendent vers zéro

Dans ces conditions, on a (0) =TY/2, Comme il est

. .
aisé de montrer que : (18) & + z&. B, =1
£ =
. _o _ q
On voit que (19) E  (x) =— (20) V() ==

ATTE3r
On retrouve les formules du vide ce qui correspond
bien au fait que dans un plasma chaud l'effet de
polarisation ne joue qu'au-deld d'une certaine
distance, qui varie avec la fréquence.

B) - x et r tendent vers l'infini

Dans ces conditions,(gﬁ(u) tend vers 0 et 1'on re-
trouve le résultat du modéle plasma froid, soit le
champ ou le potentiel du vide divisé par i-f.

c) -

CJ tend vers wp

I1 est alors intéressant de remarquer que le terme
plasma froid et la contribution des pdles de Landau
(3=1,2) se détruisent partiellement. Les formules

(15) et (16) deviennent respectivemenc :

@n l:(x w»wP)__ ot [D\r_f'_ d\«r__ +£Z B'F(KIxJ

¢ D?

(22) V, = * 4
(c, un-wP) uu'a {D ,}_£&+ -

oli € est un facteur numérique qui tend vers 5/3

69" tf,

lorsque n tend vers 1'infini. Dans les membres de
droite, le ler des termes entre parenthéses tend
vers 1'infini lorsque W tend vers aJp, car &f
tend alors vers 0 ; les autres termes restent finis.
(21) et (22) montrent une différence intéressante
entre un systéme plan et un systéme sphérique dans

le cas d'une excitation dipSlaire: le terme domi-

nant est bien un terme dipSlaire dans le cas d'une
géométrie plane (c-3-d proportionnel 2 6~ A, ob A

est la distance entre les 2 grilles), alors qu'en

gefwﬂ

4]
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géométrie sphéricye le terme correspondant s'an-—
nule.

3.3. - Constantes diélectriques apparentes de

condensateurs & grilles en géométries plane et

sphérique : £p et

Géométrie plane SLnngZZ)
(2%) P(m) 2.tr KA/2 i(k,w)
n
() = 1+ 2 5 F o« b2
€ T = ,.'12 ]
avec (25) /fl(u) =.‘[§£¥§_ dt

En particulier, dans le cas limite ol wtend vers

(.up, on a (26) 1 - i A/p
Ep (B, w2w) 2Vs e,

de sorte que Ep tend vers 0 lorsque (utend vers

G)p'

Géométrie sphérique : Comme nous 1'avons dé&ja dit,

le cas sphérique est trés différent. Si 1'on con-
sidére 2 sphéres concentriques de rayons a et b, on

peut d'abord obtenir la formule gé&nérale

(27) 1 _ a 1, b 1
€g(a,b) b.o. gP(?.b) b.a Ep(za5
b+ a 1 1
b-a EP(b-a) &P(b-a)

Si 1'on tient compte de la forme asymptotique (26)
on démontre que lorsque W tend verchp, E’s ne tend
pas vers zéro, mais vers une limite finie.

Ce genre d'excitation, présente donc 1'inter-
ressante particularité de mettre en jeu les modes
électrostatiques au delid des pdles principaux de
Landau, et la forme des courbes de réponse doit

permettre de préciser les paramétres du plasma.
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