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Résumé. 2014 La loi de Lindemann associée à l’extension au domaine des déformations finies et aux solides cristallins

de symétrie non cubique de l’équation d’état de Mie-Grüneisen nous permet de formuler les équations (reliant
la température, les paramètres de la déformation et la pression) de courbes de fusion théoriques. Ces équations
prennent en compte les constantes élastiques jusqu’au quatrième ordre inclus. Ces dernières n’étant pas mesurables
expérimentalement, nous avons calculé les courbes de fusion théoriques au troisième ordre pour le cadmium et le
magnésium et nous les avons confrontées à l’expérience. Les calculs sont développés en fonction de deux mesures,
lagrangienne et eulérienne, de la déformation.

Abstract. 2014 The Lindemann law and the extension of the finite strain expansion of the Mie-Grüneisen equation
to the case of non-cubic crystals are used to derive the equations relating temperature, strain parameters and
pressure for the theoretical melting curves. These equations take into account the elastic constants up to fourth-
order. The fourth-order elastic constants cannot be measured experimentally, hence theoretical third-order melting
curves are calculated for cadmium and magnesium (using both the Lagrangian and Eulerian strain parameters)
and compared to experimental melting data.
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1. Introduction.

Les resultats exp6rimentaux portant sur les courbes
de fusion ont, le plus souvent, ete obtenus par com-
pression statique et, de ce fait, pour des pressions
g6n6ralement inferieures a 10 GPa (voir, par exemple,
1’article de Cannon [1]). Pour des pressions sup6rieures,
les techniques d’onde de choc ont produit certains
r6sultats, mais dans ce cas la temperature de fusion
est souvent calcul6e a partir d’expressions th6oriques
ou semi-th6oriques. 11 apparait alors que la plupart
de ces travaux ont pour point de depart la loi de
Lindemann (voir les travaux de Gilvarry [2, 3], Kraut
et Kennedy [4], Grover [5] et Couchman et Reynolds [6]
par exemple). Ces theories expriment la variation de la
temperature de fusion avec la pression moyennant
1’hypothese que la temperature de Debye est constante.
Cette hypothese s’av6rant fausse pour de nombreux
mat6riaux, il devient n6cessaire de recourir a un modele
61abor6 pour exprimer la variation de la temperature
de Debye (ou, ce qui revient au meme, du parametre

de Grüneisen) en fonction du volume sp6cif-lque
(voir Romain, Migault et Jacquesson [7]).

Or, nous avons propose pr6c6demment [8, 9], pour
un solide cristallin de sym6trie au moins orthorhom-
bique, un modele dans lequel la theorie non lin6aire
du quatrieme ordre des vibrations dans les reseaux
cristallins est d6velopp6e dans le domaine des d6for-
mations finies, ce qui permet de donner explicitement
la variation de la temperature de Debye en fonction
des parametres de la deformation et de disposer d’une
equation d’6tat du type de Mie-Griineisen. Pour un
solide cubique, ce modele associ6 a la loi de Lindemann
conduit au calcul d’une courbe de fusion th6orique
au quatrieme ordre ou la constante elastique du
quatrieme ordre est obtenue en lissant les valeurs

experimentales a basse pression. Ce travail est actuel-
lement en cours de publication [10].
Le but du present article est de montrer que notre

modele permet egalement de formuler les equations
d’une courbe de fusion th6orique au quatrieme ordre
pour un solide de sym6trie non cubique. Ces equations
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sont developpees en fonction des deux tenseurs de
deformation lagrangiens d6jd introduits [8, 9] : le
tenseur de Green-Lagrange E et le tenseur e qui
s’identifie au tenseur d’Almansi-Euler en deformation

pure.
Nous traitons ensuite le cas particulier des solides

cristallins qui possedent un axe de sym6trie principal
d’ordre au moins 6gal a trois et exposons une m6thode
de calcul des diff6rentes constantes figurant dans le
modele propose. Malheureusement, il ne peut etre
question de presenter des applications numeriques
incluant les constantes elastiques du quatrieme ordre
qui sont reli6es a des quantit6s non mesurables experi-
mentalement a ce jour. En consequence, nous avons
illustr6 ce qui precede par le calcul des courbes de
fusion theoriques au troisieme ordre du cadmium
et du magnesium, et nous avons confronte nos r6sul-
tats aux donnees exp6rimentales.

2. Courbe de fusion et theorie non linkaire du quatrieme
ordre.

Partons de la loi de Lindemann qui exprime la tem-
p6rature de fusion TM en fonction du volume spe-
cifique v et de la temperature caracteristique de Debye
OD par la formule :

ou C est une constante caracteristique du solide etudie.
La temperature de Debye est g6n6ralement fonction

de la deformation du solide, on deduit donc de (1) :

Or, dans un precedent article [9], nous avons montre

que la theorie non lin6aire du quatrieme ordre des
vibrations dans les reseaux cristallins permet d’expri-
mer la temperature de Debye en fonction d’un tenseur
des d6formations, lq, par :

ou 8p est la temperature de Debye dans 1’etat de
reference constitue par 1’6tat de repos d6nu6 de
contraintes du r6seau cristallin. Gijll) et H(l) sont des
constantes caract6ristiques du cristal.
Le tenseur de deformation lagrangien, q, du milieu

cristallin étudié, de sym6trie au moins orthorhom-
bique, sera pris 6gal, soit au tenseur de Green-Lagrange
E de composantes :

soit au tenseur e qui s’identifie au tenseur d’Almansi-
Euler en deformation pure [9], de composantes :

0" (xl, x2, X3) designe la position actuelle de la par-
ticule mat6rielle qui occupe la position (X1, X2, X3)
dans la configuration de reference, le solide 6tant

rapporté a ses axes cristallographiques. La defor-
mation consid6r6e est homogene [9] :

Les Åi sont les dilatations principales. De (2) et (3)
on deduit, par integration :

ou TMO est la temperature de fusion a pression nulle, VMO, qmo les valeurs correspondantes de v et q.
Developpons alors l’exponentielle en serie de Taylor en ne gardant que les termes compatibles avec la

theorie du quatrieme ordre [9, 10], il vient :

La formule (8) est 1’expression de la temperature de fusion en fonction des parametres de la deformation dans la
theorie non lin6aire du quatrieme ordre. Pour etre applicable, (8) necessite la connaissance d’une loi de compor-
tement reliant la temperature, la deformation et les contraintes dans un 6tat donne du milieu consid6r6. Suppo-
sant la deformation (6) due a une compression hydrostatique (uij = - P bij), les equations de comportement

(’) Dans ce qui suit, toute quantite affectee d’une barre superieure est exprimée dans la configuration de reference.
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classiques de 1’elasticite non lin6aire se traduisent dans notre modele par les relations (Cf. [9] formule (17)) :

(sans sommation sur I) avec E = + 1 si q = E et

E = - I si q = e ; CJj&#x3E;, CJjk, CJjkL sont les constantes
élastiques des deuxieme, troisieme et quatrieme ordres
dans 1’etat de reference ; T est la temperature absolue,
ut et ct 1’6nergie interne thermique et la chaleur spe-
cifique associ6e calculees dans le modele de Debye
[9, 12]. La deformation consideree etant diagonale,
nous avons utilise dans (9) (et nous utiliserons dans
la suite) une notation de Voigt modifiee qui, aux
indices (i, j), fait correspondre l’indice unique I, avec
I = 1, 2 ou 3. Le volume specifique s’exprime en
fonction de la deformation par :

Lorsque la temperature de fusion TM est fix6e, le

systeme constitu6 par les equations (8), (9), (10) permet
de calculer successivement 111M’ tl2., 113M’ puis le
volume sp6cif-ique vM et enfin la pression Pm corres-

pondante, c’est-a-dire que nous pouvons ainsi calculer
la courbe de fusion dans le plan (P, T). Le probleme
qui reste pose est celui de la determination des diverses
constantes qui apparaissent dans les relations (8), (9),
(10). Ce probleme a ete resolu precedemment [9, 11]
pour un solide de sym6trie cubique mais est en general
insoluble pour un cristal orthorhombique, le nombre
des constantes a determiner 6tant sup6rieur a celui
des equations utilisables pour ce calcul. Par contre,
nous allons montrer que le calcul de toutes les cons-
tantes est possible pour un solide de symetrie hexa-
gonale, rhombo6drique ou quadratique.

3. Courbe de fusion thkorique pour un solide cristallin
de symktrie hexagonale, rhombokdrique ou quadratique.
Pour un tel solide, la deformation est isotrope dans
tout plan orthogonal a 1’axe de symetrie principal.
Si l’on designe par X3 la direction de 1’axe principal,
on a immédiatement À1 = À2 et par consequent les
seules deformations non nulles sont :

(8) s’ecrit :

ou l’on a pose H1(r) = 7i (n) + H (n), H2(n) = H13(n), H(10 - H33(n). Les relations (9) deviennent :1 
- 

1 1 12 2 
- 

13 3 
- 

33
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avec, pour les symetries hexagonale ou rhomboedrique :

Pour la symétrie quadratique, les seules modifications a apporter dans les definitions précédentes consistent
a remplacer Q1(3,n) Q 14,11) et Qá4,I1) par :

Enfin, (10) s’ecrit :

Le proc6d6 utilise pour determiner les diverses
constantes figurant dans (12) et (13) consiste a relier
1’etat de reference a 1’etat initial (6tat denue de con-
traintes (P = 0) a temperature ambiante (T = To -
300 K)) note « 0 », les valeurs mesur6es exp6rimen-
talement le sont en effet pour la plupart dans 1’etat
initial.
Notant, comme pr6c6demment [9], 11th( = Eth = eth)

le tenseur de deformation (thermique) entre 1’etat de
reference et 1’etat initial (2), on voit que ce tenseur, qui
par definition minimise 1’energie libre du solide à

temperature constante, est tel que :

soit, pour les sym6tries consid6r6es :

(2) Rappelons que cette deformation est produite unique-
ment par la dilatation thermique suppos6e faible par hypo-
th6se de telle sorte que l’hypothese des petites deformations
est verifiee [12].

Resolvant (18) par rapport a nth, Ilth et derivant par
rapport a la temperature, on obtient :

ou (Xl (= a ’Jih/aT) et a3(= a ’J/aT) sont les coeffi-
cients linéaires de dilatation thermique. L’indice
« 0 » indique que la quantité qui en est affectée est
calculée dans 1’etat initial.
La relation (16) linéarisée au premier ordre, compte

tenu de (19), donne :

a = 2 al + a3 est le coefficient volumique de dila-
tation thermique. L’independance des d6veloppements
de 1’energie libre thermique d’une part et de 1’energie
potentielle statique d’autre part entraine, a partir
de (17), que les Gj") et les ejj) sont independants du
tenseur des d6formations iq choisi ; on supprimera
donc l’indice (( q &#x3E;&#x3E; pour ces quantit6s. De (18) et (19)
on deduit alors :
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D’autre part, pour tenir compte de l’effet de point
zero, les Q,(2), Q(2) t)(2) sont estim6s par [11] :

ou C1eif)s, C11f)s, C13(eff)s, C33(eff)s sont les modules elas-
tiques effectifs adiabatiques independants pour un
cristal de sym6trie rhombo6drique, hexagonale ou
quadratique [9]. Ces modules élastiques effectifs,
obtenus en appliquant a la configuration actuelle
(associ6e a la compression hydrostatique 03C3ij = - P03B4ij)
une deformation infinit6simale a entropie constante
[12, 9], s’expriment par la formule (Cf. (19) dans [9]) :

sans sommation sur I et J ; bjj est le symbole de Kronecker.
On obtient alors neuf equations independantes reliant les douze inconnues H 1’°, j

Qj(4,n) U = 1 à 5) en écrivant pour les combinaisons C (efOs + C12 (eff)s, C (efOs C 33(eff)s . .
a) les d6riv6es isothermes par rapport a P des CIJ(eff)s dans 1’6tat initial :

sans sommation sur I et sont les coefficients de compressibilite lin6aire isotherme,

est le coefficient de compressibilite volumique isotherme ;

b) les d6riv6es secondes isothermes par rapport a P des CIJ(eff)s dans 1’etat initial :

sans sommation sur I et J ;

c) les d6riv6es par rapport a la temperature, a pression constante, des CIJ(eff)s, dans 1’6tat initial :
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sans sommation sur 7 et J; les al = /- k :0-T ) p sont les coefficients de dilatation thermique lineaire, a - v 1 OT)pj ( /p v B /
(= 2 a I + a3) est le coefficient de dilatation thermique volumique.

Aux neuf equations pr6c6dentes, adjoignons les deux relations obtenues en ecrivant les relations du com-
portement (13) dans 1’etat initial. Enfin, rappelons que l’on peut obtenir des coefficients generalises de Gruneisen,

yI 0 Log OD (sans sommation sur 1 [8] (3),d’oùl’on déduit ( a partir de y = ) (2 y 1 + T 3) 1’expression
du parametre de Gruneisen dans 1’etat initial en fonction des constantes G1, G3, H1(n), H2 (n), H3(n), soit :

Au total, on obtient ainsi un systeme lin6aire de
douze equations pour calculer les douze inconnues
consid6r6es, systeme dont le determinant est non nul
en general.

Malheureusement, il n’existe pas a 1’heure actuelle
de valeurs mesur6es des (a2Cjjff)sIaP2)T 10. En cons6-
quence, les equations (25) ne peuvent etre utilis6es
dans la pratique et il ne sera pas possible de calculer
les Qi(4,n) (i = 1 a 5).
Pour les applications num6riques, nous avons donc

applique les relations de comportement (13) dans
1’approximation du troisieme ordre, c’est-a-dire en

n6gligeant les coefficients Qi(4,n) (i = 1 a 5). Le sys-
teme constitue par les trois equations (24), les trois

equations (26) (6crites pour C11(eff)s + C12(eff)s, C13(eff)s,
C33(eff)s, les deux equations (13) et la relation (27)
permettent alors la determination des constantes Qi(3,n)
pour i = 1 a 4 et Hi"), H2(n), H 3 ("). Ce systeme est donne
dans 1’annexe 1. Toutes les quantit6s exprim6es dans
1’6tat initial qui y figurent sont connues experimen-
talement, on sait donc calculer la solution de ce systeme
au sens des moindres carr6s. Une autre m6thode,
moins precise mais plus rapide, pour calculer les
constantes Qi(3,e) pour i = 1 a 4 et Hj(e) pour j = 1 a 3
est donn6e dans l’annexe 2. La totalite des constantes 
des equations de comportement (13) 6crites au

troisieme ordre (i.e. avec Qi(4,n) = 0 pour i = 1 a 5)
est alors parfaitement d6termin6e. 11 reste a calculer
la courbe de fusion. La temperature de fusion à
pression nulle, TMO, est connue experimentalement ; les
equations (13) 6crites pour P = 0 et T = TMO per-
mettent d’obtenir rilMO et r3MO puis vMO d’apres (16).
Ensuite, pour chaque valeur de TM, la valeur corres-
pondante de la pression, PM, est calcul6e grace a (12),
(13a) et (13b) par la m6thode classique d’approxima-
tions successives de Newton-Raphson (4).

4. Applications num6riques.

Nous avons calcule la courbe de fusion th6orique,
selon le modele expose ci-dessus, pour deux metaux
du systeme hexagonal : le cadmium et le magnesium.
En premier lieu, les donnees ultrasoniques utilis6es
pour les calculs sont regroup6es dans le tableau I.
Ces donnees sont tir6es des references [14, 15] pour le
cadmium, [16,17,15] pour le magnesium. Le tableau II
donne les valeurs des constantes de 1’equation d’6tat
(13), 6crite au troisieme ordre, calcul6es par la m6thode
expos6e dans le paragraphe precedent. Enfin, les
valeurs des autres constantes figurant dans la loi de
fusion (12) sont r6unies dans le tableau III.

Les figures 1 et 2 montrent alors 1’evolution des

parametres de la deformation le long de la courbe
de fusion th6orique pour le cadmium et le magnesium
respectivement. En valeur relative, 1’ecart entre les

representations utilisant E et e reste inf6rieur a 10 %
sauf pour la deformation lin6aire du cadmium ortho-

gonalement a 1’axe de repetition (60 % pour TM =
1 050 K) mais cette deformation est faible et 1’ecart
absolu est du meme ordre de grandeur que pour les
autres deformations. La comparaison des figures 1

et 2 nous parait int6ressante, en effet, elle illustre

parfaitement la difference de comportement entre le
cadmium fortement anisotrope et le magnesium
dont 1’anisotropie reste faible.

Les courbes de fusion th6oriques, calcul6es par la
m6thode expos6e au paragraphe 3 sont presentees
figure 3 pour le cadmium et figure 4 pour le magnesium.
En ce qui conceme le cadmium, on constate tout
d’abord que la courbe correspondant à 11 = E est
pratiquement confondue avec celle utilisant = e
dans l’intervalle de pression choisi (0  P  10 GPa).

(1) Soit, en fonction de 1 ou Log 0, est donne par (3).
(1) Plus pr6cis6ment, on calcule d’abord filM et fl3M (et donc v, d’apres (16)) a partir de (12) et de l’equation obtenue

en 61iminant P entre (13a) et (13b) soit, en notant - P = Al 1’equation (13a) et - P = A3 l’équation (13b), A1 = A3. La

pression correspondante est alors
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Tableau I. - Données experimentales pour le cadmium [14, 15] et pour le magnésium [16, 17, 15].

[Experimental data for cadmium [14,15] and magnesium [16, 17, 15]].

Fig. 1. - Variation des parametres de deformation E1, E3
(en trait plein) et e1, e3 (en pointiII6) le long de la courbe de
fusion theorique pour le cadmium. 

[Variation of the strain parameters E1, E3 (solid line) and
e1, e3 (dashed line) along the theoretical melting curve for
cadmium].

Fig. 2. - Variation des parametres de deformation E,, E3
(en trait plein) et e,, e3 (en pointiII6) le long de la courbe de
fusion th6orique pour le magnesium.

[Variation of the strain parameters E1, E3 (solid line) and
el, e3 (dashed line) along the theoretical melting curve for
magnesium].
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Tableau II. - Valeurs des constantes jigurant dans les équations (13a) et (13b) pour le cadmium et le magnésium.

[Values of the constants of equations (13a) and (13b) for cadmium and magnesium].

Tableau III. - Valeurs des autres constantes figurant dans l’equation (12) pour le cadmium et le magnésium.

[Values of the other constants of equation (12) for cadmium and magnesium].

D’autre part, les resultats exp6rimentaux tires de la
reference [1] se r6partissent suivant deux courbes

distinctes, les valeurs de Kennedy et Newton [18]
6tant bien inferieures aux autres, sans que 1’on puisse
trancher de fagon cat6gorique sur leur validite res-
pective. On remarquera que les courbes th6oriques
presentees sont en excellent accord avec les valeurs
de Kennedy et Newton [18] mais different notablement
des autres resultats exp6rimentaux.

Les seules donnees exp6rimentales concernant la
courbe de fusion du magnesium sont celles de Kennedy

et Newton [18] et l’on voit, sur la figure 4, que nos
courbes theoriques restent nettement au-dessous de
ces donnees. L’utilisation du tenseur de deformation E
semble, dans ce cas, donner de meilleurs r6sultats que e.
Pour une pression de 4 GPa, 1’ecart relatif entre les
valeurs exp6rimentales et la courbe th6orique pour
q = E (resp. q = e) est de 10 % (resp. 14 %) et 1’ecart
entre les deux courbes th6oriques de 3,5 %. Ce dernier
reste sensiblement constant par la suite (2 % environ
pour P = 10 GPa).
Pour tenter d’expliquer le fait que les courbes
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Fig. 3. - Courbes de fusion theoriques du cadmium calcu-
16es avec E (en trait plein) et e (en pointiII6). Comparaison
avec les donnees de Kennedy et Newton [18] (*) et Can-
non [1] (... ).

[Theoretical melting curves for cadmium, calculated in

terms of E (solid line) and e (dashed line). Comparison with
melting data of Kennedy and Newton [18] (*) and Can-
noil [1] (dotted line)].

th6oriques calcul6es avec q = E sont, dans les cas
6tudi6s ici (et contrairement au cas des solides cubiques
[10]) plus proches de 1’exp6rience que les courbes
calcul6es avec q = e, rappelons :
- que la theorie expos6e ci-dessus au quatrieme

ordre n’a pu etre appliqu6e qu’au troisieme ordre par
manque de donnees exp6rimentales et que l’on ne

saurait prej uger de 1’influence des constantes elastiques
du quatrieme ordre ;
- que les donnees ultrasoniques utilis6es (cf.

Tableau I) ont toujours ete interpretees a l’aide du
tenseur de Green-Lagrange E, d’ou un manque de
donnees pr6cises pour tout ce qui se rapporte au
tenseur e.

5. Conclusion.

La loi de Lindemann associ6e a un modele d’6qua-
tion d’6tat, ou la theorie non lin6aire du quatrieme
ordre des vibrations dans les reseaux cristallins est

Fig. 4. 2013 Courbes de fusion th6oriques du magnesium cal-
cul6es avec E (en trait plein) et e (en pointiII6). Comparaison
avec les donnees de Kennedy et Newton [18] (0).

[Theoretical melting curves for magnesium, calculated in
terms of E (solid line) and e (dashed line). Comparison with
melting data of Kennedy and Newton [18] (8)].

d6velopp6e dans le domaine des deformations finies,
nous a permis de formuler les equations d’une courbe
de fusion theorique pour un solide cristallin de syme-
trie au moins orthorhombique. Au quatrieme ordre,
la determination des constantes figurant dans ce

modele requiert la connaissance des d6riv6es secondes
par rapport a la pression des modules 61astiques
effectifs, quantit6s qui ne sont pas accessibles a 1’exp6-
rience a 1’heure actuelle. On peut pallier cette dif-
ficulté pour un solide cubique en lissant les resultats
exp6rimentaux a basse pression [10] mais cela reste
impossible pour un solide non cubique. En application,
nous avons donc calcul6 les courbes de fusion th6ori-

ques de deux m6taux du systeme hexagonal, le cad-
mium et le magnesium, en utilisant les constantes

élastiques des deuxieme et troisieme ordres unique-
ment. Malgre cela, la comparaison avec 1’exp6rience,
qui s’avere peu satisfaisante pour le magnesium,
est en bon accord avec une partie des donnees disponi-
bles pour le cadmium.

Annexe 1. - Pour un solide de sym6trie rhombo6drique, hexagonale ou quadratique, en supposant les Ql4,,,)
nuls pour i = 1 a 5, les equations (24) 6crites pour C11(eff)s + C12(eff)s, c1ejOs, C33(eff)s donnent :
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De meme, les equations (26) conduisent a :

Les equations (13), 6crites dans 1’etat initial, deviennent :

S’y ajoute enfin la relation (27) qui s’6crit aussi :

Annexe 2. - Une fois les constantes Q1(3,E), Q2(3,E),
Q3(3, E), Qá3,E), H1(E), H2 (E ), H3(E) calculees a partir du
systeme donne dans 1’annexe 1, il est possible de
calculer les constantes correspondant à 11 = e sans
rcsoudre a nouveau ce systeme. Dans le cas present
ou le tenseur des deformations est diagonal et ou

(d’apres (4) et (5)) 1 + 2 E = (I - 2 e)-1, il suffit
d’écrire (23) (ou P est exprime par (9)) en fonction de

E, puis de remplacer El par son developpement au
second ordre en fonction de eI :

et d’identifier les coefficients des puissances cor-

respondantes de e,, dans la relation obtenue d’une

part, et dans (23) 6crit en fonction de e d’autre part.
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Pour les sym6tries hexagonale, rhombo6drique ou
quadratique, on a alors les relations :

et aussi, le developpement de 1’energie interne ther-
mique 6tant independant de celui de 1’6nergie poten-
tielle statique [9] :
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