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Résumé. 2014 On calcule l’intensité du champ rayonné dans une expérience de mélange dégénéré à quatre ondes.
Le milieu non linéaire est composé d’atomes à deux niveaux. Un des champs pompes, de fréquence de Rabi 03A9P,
peut éventuellement saturer la transition. La forme de raie est calculée pour diverses valeurs relatives de 03A9P, de
03B3ab (largeur naturelle de la transition) et de ku (largeur Doppler). Pour 03B3ab  03A9P, la conjugaison de phase est nulle
à résonance et le maximum de l’intensité conjuguée est obtenu pour un désaccord de l’ordre de 03A9P. Ce maximum
est constant tant que 03A9P  ku, puis décroît comme 03A9p-4 lorsque ku  03A9P.

Abstract. 2014 We calculate the intensity of the field radiated in an experiment of degenerate four-wave mixing. The
non-linear medium consists of two-level atoms. One of the pump fields, whose Rabi frequency is 03A9P, can saturate
the transition. The lineshape is calculated for various relative values of 03A9P, 03B3ab (natural width of the transition)
and ku (Doppler width). For 03B3ab  03A9P, the intensity of the phase conjugate beam is zero at resonance and the
maximum of the phase conjugate emission is obtained for a detuning of the order of 03A9P. This maximum is constant
as long as 03A9P  ku and decreases like 03A9P-4 when ku  03A9P.
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Quand plusieurs ondes electromagnetiques de meme
frequence interagissent avec un milieu non lin6aire, il
est possible, dans certaines conditions, de creer une
onde « conjuguee de phase » de 1’une des ondes

electromagnetiques incidentes [1, 2]. Rappelons que
l’onde conjugu6e d’un champ 6lectromagn6tique
Eo(r, t) = Re [A(r) eiwt] est l’onde dont la dependance
spatiale est conjuguee de celle de l’onde incidente :

Il existe differentes methodes d’optique non lin6aire
permettant de g6n6rer l’onde conjugu6e, mais la plus
prometteuse et la plus utilis6e a present est la genera-
tion non lin6aire a quatre ondes (aussi appel6e « dege-
nerate four wave-mixing », DFWM [2]). Le principe
en est le suivant : un milieu non lin6aire est soumis à
une onde pompe stationnaire (frequence w, vecteurs
d’onde k, - k) et a une onde sonde de meme frequence
w et de vecteur d’onde K. Grace a un processus non
lin6aire du troisieme ordre ou deux photons de
l’onde pompe (k, - k) sont absorb6s et un photon de
l’onde sonde est r66mis, il y a emission d’un photon
(w 2013 K) se propageant dans la direction oppos6e au
photon de l’onde sonde.
De nombreuses etudes portant sur la variation de

l’intensit6 de l’onde conjugu6e en fonction de la fr6-
quence laser (forme de raie) ont ete r6alis6es dans des
vapeurs atomiques au voisinage d’une raie d’absorp-
tion. A faible intensite pour les faisceaux pompe et

sonde, on observe lorsqu’on balaie la frequence du
laser une raie lorentzienne centree sur la frequence
atomique [3]. Ce comportement peut etre compris
th6oriquement en utilisant une theorie des perturba-
tions au troisieme ordre [4, 5]. Lorsque l’intensité de
l’un des faisceaux pompes devient importante, on a
observe exp6rimentalement que la raie s’61argit et se
dedouble tandis que le coefficient de reflexion tend
vers zero au centre de la raie [3, 6]. Ce comportement
a ete compris et explique par deux d’entre nous dans
le cas d’un systeme a trois niveaux en utilisant une
theorie semi-classique (resolution des equations de
Bloch) [7].
Un des buts de cet article est d’etendre ce traitement

au cas d’un systeme a deux niveaux. Dans ce cas, les
deux ondes pompes ayant meme polarisation forment
un systeme d’ondes stationnaires dans le milieu non
lin6aire tandis que, dans le cas du systeme a trois
niveaux, les deux ondes pompes ayant des polarisa-
tions orthogonales, l’intensité est constante. Nous
avons etudie 1’evolution de la forme de raie lorsqu’un
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des faisceaux pompes devient intense et trouve que
la saturation se traduit aussi par un d6doublement
de la raie avec une intensite de l’onde conjugu6e nulle
a resonance. Nous avons aussi 6tudi6 la variation du
coefficient de reflexion en fonction de l’intensit6, et
nous avons pu montrer que son maximum en fonction
de la frequence laser tend vers une constante lorsque
la frequence de Rabi de l’onde forte Op est grande
devant la largeur naturelle yab mais petite devant la
largeur Doppler ku. En outre, nous avons montre que,
dans le cas ou Qp &#x3E; ku, l’intensit6 de l’onde conjuguee
tend vers zero avec l’intensit6 de l’onde pompe forte.

Indiquons qu’on peut aussi traiter le probleme de la
saturation par la m6thode de « 1’atome habille ».
C’est ce qui a ete fait par deux d’entre nous [8] dans
le cas du systeme a deux niveaux. Cette m6thode pr6-
sente de nombreux avantages :

i) elle permet une interpretation physique des

phenomenes ;
ii) on peut facilement 6tablir une expression ana-

lytique dans le cas ou Qp  ku. N6anmoins, elle pr6-
sente l’inconv6nient de n’etre valable qu’a l’ordre le
plus bas en Yab/Qp (approximation s6culaire), tandis
que la méthode semi-classique est valable pour toutes les
valeurs de Qp.

11 faut souligner que, dans cet article, on a fait les
calculs en ne tenant pas compte du caractere gaussien
des faisceaux, caractere qui, comme nous 1’avons
montre dans le cas d’atomes immobiles, peut changer
consid6rablement les resultats [9, 10]. Nous avons
represente les faisceaux par des ondes planes, approxi-
mation justifiee si le diametre des faisceaux pompes est
grand devant celui du faisceau sonde [11].
Dans la premiere partie, nous calculons la matrice

densite du systeme atomique pour une classe de vitesse
donnee. Nous nous int6ressons plus particulierement
aux coh6rences optiques qui contribuent a g6n6rer
l’onde conjugu6e. Ce calcul est effectue en tenant

compte a tous les ordres de l’onde pompe intense et
seulement au premier ordre des deux autres ondes
suppos6es d’intensit6 faible.
Dans la seconde partie, nous sommons les contribu-

tions des differentes classes de vitesse par un calcul

num6rique. Ceci nous permet d’obtenir les parties
r6elle et imaginaire du champ conjugu6, ainsi que son
intensite. On peut ainsi pr6dire 1’evolution de la forme
de raie en fonction de l’intensit6 de 1’onde forte.

1. Calcul pour une classe de vitesse donnee.

1.1 EQUATIONS D’EVOLUTION. - On considere un
ensemble d’atomes a deux niveaux a et b s6par6s par
une difference d’6nergie Ea - Eb = hmo. Un tel
ensemble est decrit par une matrice densite 2 x 2 :

p(r, v, t). Cette matrice densite 6volue sous 1’effet de
differentes causes d’evolution qui sont :

a) 1’evolution libre sous 1’effet du hamiltonien

atomique Ho ;
b) le processus d’excitation qui peuple les niveaux a

et b avec des taux A. et Ab par unite de temps et de
volume dans 1’espace des phases. Ces taux sont sup-
poses independants de r et proportionnels a la dis-
tribution thermique de vitesses

(2kT)1/2ou u = 1B1 1/2 est la vitesse la plus probable a la
temperature T ;

c) les processus de relaxation dont on tient compte
ph6nom6nologiquement par des constantes d’amor-
tissement. On suppose que les niveaux a et b relaxent
avec des taux ya et yb, tandis que le dipole atomique
(proportionnel a la partie non diagonale de p) relaxe
avec un taux yab ;

d) l’interaction avec les ondes 6lectromagn6tiques.
Le systeme precedent est soumis a 1’action de trois

ondes de meme frequence w = ck : une onde intense
d’amplitude 8p se propageant dans la direction k, et
deux ondes faibles d’amplitude ER et Es dont on ne
tiendra compte qu’a l’ordre le plus bas. L’onde d’am-
plitude ER se propage dans une direction oppos6e à
l’onde forte (faisceau retour), l’onde sonde d’ampli-
tude Es se propage dans la direction K. On suppose que
ces trois ondes sont polaris6es suivant Ox.
Le champ total s’6crit donc

On pose pour raison de commodite ult6rieure

li, ni , entiers &#x3E; 0 .
Le hamiltonien d’interaction F entre Ie systeme

atomique et les champs s’ecrit :

ou D est la composante suivant Ox de l’op6rateur dipo-
laire 6lectrique. Cet op6rateur est purement non dia-
gonal, et on peut toujours 6crire

Comme on se restreint au cas ou w est tres proche de la
frequence atomique, on peut faire l’approximation de
l’onde tournante. On obtient alors pour I’hamiltonien
total JC:
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On obtient pour les différents elements de la matrice densite les equations suivantes

où on a pose Oi dei .ou on a pose Qi = -
h

Pour résoudre l’équation d’évolution globale de p il est utile de  d6velopper p en double serie de Fourier.
On pose :

on a done l,npab = -l,-np:a et l,npaa = -l,-np:a.
Si on reporte ces definitions dans les equations (3) on obtient :

Si on pose

et

on obtient

on a de meme

avec

1.2 RESOLUTION DES EQUATIONS. - On cherche la solution des equations precedentes en tenant compte à
tous les ordres de l’onde forte et en tenant compte uniquement des ondes faibles a l’ordre 1. On veut calculer
la matrice densite PRsp qui est a la fois lineaire en 8R et 8s et qui contient 1’effet de 8p a tous les ordres. Cette
matrice densite contient une coherence optique 6voluant comme exp - i(wt + K.r) qui est responsable de
1’emission du faisceau conjugue. Pour calculer pRSp, il faut d’abord calculer pp la matrice densite du systeme
uniquement en presence de l’onde forte, puis PRp (resp. psp) la matrice densite a l’ordre 1 en 8R (resp. en 8s).
1. 2.1 Calcul de pp. - Le systeme d’6quations (3) dans le cas d’une seule onde est exactement soluble. Sa
solution est bien connue [12]. On obtient une solution stationnaire de la forme :
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avec

et

dans ces equations on a introduit la quantit6 :

dans laquelle on a introduit un nouveau taux de relaxation y defini par

No est la difference de population en 1’absence d’ondes lumineuses :

et 6cv est 1’ecart a resonance :

1. 2.2 Calcul de psp. - Rappelons que psp est la matrice densit6 du systeme obtenu en tenant compte de l’onde
forte a tous les ordres et de l’onde sonde a l’ordre 1 et en supposant qu’il n’y a pas d’onde retour.

A cet ordre d’approximation, la matrice densite du systeme est donc pp + psp. On obtient ais6ment 1’6quation
d’6volution de psp sous l’effet des champs appliques :

En r6solvant 1’6quation d’6volution globale de psp on obtient pour ces differentes composantes de Fourier :

En reportant ce resultat de la premiere equation dans la seconde, on obtient

comme a l’ordre zero en e, seuls O,OS, p l’OPP.b et - l’OPb. p sont diff6rents de zero, on voit qu’a l’ordre 1 en es on crée :

Pour simplifier les equations, on note e,n A)-lie coefficient de §%S dans 1’equation (19). On pose

1.2.3 Calcul de PRp. - En remplaçant S par R dans l’équation (16), on obtient immédiatement l’équation
d’evolution de PRp ; on a :
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En r6solvant 1’equation globale de PRp on obtient ses diff6rentes composantes de Fourier. On trouve :

et

On voit qu’a l’ordre 1 en CR on cree :

11 faut souligner que la quantite - lpRPab donne une coherence optique qui 6volue comme exp - i(wt + k.r),
c’est-a-dire comme le faisceau retour. Cette coherence va donc etre responsable de 1’emission d’un champ qui va
interferer avec le champ retour et modifier sa valeur a la sortie de la cellule. Le calcul de cette coherence en
presence de l’onde forte nous permet de predire la modification de l’absorption de l’onde faible due a la presence
de l’onde intense (et ceci a tous les ordres en 8p). Ce calcul est rigoureusement identique a celui developpe par
Haroche et Hartmann [12].

1. 2 . 4 Calcul de PRSP. - A cet ordre d’approximation, la matrice densite du syst6me s’6crit :

La matrice densite pRSP v6rifle l’equation :

On obtient pour ses composantes de Fourier les equations suivantes :

On veut calculer °°PRSPab, apr6s un calcul laborieux mais sans difficulté on obtient :

On a v6rifi6 l’exactitude de cette formule en la comparant d’une part au r6sultat de la theorie a l’ordre le plus bas
[4, 5], et d’autre part au resultat des calculs faits en supposant les atomes immobiles [9, 13]. Notre formule g6n6rale
est en parfait accord avec ces deux theories.

1.3 FAISCEAU SONDE PARALLTLE A L’ONDE FAIBLE. -

Nous avons calcule la coherence optique responsable
de 1’emission d’un faisceau conjugue pour une direction
quelconque K du faisceau sonde, il est int6ressant
d’etudier les deux cas particuliers ou le faisceau sonde
est soit parallele au faisceau intense, soit parallele
au faisceau faible. Ces cas sont interessants car ce sont
ceux ou on a exp6rimentalement la plus grande inten-
site conj uguee.
Nous ne traiterons ici que le second cas (K = - k),

le premier pouvant etre traite plus simplement par

une autre m6thode [14]. 11 faut remarquer qu’il n’est
pas possible de rendre le faisceau sonde rigoureu-
sement parallele a l’un des faisceaux pompes, car il y
aurait confusion entre le faisceau conjugue et l’autre
faisceau pompe, ce qui conduirait a une interference
entre le processus de conjugaison de phase et d’autres
processus. En pratique, si l’angle 0 entre le faisceau
pompe et le faisceau sonde est tel que :

on peut distinguer les differents faisceaux exp6ri-
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mentalement et on peut simultanement supposer
dans la theorie soit K = k, soit K = - k, ce qui
simplifie considérablement les formules.
Dans le cas ou K = - k, il faut remarquer que la

double serie de Fourier (4a), (4b), (4c) devient une

simple serie, donc dans la formule (23) toutes les

quantit6s auront un seul indice relatif a k. 11 est facile
de voir que cet indice est la difference des indices
I - n. En notant cpPab la coherence optique ainsi

obtenue, on a :

ou on a pose :

et

2. Sommation sur les vitesses.

Pour calculer l’amplitude du champ conjugu6 cpc
rayonn6 par les atomes, il faut sommer les contri-
butions des diff6rentes classes de vitesse. 11 faut cal-
culer

Nous avons fait cette sommation d’une part nume-

riquement pour une valeur quelconque de la largeur
Doppler, d’autre part analytiquement en utilisant lap
methode des r6sidus dans le cas ou la largeur Doppler
est infinie. Nous avons en outre suppose que ya = 7b = Y
et que Yab = i 7. On peut montrer que les previsions
th6oriques de notre modele pour ces valeurs des taux
de relaxation coincident avec celles obtenues dans
le cas d’une raie de resonance (Yb = 0, 7a = 7, 7ab = 2 7
et systeme ferm6).

2.1 LARGEUR DOPPLER INFINIE. - C’est le cas ou la

largeur ku est tres grande devant la frequence de Rabi
de l’onde forte. Dans ce cas, nous avons obtenu, en
integrant (25) par la m6thode des r6sidus, une formule
analytique donnant 1’amplitude du champ conjugu6
en fonction de 1’ecart a resonance 6(o pour une valeur

quelconque de la frequence de Rabi Op de l’onde forte
(cette longue formule est donn6e dans 1’Appendice 1).
Nous avons verifies que cette formule valable quelle
que soit la valeur du parametre de saturation s

(s = 0 P 2/ Y7ab) redonne a la limite s -&#x3E; oo la formule
suivante obtenue pr6c6demment par la m6thode de
l’ atome habiII6 [8].

La figure 1 represente la variation de l’intensité con-
juguee en fonction de la frequence du laser pour
différentes valeurs du parametre de saturation

(s = op’/77ab)- Pour une tres faible valeur de s

(s = 5 x 10-3 ), nous retrouvons bien une lorent-

Fig. 1. - Variation de l’intensité conjuguee en fonction de la
frequence du laser pour diff6rentes valeurs du parametre de
saturation s.

[Intensity of the conjugate beam versus frequency detuning
for different values of the saturation parameter s.]
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zienne centr6e sur la frequence atomique et de largeur
naturelle. Lorsque l’intensit6 de l’onde forte augmente
(s = 0,5), la courbe s’61argit et se d6double. Enfin,
lorsque Qp est tres grand devant y on obtient une
courbe s’annulant a resonance et pr6sentant deux
maxima dont la distance varie comme 1,2 Qp (s = 5
et s = 50). Ce resultat est en accord avec la formule
analytique de la reference [8] qui pr6voit aussi une
distance variant comme 1,2 Qp. Ces calculs montrent
aussi que 1’amplitude du maximum est ind6pendante
de Qp tant que y  Qp  ku, resultat analogue a celui
obtenu pour les systemes a 3 niveaux [7]. On peut
aussi calculer les parties imaginaires et r6elles du

champ, ces quantit6s sont repr6sent6es sur la figure 2
pour s = 5 x 10- 3 et pour s = 5. On voit que,
lorsque Qp &#x3E; y, la partie imaginaire qui est une

fonction paire devient n6gligeable devant la partie
r6elle qui est une fonction impaire ; ceci explique que
l’intensit6 soit une fonction paire s’annulant a r6so-
nance.

Fig. 2. - Variation de la partie r6elle (D) et de la partie
imaginaire (A) du champ conjugu6 en fonction de la fr6-
quence du laser pour deux valeurs de s. 11 faut noter la diff6-
rence d’echelle verticale entre (A) et (D) lorsque s &#x3E;&#x3E; 1.

[Real and imaginary parts (D and A) of the conjugate field
versus frequency detuning. Note the change in vertical scale
between (A) and (D) when s &#x3E; 1.]

2.2 LARGEUR DOPPLER FINIE. - Nous avons etudie
comment varie la forme de raie lorsque la frequence
de Rabi augmente jusqu’a devenir tres grande devant
la largeur Doppler. En particulier nous avons bien
retrouv6 a la limite des grandes intensit6s la forme de
raie pr6vue par une theorie n6gligeant 1’effet Doppler
[9, 13] mais pour des valeurs gigantesques de

S2P (Qp &#x3E; 10 ku). Cette 6tude nous montre egalement
que l’intensit6 de l’onde conjugu6e d6croit de fagon
dramatique lorsque Qp devient grand devant ku

(Fig. 3). Dans nos calculs, nous avons pris ku=100 yab.
On comprendra ce comportement en utilisant’les

resultats de la reference [8]. En effet il a ete d6montr6
dans cet article que tant que Qp  ku, la conjugaison
de phase est entierement due a deux groupes de vitesse
pour lesquels se produisent des resonances Raman

Fig. 3. - Variation en fonction du parametre de saturation
S du maximum de l’intensit6 conjugu6e. On note que l’in-
tensite conjuguee d6croit comme Qp-4 lorsque la frequence
de Rabi est tres grande devant la largeur Doppler ku (dans
ces calculs nous avons pris ku = 100 yab).

[Peak intensity of the conjugate beam versus saturation
parameter S. Note that the peak intensity decreases as
Qp-4 when the Rabi frequency Qp is larger than the Doppler
width ku (in our calculus ku is equal to 100 yab).]

dans le diagramme d’énergie de 1’atome habiII6, la
contribution des classes de vitesse non r6sonnantes
6tant negligeable. L’expression analytique de l’inten-
site conjugu6e 6tablie dans ce cas permet de prevoir

(03A9R 03A9S) 2(QR Qs que son maximum est constant et vaut yku 
Les resultats de cet article permettent aussi de pr6voir
qualitativement ce qu’il se passe lorsque Op Z ku.
En effet on a montre que, dans ce cas, la contribution
au champ conjugu6 des deux classes resonnantes est

. QR QS 7 Q2P 
proportionnelle a 92R 7 2 g2S ku - - 7 exp -  (7k uT tandis

y ku (ku)
que celle des classes non résonnantes varie comme

92R g2S On voit que si Op &#x3E;&#x3E; ku la contribution des
03A9P2P

classes non r6sonnantes est preponderante et l’intensit6
Q 2

du signal est de l’ordre de OR OS 2 B o2
Il faut souligner que, si la méthode de l’atome habillé

permet de retrouver l’ordre de grandeur de l’intensit6
conjugu6e lorsque Op Z ku, elle ne donne pas la
forme de raie exacte contrairement a la theorie semi-

classique utilis6e dans cet article. En effet dans la
m6thode de 1’atome habille on a neglige des termes
non s6culaires qui, pour les classes non r6sonnantes,
sont du meme ordre de grandeur que les termes
s6culaires [8]. Pour les memes raisons cette methode
ne permet pas de prevoir la forme de raie pour Op ~ y
alors que la theorie d6velopp6e dans cet article est
parfaitement applicable.

3. Conclusion.

Nous avons calcule l’intensit6 du champ conjugu6
de phase dans le cas ou les atomes peuvent etre decrits
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par des systemes a deux niveaux. Nous avons tenu
compte exactement de 1’effet Doppler et des effets de
saturation dus a l’un des faisceaux pompes. Nous
avons montre que les effets de saturation sont identi-

ques a ceux obtenus dans le cas du systeme a trois
niveaux [7]. N6anmoins ce resultat n’est pas general ;
en effet dans le cas du systeme a trois niveaux, on peut
trouver une configuration pour les polarisations des
faisceaux dans laquelle la saturation ne se traduit

pas par une intensite de l’onde conjugu6e nulle à
resonance [15]. En d6pit de sa lourdeur, le formalisme
d6velopp6 dans cet article pr6sente, par rapport a [8],
l’avantage de conduire a des resultats exacts dans

tous les cas de figure (c’est-a-dire quelles que soient
les valeurs respectives des parametres y, yab, ku et S2P).
A ce titre, c’est une m6thode d’une grande puissance
pour etudier les effets de saturation en conjugaison
de phase.

Appendice 1. - Dans cet Appendice, nous donnons 1’expression analytique de 1’amplitude du champ conjugu6
en fonction de L1 = bw/yab pour une valeur quelconque du parametre de saturation S = 0’/YYab-

avec
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