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Résumé. 2014 Les spins nucléaires dans un référentiel tournant interagissent entre eux par interaction dipolaire
tronquée et les conditions expérimentales d’observation imposent la présence d’impuretés magnétiques d’origine
électronique, rares mais de fort moment magnétique. Les observations récentes ont montré l’existence de domaines
assez réguliers, ferromagnétiques, antiferromagnétiques ou hélimagnétiques, et d’un champ hyperfin remarqua-
blement régulier sur les impuretés électroniques. Ici, nous minimisons l’énergie totale d’un tel système avec ou sans
impuretés au moyen d’une méthode variationnelle « fine ». Ceci nous permet de trouver de multiples structures
de volume, des structures de domaines et le caractère modulant de l’ensemble des impuretés sur la superstructure
des domaines magnétiques.

Abstract. 2014 Nuclear spins in a rotating frame only experience a truncated dipolar interaction. A few impurities
with electronic spin are required for experimental purposes. Recent experiments have shown regular arrangements
of magnetic domains, and a quite regular hyperfine field on these electronic impurities. Here we minimize the total
energy of such a system, with or without impurities by means of a careful variational method. It enables us to find
the numerous bulk structures, the wall structures and the modulation induced by the distribution of impurities
on the overall structure.
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Introduction. - L’étude de 1’o Hamiltonien dipo-
laire tronque » qui s’applique aux spins nucl6aires est
un sujet d6jd classique [1-3], dont on connait bien les
solutions de volume par une methode variationnelle
approch6e due a Luttinger et Tisza [4] a temperature
nulle. Villain a men6 une etude similaire a temperature
finie, positive ou negative [5]. Les structures th6oriques
propos6es sont tres vari6es et ont ete largement
observ6es [2, 3, 6]. En effet le meme Hamiltonien,
quand on change quelque peu les parametres phy-
siques que sont l’orientation relative du champ ext6-
rieur et du reseau, ou la nature du reseau, conduit a des
structures franchement differentes : ferromagnetique,
antiferromagnetique, helimagnetique ou conique.
L’observation de ces structures est associee a l’obser-
vation simultan6e d’une sorte de superstructure :
l’organisation assez reguliere en domaines magne-
tiques [6]. Malgr6 la diversite des structures gou-

vernées par 1’Hamiltonien dipolaire tronqu6, on ne
peut soupeonner cet Hamiltonien d’etre responsable
d’une telle superstructure; un element de plus contre
cette supposition est la non-periodicite de la r6par-
tition en domaines, meme si 1’6paisseur moyenne des
domaines correspond a l’intervalle moyen entre

les spins electroniques d’impuretes, dissoutes dans la
matiere cristalline afin d’observer les spins nucl6aires
[6]. Cette derniere remarque montre l’origine probable
des domaines meme si la concentration de telles

impuret6s ne peut etre variee que dans des limites
tres etroites, pour des raisons experimentales. L’in-
teraction entre les spins 6lectroniques et les spins
nucl6aires doit etre aussi d6crite par 1’Hamiltonien

dipolaire tronqu6, avec les moments magnetiques
correspondants, quand on neglige l’interaction locale
s.S reduite aux proches voisins du spin electronique
et ponderee par la densite electronique sur ces sites.
En conclusion de ce bref rappel de la situation, si 1’on
connait les structures « fondamentales » d’un systeme
de spins nucl6aires, on ne connait pas th6oriquement
les parois dans de tels systemes ni leur mode d’accro-
chage aux impuretes de spin electronique.
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Le but du present travail est donc a la fois d’etudier
ces parois et leur accrochage. Ce qui nous permet
d’atteindre un tel but est l’utilisation d’une methode
variationnelle fine ou les variations sont des « distri-
butions ». Une telle methode a deja ete utilis6e par
nous pour etudier les effets de l’interaction par poten-
tiel ou pseudopotentiel de paires scalaires [7]. Un
avantage essentiel consiste a respecter la longueur de
chaque spin, et non a respecter seulement la longueur
totale de la somme des spins comme le font Luttinger
et Tisza [4]. Il est clair que, parce que nous bloquons
la longueur du spin individuel, nous pouvons 6tudier
correctement la rotation des spins, c’est-a-dire les

parois. Nous reviendrons en detail sur l’effet non
lin6aire caract6ristique de la condition physique
impos6e, mais nous pouvons d6 d d6celer la l’effet
de modulation sur la structure des spins nucl6aires
de la distribution des spins 6lectroniques. D’autre part
1’6criture locale de 1’Hamiltonien nous amene à
r66crire 1’Hamiltonien sous une forme de Ginzburg-
Landau g6n6ralis6e et donc a reconsiderer la notion
de champ moyen. Les equations des structures

m6tastables ne sont pas lin6aires. On discutera de
nombreuses solutions plus ou moins approch6es,
et on tiendra compte des effets de champ d6magn6-
tisant pour stabiliser certaines solutions, comme du
role des impuret6s 6lectroniques. L’interaction dipo-
laire tronqu6e DT tend a faciliter des liaisons ferro-
magn6tiques ou antiferromagn6tiques selon leur orien-
tation et donc provoque des structures tres com-

plexes, car cette interaction DT est a longue portee.
Apres avoir brievement complete 1’expos6 du pro-

bleme dans une premiere section, nous d6velopperons
la methode variationnelle dans la seconde. Enfin nous
etudierons les implications sur les structures de paroi
et leur organisation en presence de 1’ensemble des
impuret6s electroniques, et des contraintes de champ
demagnetisant.

l. L’Hamiltonien et la giom6trie du probl6me.
Ecriture «locale» de I’Hamiltonien. - L’interac-
tion dipole-dipole « tronquee » doit sa « troncature »
a la presence d’un champ magn6tique qui definit
1’axe z du referentiel tournant. Un repere sph6rique
s’impose ; soit rij le vecteur qui relie les sites i et j ou
sont situes les spins nucleaires Si et Si. Ce vecteur a
pour longueur rij et fait un angle Oij avec 1’axe z.

L’Hamiltonien dipolaire tronque H DT s’ecrit avec ces
notations :

ou y mesure le moment magn6tique nucl6aire. En
appelant sk le spin electronique situ6 au site k et r
son moment magn6tique, on obtient 1’Hamiltonien
d’interaction spin nucleaire-spin electronique, tronque
lui aussi H ST :

ou l’interaction locale spin-spin est negligee, ou

quand l’on tient compte de la diff6rence des frequences
de precession de Larmor.
La « troncature » decouple les parties de spin et

d’espace.
Pour les besoins de la methode variationnelle

utilis6e, il faut r66crire cet Hamiltonien dans une
version locale, c’est-a-dire ou les contributions des
differents sites sont d6coupl6es. On reconnait ici le

principe d’un Hamiltonien de Ginzburg-Landau 6crit
en fonction de Si et ses d6riv6es multiples [8], aussi
nous appellerons cette forme de 1’Hamiltonien, Hamil-
tonien de Ginzburg-Landau generalise. Il est generalise
car nous ne pouvons pas arreter a un ordre limit6 le

d6veloppement en s6rie de Taylor sous peine de
modifier la nature essentielle, a longue port6e, de cette
interaction.

Soient x, y et z les composantes sur les axes du
vecteur courant rij- Les indices i et j sont provisoire-
ment abandonn6s car nous allons s6parer les somma-
tions sur i et j, il n’y aura donc pas d’ambiguite.
Nous consid6rerons un volume infini de matiere,
ce qui nous affranchira provisoirement d’effets de
surface ou le m6lange des sommations sur i et j
r6apparaitrait. Les effets de surface seront trait6s apres
la resolution des conditions de volume. De meme
nous omettrons l’indice i sur le spin Si et ses d6riv6es.
Le spin Si s’6crit alors :

ou les indices p, q et r caract6risent les ordres de d6ri-
vation selon x, y et z respectivement. La forme de
Ginzburg-Landau g6n6ralis6e de l’Hamiltonien HoT
s’ecrit :

ou nous avons 6crit
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Dans chacun des termes de (4) la contribution des spins a un caractere local comme annonce. Il est utile
de tenir compte des symetries pour obtenir une ecriture plus proche de la forme classique de Ginzburg-Landau
traditionnelle. En effet, s’il existe un centre de symetrie au reseau, seules les valeurs paires de p, q et r vont donner
des termes non nuls. Apres un grand nombre d7int6grations par parties et en n6gligeant pour les raisons d6jd
indiqu6es les int6grales de surface qui apparaissent au cours de ce calcul, l’on obtient :

qui generalise bien les Hamiltoniens a la Ginzburg-Landau. Pour 1’interaction spin electronique x spin nucleaire,
les formules sont analogues.

2. Mithode variationnelle. - Nous considerons ici des variations infinitesimales locales du spin S autour de
So sa valeur d’equilibre recherchee, en conservant la longueur du spin. D’ou leur forme :

ou c est une constante arbitraire, infinit6simale et b(M - Mo) la fonction de Dirac centr6e sur Mo assure le
caractere local de la variation; u est un vecteur unitaire arbitraire, nous aurons a en considerer trois independants.
Le produit vectoriel permet de conserver la norme de chaque spin. Rappelons que la methode de Luttinger et
Tisza [4] utilise une relation de conservation « faible » qui garantit seulement la conservation du spin total de
tous les noyaux, ce qui est particulierement d6savantageux pour d6crire les rotations des spins et donc les parois.

Soit AX la variation de X due a la variation de S d6crite dans 1’equation (6) avec pour exemple AS = S - So.
On donne ici quelques resultats d6montr6s en appendice et dus a la relation importante de theorie des distribu-
tions [9].

La minimisation de l’énergie totale donne les solutions stables ou m6tastables pour des temperatures positives
pres de 0 K, tandis que la maximisation de 1’energie donne les solutions stables ou m6tastables aux temperatures
negatives voisines de 0 K. Uextr6misation de HD s’6crit donc :

ou i, j et k sont les vecteurs unitaires selon les 3 axes. En presence d’un champ ext6rieur h, il faut ajouter la
contribution :

L’extension a l’interaction spin nucl6aire x spin electronique assimile l’effet de tous les spins 6lectroniques à
un champ exterieur ; il faut ajouter la contribution dans le cas de 1’6quation (2) :

ou la somme sur i est la somme sur les spins electro-
niques avec les definitions evidentes de Oi et ri qui
parametrent les sites d’impuretes.
On obtient ainsi trois equations locales aux d6riv6es

partielles de So en choisissant u selon les 3 axes. Ces
equations sont quadratiques en S, plus exactement elles
sont la somme de termes produits de facteurs pro-

portionnels aux derivees partielles de S par des facteurs
proportionnels a S lui-meme. On a donc interet à
utiliser une representation de Fourier qui permet de
synthetiser les derivees partielles d’ordre élevé, meme
si on ne peut eviter la convolution due au caractere
quadratique.
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3. Analyse en representation de Fourier des equations
aux variations. Structures de volume. Parois. Influence
des impuret6s electroniques. - On appellera ici k
le vecteur d’onde de la composante courante de

Fourier, la confusion avec le vecteur unitaire du
troisieme axe 6tant facile a éviter.

Les composantes de Fourier s’6crivent :

On utilise ici des int6grales de Fourier plutot que des
series de Fourier, car la reference au cas continu plus
g6n6rale math6matiquement a ete de fait introduite
depuis le d6but de ce travail. L’interaction s’6crit en
Fourier :

et

La somme en (I I a) est 6tendue a tous les sites du reseau,
on y reconnait les sommes dipolaires de Cohen-
Keffer [10], si sensibles aux details de la g6om6trie.
En ( 11 b) on a donc une somme dipolaire sur une distri-
bution d’impuret6s. Le d6couplage spin nucl6aire x
spin electronique est ici fragile, il suppose une moyenne
dans 1’estimation de wk et nous reviendrons sur une
etude d6taill6e plus correcte, en conclusion.

Apres quelques operations simples, les equations (9)
deviennent, en 1’absence de spin 6lectronique :

On peut trouver les memes equations en appliquant la
meme methode var4ationnelle a 1’Hamiltonien initial
sans utiliser la forme locale a la Ginzburg-Landau,
en profitant du decouplage du a la troncature. N6an-
moins nous avons tenu a developper cette transfor-
mation de 1’Hamiltonien car elle est g6n6rale et peut
s’appliquer a d’autres interactions comme l’interaction
dipolaire non tronquce par exemple.
En presence de spins electroniques, l’équation (12c)

reste inchangee et signifie toujours la similitude des
composantes transverses, tandis que les equations
(12a et 12b) deviennent :

ou k, k’ et q d6signent des vecteurs d’onde tridimen-
sionnels. Bien entendu dans 1’6quation (12d), c’est la
forme (2) de l’interaction spin electronique x spin
nucl6aire qui a ete retenue. Une equation analogue est
obtenue pour la forme (2’).
Nous allons rapidement 6num6rer quelques-unes des

solutions exactes ou approch6es des equations (12).
Il faut rappeler les resultats de 1’6tude des vk par
Cohen-Keffer [10] : pour les grands r on peut utiliser
une approximation continue; pour les petits r, du fait
du terme en r- 3 cos2 0, les vk sont tres sensibles a la
nature du reseau et a sa taille ainsi qu’a 1’orientation
du cristal par rapport au champ. D’ou la grande
variete des structures possibles. Ici nous n’avons pas
considere les solutions antiferromagn6tiques afin de
simplifier 1’expos6.

3.1 SOLUTIONS FERROMAGNETIQUES. - On obtient
deux series de configurations possibles :

Solution longitudinale :

donc S est selon z.

Solution inclinée :

L’amplitude longitudinale est proportionnelle au
champ applique.

3.2 SOLUTION HELICOIDALE. - La composante
longitudinale est uniforme dans 1’echantillon, tandis
que les composantes transverses tournent avec + ko
pour vecteur d’onde :

Soit dans 1’espace reel :

L’equation (12c) est satisfaite par un tel choix si
A * = + iA, ce qui entraine 0 = ± 7r/2. La compa-
tibilite des equations (12a) et (12b) implique

Soit, en tenant compte de la realite de C et h :

et

L’6quation (15a) fixe ko, donc le pas de I’h6lice, tandis
que 1’6quation (15b) fixe 1’amplitude C de la compo-
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sante continue, et par voie de consequence celle de A
pour un spin de longueur donn6e.
On a ainsi largement generalise les resultats de

Luttinger et Tisza [4], mais on peut trouver aisement
d’autres solutions.

3.3 PAROIS. - Solution helicoidale pour la compo-
sante longitudinale.
Une telle hypothese s’ecrit :

soit dans 1’espace reel :

ou le vecteur d’onde k, definit le pas d = 2 n/ki de
cette sorte d’helice, donc la taille de la paroi. Les
equations (12a) et (126) entrainent pour les compo-
santes A et B deux equations semblables quand on tient
compte de 1’hypothese exprimee par 1’equation (16) :

Cette equation couple le vecteur d’onde k’ aux vecteurs
d’onde k’ ± k 1, et donc par recurrence aux vecteurs
d’onde k’ + nkl. L’arret de cette recurrence vers les
grands vecteurs d’onde s’ecrit :

et signifie que Akp n’est pas couple a Akp+kl ; elle
entraine aussi 1’equation complexe conjuguee :

qui signifie la fin de cette recurrence vers le bas pour le
vecteur d’onde - kp. L’application des equations à
kp = Nk 1 avec N entier, grand, limite de part et

d’autre la recurrence. C’est cette condition qui restreint
le caractere abrupt des parois que nous decrivons,
les autres etant franchement discontinues. Donc,
dans ces parois relativement douces, pour n grand
Vkm - nkl  vkl d’ou la resolution approch6e de (17) :

et en revenant a 1’espace reel :

qui n’a de sens que si 2 vkl I C I  h. On a ici une
resolution approch6e du probleme soliton, c’est-a-dire
fondamentalement non lin6aire, de la paroi. La compo-
sante longitudinale est retournee de 1800 sur la dis-
tance (7r/kl). La composante transverse est aussi gou-
vernee par k 1 avec une plus ou moins forte modulation
due a kp. L’equation (18) qui determine kp et k depend
fortement du reseau, a cause des Vk. Nous avons trouve

ici des solutions « helimagnetiques complexes » comme
6tats m6tastables approches de 1’Hamiltonien. Or les
parois sont a priori des états m£tastables de l’Hamil-
tonien de base, stabilis6es par la presence de pertur-
bations. Comme nos solutions «hélimagnétiques
complexes » permettent le retoumement de la partie
longitudinale de 1’aimantation, elles sont assimilables
a un empilement de parois. La paroi unique correspond
a un renversement de la composante longitudinale et
donc a un changement de phase de 1 80° seulement.
De telles parois sont intrinseques au materiau. Elles

sont stabilisees par des effets de surface comme la
minimisation de 1’energie de champ demagnetisant et
par la presence des spins 6lectroniques des impuret6s
[6], qui polarisent fortement les spins nucl6aires.

3 . 4 ROLE DES SPINS TLECTRONIQUES - Nous avons

expliqu6 le calcul de Wq comme un champ moyen
cree par la distribution de spins electroniques. Il est

alors facile de montrer [7] que ":q s’ecrit comme une

somme de fonctions de Dirac

est la distance moyenne entre impuretes et p un entier
arbitraire. ro est ici le rayon de coupure d’une distri-

bution qui fait intervenir des fonctions de Bessel.

Si l’on veut tenir compte plus concretement de l’éta-
lement des distances entre ces sites, il faut remplacer
la distribution de Dirac par une fonction plus r6aliste
comme une Gaussienne. N6anmoins, l’utilisation

d’une fonction de Dirac donne dans 1’equation (12c)
1’effet essentiel suivant :

Cette relation montre nettement la modulation des

composantes transverses par la distribution des impu-
retes, meme dans le cas d’une structure purement trans-
verse. Cet effet de modulation est extremement fort et
ne depend pas de la forme precise de I’Hamiltonien ST
dans sa forme (2) ou (2’). En effet l’Hamiltonien

d’Ising de la forme (2’) d6finit pour un spin 6lectro-
nique donne deux zones d’arrangement magn6tique
limit6es par un cone. Dans la plaque de meme z que le
spin electronique, il regne un fort champ magn6tique
parallele au spin electronique. Au contraire, sur 1’axe du
cone, il regne un champ magn6tique « antiparallele »
au spin electronique, d’intensit6 moins forte que le
precedent pour un meme éloignement du spin elec-
tronique.
On aperqoit la la tendance des spins 6lectroniques à

se trouver au centre de plaques paralleles a z, ou les
composantes selon z des spins electroniques et

nucl6aires sont «parallèles », c’est-a-dire de meme

signe. Au-dessus et au-dessous de ces plaques, la
tendance est localement inversee. Un tel effet resulte
d’une optimisation finale de fenergie entre differentes
configurations a priori m6tastables. Comme on peut
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le prevoir, la structure locale stable risque d’etre fort
complexe, mais la tendance qu’on vient de pr6ciser
conforte Failure des resultats expérimentaux [6].

4. Conclusion. - La methode variationnelle fine uti-
lisee determine de nombreuses structures metastables,
dont des parois. De plus elle montre bien, d’une faqon
approchee, la modulation de ces structures par la
distance moyenne entre les impuretes. Comme dans la
methode de Luttinger et Tisza [4], on obtient une
interpretation proche du champ mol6culaire. Pour
tenir compte plus en detail de la distribution des

impuretés, l’étude directe du champ dipolaire tronqu6
qu’elles cr6ent est primordiale a cause de la sensibilite

des sommes de Cohen et Keffer [10] a la structure des
r6seaux. Rapidement on peut dire que chaque impuret6
va pincer le domaine autour d’elle, car les champs y
sont tres forts et tres variables. Cette description
correspond a la r6gularit6 observ6e des champs
hyperfins sur les differentes impuret6s [6]. Enfin on
peut noter que les structures magn6tiques complexes
les plus probables : plaquettes pincees et d6form6es
resultent d’un compromis, au prix de la frustration de
nombreuses liaisons.
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Appendice. - LE CALCUL DE QUELQUES VARIATIONS. - Avec les notations deja introduites et en posant ici
u A k = j, la premiere variation qui nous interesse, s’ecrit :

On reconnait ici la derivee d’un produit puisque D(M - Mo) et So dependent de la position, d’ou le developpe-
ment « binomial » : :

ou les CP’ sont les nombres de combinaisons et ou la notation a (p - p’) + (q - q’) + (r - r’) reste claire : (p - p’) d6ri-
vations par rapport a x, suivies de (q - q’) derivations par rapport a y, etc. En utilisant la propriete de derivation
des fonctions de Dirac qui est donn6e dans 1’equation (7), on obtient :

Le report de ce resultat dans (A. 3) conduit au calcul de ( 1 + ( - 1 ))p x ( 1 + ( - 1 ))q x ( 1 + ( - 1 ))r qui fac-
torise la derivee (p + q + r) de So. Si au moins un des p, q ou r est different de zero, ces puissances sont bien
evidemment nulles. D’ou le resultat :

avec pour seul cas contraire p = q = r = 0.
Le deuxieme calcul des variations que nous avons a effectuer concerne le carre de la derivee (p + q + r)-

ieme. La variation de cette fonction s’ecrit au premier ordre en c, la quantite infinit6simale :

ou j signifie encore u A k. Les equations (A. 2) et (A. 3) permettent de developper le dernier facteur de (A. 5).
On a encore a etudier le produit ðp+q+r(So.k).ðp’+q’+r’(So.j). D’oit Ie resuttat apres sommation sur les p’, q’, r’ et
p", q", r" qui seront introduits :

La variation de (ap+q+rS)2 s’écrit comme la somme de trois termes semblables à (A. 6).

Bibliographie

[1] HERPIN, A., Théorie du Magnétisme (PUF, Paris) 1968.

[2] GOLDMAN, M., CHAPELLIER, M., CHAU, V. H. et

ABRAGAM, A., Phys. Rev. B 10 (1974) 226.

[3] GOLDMAN, M., Phys. Rep. C 32 (1977) 1.

[4] LUTTINGER, J. M. et TISZA, L., Phys. Rev. 70 (1946)
954 ; 72 (1947) 257.

[5] VILLAIN, J., J. Phys. Chem. Solids 11 (1959) 303.

[6] GOLDMAN, M., R.C.P. Domaines et Parois, Aussois,
1981.

[7] LEVY, J. C. S., Surf. Sci. 104 (1981) 1.
[8] LANDAU, L. et LIFSHITZ, I., Mécanique Statistique

(MIR, Moscou) 1967.
[9] SCHWARTZ, L., Méthodes Mathématiques pour les

Sciences Physiques (Hermann, Paris) 1960.
[10] COHEN, M. H. et KEFFER, F., Phys. Rev. 99 (1955) 1128.


