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EXPRESSIONS DES COEFFICIENTS DE COUPLAGE
DE L’HAMILTONIEN D’INTERACTION ORBITE-RESEAU
DANS LE CAS DES SYMETRIES D, ET C,,
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Département de Physique, Faculté des Sciences, Campus Universitaire, Belvedére, Tunis (Tunisie)

(Regu le 10 juin 1974, révisé le 9 octobre 1974)

Résumé. — Les relations linéaires existant entre les différents paramétres de I’hamiltonien de
couplage orbite-réseau, dans le cadre de P’approximation des grandes longueurs d’onde, ont été
explicitées pour des cristaux de symétrie D, et C,,. Pour ces symétries tous les coefficients du premier
ordre de I’hamiltonien dynamique ont été calculés dans un modéle de charges ponctuelles. Les
résultats obtenus ont permis d’estimer théoriquement les temps de relaxation spin-réseau par pro-
cessus direct de PEr®* et du Tb®* dans les éthylsulfates d’yttrium YES, de I'Er®* et du Tb** dans

LaCl; et du Nd3* dans LaES.

Abstract. — Linear relations between the parameters of the orbit-lattice hamiltonian are derived
explicitly for crystals of D3, and C;, symmetries. For these symmetries all the first order coefficients
of the dynamic hamiltonian are given in the point-charge model. These results are then used to
estimate the direct spin-lattice relaxation time of Er3* and Tb3* in yttrium ethylsulphate YES,

Er®* and Tb3* in LaCly; and Nd** in LaES.

1. Introduction. — L’étude des ions paramagnéti-
ques dans les cristaux ioniques par résonance parama-
gnétique électronique occupe une place remarquable
dans la physique de I’état solide [1]. Dans beaucoup
de cas I'ion paramagnétique se substitue a un cation
du réseau sans altérer la symétrie de son enrivonne-
ment. Il est alors soumis au champ électrique créé par
ses voisins. La partie statique de ce champ électrique
a un effet important sur les états électroniques et
conduit a des décompositions du type Stark de I'ion
étudié. Le couplage statique de I’ion paramagnétique
avec le réseau est décrit par un petit nombre de para-
métres, ce nombre peut étre mis en évidence unique-
ment par des considérations de symétrie. L’estimation
de ces paramétres dans le modele des charges ponc-
tuelles ou dans des modéeles plus élaborés, permet une
comparaison facile des résultats théoriques et expéri-
mentaux. Ce fait a grandement contribué au succes de
la théorie du champ cristallin statique.

Les vibrations du réseau déplacent et élargissent les
raies de résonance. Si ces déplacements sont faibles et
difficilement décelables sur les spectres R.P.E., ils
peuvent étre facilement mesurés sur les spectres

(*) Adresse permanente : Laboratoire de Spectrométrie Phy-
sique, Université Scientifique et Médicale de Grenoble, 38041
Grenoble Cedex, France.

(**) Ce travail constitue une partie de la thése de 3¢ cycle pré-
sentée par YO. Mlik a la Faculté des Sciences de Tunis le 11 avril
1974.

optiques. Les vibrations du cristal qui déplacent les
ions du réseau par rapport a leurs positions d’équi-
libre, produisent aux emplacements des centres para-
magnétiques des champs électriques fluctuants. Cette
modulation du potentiel cristallin induit des tran-
sitions- entre les niveaux d’énergie des centres para-
magnétiques et permet ainsi aux populations de ces
niveaux de varier et d’atteindre leurs valeurs d’équi-
libre thermique.

La théorie de la partie dynamique du champ cris-
tallin, nécessaire a I'interprétation des temps de relaxa-
tion spin-phonons, fut abordée par Kronig [2] et
Van Vleck [3] qui mirent en évidence I'interaction
des spins avec les déformations du réseau, par l'inter-
médiaire des couplages spin-orbite et orbite-réseau.
Ils établirent ainsi la prédominance du processus
direct (2 un phonon) aux trés basses températures T
caractérisée par un temps de relaxation 7 proportion-
nel 4 T~! et celle du processus Raman (a deux pho-
nons) aux températures de air liquide 7 oc 77° ou
7 oc T~ 7 selon que I'ion est Kramers ou non Kramers.

Orbach [4] expliqua la dépendance en exp — kAT

de certains temps de relaxation due a un processus
résonnant a deux phonons faisant intervenir un niveau
cristallin situé a une distance 4 du fondamental infé-
rieure & I’énergie de Debye.

Il est bien connu actuellement que la modulation
du champ cristallin par les vibrations du cristal est
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principalement responsable des phénomenes de
relaxation spin-réseau [5], [6].

La variété des spectres d’énergie des différents ions
paramagnétiques dans les cristaux explique la multi-
plicité¢ des lois de variation de 7, en fonction de la

température, qui ont été observés et expliqués quali- |

tativement. Cependant I’accord entre les temps de
relaxation théoriques et expérimentaux est souvent
mauvais.

Une des plus grosses difficultés qui se rencontre dans
un calcul de temps de relaxation est le calcul théorique
des coefficients de I’hamiltonien de couplage spin-
phonons a partir des premiers principes.

Une autre source de désaccord entre les estimations
théoriques et expérimentales est I'approximation de
Debye. Il est bien évident que cette approximation
devient trop simpliste pour les processus Raman ou les
fréquences v des phonons interviennent en v® et v®
dans la somme sur les états de phonons, selon que la
transition s’effectue entre états non conjugués de
Kramers ou conjugués de Kramers. Le spectre réel de
phonons du cristal, déduit de mesures de diffraction
neutronique doit étre utilis¢ dans le cas des hautes
températures.

Cependant ’approximation des grandes longueurs
d’onde reste excellente pour bon nombre de phéno-
menes liés & la relaxation spin-réseau, relaxation par
processus direct, par processus Orbach et expériences
de résonance sous contraintes uniformes. Pour ces
processus, le spectre de phonons est bien décrit par le
modeéle de Debye.

H. Stapleton et R. Orbach [6] ont examiné 1’en-
semble des résultats théoriques et expérimentaux
obtenus dans 1’étude des phénomeénes liés a la relaxa-
tion spin-réseau.

Plusieurs méthodes d’estimation des coefficients
de couplage dynamique ont ét€ proposées par
Orbach [4], Scott et Jeffries [7], Huang [8], et utilisées
pour le calcul des temps de relaxation d’ions terres
rares dans les éthylsulfates, les doubles nitrates, etc...

Malgré I’empirisme des estimations des coefficients
de couplage, il a été possible d’expliquer un trés grand
nombre d’expériences de relaxation, les temps de
relaxation calculés ne différent pas plus d’un facteur
de 10 des valeurs expérimentales.

E. Borchi et al. [9], [10] ont calculé avec plus de
rigueur les temps de relaxation d’ions terres rares dans
les éthylsulfates. Ils développent le potentiel cristallin
auquel sont soumis les électrons 4f en fonction des
coordonnées normales du complexe formé par I’ion
paramagnétique et ses plus proches voisins, suivant la
méthode introduite par Van Vleck pour un complexe
XY [3]. Ce développement introduit les paramétres
dynamiques. Leur nombre qui dépend du complexe
choisi augmente avec le nombre de voisins que ’on
considére.

Il a été établi [11], [12] par des considérations de
théorie des groupes que I’approximation des grandes
longueurs d’onde diminue considérablement le nombre
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de paramétres dont dépend I’hamiltonien d’interaction
dynamique et que certains paramétres se déduisent
simplement des parameétres statiques.

Dans cette approche que nous suivrons il est inutile
de déterminer les coordonnées normales de vibration
du complexe. En outre les résultats obtenus nous per-
mettent de déterminer sans difficulté les paramétres
dynamiques en tenant compte d’un plus grand nombre
de voisins, si cela est nécessaire.

Ainsi nous montrerons les relations qui existent
entre les différents parameétres dynamiques. Nous
trouverons ces relations dans le cas de symétrie D;,
et C;,. Nous appliquerons nos résultats a I’étude de la
relaxation par processus direct de quelques ions terres
rares dans les éthylsulfates et les trichlorides.

2. Hamiltonien d’interaction orbite-réseau [11], [12].
— Les hypothéses que nous ferons pour obtenir cet
hamiltonien sont les suivantes :

— la concentration des ions paramagnétiques sera
supposée faible dans le cristal; leur interaction
mutuelle sera donc négligée ;
pour pouvoir déterminer explicitement les para-
meétres de couplage orbite réseau nous nous plagons
dans 'approximation des charges ponctuelles ;

— lapproximation des grandes longueurs d’onde
nous permettra de considérer seulement des déforma-
tions uniformes du cristal au voisinage de I'ion para-
magnétique ;

— nous supposerons que la substitution d’un ion
paramagnétique a un ion du cristal n’introduit aucune
distorsion au voisinage de 'impureté ;

— les imperfections du cristal seront négligées.

Un électron paramagnétique de coordonnées (r,
0, ) d’un ion inclus dans un cristal ionique a une
énergie potentielle ¥(r, 6, ¢) solution de I’équation
de Laplace :

V(r’ 0’ (P) = Z A r’ Y;n(e’ ¢) .
I,m

Désignons par G le sous groupe du groupe des rota-
tions symétrie qui laisse invariant le potentiel statique
auquel est soumis 'ion paramagnétique et par I', ses
représentations unitaires irréductibles. Pour profiter
au maximum des propriétés de symétrie et des régles
de sélection qui en résultent nous développons ¥(r, 6, @)
en fonction des combinaisons linéaires normées
d’harmoniques sphériques d’ordre / : Y(/, I',, a, f) qui
se transforment dans G comme le S-iéme vecteur de
base de I,.

L’indice a est utilisé pour distinguer si il y a lieu les
différentes combinaisons linéaires indépendantes se
référant & la méme représentation I',; on a :

Vir,0,9) = Y CUT,a prY(lT,ap). (1)

lLa,a,

La partie statique de ce potentiel ¥V, complétement
invariante dans les opérations de G est associée a la



Ne 2

représentation banale I'; :

Vst = Z A(l, Fl’ a) Y(l, rl’ a) b
la

ou :

A(l, r,, a) = rt { C(, Fls a) }équi .

Les paramétres A(/, I'y, a) déterminent complete-
ment le couplage statique entre 'ion paramagnétique
et le cristal dans I’approximation du champ cristallin.

Pour les terres rares, le calcul des éléments de matrice
de I’hamiltonien d’interaction orbite réseau a I’inté-
rieur de la configuration 4f ne fait intervenir que les
combinaisons linéaires d’harmoniques sphériques
d’ordre / = 2, 4 et 6.

Le nombre N, de paramétres statiques ou de combi-
naisons Y(/, I';, a) est égal au nombre de fois que I',
apparait dans la réduction de D, + D, + Dg. (D,
désignent les représentations irréductibles du groupe
des rotations.)

Si

Dl = ana Fa ’ Ns = Z nl,l . (2)

1=2.4,6

La partie dynamique Vg du potentiel due aux
vibrations du cristal s’obtient habituellement en déve-
loppant le potentiel (1) en fonction des modes normaux
du complexe formé par I'ion paramagnétique et ses
plus proches voisins, ce développement introduit les
paramétres dynamiques ; leur nombre croit avec celui
des voisins considérés. L’approximation des grandes
longueurs d’onde permet de limiter ce nombre a une
valeur dépendant uniquement de la symétrie. Cette
approximation suppose des déformations uniformes
du cristal au voisinage de I'ion dans un volume petit
devant 23 mais contenant quand méme de nombreuses
mailles élémentaires (4 est la longueur d’onde des
phonons actifs de plus grande fréquence). Cette défor-
mation peut €tre caractérisée par le tenseur o,, défini
par :

0Ar
Guvz‘aﬁ(ﬂ,"=xay,z), (3)

ou r, et Ar, sont respectivement les coordonnées du
point considéré et les déplacements de ce point par
rapport a sa position d’équilibre.

Comme les vibrations des ions du cristal sont de

faibles amplitudes on peut développer le potentiel (1)
par rapport aux composantes de ce tenseur o(I’,, b, )

4 ngq; 0
V(l) — Jc rl
o ,§,u+1 Zﬁ {60(F:‘, b, B)

lLa
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adaptées a la symétrie :

oC(l, I',, a, B)
1) __ @ P
Yor = t,g,a [ oo(I'y, b, p) ]équi *
b

x r'Y(I, Iy, a, B) o(T'F, b, ). (4)

Cette formule nous montre que le nombre N, de
paramétres dynamiques :

Vo(l, T, a,b) = [a—g}(%] (5
> équi

est égal pour / et o fixés au nombre de couples (a, b). a
peut prendre n,, valeurs.

Les composantes ¢,, du tenseur de déformation
engendrent la représentation : D, + D, + D,, b peut
donc prendre ngy, + n,, + n,, valeurs. Il en résulte

que :
N, = Y

al=2,4,6

nla(nOa + o + nZa) . (6)

Différentes méthodes d’estimation des parametres
dynamiques ont été proposées par Orbach [4], Scott et
Jeffries [7] et Huang [8].

Toutes ces méthodes empiriques relient les para-
métres dynamiques aux parameétres du champ cristal-
lin statique obtenus expérimentalement.

Ainsi Scott et Jeffries [7] adoptent la relation :

| B <) layn =| B (D ot -

Orbach [4] adopte la méme relation pour / = 2 et
4 et donne la relation suivante pour / = 6 :

{Bgl<r6>}dyn=
=[IBY<re Y157 x | BE (r¢ ) |r]1/6 .

Dans le cadre du modéle des charges ponctuelles
une forme explicite des paramétres dynamiques peut
étre obtenue. Le potentiel créé au point (r, 0, ¢) par un
ensemble de charge g; de coordonnées (R;, 0;, o))
peut s’écrire :

dng, 1
V(r, 0, @) = e %
j',’az,a,ﬂzl + I Rj*

x Y*(,T'y,a,B,0,0) Y, apB,0, ¢). (7)

Remarquons que les charges g; peuvent €tre grou-
pées a I’équilibre en ensembles globalement invariants
dans les opérations du groupe G que nous appellerons
couches. Le nombre de charges d’une couche : n,
est au plus égal a I'ordre du groupe ng. Nous ferons
donc la somme ) sur les charges d’une seule couche,

Je
les contributions a V(I, I',, a, b) étant la somme sur les
différentes couches ; nous avons :

1
l:Rl+ 1 Y*(L Fm a7 B’ Oj, (PJ):l} X
Je équi

x Y(I,T,, a, B, 0, 9) o(I'}, b, B), (8)

2 [Z V., T, a, b)] Y(I,T,, a,B,0,9) (I}, b, B), ®
,a,b,p c
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avec

47q; o 1
V~ lyr, ,b = L ! * B s Y5 Mo YVijoo j . 10
Toad =20y {aa(r:,b,m[R,‘-:‘Y(l et o0 a0

équi

Cette équation offre un schéma de calcul direct des paramétres dynamiques a partir de la connaissance des
relations qui relient o(I'5, b, B) aux coordonnées du vecteur position R; de la j-iéme charge.

Tout paramétre V, (I, I',, a, b) peut étre considéré comme une expression invariante dans les opérations du
groupe G agissant sur les charges de la couche c¢. Nous pouvons donc développer les paramétres dynamiques en
fonction des combinaisons linéaires normées d’harmoniques sphériques des coordonnées des charges invariantes
dans les opérations de G agissant sur les charges de la couche ¢. On a donc :

4nq;, , ,
Vc(la Faa a, b) = '21—_'_1—1rlnc FZ{{ <Y(1’F1’a’0jc’ (pjc)

2
%(T*, b, p) ‘ %
1

X

Y*(ls Fa, aa ﬁja Hj’ ¢J)> Y(l’a Fla a’a Ojc, (ch) .

Rl~+ 1
Je
D’ou en posant :
0
T 0 r ’ b7 5
oo(L'}, b, B) T b B
4 ng; 1 0
I/c(l’ Fa’ a, b) = > rlnc Z Y(l’9 rl’ a,) O(Fa’ b’ ﬁ) i+ 1 Y*(l9 Faa a, B) Y(l,a Fl’ a” G?a (P)
21 +1 o Ri! <> Fe
(11)
Notons d’autre part que :
0 0R, 0 0
3o, = =%, R, ~ Ruar, = RV
Considérons maintenant I’élément de matrice :
m’ 1 m m’ m” m” l m
<y,, Oy |zt ¥i > = T (IR YED <Y,~ Vo |z ¥ > : (12)
si a est un vecteur polaire, le théoréme de Wigner Eckart nous permet d’établir que :
! 1 ' g ’ ' ” " " ”
<Yl"n Ovn FYI"’>=’”ZMHK(1,],I)<[§’"Iaullim><lamIavll’m>7 (13)

ou K(l’, 1", 1) est un produit d’él1éments de matrice réduits non nul pour les terres rares dans les éas suivants [11] :
K(2,3,2), K4,3,2), K4,654), K(6,54), K(6,7,6)et K(8,7,6).

Les éléments de matrice qui apparaissent dans (11) sont des combinaisons linéaires des éléments de
matrice (12). On a :

Oy b, p) = 3 4Ty b, B) O, , (14)

Ky

ou les coefficients A,,(I',, b, f) ne dépendent que de la symétrie. En définitive ’éq. (11) s’écrit :

27+ 1 Ve
X [ Y AT b, By YU, Ty, a) la, |1+ 1L,m" ) {1+ 1,m" |a,]|

v,u,m”

X |Y(l,Fa,a,ﬂ)>]+Z;K(l+2,l+ LD)Y(I+2,Ty,a,60% %)

4 ng,
VI, T, ab) = eyt nc{ Y K1+ 1,0) Y(, Ty a, 62, 9) x

s YVjes

x[ S AT b, By x YU+ 2Ty d) a1+ 1,m">
v,u,m”

x<l+l,m”lale(l,I",,,a,B)>]}. (15)
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Les quantités entre crochets [ . . .], apparaissant dans
cette derniére équation ne dépendent que de la symétrie
et peuvent étre calculées pour tous les groupes.

Leurs facteurs multiplicatifs dépendent seulement
de la couche et sont indépendants de I',, a et b; il est
donc possible, / étant fixé, de les éliminer des diffé-
rentes équ. (15) obtenues pour diverses valeurs de a,
a et b. On obtient ainsi des relations linéaires entre les
différents paramétres V (I, I',, a, b) associés a la
méme valeur de /, ces relations dépendent uniquement
de la symétrie.

Le nombre N de facteurs multiplicatifs des quantités
entre crochets de (15) est égal pour chaque / au nombre
de fois que I'; apparait dans la réductionde D, + D, , , ;
N{ est donc le nombre de combinaisons linéaires
d’harmoniques sphériques invariantes d’ordre / et

I+ 2:
N =Y

1=2,4,6

(”1,1 +nis). (16)

N{ représente le nombre de parameétres indépen-
dants et N, — Nj le nombre de relations linéaires entre
les paramétres V (I, I',, a, b).

Les relations entre les paramétres statiques et dyna-
miques résultent du fait que les opérateurs O(I',, b, f)
associés a I', = I'; agissent comme une constante :
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d’autre part les paramétres statiques A(/, I'y, a) sont
donnés a partir de (7) par 'expression :

4ng. 1
A(L Ty, ) = 57t mern, YU, Ty, 4, 0, 05)  (18)
Je

VI, Ty, ab)=pub) ALT,.a). (19)

Notons que le nombre de relations (19) est égal a N,
défini par (2). Finalement N; = N| — N, nouveaux
paramétres sont suffisants pour décrire le couplage
dynamique dans l’approximation des grandes lon-
gueurs d’onde lorsque les paramétres statiques sont
connus.

3. Calcul des coefficients de couplage orbite-réseau
dans le cas de cristaux de symétrie D, et C;,. —
Deux raisons essentielles nous ont amené a calculer les
coefficients V(/, I',, a, b) et les relations qui les lient
pour les groupes D, et Cs;.

La premiére raison tient au fait que le nombre N,
de paramétres de couplage orbite réseau croit trés vite
dés que les éléments de symétrie du groupe ponctuel
diminuent. Le tableau I donne les valeurs de N, N, et
N; pour quelques groupes ponctuels.

d’ou :

TABLEAU 1

Nombre de paramétres définis
dans le texte pour quelques groupes ponctuels

— 0 = N, N, ramc‘:tres[\fil namiques
O(Fl’ b) = oa(I’ 1 b) - #(b) ) a7 parametres parameétres i::épendants Zonnai(:sant
Groupe statiques dynamiques les parametres statiques
Dans ce cas : — — — _
VL, T a,b) = D, ; 2 5
_ A ) L v ao . gn 2 :; ;
=57’ e M RTTT (T a0 9 c 15 123 21
TABLEAU II
Références relatives a quelques échantillons de symétrie C;,
dopés d’ions paramagnétiques dont on a observé la relaxation spin-réseau.
Cristal Mécanisme responsable
Ions environnant de la relaxation observée Références
Ce*(4f1) LaCl, Direct et orbach 1,65 < T < 42K ()
La(C,H,S0,);9 H,0 Orbach14 < T < 5K (a) et (e)
Pr3*(4f2?) LaCl, Orbach (phonons) 1,65 < T < 42K (b)
La(C,H,S0,);9 H,0 Orbach (phonons) 1,2 < T < 5K (¢)
Nd3*(4f3) La(C,HS0,);9 H,0 Direct 1,4 < T < 5K (a)
LaCl, Direct 1,65 < T < 42K b)
Y(C,HS0,);9 H,0 Direct 1,2 < T < 5K (c)et(d)
Sm?3* (4f%) LaCl, Direct 1,65 < T < 42K b)
La(C,H;S0,);9 H,0 Direct 1,2 < T < 5K (c)et (d)
Tb3*(58) LaCl,
Y(C,H,S0,);9 H,0 Direct 1,2 < T < 5K (o)
Er’*(4f'")  LaCl, Direct 1,65 < T < 42K (b)
La(C,H,S0O,);9 H,0 Direct 1,2 < T < 5K (c)et(d)
Y(C,H,S0O,);9 H,0 Direct 1,2 < T < 5K

(a) SCOTT et JEFFRIES, Phys. Rev. 127 (1962) 32.

(b)) MIKKELSON et STAPLETON, Phys. Rev. 140 A (1965) 1968.

(c¢) LARSON et JEFFRIES, Phys. Rev. 141 (1966) 461.
(d) LARSON et JEFFRIES, Phys. Rev. 145 (1966) 311.

(¢) ORBACH, Proc. R. Soc. A264 (1961) 456.
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Le calcul des V(/, I',, a, b) dans le cas d’une symétrie
cubique ayant été fait par ailleurs [11], [12] nous nous
sommes intéressés au cas des groupes D, et C;, pour
lesquels 5 et 7 paramétres supplémentaires sont
nécessaires pour décrire au 1¢* ordre le couplage
dynamique lorsque les paramétres statiques sont
connus.

La seconde raison qui a guidé notre choix a été la
masse des résultats expérimentaux relatifs aux phéno-
menes de relaxation d’ions paramagnétiques dans les
cristaux doués de ces symétries, la comparaison des
résultats théoriques et expérimentaux ayant été faite
en principe mais non en détail dans un modéle de
charges ponctuelles. Scott et Jeffries [7], Larson et
Jeffries [13] [14] Mikkelson et Stapleton [15] et beau-
coup d’autres chercheurs ont mesuré les temps de
relaxation d’ions terres rares dans des cristaux de
LaCl; (symétrie Cj,) d’éthylsulfates (C;, ou Dj,
selon le cas) et de doubles nitrates (C,,). Le tableau II
donne quelques corps de symétrie C;, dopés d’ions
terres rares dont on a mesuré les temps de relaxation
spin réseau a certaines températures.

3.1 CALCUL DES COEFFICIENTS DE COUPLAGE DANS
LES CRISTAUX DE SYMETRIE Dj;. — Nous adopterons
dans ce qui suit les notations de Koster et al. [16] en ce
qui concerne les groupes et leurs représentations
irréductibles.

Les réductions des représentations irréductibles du

1
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groupe des rotations restreintes au groupe Dy,
peuvent étre obtenues dans [16].

Les combinaisons linéaires d’harmoniques sphé-
riques Y(/, I',, a, B) relatives au groupe D;, sont
données dans I’Appendice 1. Les combinaisons liné-
aires des composantes du tenseur de déformation
o,, qui engendrent D, + D, + D, dans le groupe
des rotations sous forme réduite sont :

O-(DOg) = —\}—5 I:o-zz + %(O'.'__ + a—+):l;

oDy, 0) = 2\‘/5(a_+ — 0.,

oDy, £ 1) =+ %(aiz —0,4)5" (20)
O'(ng, 0) = 'ﬁ |:2 Oy — %(0'4__ + 0'_+)] )

—1
6Dy, £ 1) = + —2-[0:,:z + 0,41,

1
O-(ng, i 2) = Eait .

La méthode des opérateurs de projection [17] nous
donne les différentes combinaisons linéaires des g, se
transformant dans D;, comme le f-iéme vecteur
engendrant la représentation I', :

) = 0(Do) = (0 + 0ur + 0.
ol',B) = O'(ng, 0) = ﬁ@a — Oy — O'yy);

o) = io(Dyy,0) = — ﬁ("” - 0,0

ol 1) = ﬁ [6(D30.2) + 0(Dsy — 2)] = \/—15(% —a,),

o2) = ———[0(Dsy,2) = 0(Dsy, — D] = — :/l—i(axy +0,0; @1

14/2

o(T's, A, 1) = —li[awl,, — 1) = o(Dy, 1)] =

N

y!'—i (axz - azx) ’

1 1
G(F59 Aa 2) = - T/—E[U(Dlp - 1) + G(Dlg’ 1)] = - 7_5(0-2): - ayz);
G(FS’ B’ 1) = - _1— [G(DZg’ 1) - G(DZg’ - 1)] =_1—(axz + ozx) s

72

o(I's, B,2) = — —15 [6(Dyy 1) + 0(D3pe — 1] =

W;

Les relations linéaires existant entre les différents
coefficients V.(/, I',, a, b) s’obtiennent par la méthode
exposée en II.

On trouvera en Appendice II toutes les relations
liant les différents coefficients dynamiques entre eux

NG
—1—(0’ +0,,) .
\/E yz zy

et aux paramétres statiques. Le calcul des coefficients
V., I, a, b) s’effectue a I'aide de I’expression (10).

Les expressions obtenues pour les 22 paramétres
dynamiques relatifs & D5, sont données dans I’Ap-
pendice III.
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3.2 CALCUL DES COEFFICIENTS DE COUPLAGE DANS
LES CRISTAUX DE SYMETRIE Cj;, (*). — Les paramétres
statiques sont ici au nombre de 5 ; celui des paramétres
dynamiques est 41 et le nombre de relations de dépen-
dance entre ces paramétres dynamiques est 29.

Ainsi il nous suffit de 7 paramétres pour décrire
Phamiltonien de couplage orbite réseau si nous
connaissons les parameétres statiques.

Les expressions des Y(/, I',, a) relatives au groupe
C,, sont données dans I’Appendice IV. Les différentes
combinaisons o(I',, b) des composantes du tenseur
déformation relatives a C;,, sont :

o[, 4) = G(DOg);
o(I'y, C) = 6(Dy,, 0);
o(I's) =0(Dyg2); a(I's,4) = 6(Dyy, 1);
o(l's, B) = 6(D3q, 1); 0(ls, A) = 0(Dyy, —
o(l'g, B) = 6(Dyy, — 1).

o(Ty, B) = o(Dy,, 0);
o(I'y) = 6(D,y, — 2);

1);

Les relations linéaires existant entre les différents
coefficients V (I, I',, a, b) et les résultats du calcul des
coefficients dynamiques ont été reportés dans les
Appendices V et VI.

4. Relaxation spin réseau d’ions terres rares dans
un environnement C;,. — Nous nous proposons
maintenant de calculer des temps de relaxation par
processus direct de quelques ions terres rares dans des
cristaux de symétrie Cs,, car ce processus a un phonon
qui prédomine aux basses températures se préte sim-
plement a une comparaison théorie expérience. Les
transitions entre deux états de spins |a, ) et | by )
s’accompagnent pour le processus direct de I’émission
ou de I’absorption d’un phonon d’énergie

ho = E, — E, = 6,,,,.

La variation au cours du temps des populations des
états | a, ) et | b, > obéit alors a une loi en exp(— /1)
ou 7, est le temps de relaxation spin-réseau.

Pour les ions non Kramers lorsque 6,,,, < k7T [4] :

____“L_ C|2 VY | b 2,
. nh“pv,,, l§ﬂ| ||<aol |0>|
a,b

(22)

p est la masse spécifique du cristal, v, une vitesse
moyenne de propagation des ondes acoustiques dans
le cristal, k£ la constante de Boltzmann et | C |* une
moyenne sur toutes les directions du tenseur de défor-
mation.

Dans le cas d’ions Kramers soumis a un champ
magnétique : { ay | VY | by > = 0. Il faut donc pous-
ser le calcul des états adaptés a la perturbation Zeeman
au ler ordre.

(*) L’axe Oz est confondu avec I'axe C, dans les deux cas C,, et
D;, et I’axe Ox est choisi pour axe binaire dans le cas de D;,,.
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Le temps de relaxation est alors :

382
-1 ‘;bo Zlclz
nh pvm La,p
a,b

S B (Cag B3> il 18y @)

T

+ag | VY i)y CilHI | bo))|*s

A est le facteur de Landé et § le magnéton de Bohr,
4; est écart entre le fondamental et le 1er excité.

La détermination par les rayons X de la structure
cristalline des cristaux de LaCls;,

Y(C,H,S0,);.9 H,O(YES)

et LaES a montré que la symétrie locale autour des
ions Y3* et La** est celle du groupe Cs,,.

Zachariasen [18] a déterminé les positions cris-
tallographiques des ions de la molécule LaCl; dans
une maille hexagonale, ce travail nous a permis de
déterminer les positions des ions Cl~ appartenant aux
quatre premiéres couches (voir Tableau III).

TABLEAU III

Positions des ions Cl1~ des quatre premiéres couches par
rapport a I’ion central La" en coordonnées sphériques

LaCl,4
Couche R(A) 0 @ n,
1 2,96 90° 10 40’ 3
2 2,99 430 6" 60° 6
3 4,52 900 700 55’ 3
4 5,27 340 8’ 1° 40 6

Les cristaux d’éthylsulfates ont été étudiés par
Ketelaar [19] et Fitzwater et Rundle [20]; cette der-
ni¢re étude nous donne directement la position des
ions O™ "(H,O) appartenant aux deux premiéres
couches dans le cas YES. Cependant I’étude de Kete-
laar de LaES ne précise pas les positions cristallogra-
phiques qui permettent I’évaluation des angles ¢
(en particulier). Nous avons pris dans ce cas les valeurs
rapportées par Orbach [4] et nous avons estimé I’angle
@ a 5° compte tenu des valeurs de cet angle pour
Y3*, Er®* et Pr3t (voir Tableaux IV et V).

Larson et Jeffries [13], Gruber et Satten [21] ont
déterminé la décomposition du niveau fondamen-
tal *“Iy;, du Nd** dans un cristal d’éthylsulfate de
néodyme.

TABLEAU IV

Positions des ions O™~ des deux premiéres couches
par rapport @ ion central Y3*(YES)

YES
Couche  R(A) 0 ® n,
1 2,37 390 600 6
2 2,55 90° 505’ 3
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TABLEAU V

des deux premiéres couches
par rapport a [l’ion central La®*(LaES)

LaES
Couche R A) 0 ® n,
1 2,5 900 50 3
2 2,57 390 600 6

Les décompositions du niveau *I,5, de I'Er**
dans I’éthylsulfate d’yttrium et les trichlorides de lan-
thane ont ét¢ menées respectivement par Erath [22]
et Eisenstein [23]. Les vecteurs associés aux niveaux
cristallins issus de *I, 5/, ont été calculés dans les deux
cas précédents par Larson et Jeffries [13] et Mikkelson
et Stapleton [15].

La décomposition du niveau fondamental Fg
de I'ion Tb3* dans YES et les fonctions d’onde asso-
ciées aux niveaux cristallins ont été étudiées par
Hiifner [24] et Larson et Jeffries [13]. Thomas et
al. [25], Mikkelson et Stapleton [15] ont déterminé
I’écartement des niveaux issus de "Fg du Tb®* et les
fonctions d’onde associées a ces niveaux dans le cas
d’un champ cristallin de trichloride.

Prenons 4 titre d’illustration le cas de 'Er** dans
YES lorsque H est perpendiculaire a Oz, I’expres-
sion (23) se réduit a :

3050 kT

—— x 8 x
nh* pv),

1_
L

|5 84 i ;
XIZICI ZA‘<0|HJ|11><11IVY|b> ,

a,b

24

ou les vecteurs | i ) de I’expression (23) ont été classés
en deux groupes les vecteurs |i; ) et les vecteurs
| i; > renversés dans le temps de | iy ).
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Les éléments de matrice (i|Y |b ) peuvent s’é-
crire :

Cil YU Tpa)|b) =

21+ 1
47

CilO(, Tpa)|by. (25

=a’

Les «, sont les coefficients introduits par Ste-
vens [26] et les O(/, T',, a) sont les opérateurs équiva-
lents dont les éléments de matrice ont été tabulés par
Birgeneau [27].

La moyenne des éléments de matrice du tenseur de
déformation sur toutes les directions possibles de
propagation et de polarisation nécessite la résolution
des équations du mouvement des atomes du cristal.
Pour les branches acoustiques ce systéme fait inter-
venir les constantes élastiques qui sont au nombre de 5
dans le cas C;,. Ces constantes élastiques n’ont pas
été déterminée pour les cristaux qui nous intéressent ;
nous avons par suite adopté ’approximation de Van
Vleck [28] qui consiste & supposer que les ondes sont
constamment longitudinales pures ou transversales
pures. A I’aide de ce modéle nous avons pu estimer les
moyennes :

IC(ras b, ﬁ) |2 =

1

1 1 ) 1
—gozLJ‘ﬂ|Cz(Fa,b,B)| sinfdode =5. (26)
oT

La connaissance des parameétres du champ cristallin
nous permet d’évaluer les coefficients dynamiques
(voir Tableau VI). Nous avons ensuite calculé les
temps de relaxation en adoptant v,, = 2 x 10° m/s,
p = 2 g/cm? pour les éthylsulfates et pour

LaCl, : p = 3.84 g/cm? .

TABLEAU VI

Valeurs numériques en cm ™! des coefficients de couplage
pour quelques ions terres rares en symétrie Cy,

Er3*, YES Er3*, LaCl,
V2, Iy, A) — 690 — 516
Ve, ry, C) 446 1438
V4,ry, A) 2214 1015
V@, r,, C) 7 731 3245
V(, T, a) 4417 3351
Ve, I'y,a, A) 1974 1 688

1109 e~i90:5"
1109 ¢!

1619 e i205.4°
1619 205:%

V(67 Fla b’ A)
V6, Iy, c A)

V6, TI,,a,C) - 317 — 1483
V(6, rl’ b, C) 608 e—i53,8“ 447 e_“9’2
Ve, rr,,c C) 608 538’ 447 ei19.2°

Nd3*, LaES Tb3*, YES Tb3, LaCl,
— 321 — 604 — 505
196 390 1408
1861 2 047 1091
14 951 7 146 3490
12 077 4 083 3604
2715 2162 1907
2 489 e—i207,3° 1945 e—i205,4° 1213 e—i190,5°
2 489 ei207,3° 1 945 ei205,4° 1213 e1‘190,5"
— 684 — 344 - 1675
1291 e™i38.7 730 e =153 473 192
1291 &387 730 538 473 197
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TABLEAU VII
Temps de relaxation observés et calculés pour quelques ions terres rares en symétrie Cy,
0,1 % Er3* Er*, LaCl, Nd**, LaES Tb3**, LaCl, Tb**, YES

Ion YES [11] [13] (7 [13] [11]
Tl 48T 2,26 T 443 T 426 T 30T

exp

1

- 30T 22 T 40 T 0,88 T 39T

th

Les temps de relaxation observés et calculés pour les
ions Er3* dans YES et LaCl;, Nd3* dans LaES et
Tb3* dans LaCly; et YES sont portés dans le ta-
bleau VII.

La comparaison avec les résultats théoriques montre
un bon accord en général ; cet accord nous permet de
conclure que I'approximation de Debye est suffisante
pour décrire la relaxation a un phonon, et que I’esti-
mation des coefficients dynamiques est raisonnable.
Cependant ces coefficients dynamiques sont trés sen-
sibles aux valeurs des distances interatomiques qui
peuvent changer lors de la substitution de Iion du
cristal & un ion paramagnétique. Ce changement de
distances peut donc causer un certain désaccord (le
temps de relaxation de I'ion Tb3* varie exceptionnelle-
ment dans notre cas comme R!%).

Notons en plus que 7 est une fonction de v et donc
une valeur précise de v,, est souhaitable.

5. Conclusion.— Nous avons calculé dans ’approxi-
mation des grandes longueurs d’onde les coefficients
de couplage dynamique dans le cadre du modéle des
charges ponctuelles pour des cristaux de symétrie

C,, et Dj,. Dans le cas de ces symétries les relations
qui existent entre ces différents coefficients dynamiques
et entre certains coefficients dynamiques et les coeffi-
cients statiques ont été explicités.

La connaissance des paramétres du champ cristallin
statique nous a permis d’évaluer les paramétres dyna-
miques.

Nous avons ensuite calculé les temps de relaxation
par processus direct de quelques ions terres rares dans
un environnement Cs,.

Malgré la masse d’approximations faites, nos résul-
tats sont en bon accord avec les temps de relaxation
observés.

La distorsion du réseau due a la substitution de I’ion
paramagnétique a un ion du réseau peut affecter consi-
dérablement les paramétres du champ cristallin sta-
tique et dynamique [11]° Par ailleurs, le modéle de
Debye peut aussi contribuer a un éventuel désaccord.
Cependant nos résultats montrent que ce modéle
permet de décrire convenablement la relaxation par
processus direct et que les coefficients dynamiques
déduits a partir du modéle des charges ponctuelles ne
s’éloignent pas trop de la réalité.

APPENDICE 1

Expressions des combinaisons linéaires Y(/, I',, a, f) d’harmoniques sphériques d’ordre / qui se transforment
dans D3, comme le f-iéme vecteur de base de la représentation I', :

[=2: YQ,T) =Y},

I

7

1

YO, Ty 1) = —=(Y;' = Y1) YO, Ts2) = — —— (V3 + ¥5Y):

W

Y@, T 1) = —= (Y2 + ¥57); Y, Te2) = .—‘5<Y;2 — 3.

NG

1

Y@, T,) = YO; Y4 Ts1)= —IE(Y;‘ ~ Y1) Y@4,TI,2)=— ,—‘—2(1&:‘ +Yh;

Y@, Ty a 1) = —\lﬁ(y} +YrY)
Y(4, I'g, b, 1) = 71:(Y;‘ YY)
2

LE JOURNAL DE PHYSIQUEL. T. 36, NO 2, FEVRIER 1975
s

1

1

Y4, Ig,a,2)=——=(Y;2 =YD,
2

1

Y4, T, b,2) = —— (Y2 — ¥;%).

iy/2
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Y6,y a) = YO; Y¥(6,I1,b) = = (Y¢ + Y6);
2

2

¥(6,T) = —— (Y€ — ¥7'9);

i/2
Y(63F5$a9 1) = \/—Lz—(}’6_1 - Y61)3 Y(69F57aa2) = - -_I—(YGI + Y6-—l)9
i/2
¥(6, T's, b, 1) = \%(Yg C YY) Y6, T b2) = — ——(¥S + YY)
i/2
Y6, Tga, 1) = —— (Y2 + Y2 Y(6,ga,2) =—— (Vo>
\/5 iy/2
Y6, Iy, b, 1) = ﬁ(Yg + Y6_4); Y6, ¢, b,2) = —I—(Yg‘ - Y6_4).
1./2
Y8, Ty, a) = YO; YG8,T,,b) = ﬁ(yg + Y5,

APPENDICE II
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Relations entre les paramétres dynamiques V,(/, I',, a, b) de 'hamiltonien de couplage orbite réseau dans le
cas de la symétrie Dy, :

[ =2:
I=4:
=6

2
V@ Isd) = - 4V(2,rl,A);
V2 10
V(Z’FSsB) = - 72— V(Z’FI’A) - ﬁV(Z,Fl, B);

V(2. Te) = + %[\/5 V@, Ty, A) — V2, T, B)] .

V(45F5,A)= _\/gV(""Fl’A),

V(4,Ts, B) = \/;1_5 [V4, Ty, A) — 2./2 V4, T}, B)];

V(4, Ty, a) = L_[— V2 V@, T, A) + V4,T,, B)].
J15
V6, I,) = — ;\/8 V(6,T,, b, A);

V(6,F5aa»A)= _LV(67F1’0’A);

T

1 [J2
V6, T's, a, B) = — [i V6, Ty, a, A) — 2 V(6, T, a, B)] :
\/7 2
3.2
V(6,Ts, b, A) = — %V(ﬁ, r,,b,A4);
11
Ve, I's,b, B) = —[1—4\/5 V6, I, b, A4) + 2 V(6,F1,b,3)];

1 /3 1
V(6,F,a)=-\/: [— V(6,T, a, A +—V(6,r,a,3)];
6 2 7 1 ) \/5 1
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2

2
V(6, I, b) = /11 [7 V6, Ty b, 4) + 5= V(6. T, b, B)] :

- /342, T);

5
V@4, Ty 4) = = 3/3 44, Ty);

V(2’ FI,A) =

V(6, Fl,aaA) = -

V,I',b,4) = —

APPENDICE III

74/3

7./3
;[A(é, Iy a);

A6, T, b).
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Expressions des paramétres V, (I, I',, a, b) de ’hamiltonien de couplage orbite réseau dans le cas de la
symétrie D5, [10]. n_ est le nombre de charges de la couche :

4
Vc(29F1’A) = - ne
5
4 e’ r2
Vc(z’FI’B)=_—_R3 c

—n,/3 Y2, T, 05, 00);

\[[2 YQ,I) +4/5Y4, )]s

4 me’ r?
Vc(2a F59 A) = Fnc \/% Y(2= Fl? 00’ (P0)7

5

4 e’ r?
Vc(29 FS’ B) =

:41re r? 3@

Vc(z, F6)

YO, T,) — l: Y4, rl)]

3n.Y@4,T,);

5 R3 e
4me r,
Vc(49rl,A) = - 9 ﬁg =
4 10
V4., B) = — 2™ o *[[Y(4r)+
9 R5 33
4
Vc<4,r5,A>=%7’e—5ﬁnc Y4, T,);
4 e’ r* 5
V.4 T, B) = ne' r \/'
9 R’ 11
Vc(4’r6’a)

4 e’ r* 9
V@ Tob) = — 22 2 10V 1, )

27
2./13

- R—"—4[ JeYQ.r) +8 \/Em,m];

Y(6’ Fl’a):l;

36
—nc—-—— [— Y(4, Fl) + \/——__ Y(6, Fla a)] N
13'

=4_9’f:;5 [fY(4r)—3 [Y(6F1,a)]

/14 Y®, Iy, b)|;
17 E} 1 )

9 R’ /11 x 13
4ne 7./3 rb
Vc(69F1’a’A)= 13 3 R7n Y(6 Flaa)
V.(6,T aB)——‘”“'" = J6n, Y6, I, a)+4 Bye.r,.al:
c\Ys 1s Y 13 R7 15 ) 1 17 ) 1> )
4 e’ r® 7f
V.(,I'y,b,4) = — B R7 ——n, Y(6,I,0b);
4 e’ r® \/—
V(, Iy, b, B) = ———c 2Y6,I,b) —
(6, T ) G R [ 6,I'y,b) — 13
dme’ r® 6n,
Vc(67F2)= - ] 1
13 R7 /2

4 we' 1o

/21
V.(6,I's,a, A) = E }1_7’1“ 7Y(6,F1,a);

V.(6,Is,a, B)

4me’ r® n 2 x 13 x 21
= — |- /a2 Y@,T,, 16 [———— x Y8, I',a)|;
G R 30[ ( 1 a) + 7 x Y( 10):|
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4 e’ r°

Vc(6’ FS, b’ A) =

3
13 Fnc \/%Y(6’F1ab),

4dme’ r°  [11./6 26 [42
V.6, I's, b, B) = — —Y(6,I,, — = ,Iy,b)|;
dme’ 1% 2 13
V 6sr ) =5 57 Tz ) ’ - T D s 5
{6, T, @) = == 2 /105, [Y(6 r,,a = YG. T, a)]

4me’ ¢ /33 7
V6 Tor b) = == 2. Y= [Y(6,Fl,b)—l3 /ﬁY(S,I‘l,b)].

APPENDICE 1V

Expressions des combinaisons linéaires Y(/, I',, @) d’harmoniques sphériques d’ordre ! qui se transforment
dans C;, comme le -iéme vecteur de base de la représentation I', :

[=2: Y2, I')) =Y);
Y2, Ty) = Y; 2
Y(2,T5) = Y3

l=4: Y4, T, =7Y?;

Y4,Iy,a) =Y,

Y4, Iy,a) =Y,

Y4,Is)=Y;;

Y(6,I'y,a) = Y¢;

Y(6,I;,a) =Yg ;

Y(6,I'5,a) = Y ?;

Y6, 5, a) = Y!;

Y(6,Ig,a) = Y '

[=8: Y@B8,TI,a)=7Y2;

~
Il
(=)}

Y(2,T3) = Y3
YQ2,Tg) = Y; .

Y4, T, b) =Y, ?;

Y(4,T5,b) = Y,2;

Y4,Tg) =Y, .

Y, Iy, b= Y8, Y6, I'y,c) =Yg,
Y(6, Iy, b) = Y6—2;

Y(6,I5,b6) = 1¢;

Y6, b) = Y 3;

Y6, g, b) = Y.

Y@, I, b)=YE; Y@B,Iyc)= Yy©.

APPENDICE V

Relations entre les paramétres dynamiques V,(/, I',, a, b) de ’hamiltonien de couplage orbite réseau dans

le cas de la symétrie Cy, :

[=2: VQ,I,,B)=0;

1
V@.Ty) = e[V, T, O) = 2V, Ty, 4)];
V2, T3) = V2, T,);
V2, I's, A) = \/TE V2, I, 4);

1 2
V(2’F5,B) =6|:4 V(z’rl’ C) - %V(zarls/‘)],

2
V2, T, A) = 4 V(2, Ty, A);
V@, Ty, B) = V2, T's, B).
I=4: V@4, B)=0;
V(4, Ty, b) = ——=[V(4, T, C) — \/2 V{4, T, 4)];
J15

V(47 F3’ b) = V(47 F29 b);
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3
V(4, FS9A) = \/—57. V(4’ FlaA):
V(4, r6,A) = V(45 FS’A),
1
V(@4,T, B) = ﬁ [2./2V@4,TI,,C)— V4T, A)];

V@,Ts, B) = V(4,Is, B).

I=6: V6,T,aB)=0;
9

V6, Ty, b, B) = f_ (6, Ty, b, A):

9./2
V(63F1’b53)=—_\/_—V(6’F17C7A);

7.3

2. /2

V(6, Ty, a) = J/11 [V(6, r,bC)+ —7£ V6, T, b, A)] ;

2,2

V(6, I, a) = /11 [V(6, IyeC)+ == V6.Tc, A)];

1 [0
V6, I2b) = 5 /—7- [V(6, Ty, a,C) — /2 V6, Ty, a,4)];
V(6, I3, b) = V(6,T,b);

3
V6, Is,a,A) = ——V(6,I'y,a,A);
5 \/TZ 1

V(6’ FG’ a, A) = V(6, FS, a, A)9

1
:ﬁ

V(6, r6a a9 B) = V(6, FS, a7 B);

V(6,T's, a, B) = [2 V(6,T,,a,C) — —= W6, Ty, a, A)];

NG

V(6. Ts, b, A) = 3 V(6 Ty, A);
V(6, s, b, A) = % V(6,T,, b, A);
: 11
V6,5, b, B) =2./2V(6,T,¢,C) + = V(6. T, ¢, 4);
11
V(6, T, b, B) = 2/2V(6,T'1,b,C) + = V(6. T, b, 4) .

V@, Ty, A) = — /342, Ty);
5./3
V@, Iy, 4) = - ;_fA@, ry;

7

V(69 F19 aaA) = - —iA(69 F17 a),
1

V(6, Ty, b, A) = ‘[A(6 Iy, o;
7

V(6,T,,c, A) = — iA(6, r,b).

APPENDICE VI
Expressions des coefficients de couplage de ’hamiltonien orbite réseau dans le cas de la symétrie Cjy,.
n, est le nombre de charges de la couche :
4me r?

V2, Ty, A) = = —— Egncﬁ Y2, T,);
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Vc(zarl’B) =0
’ 2
V.2, T, C) = — 2™ T \/_[Y(Z r)+2J5v@,1,)];

5 R?®
VC(Z, r3) = Vc(z’ Fz)s

V. ry) =2 % [Y(z, ry) - 4 Y(4, rl)] ;

4rne’ 2 /3
V.2, Ts A) = — 27 '—ncl YQ, T,)
5 R3 \/—
4 3
V.2, uzzp%%’% [Y(zr)——fm rl)]

Vc(23 FG’ A) = Vc(2’ FS’A)a
Vi2,Ts,B) = V(2,Ts, B);

4 5
V4 Ty d) = — 27 1 \/_n Y4, T,):

9 RS
V.4, T, B) = 0:
4ne’ r* 10 27
V.4, C) = — 2™ I ‘/_ [Y(4,F1)+ Y(6,F1,a):l;
9 RS 2 /13
4 e’ r* 30
V4T, a) = — 27 I — 9 ye.r, o
4139 5 RT3 Y69

4 e’ r* 3./10 3
Vid, Ipb)=-2 ' , 2~ [Y(4, rl)——Y<6,r1,a)];

9 RS 11 J13

4 e’ r* 30
Vi, Iy 0) = — 225 1—'{-5-9;1c /m Y6, T, b):

Vc(4’r3’b) = V(4 FZab),

Vi Ioay= -2 0 Syvary:

9 R5
4 e’ r"' n, 12
V.4, T, B) = neo/5 [ @r) 212y r,,a)];
9 R5 11 /13 -

Vc(4’ FG’A) = Vc(4a FS’ A)9
V4, T's,B) = V(4,Ts, B);
4 e’ rb 7\/_
V.6, TI,a, A)—_TF n Y6, T,,a);
V{6, I'i,a,B) =0;

13 R7 15

4 7 6 7 13
V6. Iy a,C) = — 27 1 T/6 [Y(é,rl,a)+4 /ﬁn&rl,a)];

4 7
V.(6,T,, b A)_——’ie-'—7n ‘/_Y(6r1,c),
13 R
4 me' o
V.6,T,,b, B)——3R7n 3./2Y6,T,,¢);

4 e’ 18 7
V6,T,,b,C) =27 I i [11 Y6, T,, ) — 13 /ﬁ Y. Fl,c):l;

13 R
4 7
V6, T, c, A)_——l’;i% \/_n Y6, T, b):

4
Vi6,T,,c, B) = 1’;" 1;7n 32 Y6,T,,b);
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7
\g Y@, I, b)] ;
7
\/; Y®, T, c)] ;
7
\/; Y@, Iy, b)] ;

6 ,7 /13
-2 Enc |:Y(6’F1aa)— ﬁ(g’rl’a)];

Neo 2
4 ’ 6
V.6, T, ¢, C) = —% ——\[
13 R’
4 e’ r®
V6, T,, a) = . Ty c) —
(6. T3 0) = == 75 %2 nC[Y(6 ry,o—13
V(6. Ty q) = 7 r° Y6, Ty, b) — 13
y ,a) = ey s ’ -
o f3 13 R 15 © 1 0)
4me r
v e rI,, b = ———
c( 2 ) 13 R7
Vc(6)r3ab)=Vc(67F29b);
4me’ r° 21
V6, I's,a,A) = — 5 R’ TnCY(6,F1,a);

V6, I'g,a, A) = V (6,5, a, A);

4 e’ r® ./
V.6, Ts,a B) =
c( Sa ) 13 R7
V6, T¢,a, B) = V (6, T, a,B);
4 me’
V., I's,b,A) = —
c( 5 ) 13

13 R’

4 e’

4me’ 5 [11
V(6,5 b,B) = — —= i-n[ *[Y(é r,b) +

Vc(6’ FG, ba A) = -

Vc(G’F(),b’B) = 13 R7

n, [Y(6, r,,a - 16

6
r
o 7 /3 Y61 o)

4 e’ r® 11./3
- e —r-—nclil—\s/' Y(6, rls C) +

13
ﬁ Y(85 F19 a) 5

6
—n,/3Y(6,T,,b);

13 x 4

/21 Y8, T b)T ;
15 A
13 x4 [21 i
— Y@, Ty, 0.
15 17 i
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