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TRANSFERT DU RAYONNEMENT POLARISE
DANS UN PLASMA COLLECTIF

par J. HEYVAERTS

Faculté des Sciences, Institut d’Astrophysique, 98 bis, bd Arago, Paris 14¢

(Regu le 4 aodit 1970)

Résumé. — L’effet des corrélations de phase sur le transfert du rayonnement polarisé est
analysé par la méthode de perturbation de I’équation de Liouville. Les équations ainsi obtenues
sont réduites a une forme simple dans la limite des hautes fréquences.

Abstract. — Proper modes phase correlation effects are analysed using a Liouville equation
perturbation technic. The equations that we obtained are reduced to a simpler form in the high

frequency limit.

I. Introduction. — Le travail qui fait I’objet de cet
article (*) a pour centre d’intérét le transfert du rayon-
nement radio polarisé. La motivation initiale pour
étudier ce probléme est de nature astrophysique. La
polarisation est en effet un trait caractéristique intéres-
sant du rayonnement de nombreux objets célestes
dans cette gamme de longueur d’onde, tant par I'im-
portance du taux de polarisation, que par sa variabi-
1ité [1}, [2], [3]... Il est clair qu’il y a 13 une source
d’analyse trés riche des propriétés physiques de ces
objets, mais I’exploitation de cette information passe,
pour un modéle de source donné, par la solution d’un
probléme de transfert du rayonnement. La se pose la
question de la description de ce transfert et du calcul
des coefficients correspondants. Comme les milieux
responsables de ce rayonnement sont des plasmas,
généralement hors d’équilibre thermodynamique, ce
probléme s’apparente finalement a la théorie cinétique
du plasma, en présence d’un champ de rayonnement.
Kawabata [4] I’a abordé le premier en 1964.

11 a utilisé la méthode des coefficients d’Einstein. Son
traitement reposait sur une décomposition du rayonne-
ment en une composante qui peut interagir avec la
particule absorbante, et une composante orthogonale.
Malheureusement, cette décomposition varie selon
Iétat dynamique de la particule absorbante. Kawabata
avait négligé ce point, qui a été relevé plus tard par
Zelezniakoff [5].

En 1964 également, Dupree [6], [7] publiait un tra-
vail de base sur la théorie statistique de I’interaction

(*) Cet article constitue la publication principale de la thése de
Doctorat d’Etat de ’auteur, soutenue le 23 mai 1970 devant la
Faculté des Sciences de Paris. Numéro d’enregistrement
C.N.R.S. : AO 4479.

plasma-rayonnement. Le point de départ est la hiérar-
chie d’équations, analogue & celle de Klimontovitch
qui décrit I’évolution des moments des microchamps et
de la densité fine. Dupree applique a ces équations des
projecteurs, R*, qui permettent d’extraire la partie
relative 4 un type d’onde déterminé, «. Il faut faire agir
sur chaque terme autant de projecteurs qu’il y a
d’objets dans le moment sur lequel on opére, c’est-a-
dire ici deux, puisque les processus radiatifs sont liés
aux moments d’ordre 2 du champ électrique. Dans le
travail de Dupree, seuls les termes li€s aux couples de
projecteurs R* R* sont considérés. On néglige ceux qui
seraient obtenus par application des couples R* R?
(x # B), ce qui est une sorte d’approximation des
phases aléatoires (RPA): on suppose ainsi en effet
qu’il n’y a pas de corrélations entre modes propres
différents. Or précisément, ces corrélations de phase
entre modes propres différents, surtout s’ils sont de
fréquences voisines, jouent un rdle essentiel dans le
phénomeéne de polarisation. Par exemple, la rotation
Faraday du plan de polarisation d’une onde polarisée
rectilinéairement est due a la propagation de deux
modes de fréquence voisine, polarisés circulairement,
ayant entre eux une différence de phase bien déter-
minée. On voit donc qu’il est important de tenir compte
de tels effets.

Depuis les publications de Dupree, rien n’a été fait
qui les introduise dans une théorie statistique, sauf
peut-étre le travail de thése de R. Sergysels [8], qui a
établi les équations auxquelles satisfait la fonction de
cohérence dans un milieu matériel. Son analyse, assez
paralléle A celle que nous allons présenter contient
implicitement la solution du probléme qui vient d’étre
soulevé. L’originalité de notre travail est d’avoir expli-
cité cette solution et d’avoir surmonté les quelques
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difficultés qui lui sont propres. Le travail publié¢ par
Zelezniakoff [5] contient aussi une approche vers la
solution de ce probléme, mais il se rapporte au champ
cohérent, alors qu’il sera question ici de champ inco-
hérent [9]. La comparaison avec son travail est abordée
plus en détail dans I’exposé.

Nous établissons que le tenseur de polarisation du
rayonnement peut étre décomposé en une somme de
termes relatifs chacun a un couple de mode propre.
Ces termes obéissent & des équations de transfert indé-
pendantes les unes des autres. Le systéme d’équations
ainsi obtenues se distingue de ceux qui sont actuelle-
ment proposés dans la littérature par le fait qu’il décrit
aussi le transfert des termes liés aux corrélations entre
modes propres différents, de fréquence voisine.

II. La méthode. — Nous utilisons ici les méthodes
de mécanique statistique dites de perturbation de
I’équation de Liouville. Les principes de base de ces
méthodes ont déja été exposés a maintes reprises,
notamment dans les livres de Prigogine [10] et Balescu
[11]. L’idée de les appliquer aux problémes d’interac-
tion matiére-rayonnement est due a Brittin [12] ; elle a
été reprise depuis par plusieurs auteurs sous des formes
diverses (Mangeney [13], Chappell [14], Margenau [15],
Liemohn [16], Heyvaerts [17]). Essentiellement, la
possibilité de le faire provient du fait que le champ
électromagnétique peut étre représenté par un ensemble
infini de variables, dites d’angle et d’action, &g , et
"k ,.» Telatives a des « oscillateurs » du champ, caracté-
risés par leur vecteur d’onde K et un indice de polarisa-
tion, u et que I’évolution de ces variables est donnée
par des équations de forme hamiltonienne. Ces équa-
tions sont équivalentes aux équations de Maxwell
(Heitler [18], Landau et Lifschitz [19]). On a ainsi la
possibilité de décrire I’état du champ électromagné-
tique et du milieu par une fonction de distribution qui
dépend simultanément des variables relatives aux parti-
cules et aux oscillateurs et qui évoluera selon I’équation
de Liouville : c’est une conséquence de la forme hamil-
tonienne des équations du mouvement de toutes ces
variables.
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La décomposition en oscillateurs des microchamps
électriques et magnétiques s’écrit :

Ck Y 1 .
e=>2 ( ) Z Sx,u ne, sin (2w, — K.r)
K
k23
Z 2 (Ck) Y K x e ne, sin (2 nég , —K.r)
=12 | K|

.1

V est le volume occupé par le systéme : on suppose des
conditions aux limites cycliques. Les vecteurs de polari-
sation g , (u = 1,2) sont orthogonaux au vecteur
d’onde K. L’un (u = 1) est orthogonal au champ
magnétique uniforme et statique B éventuellement
présent dans le systéme, 'autre (u = 2) est dans le
plan (B, K). Cette configuration est illustrée dans la
figure 1, ou sont aussi présentées quelques notations
utilisées dans la suite. On utilisera parfois I'indice A
comme abréviation de Pindice d’oscillateur (K, u).

-
T B
— ]
€./ _
: €K,4
0. I
W, i
1
— ' —> 5’
o K :
x FiG. 1.

On rappelle briévement que la méthode employée
consiste & séparer ’opérateur de Liouville du systéme
en une partie « libre » £, et une perturbation 6f. En
présence d’un champ magnétique statique B, £, et oL
s’écrivent :

Noe, 0 bl ck, 0 !
£ = — (v, x B) » -~ — | . I N S |
0 ljé‘lc(vfx ) 3, ljél", or, 1;27{651 ‘|
oL = of' + oL |

l e e;
ot = Gl
i=21jz<:i|l'i‘l"|
o ; a1.2)
o' =2 - - {e-cos(2m§ - K;.r)- — (v;.g) — +
gzéwy : ' l’Z#"@@
+ e;sin 2 ¢, — Klr)n;(Zn(v 8,1) +5F(l ],ck)—;)}

FA,j, o) =(K,.v)g, —

J

(v;-e) K, — we,
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On cherche d’abord la solution de I’équation de
Liouville non perturbée, ce qui revient a calculer le
mouvement des particules dans les champs extérieurs
imposés, puis on trouve a I’aide de cette solution une
base compléte de fonctions propres de £,, que nous
désignons par | ¢ >. On exprime la solution de I’équa-
tion de Liouville compléte sous la forme d’un dévelop-
pement sur cette base de fonctions :

D=YD,l¢>. (I11.3)
@

Dans le cas du plasma magnétoactif, les fonctions
propres sont données par [17] :

{K L {sihins}

=V M2expi :ZKi.R,- -

278, 0, + Y 2nn, &, } .
A
(I1.4)

R; est le vecteur position du centre guide de la n-iéme
particule et 0; son angle de gyration. On note | 0 >
la fonction propre ¥ ~N/2,

Les coefficients du développement II.3 sont obtenus
formellement par un procédé d’itération qui aboutit a
I’expression :

iz 1
=YY | sie i <olatld, > x
n ¥, @
Ky 188 Y, > — D, (0)
E, —z 2 VUE, -z v
(I1.5)

Le coefficient D, est ainsi donné a 'instant ¢ en fonc-
tion des valeurs des divers D, a I'instant initial. Les
opérateurs < ¢ | 0L | Yy > sont les éléments de matrice
de oL. Ils sont bien connus pour le cas ou B =0
(Balescu [11], Mangeney [13]) et également dans le cas
ol B # 0 (Haggerty et de Sobrino [20], Heyvaerts [17]).
Les divers termes de la série I1.5 sont habituellement
représentés graphiquement [11], [13], [17] par un
systéme de lignes associées aux propagateurs

et de points de branchements (sommets) entre ces
lignes, qui représentent les éléments de matrice
< Yoe1 | 0L | ¥, >. Ces représentations sont appelées
diagrammes, et par extension nous désignons aussi par
ce mot un terme particulier de la série II.5.

Dans la suite, nous utilisons essentiellement les pro-
pagateurs des états présentés dans la figure 2 ainsi que
les éléments de matrice qui représentent les interactions
élémentaires entre particules, ou entre particules et
oscillateurs (Fig. 3).
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A ]
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FiG. 3.

La grandeur dont on doit étudier I’évolution est le
tenseur de polarisation macroscopique. Nous le défi-
nissons en introduisant un microchamp électrique
complexe.

k % 1 ;| — 91

8( ) — y Z (C ) I{z" K’u ell(.re 2inéK,pu —
7! iK.r
K

et le tenseur

= d TRV CTRY

U= — 8(7’)8 (r). (IL.7)

V

La trace de U est ’énergie totale U du champ transverse
dans le volume ¥ occupé par le systéme. Ce tenseur est
décomposable en une somme de composantes relatives
chacune a un vecteur d’onde K.

= Ck 1 1 —2i - )
U(K) - X 7’1](2;4 nléz,u’ e in(Eku—&xpur) Ekp K

(I1.8)

On introduit finalement un facteur multiplicatif qui
permet de définir une densité du tenseur Ug par unité
d’angle solide autour de K et par unité d’intervalle de
fréquence ck.

La trace du tenseur #(K) ainsi défini est la densité
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d’énergie électromagnétique par stéradian et par
hertz, u(K)

(Ck)3 — 1 1
16 7'54 03 % ; €xku Ekp’ nl(u rll(u

=2in(¢xyu —Skur)

(IL.9)

Le tenseur de polarisation macroscopique est la
moyenne de cette grandeur microscopique. Elle se
calcule 4 I’aide des seuls coefficients

u(K) =
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Do, et D1, >
S K3 jﬂx,l D|o> ar
<u(K)y> = -
’ 16 ©*

On décrit souvent 1’état de polarisation du rayonne-
ment par ses paramétres de Stokes I, Q, U, V :

11 +Q U+iv
<“"f(K)>_2(U—iV I —Q)

On sait que ces paramétres permettent le calcul du
taux de polarisation, du rapport des axes de lellipse
de polarisation et de la direction de ces axes [21].

Comme cela apparait clairement dans 1’équa-
tion II.11 I’étude de I’évolution, dans le temps, des
caractéristiques de polarisation du rayonnement se
rameéne a I’étude des quantités.

(I1.12)

H, .. = Jdn“ NED|e-en>;e=+1 (1.13)

c’est-a-dire, en derniére analyse, a celle des coefficients

Djo> et

Dl Eas—Exr > *

Pour étudier I’évolution de ces coefficients, il faut
opérer les approximations convenables dans les séries
de perturbation qui leur sont relatives. Ces approxima-
tions sont fort classiques [10], [11], [13], et s’inspirent
de I'idée physique suivante. Il existe dans le développe-
ment de la fonction de distribution deux sortes d’états.
Les uns évoluent sur une échelle de temps longue T
(par exemple I’état | 0 >, 1ié aux fonctions de distribu-
tion 4 un seul objet). On désigne habituellement les
états correspondants par états « vides de corrélations ».
Leur présence dans les termes de la série de perturbation
II.5 fait apparaitre un pdle en z = 0, ce qui exprime
simplement que les coefficients des états vides sont
constants & ’approximation du mouvement libre.
Chaque pdle multiple d’ordre n en z = 0 donnera un
comportement temporel en "~ !, ce qui fait que, le
temps augmentant les termes de la série qui contiennent
ce type d’état finissent par fournir les contributions
dominantes. Les autres coefficients évoluent sur une
échelle de temps beaucoup plus courte, telles les corré-
lations binaires entre particules. Les termes de la série
de perturbation qui contiennent exclusivement ce
dernier type d’états ne présentent pas de comportement

Ne 2-3

du développement II.3:

Il
Z Z Exkp Ekp x

<uK)>=——
( 167'543u

denxu M Dyt txw> - (11.10)

Dans la base (g ;, € ) ce tenseur est représenté par la
matrice :

j '711{2,1 ’1;{2,2 D|+1K'.,—1K,2> ar
(II.11)

j '11‘{2,1 ’hléz Di_ig+1x,.> 4T j M,z Dyo> dI’

séculaire, et sont en général exponentiellement amortis.
Ce sont des termes de destruction des corrélations, que
I’on pourra négliger pour des temps assez longs. Cette
sorte de distinction entre états dont I’évolution est
rapide et états dont I’évolution est lente n’est pas
propre a cette théorie. Elle apparait sous une forme a
peine différente dans la théorie de Bogoliuboff [22],
par exemple, qui suppose qu’a la limite des temps longs
devant la petite échelle de temps, les fonctions de corré-
lation deviennent des fonctionnelles de la fonction de
distribution a une particule. On congoit en effet que
pour des temps de cet ordre, la valeur initiale des coeffi-
cients relatifs & des états corrélés aura perdu toute
influence sur I’évolution du systéme, qui sera alors
commandée par les coefficients des états vides de corré-
lations. Ces états représentent 1’élément moteur perma-
nent du systéme et jouent le role de la fonction de distri-
bution a une particule de la théorie de Bogoliuboff.

La mise en ceuvre technique de ces idées est présentée
dans divers articles et ouvrages ([10], [11], [13], [17]).
Nous n’y reviendrons donc pas. Nous rappelons sim-
plement que I’équation cinétique portant sur les états
vides de corrélations s’obtient par le calcul des « dia-
grammes irréductibles », c’est-a-dire de la somme des
termes de la série de perturbation qui relient entre eux
deux états vides sans état vide intermédiaire.

D’ordinaire, les états vides de corrélation sont consi-
dérés comme réduits a I’état | 0 > [8], [11], [13], [20],
[23], [25]. I y a cependant 1a un point qui n’a pas fait
I’objet d’une attention suffisante jusqu’a présent. En
effet, dans ces problémes de rayonnement, d’autres
propagateurs que celui de 1’état | 0 > introduisent un
pdle en z = 0. C’est notamment le cas pour les états
«de polarisation » | &g ,,,, — &x,, > qui font I'objet
de ce travail. Ceci n’est pas surprenant, puisque cette
propriété exprime simplement que le tenseur de polari-
sation du bruit électromagnétique ne varie pas au cours
de sa propagation dans le vide. Ce point améne cepen-
dant quelques difficultés propres a tous les problémes
ou s’introduit une telle dégénérescence, qui font I’objet
du paragraphe III.
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II1. Diagrammes irréductibles et obtention d’une
équation de transport. — Beaucoup d’états de corré-
lation entre oscillateurs introduisent des pbles en
z = 0. Nous nous limiterons cependant ici & considérer
comme états vides les états | 0 > et|sg, — ¢, >, les
seuls d’ailleurs qui interviennent dans les calculs expli-
cites que nous présenterons plus loin. La figure 4
représente un tel diagramme irréductible.

,-e 0

/-\J___n b b Qe A

‘\_-0' 9.4
FIG. 4.

On peut montrer que tous les diagrammes irréduc-
tibles présentent cette structure caractéristique : ils
peuvent étre séparés en une partie supérieure et une
partie inférieure reliées entre elles au sommet initial
et éventuellement en un autre sommet. La méthode la
plus usuelle rencontrée dans la littérature pour sommer
ce type de diagrammes est la méthode dite de Rési-
bois ([24], [25], [11]). Elle s’appuie sur le théoréme sui-
vant : si un diagramme peut étre séparé en deux parties
disjointes, la classe de diagrammes engendrée par
permutation des sommets de l'une par rapport a
Pautre, a pour somme le produit de convolution
complexe des deux parties (*). On se raméne ainsi au
calcul, généralement plus simple, de chacune des
parties. Cette méthode a été appliquée avec succeés au
calcul des diagrammes irréductibles dans le probléme
des collisions coulombiennes ([11], [24]).

Dans notre probléme, la classe des diagrammes irré-
ductibles ne coincide pas avec la classe de permutation
engendrée par I’'un d’eux. Ceci est dii & I’existence de
plusieurs types d’états vides de corrélation, qui se
présente ici a la maniére d’une dégénérescence dans les
« niveaux d’énergie » associés aux oscillateurs de
méme fréquence et de polarisation différente.

De fagon a rendre la chose plus sensible, nous pré-
sentons dans la figure suivante (Fig. 5) certains éléments

Quelques élements de la classe de
permutation du d.qaraumz irré-
ductible protetype

Fi1G. 5.

(*) On fait aussi I’hypothése que les sommets commutent
entre eux.
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de la classe de permutation engendrée par I'un de nos
diagrammes irréductibles. On constate que certains
sont réductibles. Cette particularité ne se produit pas
pour les diagrammes irréductibles « en anneau » qui se
présentent dans 1’étude de la relaxation du plasma sous
Peffet des collisions coulombiennes [11] comme on peut
le voir 4 ’examen de I’exemple présenté sur la figure 6.

4 0 X 0

3
. *> } 'Pro‘l‘ofb pe
0

FiG. 6.

Pour surmonter cette difficulté, nous nous sommes
orientés vers une adaptation ad hoc de la méthode de
Résibois. Désignons par V,, V,, ... ¥; les états vides
de corrélation ; soit Gy,y,(z) I'opérateur de collision
irréductible qui lie V; et V,, et Ayy(z) la somme des
fragments de destruction de corrélation qui font passer
de I’état y a I’état vide V. Avec ces notations, la série
de perturbation pour un état vide s’écrit :

51/(2) = Z %Avw(z) D,(0) +
v
+ 5 G (D0)+ Aryy(2) D)

1 1
+ ZZ Z Z Gyy,(2) Z Gy,v,(2)
Viy V2

X (Dy,(0) + Ay,,(2) Dy(0)) + etc... (II1.1)

Distinguons, dans Gy, (z) la partie qui provient de
diagrammes qui restent irréductibles par permuta-
tion, Gy, (z), et la partie complémentaire Gy, (2).
Introduisons d’autre part la somme de la classe de
permutation des diagrammes irréductibles sommés
_(Lans Gy, (z) et désignons ce nouvel opérateur par

“ NP , . , .
Gyv, (2). On peut évidemment écrire :

GVan(Z) = Gl;sz(Z) + Ggfvz(z) = Gslvz(z) +

4 6@ - (600 — @) (I11.2)
E;llpyz contient, outre les diagrammes irréductibles qui
définissent la classe de permutation certains autres
diagrammes, qui sont réductibles. En fait tout dia-
gramme réductible peut &tre considéré comme déduit
par permutation d’un diagramme irréductible sommé
dans G,I)'fyz(z), de sorte que I’on a la relation :

=2 1
Glrj:)vz - GS:)VZ = ; Gy,v,(2) p Gy,v,(2) +
3

1 1
+ Z Z GV]V_-;(Z) E GV3V4(Z) ; GV4V2(Z) + CtC...
Vi Vg
(IIL.3)
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En introduisant III.3 dans III.2, puis I’expression
ainsi obtenue pour Gy,y,(z) dans le second terme du
membre de droite de III.1, on provoque une vaste
simplification qui aboutit & I’expression :

BV(Z) = % ;AV.//(Z) D, (0) +

1 2
+ 3 Y~ (6o, (D + Gy, (2)
Vi ¥ Z

x (Dy,(0) + Ay, (2) D,(0)). (111.4)

Le calcul est ainsi ramené & une forme qui se préte a
Iemploi du théoréme de Résibois. Naturellement,
fidéle a Pesprit des approximations présentées au
paragraphe II nous négligerons le premier terme
de III.4, 1ié A la destruction des corrélations initiales,
et nous calculerons les opérateurs

Ghy(2) et Gyny(2)

4 une certaine approximation suivant le parameétre
collectif du plasma. L’approximation d’ordre le plus
bas selon ce paramétre, dite approximation des
anneaux [11], [25], donne I’effet des processus d’émis-
sion et d’absorption a4 un photon. Les calculs corres-
pondants sont développés dans le paragraphe suivant.
Les contributions d’ordre supérieur donnent I’effet des
phénoménes de diffusion et les phénoménes non
linéaires du second ordre. Ils feraient intervenir des
diagrammes tels que ceux qui ont été considérés, dans
un contexte légérement différent dans la référence [26].

IV. Calcul du rayonnement a Papproximation des
anneaux. — Dans ce paragraphe, nous présentons
avec quelque détail les calculs a I’approximation des
anneaux. Ils sont faits dans I’hypothése d’un plasma
non magnétis€ pour que les expressions soient plus
simples, mais le caractére intrinséque des résultats
obtenus et le cheminement trés paralléle des calculs
permet d’étendre les conclusions au cas ou B est non
nul. Dans ’approximation des anneaux, lesdiagrammes
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He e, -
E, &y =

£
- (oo -éﬂ_::-—x -2-0 — PR
o (T $) aa
--é'--o—<u:)——f i EY o o T 4'(3)
i 2 o055 D -2 o= >4 L
., @) . U_ . (o) (2 £ D (o
EX_ oo -5 1&5,8% + BN o/ ——— (8>
-‘E;'---o—-c—::—o-g’-T ---—-o—-<.:>—1—
L __f-’ﬁ' (H&r) a’ D_— .(O) + ",*I (—E ’8’) EIXI D.-(o)
.- c——— lé,\,a) ----- OC———-- [J’&,X'> J

Ne 2-3

irréductibles ne contiennent que des sommets d’ordre 0
en e® [11], [25], sauf peut-étre le premier et/ou le
dernier. Un exemple de diagramme irréductible, a
cette approximation est présenté sur la figure 7.

Y
AN
4
1
1

]
\
\ ' 0. Q Nl L2 J

FiG. 7.

Les phénoménes physiques d’émission et d’absorp-
tion sont associés a deux parties différentes des opéra-

teurs Y ou ,\—— qui représentent le

dernier élément de matrice du diagramme ou soit
impliqué un oscillateur 4 [13]. Ces deux parties se distin-
guent par la présence d’un opérateur de dérivation des
actions 6/0n, dans ’une, que nous appelons, pour des
raisons qui apparaitront par la suite, partie d’émission et

que nous notons ,b ou >0———- L’autre

—_———

partie, dite d’absorption, est dépourvue de cet opéra-

teur. Elle est notée » >— . L’opé-

ration d’intégration sur les variables d’action de I’équa-
tion III.4, que nous devrons faire pour obtenir une
équation de transport, annule alternativement I'une et
lautre des parties des sommets ou interviennent des
oscillateurs de vecteur K. Le choix ne subsiste que pour
le dernier sommet. Si, cependant, on retient la partie
d’émission de ce sommet, aucune autre partie connexe
porteuse de lignes d’oscillateurs de vecteur K ne saurait
se trouver dans la partie droite du diagramme par rap-
port a lui. Dans cette situation, ’ensemble peut étre
sommé, faisant simplement apparaitre un facteur
(— 1/z), transformée de Laplace de la constante 1.
On parvient a une équation qui s’écrit symboliquement

ou

b [ by g g, gt
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Le résultat sera obtenu en explicitant ces symboles. La ligne de particule modifiée

la somme de la série suivante :

.
'y
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_& ——— ¢ , représente

o

A‘_=-°—<:>—é—-= N 0

1

+ i—n—u + —";J----L—Ll*gtc
Iv.2

On voit facilement que son calcul explicite est possible par la résolution de I'équation :

g S——

¢ y . ¢

Par application du théoréme de Résibois, et en utilisant
les résultats de ce calcul, on obtient aisément 1’expres-
sion explicite des opérateurs numérotés (I) (I) (III)
(IV) et (V) dans I’équation IV.1. Nous esquissons ici le
calcul du premier d’entre eux, ce qui nous permettra de
mettre en évidence quelques points caractéristiques
rencontrés dans ces développements. On introduit
d’abord des notations compactes :

A =

D — jﬂ.--O—-(::__J__ IV.3

!

La résolution de IV.3 permet d’exprimer A4,,;

-1 (5_+4inw_
T, —o\ P 2,

EAEA

Az eg(ev; + w) X

% (3K, ©) 5, (K, w))m;) . av.s

Le premier opérateur de IV.1 s’écrit a ’aide du théo-
réme de Résibois sous la forme d’un produit de convo-

£ & gy Sa— == lution. On rappelle que ce produit est défini, dans le
AE3 A A plan complexe, par
e S SE =ij o — @) el
5] & ] f@) @) = 5 | do'f@ - )g@)  AV.6)
gz)(](, ) = ou C’ est leZcontour du plan complexe représenté sur
— — = la fi 8.
= (K — 0) o — c*kk — 4inwa(K, ») a figure
AK, w) = det DK, ») D o
5= (c2 K — wz)g — KK av.4) //Psles de $(w-w")
. X P
D YK, ») = DK, w)/A (K, w) x e’
= w2 ’
O.U.’(K3 (,O) - 4 inw (JZ) mJ w.l X / —> Qe w
> el N
% j‘dp (vj 81)3'(/1 .l’w) afJ Po)es de 8(¢0)
Kv; — o 6pj
8,,:(K, 0) = Zm o]
> 4 mco ! FiG. 8.
J‘ d (U sl)g"(l ]3 Ck) af]
Kv - ap; On obtient donc
1 j _ , , _ e;
I,=—| do’ — 1)8(eK; — eK3) A, 7 (0") Ay (0 — ') 2 me(v;.87) ——2— . (IvV.7)
2w J e =1 u;,=zl,2 ZJ:( (6K * ¢ Wi i V*%(ck)”
Pour effectuer la sommation sur € on utilise la propriété :
k =
Y 6(eK; — eK7) - 1 - wz(K w)2n(v;.e) =4n ¢ — (K, ) (v;.87) (Iv.8)
: eck — kK —o
d’ou
,  2me 2 e 2,2 2
I——— d Y (Pk? = (0 — 0)) D, (— K, 0 — @) %
ek — 0w & ck—(w— o) v
1 (v .&,) (V;.8,5)
X {6142.101 + 417'[60(3) (K (l))o'(K w))”l")'} _k Zel ﬂ f( ) (IV.9)

LE JOURNAL DE PHYSIQUE. == T. 32, N° 2.3, FEVRIER-MARS 1971

J
12



152

JOURNAL DE PHYSIQUE

Ne 2-3

On introduit le tenseur de corrélation des microcourants, défini par :

.7(1', Pt —1,1) =

<j(r’ t— T)j*(r,, t) >

3

8= = ——
- 7; JK, t — 1, 1) ™, (IV.10)

Dans le cas ou le plasma est considéré comme quasi stationnaire, ce tenseur peut étre représenté par sa

transformée de Laplace par rapport a 7 :

(K, w,t)—ZZZJ-d

V) <K; =

a I’approximation ou nous nous plagons ici :

JK, ) =

2 ne

81’ i

IV.9 s’écrit donc :

Y (2K —

. 1 , € g
Ia=—j dw
2niJde eck —w' ¢ ck — (0 — 0)w
x {6

ranx

Le calcul explicite de ce produit de convolution sera
fait par la méthode des résidus. Les singularités de
Pintégrant situées au-dessous de C’ se composent :

— d’un pdle en w’' = &v;, = eck,
— des zéros de A(K, w’), qui interviennent dans

DK, @)

— d’autres singularités, parmi lesquelles celles de la

J

+ 4 ine (D

:R(w) = = K, '/I > (su.vj) Dlll(t) (Iv.11)

J dp, f(,)(p,) (Iv.12)
- o)) D (- K, 0 — @) x

(K, ), } 3—26kn— Joa(— Ko — o). (V.13)

nap’

D(K, eck) = (2 k* —

D’ou

(K eck) 4 ineck o

2 kY s —

conductivité o(K, »’) dans le demi-plan inférieur.
o étant une fonction- plus, ces singularités existent
toujours. Nous les supposerons, cependant toujours
assez éloignées de I'axe réel de facon a ce que leurs
contributions soient négligeables pour des temps

longs.

Calculons le résidu relatif au pdle w’ = sck, qui
est proportionnel a

(K, eck) . (1V.14)

7N

¢* KK — 4 inecka(K, eck) .

R = 8,7+ (— > KK — 4 inecka(K, eck)); L (— ¢* KK + ¢* KK + 4 inecka(K, ck)),r,s -

Comme u; et u; sont des polarisations transverses :
(KK)yipuz = 0.

Donc

R = 8;7 — (*KK + 4 inecka(K, eck)),, L x
x (¢ KK + 4 inecka(K, eck)),,s

R=6,7—06,7=0. (Iv.15)
Ce résultat est en fait trés général. C’est I’expression
dans ce formalisme du théoréme d’extinction [27], qui
dit que lorsqu’une onde e. m. se propageant dans le
vide entre en interaction avec un milieu, les particules
du milieu réémettent des ondes. Une partie de ce
rayonnement annule exactement I’onde incidente, ce
qui se traduit ici par annulation du résidu relatif au
propagateur libre, I’autre partie constitue I’onde propre
observée. Celle-ci correspond aux résidus relatifs aux
zéros de la relation de dispersion. Une premiére fré-

quence propre wy apparaitra ainsi dans le calcul du

produit de convolution IV.13, puis une seconde w® ¢
induite par les poles en @ du facteur

DN - K, 0 — of)

dans le processus de transformation de Laplace inverse
impliqué dans IV.1.

En utilisant le fait que les cofacteurs D de la matrice
D(K, wf)

sont liés au vecteur de polarisation unitaire e, du
mode « [28] :

DK, of) = € & TrD(K, %), (IV.16)
ainsi que les relations de symétrie classiques (*)
Ti(K, 0} = Jj(— K, 0})
e(— K) = e;(+ K)

av.17

(*) La seconde suppose le plasma faiblement dispersif.



No 2-3

TRANSFERT DU RAYONNEMENT POLARISE DANS UN PLASMA COLLECTIF

153

On peut expliciter aisément les trois premiers termes de IV.1, ce qui donne finalement le résultat brut :

327° ck + ek ck + & ok
ck  04(+ K)|dw% 04(— K)|dwk

Heg(t) =

2

(@) (B)

t
X j drexp — i(0f + o) (t — 1) €&
0

X {e:.j(K, wg).e; + e,,,'j*(K, oh).e¥

a LS

_ Wg — wg (*w*
a * B
0% of* k?

a et B sont des indices relatifs 4 un type de mode propre
et T est le tenseur transposé de T. La seconde partie du
terme entre accolades est spécifiquement liée au carac-
tére longitudinal de la polarisation des modes propres.
Elle est négligeable dans cette analyse, car ce terme est
d’ordre 1 en (w, — wp)/w, par rapport au précédent.

- URR _ *
< J(K, 0f).e; — 5.0, (i—f J(K, w’})) e:): .

Tr DK, 0%) Tr D(— K, of) x

Ba uz'

(IV.18)

327 ck + ek ck + & ok
ck 04(+ K)|owy d4(— K)/ow

Hog =% Y

(@) (B)

t
X j drexp — i(wf + 0f) (t — 1).¢"

Ha Ilz

(w, — wp) doit en effet étre considéré comme petit
devant w,, dans la mesure ou de tels termes sont
retenus a la limite des temps longs. Dans le cas
contraire, en effet ces termes donneraient des contribu-
tions rapidement oscillantes ou amorties. Nous adop-
terons donc finalement le résultat cohérent suivant :

Tr DK, o%) Tr D(— K, of) x

¥ JK, 0f).e + . THK, of). e; }. (IV.19)

Le calcul des quatre derniers termes de I’équation IV.2 est mené de la méme maniére. On obtient finalement le

systéme d’équations suivant :

W0 =Y Y iiy(0) (IV.20)
(2) (B)

0 = =

auaﬂ =da - b{lﬁ ap (IV.21)
by = i(k — k) (Iv.22)

= =27‘Ck2 ck + wy DK, o) ck — of* (- K, of) x
e 0A(+ K)Jow? Ry K)/awK e
x e, (K) ef(K) { e J(K, %) e; + €5 'T*K, oh) e} } . (Iv.23)

Ce résultat a la signification physique suivante : la
matrice de polarisation du bruit électromagnétique est
décomposable en une somme d’éléments relatifs
chacun a un couple particulier de modes propres.
Chacun d’eux obéit a une équation de transfert indé-
pendante des autres. Les théories existantes du transfert
du rayonnement dans un plasma collectif [7] [29] se
réduisent aux seules équations relatives a des couples
de modes propres identiques (x = f).

Le coefficient d’absorption n’est autre que la diffé-
rence des fréquences propres complexes, et le coefficient
d’émission s’exprime a I’aide du tenseur de corrélation
des microcourants et des caractéristiques de dispersion
du plasma. On remarque que les termes relatifs & un
seul type de mode (x = B) sont liés aux propriétés
dissipatives du milieu : partie hermitique du tenseur de
corrélation des courants, et partie imaginaire des

fréquences propres. La valeur initiale des coefficients
s’exprime a laide de I’état des corrélations initiales
entre oscillateurs, entre particules et entre oscillateurs
et particules d’une maniére assez compliquée, que nous
ne reproduirons pas. Nous noterons cependant ce
résultat : ﬂ,ﬁ (¢ = 0) est proportionnel au tenseur

c.el.

Les résultats présentés ici se rapportent au champ
incohérent, auquel n’est associé aucune grandeur
macroscopique. Ce champ est caractéris€é par ses
tenseurs de fluctuations quadratiques moyennes, tel
que le tenseur de polarisation (II.10). Comme ce sont
des valeurs moyennes, ces tenseurs ne jouissent pas
des propriétés de factorisation diadique qui sont le fait
des grandeurs macroscopiques attachées au champ
cohérent. C’est pourquoi la décomposition IV.20
n’est pas une évidence, alors qu’elle I’est au contraire
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dans l’analyse macroscopique de Zelezniakoff [5].
Dans ce dernier travail, I’équivalence entre les équa-
tions qui décrivent ces deux types de rayonnement est
implicitement admise ; un terme d’émission, caracté-
ristique du phénoméne incohérent a simplement été
ajouté de fagon heuristique, car il ne pouvait pas étre
obtenu dans cette approche. Dans notre travail, au
contraire, ces termes s’introduisent de fagon naturelle.
De plus, nous pouvons apporter ici une réponse
convenable au probléme des corrélations de phase
entre modes propres. Ces corrélations se manifestent
par la non-nullit¢ des tenseurs 3,,, pour lesquels
a # B. Dans son traitement Zelezniakoff avait déja
décrit ’absorption de ces termes. Nous y ajoutons
I’expression du coefficient d’émission, négligé par cet
auteur, qui a puisé le sien dans un travail de Tsyto-
vitch [29] ou ces termes sont précisément considérés
comme nuls.

Ces résultats, comme nous I’avons déja souligné, ne
prennent leur sens que dans le cas ot les fréquences des
divers modes propres sont peu différentes. Cette
circonstance se produit dans deux cas importants :
au voisinage d’un point de couplage et dans la gamme
des hautes fréquences. Ce second cas nous a semblé
d’un intérét astrophysique suffisant pour faire ’objet
d’un traitement particulier.

V. Equation de transfert dans la limite haute fré-
quence. — Pour obtenir une équation valable dans ce
domaine de fréquence, il suffit d’exprimer de fagon
approchée les diverses différences (wx — ck). Aupara-
vant, nous transformerons le syst¢éme des équations
1V.20,21, 22,23 en une équation pour le tenseur de pola-
risation total u, en faisant I’hypothése que les vecteurs
de polarisation O et E des deux seuls modes propres
ordinaire o et extraordinaire e sont orthogonaux. On
obtient ainsi une équation de transport tout a fait
semblable a celle qui est présentée dans [5] :

0

3 v.1)

u,j =

Sij = Rijim Wim — Kijim Yim
avec
Kijim = 2 7,(0; 0; 0*0,) +2 (E; Ej*El* E,) +
"+ (. + 7,) (0, E* O} E,, + E,0FE*0,) (V.2)
Rijm = i(w, — o,) (0, E} O E,, — E; O} E} 0,).
(v.3)
On a posé

0g = 0, + iy,, Ox = 0, + iy, .

L’équation V.1 est aisément convertie en une équation
pour les paramétres de Stokes du rayonnement,
I,(A=1,23,4):

IL=1; I,=0;

0
EI" = E;l —KA”I” —RA“I".

I,=U; I,b=V

(V.49
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Les coefficients qui interviennent dans V.4 s’expriment
de fagon assez compliquée a l'aide des vecteurs de
polarisation des modes.

Dans la limite haute fréquence qui est envisagée ici,
on considérera w, — ck, w, — ck, y. et y, comme des
quantités infiniment petites du premier ordre. On
supposera de plus que les vecteurs de polarisation O et
E sont peu différents des vecteurs de base €; et &, de
telle sorte que, Y étant un petit angle considéré comme
du premier ordre :

O=cosz//sl+isinnﬁsz} V.5)

E =isinyg + cosyeg,

Dans ces conditions, les expressions des K, et R,
deviennent simplement :

K1 =K, =K335=Kyy=7,+7,

K12 =K21 =% — ))e

Ky =Ky =i(y, 0, + 7, EY). (V.6)
R;; = — Ry, = i(w, 0, + o, EY)
R34 = — R4z = (00, — we)

Autres R, et  K,,nuls /

Le calcul de perturbation classique, sur 1’équation
de dispersion donne ces quantités en fonction de la
partie hermitique ¢’ et antihermitique ¢” dela conducti-
vité :

o, — ck = — 2 7oy (K, ck)
— ck = — 2 noy,(K, ck)
v = 270l (K, ck) |

@,

(V.7

Y, = 2 n63,(K, ck) /
De méme, par perturbation de la relation
(c* K* — (ck + iy,)?) O = 4 inw% o'(K, wk).O
on obtient
— 2icky,(0.£3) = 4 inck %.0'(K, ck).O
mais comme O = g, + O(Y) on aura finalement
Y, 0, = — 2 mo%(K, ck) . (V.8)

Les mémes méthodes permettent d’obtenir ainsi tous
les autres termes ; elles peuvent évidemment é&tre
étendues au cas ou les propriétés dispersives du plasma
sont essentiellement décrites par la partie T de sa
conductivité relative 3 une population froide. La fré-
quence ck sera alors remplacée par la fréquence wg,
racine de la relation de dispersion.

A =det (k> — 0 —4inwZ)=0. (V.9)

o

Un facteur — 2 oy o4 , qui est d’ailleurs égal a 1
dwk
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pour le cas froid et non magnétoactif habituel, doit
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résulte d’un développement autour de la fréquence

simplement &tre introduit au second membre des libre ck, on obtient exactement ’équation obtenue dans
équations V.7 et V.8. Dans l'approximation qui un travail précédent [30], que nous reproduisons ici :
I\ [(E/\ [4 B c D\[I\ [o 0 o0 0\/I
9[2|_|Eo|_|B 4 0 O gl o o P S||Q (V.10)
o\u E, C 0 4 0)\U 0 —P 0 RJ\U
Vv E, D 0 0 A/ \V 0 —S —R 0/ \V
’ ’ 2
A=4nRe"“—J2”’23 EI=-2—%IE—R6(J'“+J'22) P =47 Reo),
6y — o) 2 nk? , , 65, — 64
B=4nRe% Ey == Re (J31 — J3) R=4ulm—2-22—11
2 (v.11)
C =4nReoy, E, = p 2 ReJy, S =4nImo7,
2
D=4nImo), E,,=2’Zk 21Im J;,

Les arguments des tenseurs ¢ et J sont ici K et ck.
Dans [30], nous avions établi cette équation, par une
autre méthode, qui nous avait conduit a définir des
diagrammes irréductibles ou les lignes d’oscillateurs
n’étaient pas habillées. Le fait que les effets collectifs
aient été éliminés dans ce procédé n’était cependant
pas évident, car en fait tous les diagrammes sommés ici
I’avaient aussi été dans la présentation donnée dans [30].
Le procédé parait donc a priori acceptable, du point
de vue mathématique, mais ’apparition de la fré-
quence ck en argument des coefficients de transport
indique que les effets collectifs ont été perdus malgré
tout. Notre sentiment sur ce point est que comme les
séries que nous sommes amenés a manipuler sont
divergentes, le procédé de resommation apparait
moins comme un probléme mathématique que phy-

sique. De ce dernier point de vue, la méthode employée
dans [30] ne semble correcte que dans la limite des
hautes fréquences, ce qui est confirmé par Ianalyse
qui vient d’étre présentée ici.

VI. Conclusion. — Dans cet article, nous avons
précisé quantitativement l'effet des corrélations de
phase entre modes propres sur les phénoménes d’émis-
sion et d’absorption. Un mode de description du
transfert du rayonnement polarisé et des expressions
générales des coefficients associés sont présentés. Les
équations ainsi obtenues sont réduites & une forme
simple dans la limite des hautes fréquences. Nous
donnerons dans une publication ultérieure des expres-
sions explicites de ces coefficients dans des cas d’in-
térét astrophysique.
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