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LE JOURNAL DE PHYSIQUE

NIVEAUX D’ÉNERGIE DANS UN PUITS DE POTENTIEL DÉFORMÉ
A BORDS ABRUPTS

Par M. GAUDIN et A. M. SAJOT (1),
Service de Physique Théorique, Centre d’Études Nucléaires de Saclay, B.P. n° 2, 91-Gif-sur-Yvette.

(Reçu le 8 juillet 1969.)

Résumé. - On présente un essai de détermination numérique précise des niveaux d’énergie
d’une particule dans un puits de potentiel déformé à bords abrupts, selon la méthode détermi-
nantale décrite par Hill et Wheeler en 1953. Cette méthode s’applique à un modèle de noyau
extrêmement schématique où le potentiel moyen est local, indépendant de spin et de charge,
constant ou infiniment profond à l’intérieur d’une surface limitant un volume donné. Prati-
quement, on s’est restreint à la symétrie axiale et de réflexion, et à une famille de surfaces à
deux paramètres (03B12’ 03B14), bien qu’il soit très possible d’introduire une asymétrie (03B13). Les
résultats préliminaires obtenus permettent, en ce qui concerne le puits infini :

a) De sortir la position des premiers niveaux avec 4 chiffres significatifs exacts dans
le domaine 0  03B12  0,40, 0  03B14  0,15 ;

b) De déterminer l’énergie totale d’un système de nucléons indépendants dans son état
fondamental, par la méthode directe de « somme sur les niveaux » ; de comparer cette énergie
à l’expression donnée par la formule asymptotique pour un gaz de fermions (Hill et Wheeler)
et d’en déduire par différence une « correction de couche » (Strutinsky) relative à ce modèle
schématique ;

c) De calculer la proportion relative des niveaux occupés pairs ou impairs (parité par
réflexion) en fonction de la déformation (référence aux idées de Kelson et Griffin sur la fission
asymétrique) ;

d) En ce qui concerne le puits de potentiel fini, d’obtenir avec une précision moindre
(de l’ordre de 2 %) la variation d’ensemble des niveaux avec le paramètre de déformation
quadrupolaire 03B12, dans le domaine 0  03B12  0,45.

Abstract. 2014 We present an attempt of accurate numerical calculation of the single
particle energy levels in a deformed box, using the method described by Hill and Wheeler
in their 1953 paper. This method is also applied to the finite potential well with sharp edge.
The results allow us to calculate the shell correction for the kinetic energy of a system of
nucléons in a box, as a function of the déformation parameters 03B12, 03B14.
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I. Introduction. - Les tentatives actuelles en th6orie
de la fission, pour d6passer les mod6les classiques insuf-
fisants meme en ce qui concerne la statique du pheno-
mène, font intervenir les effets quantiques les plus
simples qui se manifestent dans 1’existence des niveaux
discrets, dans les fluctuations de la densite de niveau
et dans la structure en couche du noyau. Le cadre

th6orique de cette description est celui du mod6le
collectif tel qu’il a ete formul6 par exemple dans 1’ar-
ticle de Hill et Wheeler de 1953 [1] en vue de son
application a la fission nucl6aire. Le noyau y est consi-
dere comme un systeme de nucl6ons independants en
mouvement sous l’action du champ moyen cree par
la partie a longue port6e du potentiel internucl6on. On
sait que cette hypothese d’ind6pendance est compa-

tible avec 1’existence de correlations a courte port6e
relativement rigides, ce quijustifie I’hypoth6se approxi-
mative d’incompressibilité du fluide nucl6aire et expli-
que sa propriete de saturation. Dans ce modele, le
potentiel moyen est constant a l’int6rieur d’un certain
volume dont la grandeur est d6termin6e par le nombre
total de nucl6ons et la densite d’équilibre de la mati6re
nucl6aire. Ce potentiel est donc d6fini uniquement par
la forme de la surface limite, surface diffuse mais dont
l’ épaisseur est negligee. La condition de coherence est
satisfaite, s’il existe un remplissage des niveaux indi-
viduels dans le puits de potentiel cherch6, tel que la
densite locale soit constante a l’int6rieur du noyau et
induise le champ moyen correspondant (on n6glige ici
encore la non-localit6 due a 1’6change).

Toutes ces conditions ne seraient satisfaites que par
une application rigoureuse de la m6thode de Hartree-
Fock (et meme Hartree-Bogoliubov dans 1’hypothese
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des paires ind6pendantes) avec des contraintes ext6-
rieures donn6es et un potentiel effectif a deux corps
(matrice G) dependant de la densite pour obtenir la
saturation. En attendant que se realise un tel pro-
gramme pour les noyaux lourds, on utilise donc seule-
ment les hypotheses simplificatrices de saturation
extreme du modele de la goutte liquide, c’est-a-dire
l’incompressibilité et la surface abrupte.
La premiere 6tape est de determiner « la surface

d’6nergie potentielle » la plus basse, c’est-a-dire 1’ener-
gie de 1’etat fondamental intrinseque, comme fonction
des quelques param6tres de deformation qui d6crivent
la surface nucl6aire. Ceci correspond dans la m6-
thode H.F. au calcul de la valeur moyenne de 1’hamil-
tonien comme fonctionnelle de la matrice densite a
une particule. La connaissance de la surface d’énergie
dans 1’espace des param6tres est pr6alable a toute
6tude dynamique dans une hypothese adiabatique,
c’est-a-dire d’6volution lente. On sait que cette hypo-
th6se a le plus de chances d’etre vérifiée dans la fission
a basse 6nergie, quand le noyau passe au voisinage du
seuil : son 6nergie cin6tique y est minimale (classi-
quement), d’oii- l’importance des 6tats de transition,
definis au point seuil, et qui ont un certain temps de
vie dans le voisinage du seuil.

Si I’hypoth6se adiabatique n’est pas valable (ce qui
depend des param6tres d’inertie du mouvement collec-
tif), il faudrait aussi connaitre les surfaces d’énergie
les plus basses, entre lesquelles le noyau fissionnant
peut effectuer des transitions. Plus g6n6ralement, il
faudrait obtenir la densite de niveau nucl6aire au

voisinage du niveau de Fermi en fonction de la d6for-
mation, et la dynamique serait d6crite par une equation
de diffusion [2].

Revenons au probl6me de la surface d’énergie mini-
male. De nombreux auteurs [3] ont cherch6 a d6ter-
miner cette surface avec les hypotheses simples d6crites
plus haut en partant d’un schema de niveaux de
particules fourni par diff6rents modeles : puits harmo-
nique anisotrope, boite sph6roidale [4], modele de
Nilsson [5, 6]. Sauf dans le modele de la boite ou du
puits infini ou 1’energie est purement cin6tique, la
difficulte est de d6finir 1’6nergie totale a partir des
energies individuelles. On peut montrer plus ou moins
bien que pour 1’etude des variations de 1’energie totale
on peut se limiter a la somme sur les niveaux [4]. Seuls
ne contribuent aux variations rapides de cette somme
que les niveaux voisins du niveau de Fermi. Cependant
une telle somme exige une grande precision sur la
determination des niveaux individuels, et ceci globa-
lement. C’est pourquoi Strutinsky a utilise une m6thode
diff6rentielle a partir du schema de niveaux de Nilsson
dont les propri6t6s locales sont bien confirm6es par
l’ expérience. 11 determine ainsi les variations de la
surface d’6nergie autour d’une surface moyenne plus
r6guli6re, d6duisant donc du schema de niveaux la cor-
rection de couche. Cette correction est ensuite super-
posee a une surface d’6nergie moyenne r6aliste, donn6e
par exemple dans le modele de la goutte liquide.

Dans ce travail, nous avons voulu regarder sur un
modele simple, d6pourvu de paramètres ajustables,
les effets de structure mis en evidence par Strutinsky,
pensant que ceux-ci se manifestent dans n’importe quel
modele fournissant une structure en couche pour la
forme sph6rique. C’est pourquoi nous avons repris le
modele du puits de potentiel infini deja considere par
Wheeler [1] et par Moszkowski [4], modele non r6aliste
et ultra-schématique mais dont les hypotheses sont
nettes. Dans un tel mod6le, il n’est pas question de
charge, ni de spin. L’absence de couplage spin-orbite
n’empeche pas 1’existence de niveaux sph6riques bien
groupes qui définissent d’autres nombres magiques
comme l’indique la figure 1.

FIG. 1. - Niveaux d’6nergie dans un puits de potentiel
sph6rique de profondeur infinie a gauche, et de pro-
fondeur finie a droite (x = 10,559). Existence des
couches a N = 29, 36, 69...

Notre intention était en fait de d6passer le stade du
puits infini ou de la boite, pour appliquer la meme
m6thode au calcul des niveaux du puits de potentiel
fini a bords abrupts, dans la region des grandes d6for-
mations. Nous n’avons fait qu’amorcer cette 6tude :
les niveaux sont calcul6s avec une moindre precision
que dans le cas du puits infini et les regions de d6for-
mation critique (forme d’6quilibre instable d’une

goutte au seuil de fission) ne sont pas atteintes. Dans
le cas du puits de potentiel de profondeur finie se pose
le probleme du comportement avec la deformation
des niveaux les moins lies, qui sont les plus importants
puisque voisins du niveau de Fermi. Leur variation
avec la deformation ne saurait etre d6crite par aucun
modele a paroi infini; d’ou l’int6r6t de considerer un
modele sch6matique pour r6soudre ce probl6me d’ex-
trapolation des niveaux proches du continu aux grandes
elongations.
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II. Le modele de la boite ou du puits infini. - On
consid6re un systeme comprenant N fermions de meme
espece dans un volume donne, limit6 par une surface
de revolution (S) dont la forme depend d’un petit
nombre de parametres : a2, Cl3, Cl4’ En coordonn6es

polaires (r, 0, cp), 1’6quation de la m6ridienne (C) de
la surface (S) s’6crit commod6ment en fonction des

polynomes de Legendre en cos 0 :

Nous avons choisi le volume limit6 par (S) 6gal a
celui de la sphere de rayon 1; ce qui n’est pas une
restriction pour des raisons dimensionnelles.
Dans ces conditions, le nombre X qui figure dans (1)

est d6fini par la condition de conservation du volume :

On a represente sur la figure 2 une famille de telles
courbes (C).

FIG. 2. - Fanlille de courbes m6ridiennes C (a2, ll4).

Le programme est le suivant :

a) Calculer numeriquement avec une precision suf-
fisante les premiers niveaux de particules dans un
certain domaine de deformation.

b) Calculer 1’energie de 1’6tat fondamental a N par-
ticules, pour diverses valeurs du nombre N correspon-
dant a des cas typiques soit de couches completes
sph6riques, soit de couches incomplètes, dans le do-
maine de deformation choisi.

c) Comparer cette 6nergie totale a celle du « mod6le
classique » correspondant, de façon a presenter les
resultats sous forme de la difference entre 1’energie
totale d6termin6e numeriquement et une estimation

classique de cette 6nergie donn6e par une formule
asymptotique. Nous avons utilise 1’expression de Hill
et Wheeler (2) pour 1’energie d’un gaz de Fermi.
L’oscillation r6siduelle manifeste alors clairement les
effets de couche, proprement quantiques. Meme si la
formule de reference H.W. est insuffisamment exacte,
c’est une façon commode de presenter les choses,
puisque la formule classique absorbe une partie impor-
tante de la croissance de 1’energie avec la deformation
(fig. 9 a, b, c).
Comme 1’ont revele les travaux precedents, le pro-

blème abord6 par la m6thode brutale de somme sur
les niveaux est domine par la question precision. Si,
dans un noyau lourd, A = 240, on veut appr6cier
une fluctuation de 10 MeV, sur 2 000 MeV d’6nergie
totale, il faut une precision relative de l’ordre de 10-3.

A
Cette 6nergie etant une somme sur A = 60 niveaux,4
la precision relative sur un niveau doit etre environ
60-1/2 10-3 = o(lo-4). 11 est donc nécessaire de cal-
culer chaque niveau avec 4 chiffres significatifs exacts.
C’est cette precision qui, pratiquement, d6terminera
a la fois’ le nombre quantique principal maximal que
l’on ne pourra d6passer et le domaine de variation des
param6tres de deformation.

III. Ddtermination des niveaux d’énergie. -
III.1. PUITS DE POTENTIEL INFINI. - L’équation de
Schrodinger et les conditions aux limites pour une

particule de masse m enferm6c dans le volume limit6
par la surface (S) d6finie par 1’6quation (1), s’6crivent :

Ce systeme n’a de solution non nulle que pour un
ensemble discret de valeurs r6elles positives k2.

L’6nergie du niveau correspondant est :

ou R designe le rayon de la sphere 6qu’valente au
« noyau A ». On pourrait prendre approximativement :

pour estimer 1’ordre de grandeur des energies en MeV,
mais dans la suite on utilisera toujours la quantite sans
dimension e = k2.

Les sym6tries du systeme sont la sym6trie axiale et
la sym6trie de reflexion dans le cas a3 = 0. Les
niveaux seront donc s6par6s par familles de moment
angulaire axial donne M = 0, 1, 2, ..., et dans le
cas OC3 = 0 en deux classes, paires et impaires dans
la reflexion par rapport au plan de symetrie orthogonal
a 1’axe.

(2) Article cite ref . [I], appendice, fin. 11.
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11 est commode de d6velopper la fonction d’onde
inconnue § sur la base complete des ondes sph6riques :

Cette base est bien adaptee aux formes de sur-

faces (S) voisines de la sphere (bien que nous ne nous
limitions pas aux tres petites valeurs de a2 ou (X4)’ Son
int6r6t essentiel est que les fonctions PM et jl sont des
fonctions tres simples a calculer numeriquement par
recurrence. La s6rie (6) 6tant convergente, il existera
une approximation suffisante de 03C8m a L1 termes :

La borne Ll reste a determiner. Si la parite par
reflexion est d6finie, n’interviendront dans le d6velop-
pement (7) que les termes de meme parite en L. La
condition aux limites sur (S) nous donne, d’aprcs les
equations (1) et (3) :

La fonction 9 (x) sur [-1, + 1] depend de Ll coeffi-
cients AL : elle ne peut etre nulle identiquement,
mais seulement en general en Ll points qu’il faut
choisir de sorte que la fonction y(x) soit la plus voisine
possible de zero. Raisonnons d’abord sur le cas M = 0.
La fonction cp (x) naturellement d6finie sur [-1, + 1 ]
est sans doute d6veloppable en s6rie de fonctions de
Legendre : 

-

Le th6or6me sur lequel repose la m6thode d’int6-
gration de Gauss-Jacobi [8] nous dit que les coeffi-
cients BL sont nuls jusqu’a l’ordre L1 inclus, si cp(x)
s’annule sur les Ll zeros de PLl+1’ Ces zeros sont les
noeuds des formules d’int6gration. Ils sont donn6s dans
les tables [9] avec 12 chiffres d6cimaux par exemple.
La fonction cp (x) n’est pas nulle, mais orthogonale
aux Ll premiers polynomes de Legendre. Ceci entraine
que, dans (8), nous tenons compte surement du d6ve-
loppement de chaque jL-l(kF(x)) en fonction de

Legendre jusqu’a l’ordre L, au moins. Soit donc « Xi »
la subdivision choisie d’ordre L1, nous 6crirons les

L1 conditions :

qui entrainent :

Nous avons raisonn6 uniquement sur le cas M = 0;
dans le cas M = 0, on devrait utiliser les noeuds definis
par PL,,,M-I(xi) = 0, nous ne 1’avons pas fait pour
éviter de changer de subdivision xi avec M. On peut
justifier la chose ainsi : la fonction y(x) contient un
facteur sans importance qui peut etre singulier en ± 1,
(1 - X2)]’1/2; la fonction cp(x) (1 - x2) -M12 est alors

d6veloppable en fonction de Legendre d’ordre 0.

L’experience justifie ce point de vue.
La m6thode force donc la fonction d’onde a s’an-

nuler en des points de la m6ridienne (C) assez regu-
li6rement espaces angulairement : autrement dit, la
particule n’est maintenue dans la cavite d6finie par S
que par une grille dont la maille diminue avec l’ordre
de la subdivision. Cette cage n’est efficace que si la
« longueur d’onde » de 1’etat stationnaire correspon-
dant est sup6rieure a la dimension de la maille, ce qui
donne une limitation sur les nombres quantiques,
orbital ou principal, donc une borne approch6e pour
les valeurs de k.
Le determinant (10) AL,,(k) est une fonction r6elle

de k ais6ment calculable dont on obtient syst6mati-
quement les premiers zeros par une m6thode d’inter-
polation lin6aire classique.

III.2. PUITS DE POTENTIEL FINI. - La m6thode

pr6c6dente s’6tend directement au cas du puits de
potentiel de profondeur fini, a bords abrupts. Le
probleme depend du parametre supplémentaire :

L’équation de Schrodinger nous donne :

On est alors amene a rechercher les zeros de la

fonction 02L,(k) qui est le determinant d’ordre 2Ll
suivant, de dimension double du determinant (10) :

Dans (14), les fonctions de Hankel sont ainsi d6finies :

La condition A = 0 exprime simplement les conditions de raccordements aux diff6rents points « xi » de
la m6ridienne (C).
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IV. Le calcul numerique. Controle. - Les calculs
ont ete effectu6s sur le calculateur CDC 6600. La
m6thode utilis6e a ete controlee par une s6rie de tests

num6riques interm6diaires que l’on decrit rapidement
ci-dessous.

IV .1. CALCUL DES FONCTIONS DE BESSEL ET DE

LEGENDRE. - Le tableau I rassemble les niveaux du

puits infini sph6rique, qui sont donn6s par les premiers
zeros des fonctions de Bessel sph6riques. Pour atteindre
A = 260, il suffit de se limiter a l’intervalle en k

compris entre 3 et 11 et a un moment angulaire 1  7.
Si le rapport, grand axe/petit axe, des courbes (C) est
inf6rieur a 2, l’argument kr =- kF des fonctions de
Bessel varie en gros dans le domaine 1,5 a 20. Dans un
tel intervalle, une bonne m6thode r6currente de calcul
des fonctions de Bessel donne 8 chiffres significatifs
exacts dans le domaine 0  1  20.
On a la meme precision pour les polynomes de

Legendre jusqu’a M, 7. Dans les deux cas, les tables
num6riques connues permettent la comparaison et

confirment la precision.

TABLEAU I

IV. 2. CALCUL DE DETERMINANTS. - Les elements
de matrice du determinant (10) sont d’un ordre
de grandeur analogue a l’int6rieur d’une meme ligne
(L + M fix6), et l’expérience montre que de tels
determinants n’ont rien de pathologique (un exemple
de determinant pathologique est celui de Hilbert :

apl I = p + 1 q ; ; ; - [1, N]. Sa valeur est extr6-

mement petite, de l’ordre de exp (- N2), alors qu’onmement petite, de l’ordre de exp(- N2), alors qu’on
s’attendrait a 1’unite pour des elements al6atoires du
meme ordre de grandeur). Le sous-programme de
calcul des determinants (en double precision 6600)
a ete test6 pour des determinants de valeurs connues
a priori. Le tableau II donne pour les differentes

valeurs de l’ordre N du determinant les resultats

num6riques du calcul et la valeur exacte du d6ter-
minant :

On obtient une precision relative d’au moins 10-8

jusqu’a N = 90.

TABLEAU II

CALCUL NUMERIQUE DU DETERMINANT
I / I

TABLEAU III

CALCUL D’UN ZERO DE DN(X)
PAR INTERPOLATION LINEAIRE ITEREE
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IV. 3. RECHERCHE DES ZEROS PAR LA METHODE
D’INTERPOLATION LINEAIRE. - On a pris 1’exemple
suivant :

orthogonale. La matrice :

a donc pour valeurs propres les nombres 1, 2, ..., N.
On a calcule que les zeros de la fonction num6rique :

Le tableau III donne les resultats de l’interpolation
lin6aire convergente vers x = 6, pour N = 40, 60.

IV . 4. TEST DE LA SPHERE EXCENTREE. - Les fonc-
tions d’entree et les elements de la m6thode 6tant

testes, il restait a l’appliquer a un cas dont les resultats
fussent connus et servent de point de comparaison. On
a choisi la courbe m6ridienne (Co) d’6quation polaire :
r = Fo (x) = CX + V1 - c2 ( 1 - x2), 0  c  1

(x = cos 6) .
C’est un cercle de rayon 1 et de centre (6 = 0, r = c).

On doit donc obtenir les niveaux du puits infini sph6-
rique (rassemblés dans le tableau I). Nous donnons
dans le tableau IV les premiers zeros de A,,,(k) (nume-
rot6s par le nombre quantique radial n), pour une
subdivision a 15 noeuds, « 1’excentricite » c variant
de 0,2 a 0,9. On a s6par6 les niveaux selon les divers M.
L’examen de ces resultats appelle les remarques
suivantes :

a) La precision d6croit avec le rang du niveau
au-dessus du fondamental a M donne. Elle croit donc
avec M, pour une region d’6nergie donn6e.

b) Dans la region c 5 0,7, k  11, M , 7, on a
5 chiffres exacts pour 40 niveaux et 4 chiffres seulement

pour trois d’entre eux. Dans le voisinage des fondamen-
taux, la precision peut atteindre 7 ou 8 chiffres.

c) Jusqu’a c = 0,8, on peut encore compter par-
tout sur une precision relative de 10-3, 1’abaissement
de precision 6tant du a quelques niveaux M = 0, 1, 2,
des plus 6lev6s.

d) Pour J’excentricité c = 0,9, la precision tombe
brutalement a 2 X 10-2 pour certains niveaux.

e) Pour c = 0,7, les deux niveaux voisins 2f et li
ne sont plus obtenus pour M = 0, alors qu’ils le sont
tres bien pour M &#x3E; 1. Ce phenomene est constant
des que l’ordre du determinant Ll est insuffisant pour
le rang des niveaux consid6r6s. La fonction d’onde ne

peut plus etre d6velopp6e avec la precision suffisante
sur seulement Ll fonctions de base. Ce point est 6tudi6
dans le paragraphe suivant.

IV. 5. TEST DE CONVERGENCE. - On a examine,
dans le cas de la sphere excentr6e, le probl6me de la
representation d’une fonction d’onde sur la base
des j, Pl. Si l’on pose R = (r2 + C2 - 2rex)1/2, les

fonctions d’onde s dans la sphere excentr6e ont toutes
la meme dependance fonctionnelle en (sin kR) /kR,
qui admet le d6veloppement connu :

On a 6tudi6 la convergence de cette s6rie en la tron-

quant a 1’ordre L, et en se plaqant sur le cercle de
rayon 1 pour les valeurs propres k = N7t. On a donc
examine la convergence vers zero de la somme suivante :

les points xi 6tant les noeuds de la subdivision choisie.
Les resultats sont les suivants, pour une subdivision
de 11 n0153uds :

N = 1, itat fondamental :

convergence de SLmax vers 10-4 a lO-22 pres pour
Lmax &#x3E; 13, dans toutes les directions (tous les xz).

convergence vers 10-14 en 6 termes vers I’arri6re

(xi voisins de - 1) et en 12 termes vers 1’avant

(x2 voisins de + 1).
N = 2, deuxième itat s :

S converge vers 10-14 en 12 termes dans toutes les
directions.

S converge vers 10-14 en 12 termes vers 1’arriere
en 17 termes vers l’ avant.

S converge vers 10-14 en 9 termes vers 1’arriere
en 20 termes vers 1’avant.

N = 3, troisième itat s :

e = 4; c- 0,42
S converge vers 10-14 en 14 termes vers I’arri6re

en 18 termes vers 1’avant.

S converge vers 10-14 en 13 termes vers I’arri6re
vers 10-9 en 20 termes vers I’avant.

S converge vers 10-14 en 18 termes dans toutes les
directions.

e = 12 ; c N 0,96
S converge vers 10-14 en 20 termes vers I’arri6re

vers 10-5 en 20 termes vers l’ avant.
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TABLEAU IV 

PUITS INFINI : TEST DE LA SPHERE EXCENTREE

Li = 15 ; 0  M  5 ; c, excentricite ; n, nombre quantique du niveau
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TABLEAU IV (suite)
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TABLEAU IV (suite)

Ce test de convergence montre comment la precision
tombe dans la direction en avant, pour des excentricit6s
aussi fortes que 0,9. Pour obtenir 5 chiffres sur tous les
niveaux du domaine explore dans 1’exemple trait6
section IV . 4, il aurait fallu choisir Li = 20. On s’est
limit6 a L1 = 15, ce qui nous a permis d’atteindre
l’excentricité c = 0,8.

V. Calcul numerique. Rdsultats. - V .1. PUITS
INFINI. - Nous appuyant sur les r6sultats precedents,
nous pensons que la precision atteinte dans le cas de
courbes m6ridiennes quelconques pas trop irr6guli6res
leur est comparable. Puisque le test de la sphere
excentr6e nous donne 4 chiffres significatifs exacts pour
des excentricit6s inf6rieures a 0,7, on se limitera a des
courbes m6ridiennes ayant une « excentricite » du
meme ordre, ce qui correspondra a un rapport grand
axe/petit axe inf6rieur a 2. Ceci d6finit un domaine
en (X2, a4, contenu dans :

0Cl20,50 et 0  oc4  0,15

(pour les petites deformations, le param6tre P usuel
. 3 

vaut environ 2 CX2vaut environ
2 2 .

Nous nous sommes donc limites aux formes allong6es
et en halt6re ( f ig. 2). Ce domaine ne contient donc
pas les formes d’equilibre instable des noyaux au seuil
de fission, mais n’en est pas loin. Cohen et Swiatecki [10]
donnent en effet les valeurs suivantes des parametres «2
et Cl4 (les autres sont n6gligeables) correspondant au
seuil de fission d’une goutte liquide charg6e avec les
constantes du noyau 236U :

Rayon maximum : 1,71
Rayon minimum : 0,64.

Une elongation a2 = 0,50 correspondrait en gros
a un § 6gal a 0,80.
Dans le domaine des deformations oc2, a4 d6fini pr6-

c6demment, on a choisi un pas de 0,03 en a2 et 0,05
en a4. Tous les niveaux ont ete sortis jusqu’a une valeur
maximale k m 2 "x 6gale a 160, c’est-a-dire jusqu’au ni-
veau 4s inclus. La sym6trie de reflexion permet de
s6parer le calcul des pairs et des impairs, donc de
conserver une dimension raisonnable pour les d6ter-
minants du type (10), tout en doublant l’ordre du
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d6veloppement des fonctions d’onde. Le choix de la
dimension, donc de la subdivision « Xi », r6sulte d’un
compromis entre la necessite d’une representation
correcte des fonctions d’onde déformées et la necessite
de maintenir une precision suffisante dans le calcul du
determinant. On s’est fix6 a la subdivision a 10 noeuds

(zeros de P21), ce qui donne des determinants d’ordre 11
ou 10 selon la parite + ou -. Au-dela de 10,1’ordre
des fonctions de Bessel d6passe 21, elles sont calcul6es
avec une precision insuffisante dans la zone de transi-
tion qui precede le point tournant, et la precision sur
les niveaux passe de 10-4 a 10-3 : le tableau VI permet
d’en juger. Les niveaux impairs y ont ete calcul6s

pour OC2 = 0,42, a4 = 0, avec trois subdivisions diff6-
rentes : 9, 11 et 13 noeuds. La stabilite est remarquable
de 9 a 11 : la difference des energies calcul6es des
niveaux impairs est 0,04 sur un total 6gal a 2 500 envi-
ron. La variation est de 1 quand on passe a 15 noeuds.
Comme dans le cas du puits infini sph6rique excentr6

(voir tableau IV), on a surement d6pass6 la limite
acceptable de precision lorsque des couples trop voisins
de niveaux disparaissent (par paire) (voir fig. 3). Ceci

FIG. 3. - Figure montrant la disparition par paires de
certains couples de niveaux dans une region de trop
grande deformation ou pour des energies trop 6lev6es.
Phenomene du a la dimension insuffisante du d6termi-
nant ou du d6veloppement de la fonction d’onde.

a trait a la propriete générale des niveaux de memes
nombres quantiques que l’on observe ici, a savoir que
les niveaux ne se croisent pas, mais s’échangent. Tout
se passe comme si le spectre avait, a toute deformation,
une approximation d’ordre 0 donn6e par un hamil-
tonien separable, la dégénérescence aux croisements
6tant levee par un potentiel r6siduel perturbatif. On
constate que la distance d’approche des niveaux peut

etre assez petite, par exemple pour a4 = 0,10, CX2 = 0,36
M = 0, on a le couple s6par6 116,3 et 117,3. La
determination d6taill6e des courbes (fig. 3) sur les-
quelles le determinant s’annule dans le voisinage d’un
groupe de deux ou trois « niveaux » proches montre
que la disparition de certains niveaux par paires pour
les grandes deformations n’est pas due a une mauvaise
precision du calcul du determinant ou de ses zeros.
Ceci vient de la limitation des moments orbitaux
admis : la fonction d’onde dans un puits trop déformé
ne peut etre representee correctement par le nombre
choisi de termes. Celle-ci est forcée de s’annuler en
certains points fixes de la m6ridienne (C) : ces condi-
tions aux limites ne sont pas hermitiques et les energies
peuvent devenir complexes. C’est probablement ce qui
se passe (nous n’en avons pas une preuve directe)
lorsque les points « xi » de (C) ne peuvent etre relies
continument par une ligne (C’) de zeros de A ayant
la meme connexit6 que (C). On a, en tout cas, v6rifi6
que la disparition des niveaux était repouss6e a une
valeur plus grande de la deformation en augmentant
seulement un peu le nombre de noeuds. On est alors
limit6 du cote de la precision du calcul des fonctions
de Bessel, mais celle-ci pourrait sans doute etre am6-
lior6e.

On a represente sur les figures 4 et 5 la variation
d’ensemble du spectre pair et impair en fonction de a2,

FIG. 4. - Niveaux d’6nergie de R-parit6 positive
en fonction de ll2’ dans le puits de potentiel infini.

pour a4 = 0, dans la region ou nous sommes surs
d’avoir tous les niveaux. On y distingue les zones de
fortes densit6s et les zones lacunaires qui sont la cause
immediate des oscillations de 1’energie totale en fonction
de la deformation.
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FIG. 5. - Niveaux d’6nergie de R-parité negative
en fonction de a2 (a4 = 0), dans le puits de potentiel infini.

V.2. PUITS FINI. - Nous avons obtenu quelques
resultats pr6liminaires concernant les niveaux du puits
de potentiel de profondeur finie, en appliquant les
m6thodes d6crites ci-dessus et la th6orie de la sec-

tion III . 2. Pour les memes raisons que precedemment,
on se limite a Li = 10, 12, 15 au maximum, ce qui
am6ne a chercher les zeros d’un determinant A d’ordre
20 a 30. Les resultats du test de la sphere excentr6e
sont resumes dans le tableau V. Les niveaux d’6nergie
dans le puits sph6rique sont ais6ment calcul6s a toute
profondeur (nous avons choisi la valeur :

pour laquelle Feenberg [11] les avait determines), les
conditions de validite sont plus s6v6res que dans le cas
infini. On obtient encore 4 chiffres significatifs exacts
sur 1’ensemble des niveaux jusqu’a des « excentricites »
c = 0,4, en se limitant a Ll = 17 (ici on n’a pas la
sym6trie par reflexion, le d6veloppement de la fonction
d’onde va jusqu’a P16 et 1’on a des determinants
34 X 34). En augmentant la dimension jusqu’a
Li = 19, on peut aller jusqu’à c = 0,5, en conservant
4 chiffres significatifs (voir tableau V (suite)).

Pour des excentricit6s plus grandes, on perd un ou
deux chiffres, mais si la precision ne permet plus
d’effectuer valablement une « somme sur les niveaux »,
elle est tout de meme suffisante pour representer a 2 %
pr6s 1’allure correcte du spectre.

Revenant a la famille de courbe C( (X2), on a choisi
L1 = 12, ce qui fait intervenir jusqu’a P22 a cause
de la sym6trie. On a obtenu la variation du spectre

FIG. 6. - Niveaux d’6nergie dans le puits de poten-
tiel fini a bords abrupts en fonction de la d6fonna-
tion ll2 (x = 10), R-parite positive.

-

FIG. 7. - Niveaux d’6nergie dans le puits de poten-
tiel fini a bords abrupts en fonction de la def orma-
tion a2 (x = 10), R-parite negative.
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avec oc, jusqu’a environ OC2 N 0,50, pour quelques
valeurs de x :

x = 9,814
x= 10
x = 10,559.

Les spectres pairs et impairs sont représentés sur les
figures 6 et 7 pour diverses valeurs de M et pour
x = 10. Les 6nergies sont comptées à partir du fond

du puits de potentiel en unite’s 
A2

du puits de potentiel en unites 2mR2 

TABLEAU V

PUITS FINI : I TEST DE LA SPHERE EXCENTREE

TABLEAU V (suite)
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TABLEAU VI

INFLUENCE DU CHOIX DE LA SUBDIVISION
SUR LA PRECISION

NIVEAUX IMPAIRS DU PUITS INFINI : a2 = 0,42, a4 = 0
SUBDIVISION A 9, 11 ET 14 NCEUDS

VI. L’énergie totale. - L’6nergie totale des N fer-
mions identiques enclos par (S) est donc entierement
cin6tique : 1’6nergie du fondamental s’6crit donc en
unites reduites :

N / %2 B

i ( ET = h2) (23)ET == 1 = 1 ET == 2mR2 ET (23)

ou la somme porte sur les N premiers niveaux occup6s,
compte tenu de leur dégénérescence (1 pour M = 0,
2 pour M &#x3E; 0). La fonction ET = ET(N, a) a 6t6
calcul6e pour diverses valeurs de N correspondant a
des couches completes ou non. Dans le premier cas,
ET(N, a) pr6sente un minimum absolu pour oc = 0,

dans le second cas pour (X =1= 0. Les figures 8 et 9
illustrent l’un et 1’autre cas en montrant la croissance
assez rapide de ET avec les param6tres de deformation.
Cette quantite ET, qui est 1’energie totale du systeme

FIG. 8. - Formule asymptotique de Wheeler. Allure
de ECL en fonction de la deformation (6nergie totale
de N nuel6ons en fonction des parametres de def or-
mation a3 et all4).

dans un modele beaucoup trop idealise, n’est pas
directement int6ressante. On a donc compare ET a
1’expression ECL(N, a) de 1’energie du système « clas-
sique » correspondant (classique signifie seulement :
N grand). Cette comparaison a ete faite par H.W. pour
un systeme de fermions dans une boite [1] et reprise
par Myers et Swiatecki [12]. La quantite ECL est un
d6veloppement en puissances descendantes du para-
metre :

La dependance dans la deformation intervient dans
ces premiers termes par l’interm6diaire des quantités :

Pour la sphere, on a S = 1 et L == 2.
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Les figures 9 montrent la variation de ECL (calcul6e
avec les trois termes de (25)) avec le parametre a2 :
la croissance des courbes ECL et ET est semblable. On
verra en effet que la difference 8 :

a une amplitude de variation beaucoup plus faible.
11 serait int6ressant de connaitre le d6veloppement
de e,, jusqu’au terme constant inclus (termes en k2, k,
k°) de façon a absorber au maximum la dependance
de c, dans la deformation et a reduire 1’6cart a a sa

partie purement oscillante. Dans tous les cas, l’expres-
sion a trois termes de ECL donne une approximation
de ET de l’ ordre de 1,5 %; l’ oscillation r6siduelle est

de l’ordre de 0,5 %, il semble donc qu’un terme a
variation lente en k2, k, ..., dans ECL pourrait encore
diminuer 1’ecart.

VII. L’oscillation rdsiduelle de I’énergie. - A
l’observation des familles de courbes 03B4(a2, (X4’ N), on
peut faire les remarques suivantes :

a) Ces courbes 3 ne repr6sentent que la diff6rence
ST - ECII ou si l’ on veut la « correction de couche »
dans le modele consid6r6. Dans un modele plus r6aliste,
c’est la quantite dont on pourrait corriger une formule

FIG. 9. - Croissance compar6e de 1’energie totale CT et de l’approximation classique ECL :
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de masse bas6e sur le modele de la goutte liquide par
exemple, tenant compte correctement des energies de
surface, de sym6trie, coulombiennes, etc. Du fait de la
compensation approximative des deux termes d’énergie
superficielle et coulombienne, au voisinage de la forme
sphérique, 1’6nergie de la goutte varie beaucoup moins
vite avec la deformation que la quantite ECL de notre
modele. Les fluctuations de la quantité 03B4 se surimposent
donc a la variation r6guli6re de 1’6nergie de la goutte
sans que soient trop perturb6es les positions des minima,
tout au moins jusqu’aux environs de la deformation
correspondant au seuil de fission (3). Etant donne le
caractere trop sch6matique du modele trait6 ici, nous
n’avons pas cherch6 a reconstruire une « surface

d’energie » approximative.
b) Avec des fluctuations locales, les courbes03B4(X2)

manifestent le meme comportement oscillatoire, et

aussi une sorte de stabilite des valeurs de OC2 correspon-
dant aux maxima et minima, lorsque N varie sur quel-
ques unites ( fig. 10). Le faisceau des courbes pour
diverses valeurs de N parait aussi parfois avoir quelques
« points fixes », par exemple :

40  N  44; OC2 - 0,12 ; oc2 &#x3E; 0,30

50  N  55; Cl2 ’" 0,12; Cl2 ’" 0,22; OC2 0,38

62  N  67; (a2 ’" 0,10; (X2 ’" 0,27; a2 = 0,44.

Les oscillations d’amplitude appreciable n’existent
qu’au-dessus de N= 34. Cette amplitude varie beau-
coup avec le remplissage. Dans ce mod6le, elle n’est
att6nu6e par aucun effet d’interaction r6siduelle (appa-
riement) ni aucune sorte de compensations dues a
1’existence de plusieurs types de particules. C’est pour-
quoi cette amplitude maximale est nettement plus forte
que celle qui a ete d6termin6e par Strutinsky de façon
r6aliste. Par exemple, pour N = 57, l’oscillation entre

FiG. 10. - (a, b, c, d) Oscillation r6siduelle 8 = ET - £cL
en fonction de a2 et de N (a4 = 0).

le deuxieme maximum et le deuxi6me minimum est
d’environ 15 unit6s, ce qui donne :

soit le double, 9,6 MeV pour une seule espece de
nucl6on.

c) Dans le domaine des parametres ou l’on a pu
obtenir des resultats valables 0  a 2  0,45, 0  (X4
 0,15, nous n’atteignons que rarement la remont6e
au-dela du deuxieme minimum (sans compter le mini-
mum a deformation nulle dans le cas des couches

TABLEAU VII

VALEURS APPROXIMATIVES DES PARAMETRES AUX MINIMA DE 8
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completes). C’est justement la region int6ressante cor-
respondant au seuil de fission, pour laquelle il serait
n6cessaire de perfectionner la m6thode num6rique
utilis6e, si l’ on veut garder une precision comparable
a celle obtenue dans le domaine deja explore.
Le tableau VII rassemble les valeurs des elongations

observ6es aux maxima, entre N = 45 et N = 69.
On constate en particulier que la valeur d’6quilibre

de «2 augmente avec a4 et que la hauteur de la barri6re
a franchir pour passer du premier minimum au second
diminue avec a4 (exemple fig. 11 : N = 37, N = 57,
N=66).
Nous n’avons pas 6tabli de cartes en (X2’ (X4’ ..., pour

la quantite 8, pour la raison deja signal6e que 8 n’est

pas 1’6nergie totale. L’etablissement de la carte en (X2’ oc,
est indispensable pour confirmer 1’existence d’etats

m6tastables, qui doivent correspondre a des cuvettes
dans la topographie de 1’energie potentielle totale.

d) On v6rifie 6videmment la remarque de Strutinsky
sur la correlation des minima et maxima avec les zones
de faible ou forte densite de niveaux. Par exemple,
N = 69 (couche 3p complete : il y a un minimum
a OC2 = 0), le premier minimum non trivial (avec
oc4 = 0) intervient pour OC2 - 0,27, avec la propor-
tion suivante d’états pairs et impairs :

FIG. 11. - (a, b, c, d, e) Variation de 8 en ll2 et a4.
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FIG. 12. - Variation de 8 en ll2: ll4 = 0.

FIG. 13. - Variation de 8 en ll2: ll4 = 0,05.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE. - T. 30. Nos 11-12. NOVEMBRE-DÉCEMBRE 19G9.

FIG. 14. - Variation de 8 en ll2: ll4 = 0,10.

FIG. 15. - Variation de 8 en ll2 : ll4 = 0,15.

56
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TABLEAU VIII

RAPPORT R = N+ IN_ (N = N+ + N_ ) EN FONCTION DE OC2 ET DE N

On observe dans le spectre pair une lacune a 38 par-
ticules et dans le spectre impair une lacune a 33 par-
ticules pour cette deformation.
Le minimum suivant se situe pour a2 &#x3E; 0,48 (a4 = 0),

R = 38/31. On observe une lacune dans les parites
negatives a 29 particules.
Le second maximum, pour a2 - 0,39, correspond

a la region de haute densite en niveaux pairs entre 31
et 41 particules ( f ig. 5).

e) Enfin, on a note sur quelques-unes des courbes
( f ig.10, a4 = 0) la variation du rapport R = N +/N -
en fonction de 1’elongation a2. Ce rapport fluctue
entre 1,20 et 1,57, plus ou moins selon les valeurs de N
avec une tendance a d6croitre lorsque l’élongation
augmente.

Par exemple :
N = 66. - R est presque constant et 6gal a 1,36
jusqu’a a2 = 0,40 (3 N 0,60), puis descend a 1,20
pour a2 = 0,48.

N = 54. - R = 1,57 jusqu’au premier minimum
inclus, puis R = 1,25 au-dela du premier minimum.

Ce rapport R a ete considere par I. Kelson [13] et
J. J. Griffin [14] dans des travaux r6cents sur la fission

asym6trique. La valeur de ce rapport, dans 1’etat
fondamental d’un noyau fissile selon Kelson, ou bien
au seuil de fission selon Griffin, serait une limite sup6-
rieure du rapport d’asymetrie. Le tableau VIII donne
quelques valeurs de ce rapport N+jN_ calcule dans le
modele de la boite, pour diverses valeurs de N et de OC2’
11 est difficile d’en extraire un comportement general,
sinon une certaine d6croissance avec 1’elongation. 11 y
a une dispersion due aux effets de couche qui rend sans
doute assez grossi6re une estimation bas6e sur la formule
asymptotique de Wheeler pour N+ et N_.

Par exemple, pour N = 66, on trouve une valeur
presque constante de R 6gale a 1,36 environ dans
l’intervalle 0  a2  0,40, qui tombe ensuite a 1,20
au-dela.

VIII. Conclusion. - Les resultats obtenus concer-
nant les niveaux du puits de potentiel fini ou infini
sont une contribution au probl6me de 1’extrapolation
des niveaux de particule au domaine des grandes
deformations. Le caractere sch6matique et rigide du
modele interdit de s’attacher a la position d6taill6e des
niveaux, mais permet sans doute de constater leur
comportement d’ensemble avec la deformation (croi-
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sement, échange, courbure, etc.). Nous n’avons pas
entrepris de faire une comparaison de ce comportement
avec par exemple celui des niveaux de Nilsson, ou
meme simplement de comparer entre eux les spectres
du puits fini et infini : tout ceci reste a faire. Enfin,
pour raffiner le modèle, on pourrait ais6ment introduire
l’interaction spin-orbite exacte induite par la surface
limite abrupte :

(n, normale a la surface; 8S(r), fonction 8 de la surface),
ce qui doublerait la dimension des determinants a
annuler.
Avant de poursuivre une telle 6tude, on aimerait

am6liorer la precision du calcul des fonctions de Bessel,
et surtout avoir un meilleur test de comparaison que

celui de la sphere excentr6e : il faudrait calculer les
niveaux de la boite ellipsoidale, soit par resolution

num6rique de 1’6quation diff6rentielle qui d6finit les
fonctions sph6roidales, soit en utilisant les tables de
Stratton [17] qui permettent de les obtenir. Nous ne
savons pas non plus comment cette m6thode d6ter-
minantale se compare aux m6thodes de diagonalisa-
tion [15, 16] de la matrice d’energie En 03B4nm + Ynm
dans une base discrete, a la fois en temps et en precision.
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