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ÉTUDE PAR UNE MÉTHODE DE DÉPHASAGES
DES VIBRATIONS DE SURFACES CRISTALLINES

Par LÉONARD DOBRZYNSKI et G. LEMAN,
Institut Supérieur d’Électronique du Nord, 3, rue F.-Baes, 59-Lille (France).

(Reçu le 22 juillet 1968.)

Résumé. - On se propose de résoudre complètement par une méthode de déphasages le
problème des vibrations des surfaces cristallines ; on obtient ainsi non seulement des états
localisés en surface, s’ils existent, mais aussi des états étendus à tout le cristal, éventuellement
résonnants et les fonctions thermodynamiques. La méthode quoique générale est exposée dans
le cas d’un cristal cubique simple. Comme application, nous calculons la contribution des
phonons aux fonctions thermodynamiques de surface.

Abstract. 2014 The crystal surface phonon problem can be completely solved by a phase
shift method : one obtains localized surface modes if they exist, and also, eventually, resonant
bulk modes and the thermodynamic functions. This general method is developed for a
simple cubic crystal. As an application, we calculate the surface phonon thermodynamic
functions.

T,U j OURNAT, DE PHYSIQUE TOME 30, JANVIER 1969,

L’interaction des phonons avec les surfaces cris-
tallines a deja fait l’objet de nombreuses etudes.
Plusieurs articles de revue en font la synthèse; citons
en particulier ceux de Maradudin [11] et de

Ludwig [16].
La m6thode des fonctions de Green fut appliqu6e,

pour la premiere fois, au calcul des vibrations de
surface par Lifshitz et al. [1, 2]. R6cemment, Brown [3]
utilisa cette meme approche pour 1’etude des 6tats lies
et r6sonnants de phonons et d’electrons, cr66s par les
dislocations et les surfaces.
Nous allons montrer comment, par des consid6ra-

tions de sym6trie, la resolution du probleme de la
surface peut etre simplifiée. Nous allons utiliser les

d6phasages generalises introduits par de Witt [4] et

Toulouse [4 bis] qui ont ainsi r66crit la formule de
trace de Lifshitz [5] sous une forme plus compacte,
que nous appliquons dans le cas d’une surface, en
suivant une suggestion de Friedel et al. [6].
La m6thode est en principe tout a fait g6n6rale,

mais nous la detaillerons ici dans le cas d’un cristal

monoatomique cubique simple, avec interactions cen-
trales entre premiers voisins; les fonctions thermody-
namiques de surface ainsi d6termin6es sont d’un ordre
de grandeur tout a fait raisonnable.

I. R6solution formelle. - Soit un cristal mono-

atomique cubique simple infini et soit I u &#x3E; le vecteur

deplacement des atomes de ce cristal par rapport a
leurs positions d’6quilibre. Le vecteur u ) a 3N3 com-
posantes, relatives aux trois directions de 1’espace
s = x, y et z sur chacun des N3 atomes du cristal.

Nous noterons par 1’ensemble (1, m, n) d’entiers le
site R de chaque atome :

ou a, b et c, de module a, sont les trois vecteurs de
base du reseau.

1. 1. CRISTAL INFINI. - Dans I’approximation har-
monique, 1’6nergie potentielle s’écrit :

ou Do est la matrice dynamique du probleme [1].
Remarquons que les elements de matrice Do du pro-
bl6me ne dependent que des differences R - R’
entre les differents sites, ainsi que des directions 7 et 6’.

Etant donne que nous aurons la sym6trie de transla-
tion dans le plan de la surface, nous pouvons poser,
pour une surface (001) :

ou M est la masse des atomes et cpl, CP2’ CP3 sont les

projections du vecteur cp = ka sur les trois axes

(k 6tant le vecteur de propagation) x, y et z; w et t
repr6sentent la pulsation angulaire et le temps; le

vecteur I v &#x3E; a 3N composantes, relatives aux trois
directions 6 = x, y et z et a chacun des plans d’atomes
perpendiculaires a la direction z.

A 1’aide de (3), le probleme devient unidimension-
nel. Les equations du mouvement s56crivent en effet :
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Les elements de matrice de D s’6crivent :

La resolution bien connue de 1’equation (4) donne
les valeurs propres :

et les vecteurs propres orthonorm6s correspondants :

N3 étant le nombre d’atomes du cristal et le ket I n, a &#x3E;
rappelle que I v &#x3E; a des composantes suivant d pour
chaque n donne.

I.2. SURFACE LIBRE. - Pour obtenir deux surfaces

libres, nous coupons le reseau infini en deux par le
plan :

et nous supprimons les interactions entre les atomes
se trouvant de part et d’autre de ce plan.
Ce modele neglige le deplacement possible des

atomes de surface par rapport aux positions d’6qui-
libre qu’ils auraient dans un cristal infini, ainsi que
toute modification en surface des forces de liaison

interatomiques.
Par analogie avec (4), nous avons maintenant a

r6soudre :

où I w &#x3E; est le vecteur propre correspondant A I v &#x3E;
pour le cristal infini et A est la difference entre la
matrice dynamique du cristal avec ces deux surfaces
libres et celle du cristal infini.

Ecrivons la fonction propre solution de 1’6qua-
tion (9) sous la forme :

Ce modele de surface libre ainsi construit est inva-
riant par translation d’ensemble du cristal comme l’ont

remarque Lifshitz et al. [1] dont nous nous sommes
inspires jusqu’ici.

I.3. METHODE DES DEPHASAGES. - La solution

g6n6rale de (9) est la somme de la solution de 1’6qua-
tion sans second membre et d’une solution particuliere
de l’equation avec second membre :

e 6tant un infiniment petit positif.
a) Si to est en dehors des bandes coi (y,) du cristal

infini, (11) se r6duit a :

Quand on remplace dans I’équation (14) 1 w &#x3E; par
son expression (10), on obtient un systeme infini

d’6quation homogene en Un :

Pour que ce systeme admette une solution, il faut
donc que : 

ou I est la matrice unite.
En reportant (15) dans (10) et en utilisant la condi-

tion de normalisation de I w &#x3E; :

nous pouvons determiner I w), la fonction propre
correspondante a la valeur propre co’ donnee par (16)
et qui repr6sente un etat localisé.
Remarquons que tout l’exposé, a partir de 1’6qua-

tion (3), a ete fait a (pi et cp2 donn6s. Nous avons omis
d’écrire explicitement ces variables pour all6ger 1’6cri-
ture. Donc 1’equation (16) peut donner un ou plusieurs
6tats lies pour chaque couple (C[)u C[)2) ; d’ou I’apparition
des bandes d’ondes de surface Ù(C[)u C[)2). Nous avons
d’autre part trois bandes Ùj( C[)l, y,, cps) d’ondes de
volume.

Pr6cisons encore que (16) peut donner un etat lie
pour ù en dehors des bandes Ùj( C[)3) a ((pi, y,) donn6s,
a ne pas confondre avec les bandes wj(y,, C[)2, cp3)
d’ondes de volume.

b) Si w est a l’int6rieur des bandes Ùj (C[)3), w ) ne
differe de I v &#x3E; que par un d6phasage que nous allons
pr6ciser.
La generalisation au cas d’une surface des resultats

obtenus pour une impuret6 ponctuelle [4-5] est

immediate.
Utilisons la notation :

H est fonction de w2 et depend des deux parametres (pi
et CP2.
H, dej a analyse en termes des representations irre-

ductibles du groupe des translations le long de la

surface, pourra aussi etre analyse en termes des

representations irr6ductibles r du groupe ponctuel
de A. 11 suffira d’étudier H dans chacune de ces

representations r. Nous aurons :

L’annulation de la partie r6elle de Hr :

donnera une resonance de sym6trie r dans la bande
des 6tats continus (pg).
La somme de tous les d6phasages partiels Tjr sera :

ou dr indique le nombre de fois qu’une representation
irr6ductible r apparait dans A.

c) Soit F une fonction thermodynamique quel-
conque du gaz de phonons. Dans 1’approximation
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harmonique, F peut etre 6crite comme une somme
sur tous les états q du systeme :

On peut considerer (22) comme la d6finition de f(m§) .
La variation de F due a l’introduction des surfaces

libres s’6crira facilement grace a la generalisation de
la formule de trace de Lifshitz [5] donnee dans le cas
d’une impuret6 ponctuelle et en utilisant les d6phasages
generalises definis par Toulouse [4 bis] ; on obtient :

En utilisant les d6phasages generalises, (23) com-
prendra la contribution des 6tats localises sortis des
bandes m§ ( ({J3) .

Notons encore [5] que la variation de la densite
d’6tats s’6crit :

Ainsi la m6thode des d6phasages permet de r6soudre
rigoureusement et completement le probleme de la
surface dans le cadre du modele choisi. Les autres
m6thodes pr6c6demment utilis6es [11, 16] pour le
calcul des 6tats de surface ne permettaient pas de
determiner directement la variation de la densite
d’6tats des ondes de volume et d’en d6duire les
fonctions thermodynamiques de surface; celles-ci ont
cependant ete 6tudi6es directement par d’autres m6-
thodes [11] a basse et haute temperatures.

Pour illustrer cette m6thode des d6phasages, nous
allons maintenant 1’appliquer a un modele simple.

II. Application a un mod6le simple. - Nous allons
retenir seulement les interactions centrales entre pre-
miers voisins. Pour ce modele de cristal, il n’est pas
possible de satisfaire simultan6ment les conditions pour
la stabilité élastique (Cll&#x3E; 0, C44 &#x3E; 0, Cll - C12 &#x3E; 0,
Cll + 2Cl2 &#x3E; 0) et les conditions sur les constantes de
force venant de ce que 1’energie potentielle du cristal
doit etre invariante pour des rotations infinitésimales
de 1’ensemble du corps. Cependant, ce modele est fort
int6ressant pour avoir une approche simple des pheno-
m6nes de surface.

II.1. DETERMINATION DES DEPHASAGES. - L’6qua-
tion du mouvement dans la direction x de 1’atome
situe au site R (6q. (1)) s’6crit en notant par Xl et
X2 le rapport des constantes de force par la masse M
des atomes :

Les equations du mouvement dans les directions y
et z s’obtiennent a partir de (26) par permutation
circulaire de x, y, z et des accroissements de I, m, n.
D’ou les valeurs propres de la matrice D :

et les vecteurs propres correspondants :

A) Symitries du problème de la surface libre. - Pour
un cristal cubique simple, la premiere zone de Brillouin
du cristal infini est un cube de cote 27. Etant donne
que nous n’avons plus que la sym6trie de translation
dans les directions de (pi et Y2, il nous faudra considerer
l’intersection par le plan y, = 0 de la zone de
Brillouin a trois dimensions. Et « la zone de Brillouin »
a deux dimensions que nous aurons a considerer est
donnee par la figure 1.

FIG. 1. - « Zone de Brillouin a deux dimensions »
d’un cubique simple.

En plus de la sym6trie de translation parallele au
plan de la surface, notre probl6me pr6sente des sym6-
tries ponctuelles que nous nous proposons d’étudier
maintenant.
La matrice D, comme on 1’a vu pr6c6demment, est

celle d’un probleme unidimensionnel. 11 en est de
meme de A exprim6e dans la base des n, a &#x3E;. A comme
D est invariante par les operations du groupe ponctuel

avec les notations de Tinkham [7]. Ce groupe est

equivalent a : :

Afin de simplifier la discussion, nous utiliserons dans
ce qui suit ce dernier produit direct plutot que le

premier.
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Par sym6trie, il suffit d’6tudier le quadrant rMR
de la zone de Brillouin a deux dimensions ( fig. 1).

Pour un point quelconque (D de ce quadrant, le

groupe ponctuel se r6duit a Clh. Les fonctions de base
des representations irr6ductibles (1), et Ci respective-
ment sym6trique et antisym6trique sont du type :

11 ne reste plus qu’a etudier C4v pour les points et
les axes de haute sym6trie de la « zone de Brillouin a
deux dimensions » (fig. 1). 11 est facile de voir que,
pour les axes A, E et T, C4v se r6duit a Civ. Pour le
point M, nous avons C,,; et pour les points R et r, C4v.
Une discussion semblable des sym6tries d’une sur-

face a 6t6 faite par Jones [8].

B) Déphasages. - Pour obtenir H (6q. (18)), nous
calculons en appendice les matrices A et Go et fina-
lement H s’écrit sous la forme :

les indices S et AS caracterisant respectivement les
elements sym6triques et antisymétriques par rapport
au plan z = a/2. Ces expressions de Hs et HAS sont :

ou nous avons utilise les notations suivantes :

L’6quation (19) nous donne trois d6phasages partiels
differents de zero :

Remarquons que les fonctions propres (7) 6crites
dans la base (29) des fonctions sym6triques (S) et

antisymétriques (AS) par rapport au plan z = a/2
ont des composantes proportionnelles a : :

dans le cas (S) et :

dans le cas (AS).

FiG. 2.

Aspect unidimensionnel du probleme des surfaces libres.

Les d6phasages (39-41), dus a l’introduction des
deux surfaces libres, transforment les composantes (42)
et (43) en une meme forme sym6trique de propagation:

par rapport au plan de coupure z = a/2. Ce resultat
est logique, car maintenant nos deux demi-cristaux
n’ont plus d’interactions entre eux et 1’6tat vibra-
tionnel est le meme dans ces deux demi-cristaux.

C) Risonances de surface. - En utilisant la forme des
d6phasages generalises (39-41) ainsi que la rela-
tion (24), nous voyons que dans ce modele un demi-
6tat sort du haut des trois bandes Cõ1( CP3) pour venir
se placer en bas de ces bandes. Nous obtenons donc
trois bandes de resonances de surface :

soit, en utilisant (27) et (38) :

Si l’on tient compte de constantes de force autres
que centrales, on peut s’attendre a ce que ces reso-
nances (46) se détachent du bas des bandes coj(?,)
pour devenir des 6tats localises de surface.
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II.2. FONCTIONS THERMODYNAMIQUES DE SURFACE.
- Le d6phasage total s’ecrit ici :

A partir de la, en utilisant les equations (22-24), nous
pouvons calculer la contribution des vibrations cris-
tallines aux fonctions thermodynamiques de surface.
Pour 1’energie libre F, la quantite f d6finie par (22)
s’ecrit en fonction de la temperature absolue T et des
constantes h de Planck et k de Boltzmann :

- 

L’entropie S, 1’6nergie E et la chaleur spécifique C,
a volume V constant peuvent en etre d6duites a partir
des relations thermodynamiques ci-dessous :

Grace a la forme particulierement simple (39-41)
des d6phasages, nous pouvons obtenir les fonctions

thermodynamiques, en portant (47) dans (23) et en

interchangeant Fordro des sommations, sous la forme :

A) Risultats à basses températures T par rapport à la

température de Debye TD. - A basses temp6ratures,
seules les faibles valeurs de 1’energie sont excit6es et
nous obtenons a partir de (53), apres un peu d’algebre,
la contribution par unite de surface des phonons aux
fonctions thermodynamiques de la surface (001) :

ou ((3) = 1,202 est la constante dz6ta de Riemann;
les vitesses transverses Ct et longitudinales C1 du son
sont ici telles que : 

_ -

Les Ci j sont les constantes élastiques avec les notations
habituelles.

Maradudin et al. [9], apres un calcul assez long,
obtiennent pour une surface (001) d’un cristal cubique
simple isotrope a la limite des grandes longueurs
d’onde :

La dependance en T de ces resultats est valable

pour toute surface car elle provient de la sym6trie de
translation suivant deux directions. La valeur de K
variera bien sur si nous consid6rons d’autres surfaces

que (001).
La comparaison avec les resultats experimentaux a

ete faite par Dupuis et al. [10] et par Maradudin [11].
Le tableau I donne le r6sultat de Maradudin et al. [9]
et le notre compare aux valeurs expérimentales [12-13].
Nous avons retenu pour les constantes C44 et Cl,
a T = 0 les valeurs utilis6es aussi par Dupuis
et al. [10] :

TABLEAU I

L’accord de nos valeurs calcul6es avec les valeurs

expérimentales est relativement bon 6tant donne la

simplicite du modele.

B) Chaleur spécifique pour TIT, &#x3E;&#x3E; 1. - Toujours
grace a la forme particulierement simple (39-41) des
d6phasages, nous pouvons aussi calculer alg6brique-
ment la chaleur spécifique de surface pour TIT, &#x3E;&#x3E; 1.
En portant dans (53) la quantite f correspondant
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a Cy deduite de (48) et en faisant un d6veloppement
limit6 pour hwlk T  1, nous avons obtenu :

ou B2n repr6sentent les nombres de Bernoulli et :

ce qui donne par unit6 de surface, dans le cas oii

Xl == X2 == X :

Comme AC, tend vers zero quand T augmente,
cette quantite sera tout a fait n6gligeable devant la
chaleur sp6cifique de volume a haute temperature
(C, = 3N3 k) .
Le calcul de 1’entropie de surface pour TI T, &#x3E;&#x3E; 1

peut etre fait aussi de cette maniere, mais en recourant
cependant a une integration num6rique.

Ici aussi la dependance en T de ces resultats est la
meme quelle que soit la surface consid6r6e, autre

que (001).

C) Risultats en fonction de T pour Xl = X2 dans un
cas particulier. - Les fonctions thermodynamiques à
hautes temperatures par rapport a TD peuvent etre
obtenues [14] ais6ment grace a un d6veloppement en
s6rie dont le premier terme est celui que donne

l’approximation d’Einstein. Par la m6thode des d6pha-
sages, nous pouvons obtenir le resultat exact, par calcul

numerique. Nous avons fait ce calcul a toutes temp6-
ratures, quoique nous ne connaissons pas de donn6es
eXpérimentales sur la variation avec T des fonctions
thermodynamiques. Nous avons d’abord calculé 1) (47),
puis AF (23).

Prenons des valeurs num6riques correspondantes
A mgo:

M 6tant la valeur moyenne des masses de Mg et
de 0.

Nous en tirons avec :

La figure 3 donne le d6phasage total 1) (6q. (47)) ;
la variation de densite d’6tat An par atome de surface

FIG. 3. - D6phasage total 1), par atome de surface, en
fonction de w2/2X.

et en fonction de CJ)2/2X s’obtient a partir de (25).
Les figures 4 et 5 repr6sentent respectivement les

courbes AS(T) et AC,(T) de 1’entropie et de la chaleur
sp6cifique, par unite de surface.

a) Nous retrouvons le fait que AC, tend vers zero
quand la temperature augmente; ce resultat est en

accord avec ce que donne un d6veloppement en
moments de densite d’6tat. Pour un cristal infini [17] :

La variation A[i,. des moments de densite d’6tat
peut etre evaluee, par une m6thode de d6compte de
chemins a travers le cristal, utilis6e par Cyrot-Lack-
man [15] pour le calcul de 1’energie de surface des
m6taux de transition. Cette m6thode donne ais6ment
les ðfL2n pour petits n. Nous avons ainsi retrouve
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FIG. 4. - Courbe de AS(T) par unite de surface.
Erratum : Les nombres inscrits en ordonnées doivent etre multiplies par 10.

FIG. 5. - Courbe de L1Cv(T) par unite de surface.
Erratum : Les nombres inscrits en ordonnées doivent être

multiplies par 10.

exactement le meme r6sultat (65) que par la m6thode
des d6phasages.
Remarquons que I1Cv passe par un maximum

(-- 0,059 erg/oK. cm2) pour T - 120 OK, alors que
nous avons ici T D N 660 OK. La valeur de T pour
laquelle apparait le maximum peut, a priori, etre
diff6rente pour des surfaces autres que (001). En
6crivant que pour la temperature correspondant a ce
maximum la chaleur specifique de volume par atome
est :

ou A est une constante sans dimension pouvant valoir
quelques unites et en appelant q le rapport du nombre
d’atomes total au nombre d’atomes en surfaces, nous
avons ici pour une seule surface (001) :

La valeur num6rique de A et q depend du type
d’6chantillons que l’on peut imaginer : si l’on imagine
qu’on puisse mesurer la chaleur spécifique d’une seule
couche d’atomes d6pos6e sur un substrat, on aurait
q = 1 et en supposant A = 4, on aurait par exemple
dans ce cas tres particulier :

b) Comparons le resultat obtenu a haute temp6ra-
ture pour 1’entropie de surface, par une « m6thode
de moments » [14], soit :

Nous constatons ainsi que l’approximation d’Einstein
est bonne a 17 % pres dans ce cas, et si on tient compte
du premier terme correctif on a une precision de 10 %.



123

Conclusion. - Nous avons montre que le probleme
d’une surface libre peut etre resolu completement par
la m6thode des d6phasages de la meme façon que le
probleme d’une impuret6 ponctuelle.

Des considerations de sym6trie peuvent simplifier
la resolution. En utilisant un modele tres simple pour
d6crire les vibrations des atomes, nous avons obtenu
les modes 6tendus et les fonctions thermodynamiques
de surface a hautes temperatures. Un seul de ces

resultats semble avoir ete obtenu jusqu’ici par d’autres
auteurs : la chaleur sp6cifique a basses temp6ra-
tures [9, 11]. Nous avons pu en particulier estimer
avec quelle precision F approximation d’Einstein per-
met de calculer [14] 1’entropie de surface a haute
temperature.
Dans ce modele de cristal cubique simple avec

interactions centrales entre premiers voisins, 6tant
donne la forme particulierement simple des d6pha-
sages (39-41), nous pouvons aussi r6soudre exactement
le probleme de defauts en surface. Ceci est en principe
toujours possible, mais conduirait avec des modeles
plus 61abor6s a des calculs num6riques assez longs,
sauf peut-etre dans certains cas limites ou le d6velop-
pement en s6rie des fonctions de Green est possible.
De plus, la m6thode des d6phasages est en principe

aussi riche en applications pour les problemes de
surfaces et de dislocations que pour les problemes
d’impuretés ponctuelles; elle s’applique formellement
de la meme faqon pour 1’etude des vibrations cristal-
lines, des ondes de spin et des electrons en liaisons
fortes.
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APPENDICE

Calcul de H==dét(I-AGt). -A.l.MATRICE.A.
- Les equations du mouvement (26) 6crites sous la
forme (4) sont :

L’equation pour s’obtient à partir de Inequation
en v§§ en changeant x en y et (pi en ({J2’
Nous en tirons A (£q. (9)), qui est ici diagonale

quels que soient (pi et ({J2 dans la base des fonctions (29) :

A. 2. MATRICE DES FONCTIONS DE GREEN G+ -
Les elements de matrice de Go dans la base des

1 n, a &#x3E; s’6crivent de faqon tout a fait g6n6rale :

pour CP3 variant a l’int6rieur de la premiere zone de
Brillouin du cristal infini.

Pour 6valuer les parties reelles et imaginaires des
elements de matrice de Go 3 nous utilisons la formule
bien connue :

où pp G) désigne la partie principale de - et a(x) lax 
p p p 

x 
()

« fonction » delta.
Nous pouvons ecrire (A. 5) dans la base des fonc-

tions (29) sous la forme :

Pour écrire la matrice Aj (y,), nous avons tenu

compte du fait que les termes, sous le signe somme
de (A. 7), antisymetriques en 9,, donnent un resultat
nul par integration de - 7t a + 7t :
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Tous calculs faits, nous avons obtenu :

avec :

et :

avec j prenant respectivement les valeurs 3, 1 et 2

lorsque r représente , is et AS.
Sgnpj est 6crit pour le signe de P, et les ain et 8

sont definis par (36) et (37). 
A. 3. MATRICE H. - A partir de (A. 2-A. 4) et

de (A .11-A .14), nous obtenons H donne par
(30-35).
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