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ETUDE PAR UNE METHODE DE DEPHASAGES
DES VIBRATIONS DE SURFACES CRISTALLINES

Par LionarD DOBRZYNSKI et G. LEMAN,
Institut Supérieur d’Electronique du Nord, 3, rue F.-Baes, 59-Lille (France).

(Regu le 22 juillet 1968.)

Résumé. — On se propose de résoudre complétement par une méthode de déphasages le
probléme des vibrations des surfaces cristallines; on obtient ainsi non seulement des états
localisés en surface, s’ils existent, mais aussi des états étendus a tout le cristal, éventuellement
résonnants et les fonctions thermodynamiques. La méthode quoique générale est exposée dans
le cas d'un cristal cubique simple. Comme application, nous calculons la contribution des

phonons aux fonctions thermodynamiques de surface.

Abstract. — The crystal surface phonon problem can be completely solved by a phase
shift method : one obtains localized surface modes if they exist, and also, eventually, resonant

bulk modes and the thermodynamic functions.
As an application, we calculate the surface phonon thermodynamic

simple cubic crystal.
functions.

L’interaction des phonons avec les surfaces cris-
tallines a déja fait I'objet de nombreuses études.
Plusieurs articles de revue en font la synthése; citons
en particulier ceux de Maradudin [11] et de
Ludwig [16].

La méthode des fonctions de Green fut appliquée,
pour la premiére fois, au calcul des vibrations de
surface par Lifshitz ¢t al. [1, 2]. Récemment, Brown [3]
utilisa cette méme approche pour I’étude des états liés
et résonnants de phonons et d’électrons, créés par les
dislocations et les surfaces.

Nous allons montrer comment, par des considéra-
tions de symétrie, la résolution du probléme de la
surface peut étre simplifiée. Nous allons utiliser les
déphasages généralisés introduits par de Witt [4] et
Toulouse [4 bis] qui ont ainsi réécrit la formule de
trace de Lifshitz [5] sous une forme plus compacte,
que nous appliquons dans le cas d’une surface, en
suivant une suggestion de Friedel et al. [6].

La méthode est en principe tout & fait générale,
mais nous la détaillerons ici dans le cas d’un cristal
monoatomique cubique simple, avec interactions cen-
trales entre premiers voisins; les fonctions thermody-
namiques de surface ainsi déterminées sont d’un ordre
de grandeur tout a fait raisonnable.

I. Résolution formelle. — Soit un cristal mono-
atomique cubique simple infini et soit |« > le vecteur
déplacement des atomes de ce cristal par rapport a
leurs positions d’équilibre. Le vecteur |« » a 3N® com-
posantes, relatives aux trois directions de I’espace
6 = x,y et z sur chacun des N? atomes du cristal.

This general method is developed for a

Nous noterons par I’ensemble (I, m, n) d’entiers le
site R de chaque atome :

R =la + mb + nc (1)

ou a, b et ¢, de module 4, sont les trois vecteurs de
base du réseau.

I.1. CrisTaL INFINI. — Dans ’approximation har-
monique, I’énergie potentielle s’écrit :

1
V=3 CulDylud 2)

ou D, est la matrice dynamique du probléme [1].
Remarquons que les éléments de matrice D, du pro-
bléme ne dépendent que des différences R —R’
entre les différents sites, ainsi que des directions ¢ et ¢'.

Etant donné que nous aurons la symétrie de transla-
tion dans le plan de la surface, nous pouvons poser,
pour une surface (001)

1 . .
I“ > — ik |v > ez(l:pﬁmw—o)t) (3)

o M est la masse des atomes et ¢,, ¢,, ¢y sont les
projections du vecteur ¢ = ka sur les trois axes
(k étant le vecteur de propagation) x, » et z; w et ¢
représentent la pulsation angulaire et le temps; le
vecteur |» > a 3N composantes, relatives aux trois
directions ¢ = x, » et z et & chacun des plans d’atomes
perpendiculaires a la direction z.

A Paide de (3), le probléme devient unidimension-
nel. Les équations du mouvement s’écrivent en effet :

(D —w?)]v> =0, (4)
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Les éléments de matrice de D s’écrivent :

1 .

Dos’ — E DO3" e~illpr+mep,) 5
n M m OR ( )
La résolution bien connue de ’équation (4) donne

les valeurs propres :

et les vecteurs propres orthonormés correspondants :

lo;(ps) > = N'“Ef?(qoa) e"=in, oy (7)

N3 étant le nombre d’atomes du cristal et le ket |n, 6 >
rappelle que |v > a des composantes suivant ¢ pour
chaque n donné.

I.2. SURFACE LIBRE. — Pour obtenir deux surfaces
libres, nous coupons le réseau infini en deux par le
plan :

2= a2 (8)

et nous supprimons les interactions entre les atomes
se trouvant de part et d’autre de ce plan.

Ce modele néglige le déplacement possible des
atomes de surface par rapport aux positions d’équi-
libre qu’ils auraient dans un cristal infini, ainsi que
toute modification en surface des forces de liaison
interatomiques.

Par analogie avec (4), nous avons maintenant a
résoudre :

D+A—w?)|w) =0 (9)

ol |w > est le vecteur propre correspondant a |v )
pour le cristal infini et A est la différence entre la
matrice dynamique du cristal avec ces deux surfaces
libres et celle du cristal infini.
Ecrivons la fonction propre solution de I’équa-
tion (9) sous la forme :
[w)> = N3 US|n,c > (10)
n,o
Ce modele de surface libre ainsi construit est inva-
riant par translation d’ensemble du cristal comme I’ont
remarqué Lifshitz ¢t a/. [1] dont nous nous sommes
inspirés jusqu’ici.
I.3. METHODE DES DEPHASAGES. — La solution
générale de (9) est la somme de la solution de I’équa-

tion sans second membre et d’une solution particuliere
de I’équation avec second membre :

lw> = o> + AGi|w) (11)

ou
[0 = Zlo(9s) > (12)

et
G (0?) = ! 13
o(w)—m (13)

¢ étant un infiniment petit positif.
a) Si o est en dehors des bandes w;(¢p;) du cristal
infini, (11) se réduit a :

lw ) = AGY|w ). (14)
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Quand on remplace dans I’équation (14) |w > par
son expression (10), on obtient un systéme infini
d’équation homogene en U5 :

Uz = 3 (G US.

n'c’

(15)

Pour que ce systtme admette une solution, il faut

donc que :
dét I —AG§) =0

ou [ est la matrice unité.
En reportant (15) dans (10) et en utilisant la condi-
tion de normalisation de |w ) :

Cwlwd =1 (17)

nous pouvons déterminer |w >, la fonction propre
correspondante a la valeur propre »? donnée par (16)
et qui représente un état localisé.

Remarquons que tout ’exposé, a partir de I’équa-
tion (3), a été fait a ¢, et ¢, donnés. Nous avons omis
d’écrire explicitement ces variables pour alléger 1’écri-
ture. Donc I’équation (16) peut donner un ou plusieurs
états liés pour chaque couple (¢,,¢,); d’ou1 ’apparition
des bandes d’ondes de surface (¢p,, ¢,). Nous avons
d’autre part trois bandes ;(¢;, ¢, ¢3) d’ondes de
volume.

Précisons encore que (16) peut donner un état lié
pour w en dehors des bandes w;(¢3) a (¢;, @) donnés,
a ne pas confondre avec les bandes ;(¢;, ¢s, ¢3)
d’ondes de volume.

b) Si w est a Pintérieur des bandes w;(¢p;), |w > ne
differe de |» > que par un déphasage que nous allons
préciser.

La généralisation au cas d’une surface des résultats
obtenus pour une impureté ponctuelle [4-5] est
immédiate.

Utilisons la notation :

H = dét (1 —AGY) (18)
H est fonction de w?® et dépend des deux parameétres ¢,
et @,.

H, déja analysé en termes des représentations irré-
ductibles du groupe des translations le long de la
surface, pourra aussi étre analysé en termes des
représentations irréductibles I' du groupe ponctuel
de A. Il suffira d’étudier H dans chacune de ces
représentations I'. Nous aurons :

(16)

Hyp = |Hp|e . (19)
L’annulation de la partie réelle de H :
ReH =0 (20)

donnera une résonance de symétrie I' dans la bande
des états continus w?(qpg).
La somme de tous les déphasages partiels v sera :
n= X dpyp (21)
T @2
ou dr indique le nombre de fois qu’une représentation
irréductible I' apparait dans A.
¢) Soit F une fonction thermodynamique quel-
conque du gaz de phonons. Dans l’approximation
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harmonique, F peut étre écrite comme une somme
sur tous les états ¢ du systéme :

F =2 f(o)). (22)
a

On peut considérer (22) comme la définition de f(w3).
La variation de F due & 'introduction des surfaces

libres s’écrira facilement grace & la généralisation de

la formule de trace de Lifshitz [5] donnée dans le cas

d’une impureté ponctuelle et en utilisant les déphasages

généralisés définis par Toulouse [4 bis]; on obtient :

AF = — [dot /ot nfo?)  (29)

avec

Fl(e?) = dfjde?

En utilisant les déphasages généralisés, (23) com-
prendra la contribution des états localisés sortis des
bandes wZ(q;).

Notons encore [5] que la variation de la densité
d’états s’écrit :

(24)

An(w?) = (25)

Ainsi la méthode des déphasages permet de résoudre
rigoureusement et complétement le probléme de la
surface dans le cadre du modele choisi. Les autres
méthodes précédemment utilisées [11, 16] pour le
calcul des états de surface ne permettaient pas de
déterminer directement la variation de la densité
d’états des ondes de volume et d’en déduire les
fonctions thermodynamiques de surface; celles-ci ont
cependant été étudiées directement par d’autres mé-
thodes [11] a basse et haute températures.

Pour illustrer cette méthode des déphasages, nous

A

allons maintenant P’appliquer 4 un modele simple.

I1. Application & un modéle simple. — Nous allons
retenir seulement les interactions centrales entre pre-
miers voisins. Pour ce modele de cristal, il n’est pas
possible de satisfaire simultanément les conditions pour
la stabilité élastique (Cy; >0, C, >0, C;; — G, > 0,
C; + 2C;, > 0) et les conditions sur les constantes de
force venant de ce que 1’énergie potentielle du cristal
doit étre invariante pour des rotations infinitésimales
de I’ensemble du corps. Cependant, ce modéle est fort
intéressant pour avoir une approche simple des phéno-
menes de surface.

II.1. DETERMINATION DES DEPHASAGES. — L’équa-
tion du mouvement dans la direction x de I’atome
situé au site R (éq. (1)) s’écrit en notant par X, et
X, le rapport des constantes de force par la masse M
des atomes

2 —
— u?,mn - Xl(uﬁl,m,n + u%—-l,m.n——zu%,m,n)
+ X2(uf,m+1.n + wf,m—l,n

+ u%.m,n+1 _I_ uzlc,m.n—l _4uf,m.n)' (26)

Neo 1

Les équations du mouvement dans les directions y
et z s’obtiennent & partir de (26) par permutation
circulaire de x, y, z et des accroissements de [, m, n.

D’oui les valeurs propres de la matrice D :

0} = 2X,(1 — cos ¢;) + 2X,(2 — cos @, — cos @)
0j = 2X,(1 — cos @) + 2X,(2 — cos @, — cos @)
03 = 2X;(1 — cos @3) + 2X,(2 — cos @; — cos @)

(27)
et les vecteurs propres correspondants :

1 0 0
(0) ;0 f = (1) ;0§ = (0) . (28)
0 0 1

A) Symétries du probléme de la surface libre. — Pour
un cristal cubique simple, la premiére zone de Brillouin
du cristal infini est un cube de coté 2x. Etant donné
que nous n’avons plus que la symétrie de translation
dans les directions de ¢, et ¢,, il nous faudra considérer
Pintersection par le plan ¢; =0 de la zone de
Brillouin a trois dimensions. Et « la zone de Brillouin »

a deux dimensions que nous aurons & considérer est
donnée par la figure 1.

f, =

A
m R

F16. 1. — « Zone de Brillouin a deux dimensions »
d’un cubique simple.

En plus de la symétrie de translation paralléle au
plan de la surface, notre probléme présente des symé-
tries ponctuelles que nous nous proposons d’étudier
maintenant.

La matrice D, comme on ’a vu précédemment, est
celle d’un probléme unidimensionnel. Il en est de
méme de A exprimée dans la base des |n, 6 >. A comme
D est invariante par les opérations du groupe ponctuel
(fig. 2) : _

Dy =D, X1

avec les notations de Tinkham [7]. Ce groupe est
équivalent a :
C4,v X 63
Afin de simplifier la discussion, nous utiliserons dans

ce qui suit ce dernier produit direct plutdét que le
premier.
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Par symétrie, il suffit d’étudier le quadrant 'MR
de la zone de Brillouin 4 deux dimensions (fig. 1).
Pour un point quelconque ® de ce quadrant, le
groupe ponctuel se réduit a (7j;. Les fonctions de base
des représentations irréductibles @, et @, respective-
ment symétrique et antisymétrique sont du type :

10x> 4+ 11x>  [O>+ 1> [0z)—|1z)
vz o ve oo V2
pour @,
et :
05y —1x> 10> —I1p> 02> + (12>
vz V2o V2
pour @,. (29)

II ne reste plus qu’a étudier C,, pour les points et
les axes de haute symétrie de la « zone de Brillouin &
deux dimensions » (fig. 1). Il est facile de voir que,
pour les axes A, 2 et T, C,, se réduit a C,,. Pour le
point M, nous avons C,,; et pour les points R et I', C,,.

Une discussion semblable des symétries d’une sur-
face a été faite par Jones [8].

B) Déphasages. — Pour obtenir H (éq. (18)), nous
calculons en appendice les matrices A et Gf et fina-
lement H s’écrit sous la forme :

H:'HS

Hyq (30)
les indices S et AS caractérisant respectivement les
éléments symétriques et antisymétriques par rapport
au plan z = a/2. Ces expressions de Hg et H,¢ sont :

1
Hy = 1 (31)
H
His
Hyg = HYys (32)
avec :
o | — o — By [
7 __ ex in I S
Hy = (g — it | e 39
o o?— o —p 12
He . — ex in 1 M 34
is = (3% 91 W — oy + By (34)
o |0? —ay—p 12
HY ., — (d¢x — ;98in e 2 35
hs = (85 R P p—— Y (35)
ou nous avons utilisé les notations suivantes :
din =1 pour w a lintérieur de la bande w;(p;)
32 =0 pour o a lextérieur de la bande ;(pj)
(36)
¥ex =1—3in (37)
wi(ps) = o; + Bjcospy (J=1,2,3). (38)
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L’équation (19) nous donne trois déphasages partiels
différents de zéro :

% =3 o (39)
™
s =5 O (40)
T s
s = 5 %" (41)

Remarquons que les fonctions propres (7) écrites
dans la base (29) des fonctions symétriques (S) et
antisymétriques (AS) par rapport au plan z = a/2
ont des composantes proportionnelles a :

¢ cos P, nPs , 2 gin P
14 cos—2—3, fgcosf, Iz smT‘o’ (42)
dans le cas (S) et :
@ gin P8 in "Ps, z ne
S%sin %, S sm73, fz cos—2—3 (43)

dans le cas (AS).

A 4

FI1G. 2.
Aspect unidimensionnel du probléme des surfaces libres.

Les déphasages (39-41), dus a l’introduction des
deux surfaces libres, transforment les composantes (42)
et (43) en une méme forme symétrique de propagation:

n
£9 cos —‘2’3 (44)
par rapport au plan de coupure z = ¢/2. Ce résultat
est logique, car maintenant nos deux demi-cristaux
n’ont plus d’interactions entre eux et 1’état vibra-
tionnel est le méme dans ces deux demi-cristaux.

C) Résonances de surface. — En utilisant la forme des
déphasages généralisés (39-41) ainsi que la rela-
tion (24), nous voyons que dans ce modéle un demi-
état sort du haut des trois bandes w%(¢@s) pour venir
se placer en bas de ces bandes. Nous obtenons donc
trois bandes de résonances de surface :

"‘)?(‘Pl: Ps) = o; + B (J=1,23)
soit, en utilisant (27) et (38) :
of(P1, @) = 2X,(1 — cos @) + 2X,(1 — cos ¢y)
03(91, 2) = 2X,(1 — cos @;) + 2X,(1 — cos p,)
©3(P1, P2) = 2X,(2 — cos @, — cos ). (46)
Si Pon tient compte de constantes de force autres
que centrales, on peut s’attendre & ce que ces réso-

nances (46) se détachent du bas des bandes ;(¢;)
pour devenir des états localisés de surface.

(45)
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II.2. FONCTIONS THERMODYNAMIQUES DE SURFACE.
— Le déphasage total s’écrit ici :

n=73 X L8

P1 P2

(47)

A partir de 13, en utilisant les équations (22-24), nous
pouvons calculer la contribution des vibrations cris-
tallines aux fonctions thermodynamiques de surface.
Pour I’énergie libre F, la quantité f définie par (22)
s’écrit en fonction de la température absolue T et des
constantes 7 de Planck et £ de Boltzmann :

fiw fiw
f= 5 + £T log [1 — exp (_ﬁ)] (48)
L’entropie S, ’énergie E et la chaleur spécifique C,

a volume V constant peuvent en étre déduites & partir
des relations thermodynamiques ci-dessous :

S =— (2_1;)I (49)
E =F + TS (50)
C, = (%)V (51)

Grace a la forme particuliérement simple (39-41)
des déphasages, nous pouvons obtenir les fonctions
thermodynamiques, en portant (47) dans (23) et en
interchangeant ’ordre des sommations, sous la forme :

1 N2 +7 7 © o o sin
—5.. (27‘5)2 ]Z J‘—nchl f—nd@2 fo do f (CO > Sj
52

AF =

soit :

N2 +1T
AF =553 [ de

[ 7 dou fla; — 185) — S + 185D (53)

A) Résultats a basses températures T par rapport @ la
température de Debye Tr,. — A basses températures,
seules les faibles valeurs de ’énergie sont excitées et
nous obtenons a partir de (53), aprés un peu d’algebre,
la contribution par unité de surface des phonons aux
fonctions thermodynamiques de la surface (001)

AC, = KT? (54)
As =KL (55)
2
3
AF = KT (56)
6
avece ¢
31 23
K=4—nc—%(1+2W)C(3)h—2 (87)

Ne 1

ou {(3) = 1,202 est la constante dzéta de Riemann;
les vitesses transverses C, et longitudinales C; du son
sont ici telles que :

C: =X, a*
C? =X, a® (58)
et :
m = X,/ X) = Cy/Cyy. (59)

Les C; sont les constantes élastiques avec les notations
habituelles.

Maradudin et al. [9], aprés un calcul assez long,
obtiennent pour une surface (001) d’un cristal cubique
simple isotrope 4 la limite des grandes longueurs
d’onde :

51 k?
K=o ) (60)

La dépendance en T de ces résultats est valable
pour toute surface car elle provient de la symétrie de
translation suivant deux directions. La valeur de K
variera bien sir si nous considérons d’autres surfaces
que (001).

La comparaison avec les résultats expérimentaux a
été faite par Dupuis et al. [10] et par Maradudin [11].
Le tableau I donne le résultat de Maradudin et al. [9]
etle nétre comparé aux valeurs expérimentales [12-13].
Nous avons retenu pour les constantes C,, et Cy;
a T =0 les valeurs utilisées aussi par Dupuis
et al. [10] :

pour MgO :
Cy = 15,68 x 10 dynes X cm™2

C; =299 x 10" dynes x cm™ (61)
pour NaCl :

Cy = 1,327 x 10" dynes x cm™

Cy; = 5,750 x 10" dynes x cm™. (62)

TABLEAU 1

VAaLEURs DE AC, exp./AC, (CALCULEE)

Duruls
ET MARADUDIN
(AVEC NOIRE
C} = 3C%) TRAVAIIL,
MgO ............ 3.8 3,21
NaCl (échantillon 1) 1,5 0,98
NaCl (échantillon 2) 2 2,02

L’accord de nos valeurs calculées avec les valeurs
expérimentales est relativement bon étant donné la
simplicité¢ du modéle.

B) Chaleur spécifique pour T|Tp > 1. — Toujours
grice a la forme particuliérement simple (39-41) des
déphasages, nous pouvons aussi calculer algébrique-
ment la chaleur spécifique de surface pour T/Tp > 1.

En portant dans (53) la quantité f correspondant
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a €, déduite de (48) et en faisant un développement
limité pour %w/kT < 1, nous avons obtenu :

AC(T)
3Nk

[o o] 1_2 2n
—— 3 U (E) K ®

ou B,, représentent les nombres de Bernoulli et :

1 1 47
o 241‘C2 N ,2 -7 d(Pl

f: doof(ot; + [B; )" — (o; —IB;1)"]  (64)

ce qui donne par unité de surface, dans le cas ou

Xi=X,=X:

KZn =

3 R[1(Ty) 1 (TD)4 ]
ACU(T) = s‘ziz[ﬁ(?) —tmo\7) T
(65)
en utilisant :
of = 12X (66)
et :
ETy = ficoy. (67)

Comme AC, tend vers zéro quand 7T augmente,
cette quantité sera tout a fait négligeable devant la
chaleur spécifique de volume a haute température
(C, = 3N3k).

Le calcul de I’entropie de surface pour T[Ty > 1
peut étre fait aussi de cette maniére, mais en recourant
cependant a une intégration numérique.

Ici aussi la dépendance en T de ces résultats est la
méme quelle que soit la surface considérée, autre

que (001).

Q) Résultats en fonction de T pour X, = X, dans un
cas particulier. — Les fonctions thermodynamiques a
hautes températures par rapport a T peuvent étre
obtenues [14] aisément grice 4 un développement en
série dont le premier terme est celui que donne
P’approximation d’Einstein. Par la méthode des dépha-
sages, nous pouvons obtenir le résultat exact, par calcul
numérique. Nous avons fait ce calcul a toutes tempé-
ratures, quoique nous ne connaissons pas de données
expérimentales sur la variation avec T des fonctions
thermodynamiques. Nous avons d’abord calculé y) (47),
puis AF (23).

Prenons des valeurs numériques correspondantes

a MgO :
Cy = 29,9 x 10" dynes X cm™

Ci, = 8,56 x 101! dynes x cm™

C,, = 15,68 x 10" dynes X cm™2 (68)
M —334%x10"% g (69)
a = 2,102 x 108 cm (70)

M étant la valeur moyenne des masses de Mg et
de O.
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Nous en tirons avec :
a
2X =X, + Xy = 37 (G + Gy — 3Cy) (71

2X = 0,1249 x 10% c.g.s. (72)

La figure 3 donne le déphasage total » (éq. (47));
la variation de densité d’état An par atome de surface

165)
110
140
400
3o
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F16. 3. — Déphasage total », par atome de surface, en

fonction de w?/2X.

2
Erratum : En ordonnées, lire : 7 (;’—X) / 272,

et en fonction de w?2X s’obtient & partir de (25).

Les figures 4 et 5 représentent respectivement les
courbes AS(T) et AC,(T) de I’entropie et de la chaleur
spécifique, par unité de surface.

a) Nous retrouvons le fait que AC, tend vers zéro
quand la température augmente; ce résultat est en
accord avec ce que donne un développement en
moments de densité d’état. Pour un cristal infini [17] :

Co(T) _ & mp (1—2n) (i)
1
avec : ton = 3373 Tr (Dgy)™ (74)

La variation Ay,, des moments de densité d’état
peut étre évaluée, par une méthode de décompte de
chemins & travers le cristal, utilisée par Cyrot-Lack-
man [15] pour le calcul de I’énergie de surface des
métaux de transition. Cette méthode donne aisément
les Ap,, pour petits n. Nous avons ainsi retrouvé
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F16. 4. — Courbe de AS(T) par unité de surface.

Erratum : Les nombres inscrits en ordonnées doivent étre multipliés par 10.
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F16. 5. — Courbe de AC,(T) par unité de surface.

Erratum : Ies nombres inscrits en ordonnées doivent étre
multipliés par 10.

exactement le méme résultat (65) que par la méthode
des déphasages.

Remarquons que AC, passe par un maximum
(=~ 0,059 erg/°K.cm?) pour T ~ 120 °K, alors que
nous avons ici T ~ 660 °K. La valeur de T pour
laquelle apparait le maximum peut, a priori, étre
différente pour des surfaces autres que (001). En
écrivant que pour la température correspondant a ce
maximum la chaleur spécifique de volume par atome
est

C, = 3k/A (75)

ou A est une constante sans dimension pouvant valoir
quelques unités et en appelant ¢ le rapport du nombre
d’atomes total au nombre d’atomes en surfaces, nous
avons ici pour une seule surface (001)

AC,/C, = 0,0634/q. (76)

La valeur numérique de 4 et ¢ dépend du type
d’échantillons que ’on peut imaginer : si ’on imagine
qu’on puisse mesurer la chaleur spécifique d’une seule
couche d’atomes déposée sur un substrat, on aurait
g =1 etensupposant 4 = 4, on aurait par exemple
dans ce cas trés particulier :

AC,/C, ~ 0,25.

b) Comparons le résultat obtenu a haute tempéra-
ture pour l’entropie de surface, par une « méthode
de moments » [14], soit :

AS = (0,852 + 0,075 + ...) 10" erg/°K .cm?.  (77)

Nous constatons ainsi que ’approximation d’Einstein
est bonne a 17 9, pres dans ce cas, et si on tient compte
du premier terme correctif on a une précision de 10 9.
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Conclusion. — Nous avons montré que le probléeme
d’une surface libre peut étre résolu complétement par
la méthode des déphasages de la méme fagon que le
probléme d’une impureté ponctuelle.

Des considérations de symétrie peuvent simplifier
la résolution. En utilisant un modéle trés simple pour
décrire les vibrations des atomes, nous avons obtenu
les modes étendus et les fonctions thermodynamiques
de surface a hautes températures. Un seul de ces
résultats semble avoir été obtenu jusqu’ici par d’autres
auteurs : la chaleur spécifique a4 basses tempéra-
tures [9, 11]. Nous avons pu en particulier estimer
avec quelle précision I’approximation d’Einstein per-
met de calculer [14] Dlentropie de surface & haute
température.

Dans ce modele de cristal cubique simple avec
interactions centrales entre premiers voisins, étant
donné la forme particulierement simple des dépha-
sages (39-41), nous pouvons aussi résoudre exactement
le probléme de défauts en surface. Ceci est en principe
toujours possible, mais conduirait avec des modeles
plus élaborés a des calculs numériques assez longs,
sauf peut-&tre dans certains cas limites ou le dévelop-
pement en série des fonctions de Green est possible.

De plus, la méthode des déphasages est en principe
aussi riche en applications pour les problémes de
surfaces et de dislocations que pour les problémes
d’impuretés ponctuelles; elle s’applique formellement
de la méme facon pour I’étude des vibrations cristal-
lines, des ondes de spin et des électrons en liaisons
fortes.
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APPENDICE

Calculde H = dét (/—AGj§). —A.1. MAaTRICE. A.
— Les équations du mouvement (26) écrites sous la
forme (4) sont :

— w?0® = X;(2 cos @; — 2) v%
+ X5(20% cos @y + v + 0vE_, — 40%)

avec :
(S (1 =+ cos o)
is = [S5S5 (1 4 cos gy)

(f)?* (1 — cos ¢y)
Jif§ (1 — cos g5)

AjAs =
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— 00 = X,(v} ., + Vi, — 20})

+ X5(20% cos @, + 20% cos @, — 4v7). (A1)

L’équation pour ¥ s’obtient a partir de I’équation
en v% en changeant x en y et ¢; en @,.

Nous en tirons A (éq. (9)), qui est ici diagonale
quels que soient ¢, et ¢, dans la base des fonctions (29) :

A
A= " 4 (A.2)
0
Ay=| 0 (A.3)
— 2%,
—2X.
Ay = * _ax, (A.4)

A.2. MATRICE DES FONCTIONS DE GREeN Gj. —
Les éléments de matrice de Gj dans la base des
|n, ¢ > s’écrivent de facon tout a fait générale :

, 1 f3f5 einm e
+00 2y — iJJ
o () = 5 ]Zfd@s o — ol T & (A.5)

pour ¢z variant a l'intérieur de la premiére zone de
Brillouin du cristal infini.

Pour évaluer les parties réelles et imaginaires des
éléments de matrice de G§, nous utilisons la formule
bien connue :

1
x e

= PP (%) — i §(x) (A.6)

1 1
ou PP (;) désigne la partie principale de p 3(x) la

« fonction » delta.
Nous pouvons écrire (A.5) dans la base des fonc-
tions (29) sous la forme :
1o (" 4;(9s)
+ 2y — d J\Y3 .
i) =13 dn

Pour écrire la matrice A4;(pg), nous avons tenu
compte du fait que les termes, sous le signe somme
de (A.7), antisymétriques en ¢;, donnent un résultat
nul par intégration de — 7 a 4 7 :

(A.7)

45 = ’Ais Ajas (A-8)

S5y (1 + cos gg)

(f9)? (1 + cos @3) (A.9)
(f5)? (1 — cos ¢y)

S514 (1 — cos )

(f9)? (1 — cos g5) (A.10)
(f5)? (1 + cos ;)
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Tous calculs faits, nous avons obtenu : et
2 11/2
Gy + _1[ ex ; i o —o—B; ]
+ | T0s = — |1 — (8¢ SonB, §iny [ Fi
G} ‘ - (A.11) Gir =g (05 + uSgnB; 33" Y
avec : (A.14)
0 avec j prenant respectivement les valeurs 3, 1 et 2
G, = 0 (A.12) lorsque I' représente 2, %, et %..
Ggd Sgnp; est écrit pour le signe de B; et les 3i" et §¢*
et sont définis par (36) et (37).
GF &, A.3. Matrice H. — A partir de (A.2-A.4) et
Gias = Gy, (A.13) de (A.11-A.14), nous obtenons H donné par
0 (30-35).
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