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SUR LA THÉORIE QUANTIQUE DE LA BIRÉFRINGENCE MAGNÉTIQUE
DES MOLÉCULES DIAMAGNÉTIQUES

Par R. LOCQUENEUX, P. SMET et J. TILLIEU,
Département de Physique, Faculté des Sciences de Lille, B. P. 306, 59-Lille-gare.

(Reçu le 9 novembre 1967.)

Résumé. 2014 Pour les molécules diamagnétiques, une théorie quantique de la biréfringence
magnétique est développée en vue de permettre le calcul variationnel de la constante de
Cotton-Mouton.

Après un bref rappel de la théorie phénoménologique, on calcule la moyenne quantique
des opérateurs moments électrique et magnétique de la molécule, puis leur moyenne macro-
scopique en tenant compte de l’orientation sous l’effet du champ magnétostatique.

Abstract. 2014 A quantum mechanical theory for the magnetic birefringence in diamagnetic
molecules is developed to allow the variational computation of the Cotton-Mouton constant.

After a brief summary of the phenomenological theory, the quantum mechanical average
for electric and magnetic moment operators of the molecule are calculated, and their

macroscopic average, taking into account the orientation effect of the magnetostatic field.

LE JOURNAL DE PHYSIQUE TOME 29, JUILLET 1968,

I. Introduction. - Nous nous proposons d’6tablir
une th6orie quantique de 1’effet Cotton-Mouton mole-
culaire (c’est-a-dire de la birefringence magn6tique),
en vue principalement d’aboutir au calcul num6rique
effectif de la constante de Cotton-Mouton qui carac-
t6rise 1’effet du meme nom.

Ceci nous am6ne a insister moins que d’autres
auteurs [1] sur la classification des divers ordres de
perturbations et des ph6nom6nes qui en d6coulent.

Consid6rons un syst6me de molecules sans interac-
tion, soumis a 1’action d’un champ magn6tique sta-
tique B’ (1) et d’une onde plane polaris6e rectiligne-
ment, de longueur d’onde X = 2Tcc/co, se propageant
normalement au champ statique. On sait que, dans ces
conditions, le systeme pr6sente une birefringence me-
sur6e par la diff6rence entre les indices de refraction
extraordinaire et ordinaire, soit :

Be est la constante de Cotton-Mouton qu’il s’agit de
calculer a partir des grandeurs mol6culaires.
On sait 6galement [2, 3, 4] que les indices nll et nl

peuvent etre determines en 6tudiant la propagation
d’une onde plane a 1’aide des equations de Maxwell

(1) Les expressions vectorielles et tensorielles sont

imprimées en caracteres gras et droits ; les expressions
pseudo-vectorielles et pseudo-tensorielles en caracteres
gras et penches.
Les vecteurs ne sont pas fLeches, mais les tenseurs le

sont, le nombre de fl6ches indiquant l’ordre du tenseur.

et des relations « complementaires » entre excitations
et champs :

(X est le nombre de molecules par unite de volume).
.A"P,,,O, et %Mmoy sont respectivement les moments
electrique et magnetique macroscopiques; ils sont

obtenus en calculant la moyenne des moments corres-
pondants d’une molecule individuelle, sur toutes les
orientations de la molecule. En principe, une moyenne
sur tous les 6tats d’energie de la molecule serait

necessaire, mais elle se prete tres difficilement a un
calcul effectif sans apporter de diff6rence num6rique
notable.

II. Les grandeurs macroscopiques. - Les expres-
sions phénoménologiques qui rendent compte de
1’effet Cotton-Mouton sont du second degr6 en B’ et
du premier degr6 en A, champ caract6risant l’onde
lumineuse (E ou B) [4].

Ceci am6ne a ne consid6rer, dans 1’expression des
moments individuels, que les termes de la forme

sont des tenseurs caract6risant la molecule ; le calcul de
la moyenne sur les orientations (2) fournit alors (voir

(2) Nous limitons notre etude au domaine des champs
électromagnétiques de l’optique classique ; ceux-ci sont
trop faibles pour orienter les molecules, a la diff6rence
de ce qui se passe dans le domaine de l’optique non
lineaire, ou l’on considere les champs intenses crees par
les lasers [19].
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TABLEAU I

appendice) les expressions suivantes pour les moments
moyens :

Le calcul de la moyenne, ainsi que les calculs

quantiques deja effectués par Smet et Tillieu [5, 6, 7]
et ceux donn6s dans la suite de cet article permettent
de pr6ciser, pour les molecules diamagnétiques, la
forme des differents coefficients a, p) Y, ... , figurant
dans (4.1) et (4.2) et d’en annuler certains pour
les molecules ne pr6sentant pas de pouvoir rotatoire
naturel.

Ces resultats sont r6unis dans le tableau I.

En substituant les valeurs de P moy et Mmoy dans
les relations (2) et (3), nous obtenons :

Les differents coefficients phénoménologiques figu-
rant dans (5.1) et (5.2) ont des significations phy-
siques et des expressions mol6culaires qui sont indi-
qu6es dans le tableau II.
La substitution des relations (5) dans les equations

de Maxwell d6crivant la propagation d’une onde
plane, puis F elimination de B conduisent a un systeme
de trois equations lin6aires homog6nes par rapport aux
composantes de E. L’existence d’une solution nulle
exige la nullité du determinant de ce systeme, soit en
choisissant 1’axe Ox suivant le vecteur B’ et 1’axe Oy
suivant la direction de la propagation de l’onde :
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TABLEAU II

Le d6veloppement de ce determinant donne une

equation bicarr6e en n qui poss6de deux racines

negatives que l’on 61imine et deux racines positives
qui sont les indices cherchés nil et n,.
J 

En nous bornant aux molecules optiquement inac-
tives, nous obtenons ainsi :

d’of la constante de Cotton-Mouton : 

En explicitant la dependance de ç’2 et §( par rapport
à la temperature, soit (voir appendice) :

nous pouvons exprimer que Be est bien une fonction

lineaire de 1

oil e et [J.. sont la constante di6lectrique et la permeabilite
magn6tique pour les champs de fréquence optique.

III. Calcul quantique. - 111.1. HAMILTONIEN DU
PROBLEME. - Nous consid6rons une molecule diama-

gn6tique comprenant N electrons et satisfaisant au
th6or6me de Born-Oppenheimer : elle est soumise a
des perturbations d6rivant des potentiels vecteurs : 

(1’origine est prise au centre de gravité 6lectronique
de la molecule).

Son hamiltonien est habituellement exprime sous la
forme :

mais il sera plus commode pour la suite des calculs
de faire subir aux potentiels du champ dynamique la
transformation de jauge [8] :

Nous devons alors utiliser 1’hamiltonien :
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P et M(0) sont les operateurs moment electrique et
moment magnetique non perturb6 de la molecule.
Les champs :

sont les champs electrique et magnetique de l’onde
lumineuse a l’origine.

111.2. LA FONCTION D’ONDE DU SYSTEME PERTURBE.
- Nous supposons que la molecule non perturbee

est dans son 6tat d’énergie fondamental, decrit par
la fonction d’onde :

ou §gVJ(R) est non d6g6n6r6e (R d6signe 1’ensemble
des variables rl, r2, ..., rN) .
Pour rendre compte de 1’effet Cotton-Mouton, la

fonction d’onde de la molecule perturbée doit etre
d6velopp6e jusqu’au troisieme ordre en fonction des
champs, et les seuls termes a retenir sont les termes
crois6s du second degr6 en B’ et du premier en Eo
ou Bo.

Nous ecrivons donc :

En portant les expressions (17) dans 1’6quation d’evolution :

nous obtenons les equations determinant les diverses fonctions inconnues introduites dans
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La resolution rigoureuse de ces equations est en

general impossible, mais elles sont n6anmoins utiles

pour certaines considerations (reduction du nombre
de fonctions a utiliser, sym6trie de ces fonctions, etc.).
La determination des diverses fonctions peut etre

effectuée de mani6re approch6e par un calcul varia-
tionnel portant sur des fonctionnelles dont certaines
ont deja ete utilis6es dans 1’etude de 1’effet Fa-

raday [9, 10].

III .3. CALCUL DES MOMENTS ELECTRIQ,UE ET MAGNE-
TIQUE MOLECULAIRES. - Nous pouvons maintenant, a
1’aide des fonctions introduites dans le paragraphe
precedent, calculer la moyenne quantique des ope-
rateurs P et M.

a) Nous avons, pour le moment electrique, en

d6veloppant par rapport aux puissances des divers
champs :

L’effet Cotton-Mouton est donne par le quatri6me
terme de (19) et par la contribution du second terme
a la moyenne sur les orientations.
En utilisant les développements (17) et gardant

seulement les termes int6ressants, nous obtenons :

Le calcul de la moyenne sur toutes les orientations

(on peut y n6gliger 1’effet d’orientation par B’)
permet d’écrire (voir appendice) :
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 P &#x3E;(1) introduit un terme de l’ordre desire lorsqu’on
tient compte de 1’effet d’orientation par B’ qui est
du a l’anisotropie diamagn6tique de la molecule ; nous
obtenons (voir encore l’appendice) :

Avec la susceptibilite magn6tique statique :

On a finalement pour la seule etude de 1’effet Cot-
ton-Mouton : 

b ) Le calcul du moment magn6tique est un peu
plus compliqué, car il faut tenir compte de la pertur-
bation de l’op6rateur; nous avons :

Des considerations analogues a celles donn6es pour
le moment 6lectrique conduisent a :
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et :

ou :

et ou :

On a finalement, pour la seule etude de 1’effet

Cotton-Mouton :

Il est possible, a l’aide des equations (17) et (18) et

de la relation de fermeture pour les fonctions non

perturb6es T(P), de montrer que, dans les formules (20)
a (23), certains termes sont nuls lorsque les molecules
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ne présentent pas de pouvoir rotatoire naturel (pr6-
sence d’un centre ou d’un plan de sym6trie). (Les
resultats ont deja ete indiqu6s dans le tableau I.)
On peut egalement, en utilisant (17) et (18), 6li-

miner les fonctions Ll et L2 des formules (21) et (22)
et se borner ainsi a determiner les fonctions d’onde

jusqu’au deuxieme ordre.

IV. Calcul de la constante de Cotton-Mouton de
llhydrog6ne atomique et moldculaire et du mdthane.
- La constante de Cotton-Mouton des gaz parfaits
peut etre exprim6e par la formule (8).
La constante de gyration magnéto-optique 1)1 a deja

ete d6termin6e par Smet et Tillieu [7] dans la th6orie
de 1’effet Faraday.

Les coefficients §( et ç2 ont des expressions obtenues
par comparaison des relations (4.1) et (21); (4.2)
et (22) en utilisant les correspondances de notations
fournies par les tableaux I et II. Ces deux quantites
peuvent etre 6crites sous la forme :

La suite du calcul a montre que v2 est n6gligeable
devant v, et que, dans (8), seul le terme en §( est

preponderant devant §§ (au moins 104 a 105 fois plus
grand) (hypothèse deja faite par M. Born [2]) et

devant 71 (approximation faite par Buckingham [11]),
de sorte que 1’expression utile de Bc se r6duit a : :

La grandeur v, est donn6e par (u, v = x, y, z) :

Son calcul fait intervenir les 36 fonctions inconnues

G, Fi, Ti et U (e = +) qui doivent satisfaire a des
equations aux d6riv6es partielles non r6solubles rigou-
reusement dans la quasi-totalité des cas. On peut
appliquer une m6thode de variation-perturbation [12,
13] en utilisant des fonctions approch6es comportant
un certain nombre de param6tres a determiner.
D’autre part, lorsque la fonction d’onde non per-
turb6e y;&#x26;0) est 6crite sous la forme d’un produit non
antisym6tris6 de fonctions d6crivant des sous-ensembles
d’61ectrons de la molecule (fonctions de paires, orbi-
tales mol6culaires, fonctions de loges) [14], il est facile
de voir que les grandeurs mentionn6es ci-dessus
ob6issent a des relations d’additivit6.

Dans le cas des 6tats fondamentaux des mole-
cules H, H2 et CH4, en utilisant les fonctions y;&#x26;O)
donn6es dans [9, 10] et en prenant les fonctions

approch6es suivantes :

a) Dans le cas de la sym6trie sph6rique (état 1 s

des atomes) :

b) Dans le cas de la sym6trie cylindrique (liaison a):
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Les diff6rents param6tres introduits, dont certains
sont deja connus par 1’etude de 1’effet Faraday [9, 10],
sont determines par un calcul variationnel portant
sur des densit6s lagrangiennes obtenues par d6velop-
pement, jusqu’a divers ordres des perturbations, de
la densite suivante [15] :

L = 2013 h (T*,k _,k* T) + h2 VT*. VT + T. VT= - 2 (W* W - ’I’* ’Y) 2m V’Y° . V’Y + ’Yo V’Y

Notre calcul exige d’aller jusqu’au quatri6me ordre.
Les resultats num6riques sont r6unis dans le tableau

ci-devant et compares a des valeurs obtenues par
Kielich [16, 17] et par Buckingham [18].
A notre connaissance, ces resultats sont les premiers

obtenus par voie purement quantique et fournissent
l’ordre de grandeur convenable ainsi que le signe de
la constante de Cotton-Mouton.

Notre etude a, en outre, l’intérêt de pr6ciser les
ordres de grandeur des diff6rents termes intervenant
dans la formule (8) et de permettre de simplifier
1’etude de 1’effet Cotton-Mouton et, vraisemblable-

ment, celle de 1’effet Kerr que nous envisageons
d’effectuer.

11 est possible que notre m6thode permette 1’etude
des ph6nom6nes de l’optique non lin6aire, il faudrait
alors tenir compte de l’orientation des molecules sous
1’effet des champs des ondes électromagnétiques
intenses; une telle etude nous permettrait alors de
confronter nos resultats a ceux de Masamoto

Takatsuji [19].

APPENDICE

CALCUL DE LA MOYENNE

SUR LES ORIENTATIONS

On sait que la probabilite d’orientation du moment
magn6tique M de la molecule (diamagnétique) dans
I’angle solide dQ est donn6e par :

avec :

En d6veloppant 1’exponentielle jusqu’au terme du
second degr6 en B’, on obtient la probabilite d’orien-

tation valable pour des champs faibles et des temp6-
ratures suffisamment 6loign6es du zero absolu :

Le premier terme de (A. 3) est independant à la fois
de la temperature et de l’orientation, tandis que le
second en depend. (On suppose que l’onde lumineuse
a une intensite suffisamment faible pour que l’on

puisse n6gliger ses effets d’orientation sur la molecule.)
Dans le cours de l’article, nous avons constamment

introduit des moyennes sur les orientation pour des

expressions faisant intervenir divers tenseurs : une
telle moyenne, pour une grandeur U, est d6finie par :

Dans (A. 4’), on a s6par6 le terme indépendant de
l’orientation (SO) et celui qui en tient compte (AO).
Nous donnons ci-dessous les resultats utiles dans les

divers calculs mentionn6s dans cet article :

(dans Ie premier membre, A est contract6 avec P
et B’ avec y).

(dans le premier membre A est contract6 avec P,
B’ avec y et 8).
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